Probabilidad

Los Del DGIIM, 1o0sdeldgiim.github.io

Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas
Universidad de Granada


https://losdeldgiim.github.io/

ol0Ele

Esta obra estd bajo una Licencia Creative Commons
Atribucion-NoComercial-SinDerivadas 4.0 Internacional
(CC BY-NC-ND 4.0).

Eres libre de compartir y redistribuir el contenido de esta
obra en cualquier medio o formato, siempre y cuando des
el crédito adecuado a los autores originales y no persigas
fines comerciales.


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Probabilidad

Los Del DGIIM, losdeldgiim.github.io

Arturo Olivares Martos

Granada, 2024-2025


https://losdeldgiim.github.io/

Probabilidad




Indice general

0. Introduccién

1. Distribuciones de Probabilidad Continua

2.

3.

1.1.
1.2.

1.3.
1.4.
1.5.

1.6.

Distribucién Uniforme Continua . . . . . . . . . . . . . .. ... ...
Distribucién Normal . . . . . . . . . . . . ... .
1.2.1. Aproximaciones . . . . . . . . . . ...
Distribucién Exponencial . . . . . . . . ..o
1.3.1. Relacién con la Distribucién Poisson . . . . . ... ... ...
Distribucién de Erlang . . . . . . ..o
Distribucién Gamma . . . . . . . . . ...
1.5.1. Funcién Gamma . . . . . . . . ...
1.5.2. Distribucién Gamma . . . . . . . ...
Distribucién Beta . . . . . . . . ..
1.6.1. Funcién Beta . . . . . . . . ...
1.6.2. Distribucién Beta . . . . . . . ...

Vectores Aleatorios

2.1.

2.2.
2.3.
2.4.

2.5.
2.6.

2.7.

Clasificacion de vectores aleatorios . . . . . . . ... ... ... ...
2.1.1. Vectores aleatorios discretos . . . . . . . . . . . .. ... ...
2.1.2. Vectores aleatorios continuos . . . . . . . . . . . .. ... ...
Distribuciones marginales . . . . . . . ... ... ..
Distribuciones condicionadas . . . . . . . . . . . ... ...
Cambio de Variable . . . . . . . . ...
2.4.1. Discreto a Discreto . . . . . . . . ...
2.4.2. Continuo a Discreto . . . . . . . . . .. ...
2.4.3. Continuo a Continuo . . . . . . . . . . . . . ... ... ....
2.4.4. Distribucion del Maximo y del Minimo . . . . . .. .. .. ..
Esperanza . . . . . . .. .
Momentos . . . . . . . . e
2.6.1. Momentos No Centrados . . . . . . . . . .. ... ... ....
2.6.2. Momentos Centrados . . . . . . . . . . ... ... ... ....
Funcién Generatriz de Momentos . . . . . . . . . ... . ... ....

Independencia de variables Aleatorias

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

Caracterizaciones de independencia para variables discretas . . . . . .
Caracterizaciones de independencia para variables continuas . . . . .
Caracterizaciéon mediante conjuntos de Borel . . . . . . . . .. .. ..
Propiedades de la independencia . . . . . . . ... ... ... .. ...

3

10
15
16
19
20
21
21
22
24
25
25

29
33
33
36
37
38
40
41
41
42
43
44
46
46
46
49



Probabilidad Indice general

3.4.1. Teorema de la multiplicacion de las esperanzas . . . . . . . . . 58

3.5. Distribuciones Reproductivas . . . . . . . ... ... ... ... ... 59
3.6. Independencia para familias de variables aleatorias . . . . .. . . .. 64
3.7. Independencia para vectores aleatorios . . . . . ... ... ... ... 64

4. Esperanza Condicionada 65
4.1. Esperanza condicionada . . . . . . . ... ... 65
4.2. Momentos condicionados . . . . . . ... ... 71
4.2.1. Momentos condicionados no centrados . . . . ... ... ... 71

4.2.2. Momentos condicionados centrados . . . . . . ... ... ... 71

4.3. Varianza condicionada . . . . . . . . ... ... 72
4.4. Regresion Minimo Cuadrética . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 74
4.4.1. Busqueda de la funcién de regresién optima, @opt - - . . . . . 74

4.4.2. Razones de Correlacion . . . . . . . .. .. ... 78

4.5. Rectas de Regresion . . . . . . . . ..o 81
4.5.1. Coeficiente de determinacion lineal . . . . .. ... ... ... 83

4.5.2. Coeficiente de correlacion lineal de Pearson . . . . . . . . . .. 84

5. Algunos Modelos Multivariantes 87
5.1. Distribucién Multinomial . . . . . . . . . . . ... 87
5.2. Distribuciéon Normal Bidimensional . . . . . . . ... ... ... ... 93

6. Teorema Central del Limite 101
6.1. Leyes de los Grandes Numeros . . . . . . . . .. .. ... ... .... 103
6.1.1. Leyes Débiles de los Grandes Ntimeros . . . . . .. .. .. .. 104

6.1.2. Leyes Fuertes de los Grandes Numeros . . . ... .. ... .. 106

6.2. Problema Central Del Limite . . . . . .. .. . ... ... ... ... 107

7. Relaciones de problemas 109
7.0. Introducciom . . . . . . . ... 109
7.1. Distribuciones de Probabilidad Continua . . . . . . . ... ... ... 122
7.2. Vectores Aleatorios. Parte 1 . . . . . . . . .. ... ... ... .... 136
7.3. Vectores Aleatorios. Parte 2 . . . . . .. . .. ... ... ... .... 160
7.4. Independencia de Variables Aleatorias . . . . . ... ... .. .. .. 184
7.5. Esperanza Condicionada . . . . . . .. .. ... ... ... . ..... 191
7.6. Algunos Modelos Multivariantes . . . . . . .. ... ... ... .... 221
7.7. Teorema Central del Limite . . . . . . .. .. ... ... ... .... 232



0. Introduccion

En la asignatura de Estadistica Descriptiva e Introduccion a la Probabilidad se
presentaron los conceptos mas importantes de Probabilidad unidimensional, junto
con diversos ejemplos de distribuciones de variables aleatorias discretas.

Este primer tema es un repaso de lo mas importante de dicha asignatura, hacien-
do especial hincapié en las mencionadas distribuciones discretas. Se recomienda al
lector por tanto que se diriga a los apuntes de dicha asignatura, revisando asi estos
conceptos.
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1. Distribuciones de
Probabilidad Continua

En el presente capitulo, se estudiaran las distribuciones de probabilidad continua
mas importantes. Al igual que en la asignatura de EDIP se vieron ejemplos para
variables aleatorias discretas, en este tema se presentaran las distribuciones mas
relevantes para variables aleatorias continuas.

1.1. Distribucion Uniforme Continua

Definicién 1.1 (Distribucién Uniforme Continua). Una variable aleatoria continua
X sigue una distribucién uniforme en el intervalo [a,b], con a,b € R, a < b, si su
funcion de densidad toma un valor constante en dicho intervalo, siendo nula fuera
de él. Lo denotaremos como X ~ U(a,b).

Proposicién 1.1. Sea X ~ U(a,b). Entonces, se tiene que:

f: R — [0,1]
1

T — b—a
0 x ¢ [a,b]

x € [a,b]

Demostracion. Sea [ la funcién de densidad de X. Para que sea una funcion de
densidad, debe integrar 1 en todo R. Como esta es nula fuera de [a, b], tenemos que:

/_Z f(x)dx = /ab flz)dr =1

Como f es constante en [a, b], sea entonces f(x) = k para = € [a, b]. Entonces:

b 1

/abf(x)dx:/abkdx:k/ dq::k(b—a):1:>k:b_a

Por tanto, la funcién de densidad de X es:

f(z) = bia Vz € [a,b]
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Proposicién 1.2. Sea X ~ U(a,b), entonces su funcion de distribucion es:

Fy: R — [0,1]

0 r<a
a
e x € |a, b
1 x>0

Demostracion. Tenemos que:

v o] 1 r T —a
FX(x)—/OOf(t)dt—/a b—adt_b—a/a dt—b_a

]

Como consecuencia inmediata a la proposicion anterior, vemos como definicién
alternativa que, si X es una variable aleatoria continua tal que X ~ U(a,b), entonces
se tiene que la probabilidad de que X tome un valor en un intervalo [c,d], con
a < ¢ <d< b, es directamente proporcional a la longitud del intervalo.

Proposicién 1.3. Sea X wuna variable aleatoria tal que X ~ U(a,b). Su funcion
generatriz de momentos es:

6tb - eta

M= G0

t#£0

Parat =0, Mx(0) = 1.

Demostracion. Veamos en primer lugar el caso t = 0. Aunque ya esté demostrado
en el temario de EDIP, esto es una propiedad general de las funciones generatrices
de momentos, ya que:

Mx(0)=E[e™] =E[1] =1

Para t # 0, tenemos que:

b 1 1 b
Mx(t):E[etX}:/ et””b_ada::b_a/ e dx =

1 et:): b 6tb_eta
T b—a [T} - (b—a)t

a

]

Calculemos ahora los momentos de una variable aleatoria X tal que X ~ U(a,b).

Proposicién 1.4. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ U(a,b). Entonces, su
momento no centrado de orden k € NU {0} es:
prtl _ gkt

me= BN = e —a)
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Demostracion. Tenemos que:

b 1 1 b
mk—E[Xk]—/ " dx /:r;k de =

b—a :b—a
1 st b pE+L _ gk+1
T b—a [k—i—lL: (k+1)(b—a)

Como consecuencia, tenemos que:
B b? — a? B b+a
S 2(b—a) 2

Proposicién 1.5. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ U(a,b). Entonces, su
momento centrado de orden k € N es:

0 k impar
pr =19 (b—a)"
(k+1)2F

(X_a—l—b>k
2

k par

Demostracion. Tenemos que:

e = Bl(X —m)'] = E

( a+b)k+1 ( a—l—b)kﬂ (b— a)k—i-l
b “(a- Ll
B 2 2 2

(k+1)(b—a) (B +1)(
Distinguimos ahora en funcién de la paridad de k:

= Si k es impar, entonces u = 0.

(b—a)*

= Sikes par, entonces M = m

Algunos ejemplos de su utilidad son los siguientes:

= La distribuciéon uniforme proporciona una representacion adecuada para re-
dondear las diferencias que surgen al medir cantidades fisicas entre los valores
observados y los reales. Por ejemplo, si el peso de una persona se redondea
al kg mas cercano, entonces la diferencia entre el peso observado y el real
sera algun valor entre —0,5 y 0,5 kg. Es comin que el error de redondeo siga
entonces una distribucién U4(—0,5,0,5).

» La generacién de nimeros aleatorios en un intervalo [a,b] debe seguir una
distribucion U(a, b).
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1.2. Distribucion Normal

Esta es la distribucion de probabilidad més importante en la Teoria de la Pro-
babilidad y la Estadistica Matematica.

Definicién 1.2 (Distribucién Normal). Una variable aleatoria continua X sigue
una distribucién normal con pardmetros u € Ry 02 € RT, si su funcién de densidad

(S )2
$ J—
R il

fx(x) = e 2% | zeR
2ro

donde o = +v/02. Lo denotaremos como X ~ N'(u,c?).

A pesar de darse como definicién, hemos de demostrar que efectivamente es una
funcién de densidad. Para ello, incluimos el siguiente Lema, cuya demostracién no se
incluye por su complejidad, al requerir de integracion en varias variables con cambio
a coordenadas polares.

Lema 1.6 (Integral de Gauss). Sea a € R*, b € R. Entonces:

/ e~ dy = \ﬁ
oo a

Usando este lema, podemos demostrar que la funcién de densidad de la normal
es efectivamente una funcién de densidad.

Demostracion. La funcion fx debe cumplir las siguientes propiedades:

» fx(z) > 0 para todo = € R.

Esto es directo puesto que el término exponencial siempre es positivo.

= fx es integrable, por ser producto y composicién de funciones integrables.

. /fo(m)dx:

(z—p)? M (0
/ fx(x dx—/ 202 dr = / e 20 dp
27T0' 210 J -0
S |
2ro #
. 1
donde en (x) hemos aplicado la Integral de Gauss con a = 552 Y b= —p.
o

]

Teorema 1.7 (Tipificacién de la Normal). Sea X ~ N(u,0?). Entonces, la variable

aleatoria Z = se dice que es la variable aleatoria tipificada de X. Se cumple

que:

1. Z ~N(0,1).

o

10
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T —p

2. P[X<$]:P{Z< } para todo x € R.

Demostracion. Demostramos cada uno de los puntos:

1. Para esto, hay que emplear el Teorema de Cambio de Variable de variable
aleatoria continua a variable aleatoria continua. Definimos la siguiente funcién:
g: R — R
T—p
o

T +—

Tenemos por tanto que Z = g(X). La inversa de g es:

g!: R — R
z — ozZ+u

La funcién de densidad de Z es, por tanto:

fz(2) = fx(g7(2)) (7)) = fx(oz+p) -0 =

z
1 I
= e 2 VeeR|(ocz+pu) eR=
Nor [ (0+ )
1

[\

z

= 6_3 VzeR
V2T

Por tanto, identificando términos, tenemos que Z ~ N(0,1).

2. Este resultado se obtiene de forma directa por el Teorema de Cambio de Va-
riable usando los dos Corolarios que lo acompanan vistos en EDIP.

]

Proposicién 1.8. Sea X ~ N'(u, 0?). Entonces, su funcién generatriz de momentos
es:

o242
Mx(t) = ettt 5~
Demostracion. Demostraremos este resultado en dos pasos:
Caso particular Demostramos en primer lugar el caso para la variable Z ~ N (0, 1):

2_ 42
M (t) = -5 dZ _ tz—— dz = / % dy —
Z( ) / \/ \/27]'/ 1/271-
t2
z—1)2 2 2 )2
_ (=)~ i) L Y — € 2 _( t) d

m/ “ Ve

Debido a que la integral de una funcién de densidad de una variable aleatoria
con distribucién N (¢,1) en todo R es 1, tenemos que:

_(z—1)?

2 dz=1

1
e
RV 21

Por tanto:
t2
=

Mz(t) =€

11
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Caso general Demostramos ahora el caso general para X ~ N (u,o?). Considera-
mos la variable aleatoria tipificada de X, Z ~ N (0,1):

Por tanto, tenemos que X = 07 + u. Por tanto:
MX(t) - B [etX} — E [et(aZJru)] — FE [etaZetu}

Puesto que e'* es una constante, por la linealidad de la esperanza tenemos:

o'2t2

- 2
Mx(t) = E ["?e"] = "E [e(w)z} = " My(to) = et T = otht 73

]

Una vez ya razonada la funcién generatriz de momentos, podemos entonces en-
tender por qué los parametros de la normal son u y 0. Veamos en primer lugar que
o es la esperanza de la variable aleatoria (E[X] se nota también como X o u):

Proposicién 1.9. Sea X ~ N(u,0?). Entonces, su esperanza es:

E[X]=p
Demostracion. Tenemos que:
d d o242 o242
BIX) = ZMx(t)]| = Ze"5| = (ut o) ‘ =+ 0) = p

]

De igual forma, podemos ver que o2 es la varianza de la variable aleatoria (ya
que Var[X] también se nota por o?):

Proposicién 1.10. Sea X ~ N (u,0?%). Entonces, su varianza es:
Var[X] = o?

Demostracion. Calculemos en primer lugar E[X?] con la funcién generatriz de mo-
mentos:
2 d

d? M d tu+"2t2 t/ﬁ-ﬁ 2
= M|y = gt T = g e o] =

t o242 2,\2 t ﬁg
:<e“+ 2 (u+0t) + et cr)

E[X?]

» _ 60(M2> —|—600'2 :M2+0_2

Tenemos por tanto, usando que E[X] = pu:
Var[X] = E[X?] — E[X]? = pi® + 0 — pi* = ¢*
]

Una de las propiedades mas importantes de la distribuciéon normal es que es
simétrica respecto a su media.

12
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Proposicién 1.11. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ N'(u,0?). Entonces,
es simétrica respecto a su media, es decir:

PX<p—z]=PX>pu+z] VeelR

Demostracion. Para probar esto, probaremos que su funcién de densidad es simétri-
ca respecto a su media. Tenemos que:

L =) =2 N G0 .z
— 1) = e 20’2 = e 20’2 = e 20’2 =
Txln ) 2ro 2ro Varo
L et a) =2
R 20° = fx(p+z)

Veamos ahora lo pedido. Como fx es una funcién de densidad, tenemos que:

PIX>Zpu+z]=1-PX<pu+z=1- uﬂfx(t)dt:
+00 pta - +oo
= fx(t) dt —/ fx(t) dt = fx(t) dt
—00 —00 ptx

donde podemos restar las integrales puesto que todas ellas son convergentes. Apli-
camos ahora el cambio de variable t = pu + w:

t=p+u limt=p+=x
—/ =1 lim t = 400
du U—»00
Por tanto, tenemos que:
+o0o 00 o0
PX b= [ et di= [ fulurwydu= [ fuluw du
ptx T x

Notemos que este primer cambio de variable ha sido esencial para poder aplicar
la simetria. Aplicamos ahora el cambio de variable u = —v + u:

U=—-v+p lim t=ux
vV pU—x
d_u =1 lim t=+o00
dv V——00

Por tanto, tenemos que:

T

PX > vl = [T pxtu-wdu=— [ e do= [* pte) o=
= PIX <p—1] ’

Notemos que, de forma intuitiva, lo que hacemos con el primer cambio de variable
es “llevarlo al eje de simetria”, y en ese eje aplicamos la simetria y “deshacemos” el
cambio hecho anteriormente. O]

Otra propiedad importante de la distribucién normal es que la media, mediana
y moda coincide.

13



Probabilidad 1. Distribuciones de Probabilidad Continua

Corolario 1.11.1. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ N(u,0?). Entonces:
p= E[X] = Me[X] = Mo[X]
Demostracion. Calculemos por separado ambos valores:

Calculo de la Mediana Sabiendo que la distribucién es simétrica respecto a su
media, veamos que P[X < u] = P[X > p] = /2.

La primera igualdad es directa, puesto que P[X < p] = P[X > p] por ser
simétrica respecto de p. Posteriormente, tenemos que:

1
PIXZ>u=1-PX<pu=1-PX2p=PX2>u=;

Por tanto, p1 = Me[X].

Calculo de la Moda Es el maximo absoluto de la funcién de densidad. Calculémos
lo mediante el estudio de la primera derivada:

(z — p)?

1 = 2(x —
f&(f):ﬁe 202 (—%)z@{z}w:u

Por tanto, vemos que el tnico candidato a extremo relativo es p. Ademas,
vemos que fi es creciente para x < u y decreciente para x > p, de lo que
deducimos que p es un méaximo absoluto. Por tanto, u = Mo[X]. O

Teorema 1.12 (Regla de la Probabilidad Normal). Sea X wuna variable aleatoria
continua tal que X ~ N (p,0?). Entonces:

1. Plu—o < X < p+ 0]~ 0,6826
2. Plp—20 <X < p+20] ~0,9544
3. Plu—30 <X < pu+ 30| ~0,9974
Demostracion. Vamos a demostrar el primer apartado, siendo los demas analogos.

plr-o—n_, pnto—p
g g

= PlZ<1]-PlZ<-1]=P[Z<1]-PlZ>1]=

—9P[Z < 1] —1~2-0,8413 — 1 ~ 0,6826

Pp—o<X<pu+o]= —P-1<Z<1]=

donde Z representa la variable aleatoria tipificada de X y, al terminar, hemos con-
sultado los valores en la tabla de la distribucién normal estandar. O

Su grafica es ampliamente conocida y tiene forma de campana, como podemos
ver en la Figura 1.1.

14
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—p=0,02=10
—u=0,02=0,5
B —u=1,02=20
Ne]
4/ &\
—3 —2 —1 0 1 2 3

Figura 1.1: Funcién de densidad de una v. a. con distribuciéon normal.

1.2.1. Aproximaciones

La distribucién normal es una de las méas importantes en la Estadistica, y es
comun que se utilice para aproximar otras distribuciones. Esto se debe a que la
distribucién normal es una de las mas sencillas de trabajar. En esta seccion estudia-
remos algunas de estas aproximaciones.

Observacion. Notemos que estas aproximaciones solo tienen sentido hoy en dia
histérico o docente, ya que actualmente se dispone de herramientas computacionales
que permiten trabajar con cualquier distribucion sin necesidad de aproximarla. En
el pasado, no obstante, estas aproximaciones eran muy ttiles al no existir dichas
herramientas. Igual ocurre en el ambito docente actualmente.

Aproximacion de la Binomial por la Normal

Proposicién 1.13. Sea { X, }nen una sucesion de variables aleatorias tal que X,, ~
B(n,p). Entonces,
lim P[X, < z] = P[X < 7]

n—oo

donde X ~ N (np,np(1 —p)).

La demostracion de este teorema se podra entender en el ultimo tema, por ser
una consecuencia del Corolario 6.8.2. No obstante, se presenta aqui por su utilidad
en la practica, ya que nos permite aproximar la distribucién binomial por la normal.

Si n es suficientemente grande, se tiene que la funcién de distribucion de X,
se puede aproximar por la de una distribucién normal con parametros u = np y
02 = np(1 — p). Informalmente, esto lo notamos como:

Empiricamente se ha comprobado que esta aproximacion es buena si n > 30 y
0,1 <p<0)9.
Aproximacion de la Poisson por la Normal
Proposicién 1.14. Para cada X\ € RT, sea X, ~ P(\). Entonces, se tiene que:

lim P[X, <z|=P[X < 7

A—00

donde X ~ N (\,\).

15
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De igual forma, la demostracién de este teorema se podra entender en el iltimo
tema, por ser una consecuencia del Teorema 6.8. No obstante, se presenta aqui por
su utilidad en la practica, ya que nos permite aproximar la distribucién de Poisson
por la normal.

Si A es suficientemente grande, se tiene que la funcién de distribucién de X, se
puede aproximar por la de una distribucién normal con pardmetros pu = o2 = \.
Informalmente, esto lo notamos como:

X)\ NN()\,)\)

Empiricamente se ha comprobado que esta aproximacién es buena si A > 10.

Correccién por Continuidad

Notemos que en muchos casos, como en las dos aproximaciones anteriores, se
trata de aproximar una variable aleatoria discreta por una continua. En estos casos,
es posible caer en el siguiente error. Supongamos X una variable aleatoria discreta
que sigue una distribucién binomial, y sea x; un valor de la variable aleatoria con
P[X = x;] > 0. Al aproximarlo por una normal, se tendria que P[X = z;] = 0, ya
que la normal es continua. Esto es incoherente, por lo que se introduce una correccion
por continuidad.

Esta correccién por continuidad siempre se realiza sumando o restando 0.5 (este
valor se ha establecido asi porque, empiricamente, se ha comprobado que mejora la
aproximacién) a los extremos de la desigualdad (segiin convenga). Lo que buscaremos
es cubrir los valores de la variable aleatoria discreta en un intervalo de la variable
aleatoria continua. Veamos algunos ejemplos:

» Para aproximar P[X = x;] en la binomial, se calculard con la expresién dada
por Plz; — 0,5 < X < z; + 0,5] en la normal.

» Para aproximar P[X < ;] en la binomial, se calculard P[X < x; + 0,5] en la
normal.

» Para aproximar P[X > ;] en la binomial, se calcularda P[X > x; — 0,5] en la
normal.

1.3. Distribuciéon Exponencial

Definicién 1.3 (Distribucién Exponencial). Una variable aleatoria continua X si-
gue una distribucién exponencial con pardmetro A € R*, si su funcién de densidad

es:
e x>0

x =
Ix(@) {0 z <0

Lo denotaremos como X ~ exp(A).
Comprobemos ahora que efectivamente es una funcién de densidad.

Demostracion. La funciéon de densidad debe cumplir las siguientes propiedades:
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» fx(x) > 0 para todo = € R.

Esto es directo puesto que el término exponencial siempre es positivo.

. /_fo(x)dx: 1.

/ fx(x)der = /0 e dx = )\/0 e dx = [—e‘”};o =1

Veamos algunas aplicaciones de esta distribucion:
= La distribucién exponencial se utiliza para modelar el tiempo aleatorio entre
dos fallos consecutivos en fiabilidad o entre dos llegadas consecutivas en teoria

de colas.

= También se aplica en la modelizacion de tiempos aleatorios de supervivencia
(Andlisis de Supervivencia).

= En general, X suele representar un tiempo aleatorio transcurrido entre dos
sucesos, que se producen de forma aleatoria y consecutiva en el tiempo. Di-
chos sucesos se contabilizan mediante un proceso de Poisson homogéneo. El
parametro A representa la razén de ocurrencia de dichos sucesos, que en este
caso es constante.

Proposicién 1.15. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ exp(\). Entonces, su
funcion de distribucion es:

Demostracion. Distinguimos dos casos:
» Siz <0, entonces Fy(x)=0.

= Siz >0, entonces:

0

Fx(x) = / e ™M dt = [—e‘”]x =(—eM+1l)=1-e™
0

]

Proposicién 1.16. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ exp(\). Su funcion
generatriz de momentos es:
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Demostracion. Tenemos que:

00 00 Nelt=Nz o0
Mx(t) = E [¢¥] = / e Ae ™ dx = / Aelt=NT gy — [ ]
0 0 0

t—A

Para que la integral sea convergente, necesitamos que t — A < 0, es decir, t < \.
Tenemos entonces:

t—X A—t

Ae@—ﬂw]“’ e’ A
:O— =
t—X |,

My(t) = |

]

Proposicién 1.17. Sea X una variable aleatoria de forma que X ~ exp(A). En-
tonces, sus momentos no centrados de orden k € N son:

k!
EWﬂ:F
Demostracion. Demostramos por induccion sobre k que:
d* kA
—Mx(t) = ———+—
g Mx (@) (A — £)k+1

» Caso base: k = 1.

d A 1A
L My(t) = -
g Mx () A—t)2  (A—t)+!

= Supuesto cierto para k, demostramos para k + 1:

dF+1 d (d* d k- k- k
aprn X0 =g (WMX“)) Tt ((A - t>k+1> = o DO -0 =
(k+DE-A (E+1)!-A

(A —t)k+2 (X — t)k+2

Por tanto, una vez demostrado este resultado, tenemos que:

dF k- A\ k!
k1 __ _ _
B = x| _ = 5oy —

Como consecuencia, tenemos que:

2 1 1

ElX] =< wmm:Emﬂ—EmP:ﬁ_X?fﬁ

Proposicién 1.18 (Falta de memoria). Sea X una variable aleatoria tal que X ~
exp(N). Entonces, se cumple la propiedad de falta de memoria:

PXZ>t+s|X>2s)=P(X >1) Vt,s € RY

18
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Demostracion. Tenemos que:

PX>2t+s,X>s) PXZ=t+s)
PX>2t+s|X>s)= PX>s) = PX>s) =
A(t+s)

vl . Ypx
e S

WV
N2

donde en (%) hemos usado que:
PXz2)=1-PX<2)=1-P(X<2)=1—-(1—-e ™M)=
[l

La grafica de la funcion de densidad de la exponencial es decreciente y asintotica
al eje de abscisas, como podemos ver en la Figura 1.2.

— =10
— =20
= —A=05
Ne]
D ———— —
0 1 2 3
x

Figura 1.2: Funcién de densidad de una v. a. con distribucion exponencial.

1.3.1. Relacion con la Distribucion Poisson

La distribucién exponencial esta estrechamente relacionada con la distribucion
de Poisson.

= Sea Y una variable aleatoria que indica el nimero de sucesos aleatorios que
ocurren en un intervalo de tiempo de longitud ¢ cuando la razén de ocurrencia
de dichos sucesos es A. Entonces, Y ~ P(At).

= Sea X una variable aleatoria que indica el tiempo que transcurre hasta que
se produce el primer suceso aleatorio, o bien el tiempo que transcurre entre
dos sucesos consecutivos, cuando la razon de ocurrencia de dichos sucesos es
A. Entonces, X ~ exp(]A).

Su relacién es la siguiente:
PY=0=eM=PX2t]=1-PX <t]=1-1+e M=

Esto es coherente, ya que la probabilidad de que no se produzca ningtin suceso en
un intervalo de tiempo de longitud ¢ (P[Y = 0]) es la misma que la probabilidad de
que el tiempo que transcurra hasta que se produzca el primer suceso sea mayor que
t (P[X >t]).

19
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1.4. Distribucion de Erlang

Definicién 1.4 (Distribucién de Erlang). Una variable aleatoria continua X sigue
una distribucién de Erlang con pardmetros n € N y A € RT, si modela el tiempo
que transcurre hasta que se producen n sucesos aleatorios consecutivos, cuando la
razén de ocurrencia de dichos sucesos es A. Lo denotaremos como X ~ &(n, \).

Observacion. La distribucion de Erlang es una generalizacién de la distribucion
exponencial. En efecto, si n = 1, entonces la distribucion de Erlang se reduce a la
distribuciéon exponencial.

Proposicién 1.19. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ E(n, X). Entonces, su
funcion de densidad es:

fx(z) ={ T(n)

donde I'(n) = (n — 1)\
Demostracion. La funciéon de densidad debe cumplir las siguientes propiedades:

» fx(z) > 0 para todo = € R.

Esto es directo puesto que el término exponencial siempre es positivo.

. /fo(x)dx: 1.

fx(x)dx = / — " e dp = —/ 2" e dr
J o= [ 0} Jo

Para calcular la dltima integral, realizamos induccién sobre n para demostrar

que:
o —1)!
/ 2" e dy = u Vn e N
0 A"

e (Caso base: n=1.

/Ooe_m dr = —e_m Oo:l
0 Al A

e Supuesto cierto para n, demostramos para n + 1:

00 u(z) =a™ V(x)=-e"
/ 2" dy = e | =
0

A

gte T o e wnm—1! nl
= | — - n— —AT d = — —
|: :| + /(; X € X )\ >\n )\n+1

donde en (x) hemos usado la hipdtesis de induccion.
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Por tanto, tenemos que:

e A (n=1)
/_Oofx(x)dx— Ty =1

]

Proposicién 1.20. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ E(n, \). Entonces, su
funcion generatriz de momentos es:

A n

Demostracion. Tenemos que:

M« (1) = E X _ tx n—1_-—Az dr = / n—1_(t—\)z d
x(t) [e"] /0 e F(n)x e x T J, " e x

Mediante una inducciéon analoga a la realizada en la demostracién anterior, po-
demos demostrar (asumiendo que t < \) que:

o r
/ 2" etV gy = (nt) Vn € N
0

Por tanto, tenemos que:

1.5. Distribucion Gamma

1.5.1. Funcion Gamma

Previamente al estudio de la distribuciéon Gamma, vamos a estudiar la funcién
Gamma, que es la funcion que da nombre a la distribucién. Esta es:

r: R* — R*
r — / t" et dt
0
Algunas propiedades son:

1. T(1) = 1.

2. T(x+1) =2l (2), Vz € RT.

Mediante integracién por partes, tenemos que:

= et ut) =t* V'(t) =
F(x—i—l):/o tYe dt:[u,@):mw_1 o(t) = —e~t =

= [—txe_t}go + x/ t"te~t dt = aT(z)
0
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3. T'(n) =(n—1), Vn € N.

Se deduce directamente de las dos propiedades anteriores.

*° r
4. Si A € R, entonces / t*te ™A dt = %
0

Hacemos el cambio de variable t = v/x:

o0 —u o0 z—1 du
tx—l -t dt = />‘ _ / 2 —u 7
/o ’ { sy =), B 5

1 [ r
= * i u e du = —;\f)

5. T (1) = /7.
F(l/Q):/ et dt = {diIU/Q } :/ V2wt e du =
0 /du:U 0
= \/5/ e du
0

., 2
Como la funcién z — e *

> \/§ 2 1 e
F12:\/§/ eu2/2du=_/ eu/2du:_/ e du =
(/2) i > ) NI

o IR e
= e du = /7 - e du = /T
2T J o \/_ —oo V2T \/_

donde en (x) hemos usado que el integrando es la funcién de densidad de una
distribucién N(0, 1).

es par, tenemos que:

1.5.2. Distribucién Gamma

Definicién 1.5 (Distribucién Gamma). Una variable aleatoria continua X sigue
una distribuciéon Gamma con pardmetros u, A € R*, si su funcién de densidad es:

)\u
fx(x) = { T(u)
0

1A
v e x>0

z <0

Lo denotaremos como X ~ I'(u, A).
= El parametro u se conoce como parametro de forma.
» El parametro A se conoce como pardmetro de escala.

Observacion. La distribucién Gamma es una generalizacion de la distribucién de Er-
lang. En efecto, si u € N, entonces la distribucién Gamma se reduce a la distribucion
de Erlang.

Proposicion 1.21. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ I'(u, X). Entonces, su
funcion de densidad cumple las condiciones de una funcion de densidad.
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Demostracion. La funcion de densidad debe cumplir las siguientes propiedades:

» fx(x) > 0 para todo z € R.

Esto es directo puesto que el término exponencial siempre es positivo.

. /fo(x)dx: 1.

0o 0o AU o AU 0o o ()
f :de:/ x“le)‘rdx:—/ e dr =

J st = 5 L) J
= A* D(u)

T T) e

=1

donde en (x) hemos usado la propiedad 4 de la funcién Gamma.
]

Proposicién 1.22. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ T'(u, \). Entonces, su
funcion generatriz de momentos es:

Demostracion. Tenemos que:

M« (1) = E tX] tx u—1_—Az dr = / u—1_(t—N)z d
x (1) [e¥] /0 e F(u)x e x T /. ' e x

Usando de nuevo la propiedad 4 de la funcién Gamma, como A —t > 0, tenemos:

P () _( A )

L(u) A=t  \\—t
O

Proposicién 1.23. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ T'(u,\). Entonces,
sus momentos no centrados de orden k € N son:

I'(u+ k)
EXM=——1-—2
X7 AF T (u)
Demostracion. Hay dos maneras de demostrar este resultado:

Opcién 1 Usar la funcién generatriz de momentos.
Demostramos por induccién sobre k que:

k—1

oo ()

SMx() = (2 S Vk € N

» Caso base: k = 1.

%MX@ ﬁl(%)u_l ' ()\i\t)Q - (Ait)u' Aiit
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= Supuesto cierto para k, demostramos para k + 1:

k—1
g+ d ([ d a7 oAy Herd
——Mx(t) = — | —=Mx(t) | = — .= =
g M) = (dtk x( )) dt <)\—t) (A —t)k
k—1 ‘ k—1 ‘
_ A\ u il;lo(u+l)+ A il;[()(u+Z) k=
S\ —t) A=t (A—t)F A —t (A — )kt 7
k
B Y Zl;[o(u +1)
AN —¢ A — t)k+l
Por tanto, una vez demostrado este resultado, tenemos que:
k—1 _ k—1 .
EIX" = - —Mx(t)] = ALY z'g()(uH) _ Eo(uﬂ) _ DP(utk)
dtk =0 \A—0 (A—0)* Ak N D (u)

Opcion 2 Usar la definiciéon de los momentos no centrados.

E[Xk] —/ b A o P S A / putk—1, =Xz dx(;)
F(u L(u) Jo
)

) D(u+Ek)A" F(u + k)
MR D(u) AR D(u)

donde en (%) hemos usado la propiedad 4 de la funcién Gamma.

Como consecuencia, tenemos que:

E[X] :§ Var[X] = E[X2] —E[X]2 _ w B % _ %

Tiene muchas aplicaciones en experimentos o fendmenos aleatorios que tienen

asociadas variables aleatorias que siempre son no negativas y cuyas distribuciones
son sesgadas a la derecha.

1.6. Distribucion Beta

Previamente al estudio de la distribucién Beta, vamos a introducir la funcién
Beta, que es la funcién que da nombre a la distribucion.

24



Probabilidad 1. Distribuciones de Probabilidad Continua

1.6.1. Funcion Beta

Definicién 1.6 (Funcién Beta). La funcién Beta es una funcién definida como:
8. Rt xRt — R
1
pa) — [ -y
0

Algunas propiedades son:

1. Es simétrica. Es decir, Vp, ¢ € RT, se cumple que B(p,q) = B(q,p).
! t=1—u 0
_ p—11 _ £\q-1 — - - — _ 1,91 —
6(p,q)—/0 (1 =) dt {dt:—du] /1 (1 —w)P"u'" du

- / (1 — wpp~'ut™ du = B(g,p)

2. B(p,q) = —g((];)i(g)) :

Esta demostracion no se incluye por ser requerir de integraciéon en varias va-
riables, siendo por tanto de mayor complejidad.

1.6.2. Distribucion Beta

Definicién 1.7 (Distribucién Beta). Una variable aleatoria continua X sigue una
distribucién Beta con pardmetros p,q € R, si su funcién de densidad es:

1 11 _ a1
fx(x) =< Bp, 0" oo weldl
0 z ¢ 10,1]
Lo denotaremos como X ~ (p, q).

Comprobemos que la funcién de densidad cumple las condiciones de una funcién
de densidad.

Demostracion. La funciéon de densidad debe cumplir las siguientes propiedades:

» fx(x) > 0 para todo z € R.

Esto es directo puesto que los términos 27!, (1 — z)7"! y 8(p, q) siempre son
positivos.

. /_fo(:c)da:: 1.

) 1 1
/_ fx(z)dx = /0 5(; 7 P11 —2) da = 5 ! /0 o1 —2)T de =
1

= 509 B(p,q) = O
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Proposicién 1.24 (Simetria). Sea X una variable aleatoria tal que X ~ [(p,q).
Entonces, 1 — X ~ [(q,p).

Demostracion. Calculemos la funcién de densidad de Y = 1 — X usando el Teorema
de Cambio de Variable:

1 1
B(p,q) B(q,p)

Tenemos por tanto que 1 — X ~ S(q, p). ]

PlY=y|=PX=1-y|= (L—y)pr 'yt = y (1 =yt

Proposicién 1.25. Sea X wuna variable aleatoria tal que X ~ [(p,q). Entonces,
sus momentos no centrados de orden k € N son:

Bp+Ek,q)
B(p,q)

Demostracion. Usamos la propiedad de la funcion Beta que relaciona la funcion
Beta con la funcién Gamma:

EIX" =

k1 _ ' k 1 p—1/1 _ ,\q—1 _ 1 ' p+k—171 _ ,\q—1 _

E[X]_/oxﬂ(p,q)w (1-2) dx_ﬁ(p,Q)/o$ (L=a) de =
_ Blp+kq)
B(p,q)

Como consecuencia, tenemos que:

gy < 2etba T+ Do) Tpta) T+l T+ _ p

B(p.q) F(p+q+1) T(PI(g) I'(p) Tp+qg+1) p+g

Para la varianza tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.26. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ [(p,q). Entonces, su

Varianza es:
Prq

(r+q?p+aq+1)

Var[X| =

Demostracion. Tenemos que:

pixy = 20 t29 T+l Tt T'ep+2) Tpte _  p+])
B(p,q) L(p+q+2) T(PT(g) L(p) Th+q+2) (@+glp+qg+1)
iy miyiz_  ple+tl) pr plp+1)p+a) —p’(P+a+1)
VarlX] = B = B P+a)p+qg+1) (p+q)? (p+q)32(p+q+1)
_pp+ap+1l-pl—p* _ pq
(p+q)32(p+q+1) (p+a)3p+q+1)
O

Respecto a la forma que toma la funcion de densidad de la distribucién Beta,
podemos ver que toma formas muy variadas en funcién de los valores de los parame-
tros p y q. Esto es muy 1til para modelar situaciones muy diversas. Tenemos los
siguientes ejemplos:
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Si p = q, entonces la funcién de densidad es simétrica respecto a x = 1/2.
Sip=gq=1, entonces X ~U(0,1).
Sip < g, entonces la funcién de densidad es asimétrica a la derecha, y viceversa.

Sip<1lyq=>1,esdecreciente y concava, mientras que sip > 1y q < 1, es
creciente y convexa.

Si p,q > 1, entonces tiene solo un maximo.

Si p,q < 1, entonces tiene solo un minimo.

Por tanto, como hemos descrito, puede tomar formas muy diversas.
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2. Vectores Aleatorios

Hasta ahora, hemos estudiado variable aleatoria unidimensional. En este capitu-
lo, vamos a estudiar variables aleatorias multidimensionales, es decir, vectores alea-
torios. Para ello, al igual que como hicimos con las variables aleatorias unidimensio-
nales, hemos de definir en primer lugar la o—algebra de Borel en R™.

Definicién 2.1. Sea R” el espacio euclideo de dimension n. La o—algebra de Borel
en R", notada por B", es la o—4algebra generada por todos los intervalos de R™.

En particular, en Analisis Matematico II vimos que esta o—algebra esté formada
por los intervalos:

|—o0, 2] == ]—00,x1] X -+ X |=00, 2], == (x1,...,2,) €R".

Ademas, en los presentes apuntes, usaremos la relacion parcial de orden en R™
siguiente.

Notacién. Dado z,y € R"™, notaremos:
r<y <= u; <y, Vi=1,...,n.

Esta es parcial, ya que no podemos comparar ciertos elementos, como (1,2) y (2, 1).

Gréficamente, dados z,2" € R? tenemos que ¢ < 2’ si y solo si o estd a la
izquierda y por debajo de 2.

o=

o

T

Figura 2.1: Relacién parcial de orden en R?, donde x < .

Veamos ahora el equivalente a variable aleatoria en el caso multidimensional.
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Definicién 2.2 (Vector aleatorio). Un vector aleatorio X = (Xi,...,X,) de un
espacio de probabilidad (£2,.4, P) se define como una funcién medible:

X 1 (A P) = (R",B)

tal que se cumple que:
X YB)e A, VBeB"

Es decir:
X 1(]-00,2]) ={we| Xi(w) <21,..., Xp(w) <2,y €A Vo € R™

Ademas, considerando cada una de las componentes por separado, como cada
componente de una funcion medible es medible, se tiene la siguiente caracterizacion
de forma directa.

Teorema 2.1. Sea X = (X1,...,X,) : (Q, A, P) — (R",B"). Entonces:
X es un vector aleatorio <= X, es una variable aleatoria Vi =1,...,n.

Introducimos ahora la distribucion de probabilidad de un vector aleatorio, que
serd la funcién de densidad (o funcién masa de probabilidad) en el caso unidimen-
sional.

Definicién 2.3 (Distribucién de probabilidad). Sea X un vector aleatorio. La dis-
tribucion de probabilidad de X es la medida de probabilidad en R™ definida por:

Pxi B" — [0,1]
B — Px(B)=P(X"(B)), VBeB"

Notacion. Al igual que en el caso unidimensional, dado B € B", tenemos:
X' B)={we Q]| X(w) € B}
Por tanto, denotaremos Px(B) por P[X € B].

El gran uso que tiene Px es que induce una medida de probabilidad en R”, y
por tanto obtenemos el espacio probabilistico (R™, B", Py ). Podremos por tanto usar
todas las propiedades vistas en EDIP sobre las probabilidades.

Proposicion 2.2. Sea X un vector aleatorio. Entonces, la distribucion Px es una

medida de probabilidad sobre (R, B™).

Demostracion. Veamos que se cumplen las tres propiedades de la Axiomatica de
Kolmogorov:

1. No negatividad: Px(B) = P(X"Y(B)) > 0, VB € B" ya que P es una
medida de probabilidad.

2. Suceso seguro: Px(R") = P(X"}(R")) = P(Q) = 1.
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3. o—aditividad: Sean Bj, By,... € B" disjuntos dos a dos. Entonces, como
X1(By), X" Y(By),... son disjuntos dos a dos, se tiene:

Px <GBZ> =P (X_l (GBQ)) =P (GX_l(B,-)) ®
<Y P(XNBY) = Y Pu(B)

donde en (%) hemos usado la propiedad de o—aditividad de la medida de
probabilidad P. O

Asi, tenemos que todo vector aleatorio X transforma el espacio de probabilidad

(©, A, P) en el espacio de probabilidad (R", B", Px).

Al igual que en el caso unidimensional, definimos la funcién de distribucién de
un vector aleatorio a partir de la distribucién de probabilidad.

Definicién 2.4 (Funcién de distribucién). Sea X un vector aleatorio. La funcién
de distribucién de X es la funcién:

Fx: R* — [0,1]
r +— Fx(z) = Px(]—o0,z])

Si X = (Xy,...,X,), entonces denotaremos:
Fx(x)=P[X <x]=P[X; <x1,..., X, < 1)
Algunas de las propiedades que la funcién de distribucién cumple son:

1. Es monotona no decreciente en cada una de sus componentes. Es decir, se
cumplequeVi=1,....,ny VY xy,...,21,Tiz1,..., 2, € R:

’ /
T; < T, — Fx(wl, ey L1, Ly g1y - - - ,In) < Fx(LEl, P I IO 1 Y (T I ,.Tn).

Demostracion. Como z; < zf, tenemos que |—oo, z;] C ]—o0,x;]. Por tanto,
en R" tenemos que:

|—o0, 1] X -+ X |00, ;1] X |—00,x;] X |—00,xi11] X -+ X |—00, 2, C

C ]—00, 1] X -+« X |—00, 2;_1] X |—00, 2] X | =00, zi41] X -+ X |—00, ] .
Por la monotonia de Px por ser una medida de probabilidad, tenemos que:

Py (J—o0, 1] X -+ X |—00, ;1] X |—00,2;] X |—00,xi11] X -+ X |—00,2,]) <

< Py (|—00,21] X + -+ X |—00,2;_1] X |—00,2}] X |—00,x;i11] X -+ X |—00, x,]) .

Por tanto, tenemos que:

/
Fx(ml, e L1, Xg Lja 1y - - - ,.’,Un) g Fx(xl, ey i1, Ly Ty 1y - - ,.’L‘n).

31



Probabilidad 2. Vectores Aleatorios

2. Es continua por la derecha en cada una de sus componentes. Es decir, V i =

L....nyVay,...,%_1,%it1,-..,T, € R se tiene que:
V.Ti € R, Fx<l‘1,...,$i,1,$i,xi+l,...,.Z'n) = lim FX<5U1,---7331‘71,55,%#17---
T
3.Vi=1,....nyVoy,...,2,_1,Ti11,...,2, € R se tiene que:
lim Fx(xy,...,%1,%,Tiy1,...,2,) = 0.
T—r—00

4. Tenemos que:

lim Fx(z1,...,2,) = 1.
x;—+00
i=1,...,n

5. Vxi,...,2, ERy Ve, ..., g, € RT se tiene que:

FX(I1+€1,...,In+€n)—

n
- E Fx(zi+e1, .. 01+ €21, Ti, Tig1 + €41, -+, T + )+
i=1

n
+ E Fx(zxi+e¢e1, .., %im1 + €21, T, Tig1 + €i1, - - -
ij=1
i<j

X1 F €1, T, Tyt €y T+ )
R (—1)an(I1,...,ZL‘n) > O

Estas propiedades caracterizan la funcién de distribuciéon de los vectores alea-
torios. Es decir, dada una funcién que cumple estas propiedades, es la funcion de
distribucién de un vector aleatorio.

Veamos ahora una interpretacién para la ultima propiedad, que puede ser bas-
tante més compleja. Para el caso de dos variables, tenemos que férmula queda:

Fx(z1 +e1, 20+ €2) — Fx (21,72 + €2) — Fix (21 + €1, 72) + Fx (21, 72) 2 0.
Esa férmula calcula el valor de la funcién de distribucién en el siguiente rectangulo:
(21,21 + €1] X [@2, T2 + €2].

Esto tiene sentido, ya que buscamos calcular probabilidades en subconjuntos de R",
y dichas probabilidades han de ser no negativas. De forma general, la férmula calcula
la probabilidad del siguiente rectangulo:

n

H[a:i,a:i + &l

=1

Al igual que ocurria con variables aleatorias unidimensionales, puesto que Px es
una medida de probabilidad, podemos calcular de forma sencilla la probabilidad de
intervalos bidimensionales.
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Pla< X, <b,X,€l]=P[X1<b, Xy €I - P[X; <a, X, €]

P[G<X1<b,X2€I]:P[X1<b,X2€I]—P[X1<a,X2€]].

P[X1<b,c<X2<d]:P[X1<b,X2<d]—P[X1<b,XQ<C]

u P[Xl<b,C<X2<d]:P[X1<b,X2<d]—P[X1gb,X2<C].

2.1. Clasificacién de vectores aleatorios
Al igual que en el caso unidimensional, podemos clasificar los vectores aleatorios
en discretos y continuos.

Observacion. En EDIP, ya se vio que, ademds de variables aleatorias continuas y
discretas, habia otros tipos de variables aleatorias, las mixtas. No obstante, durante
toda esa asignatura el estudio se centrd en los dos primeros casos. En este caso, el
estudio también se limitara a vectores aleatorios de uno de los tipos que describire-
mos.

Esta distincién se hace en funciéon de la naturaleza de los valores que toma el
vector aleatorio.

Definicién 2.5 (Recorrido de un vector aleatorio). Sea X = (X7, ..., X,) un vector
aleatorio. El recorrido de X es el conjunto de valores que toma el vector aleatorio:

Ex ={z e R" | Jw € O tal que X(w) = x} = Img(X).
Usando el recorrido de una variable aleatoria unidimensional, tenemos que:
Ex c [[ Ex..
i=1
De forma directa, tenemos este resultado.

Proposicién 2.3. Sea X un vector aleatorio sobre el espacio de probabilidad (€2, A, P).
Entonces:
PIX € Ex] =1.

Demostracion. Tenemos que:

P[X € Ex] = P[X ' (Ex)] = P[Q] = 1.

2.1.1. Vectores aleatorios discretos

Definicién 2.6. Un vector aleatorio X = (Xi,...,X,) es discreto si 34 C R"
numerable tal que

P[X e A]=1.

Veamos ahora la siguiente caracterizacién de vectores aleatorios discretos.
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Teorema 2.4. Un vector aleatorio X = (X1,...,X,) es discreto si y solo si cada
una de sus componentes X; es discreta.

Demostracion. Demostramos por doble implicacion.

—) Supongamos que X es discreto con valores en Fx. Entonces, Para cada valor
t=1,...,n, consideramos la proyeccion de X en la componente i:

E' = {x; € siysolosiR | 3x € Ex tal que (x); = x;}.

Evidentemente, E% es numerable por serlo Ex. Veamos ahora que se tiene
P[X; € E%] = 1. Tenemos la siguiente inclusién:

Ex CRx---xRx EY xRx--- xR,

Por tanto, como la probabilidad es una funcién creciente, tenemos que:

1=PX€Ex]<PXi€R,.... X; 1 ER X, €FY, X; €R,..., X, €ER] =

Por tanto, como toda probabilidad es menor o igual que 1, se tiene la igualdad
P[X; € E%] = 1, teniendo que X; es discreta.

<) Supongamos que cada una de las componentes de X es discreta. Es decir, para
cadai=1,...,n, tenemos que 3Fy, C R numerable tal que P[X; € Ex,] = 1.

Consideramos ahora el conjunto Ex, X --- x Ex, C R™ numerable, y tenemos
que:

n

m Xiil(EXi)

i=1

P[XEEXlX"'XEXn]:P[X_1<EX1X"'XEXn>]:P >

>1-> PIX; ¢ Ex]=1
=1

donde hemos usado la desigualdad de Boole y el lema anterior. Por tanto,
como las probabilidades son menores o iguales que 1, se tiene el resultado de
P[X € Ex, x---x Ex,| =1, por lo que X es discreto.

]

Como en el caso de variables unidimensionales, los vectores de tipo discreto se
manejan a partir de su funcién masa de probabilidad, y el tratamiento de este tipo
de vectores es totalmente andlogo al de las variables discretas.

Definicién 2.7. Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio discreto. La funcién
masa de probabilidad de X es la funcién:

Px - EX — [0,1]
v — px() = PIX =]

Esta satisface:
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1. px(z) > 0.

2. Y px(z) =1

z€FEx

La funcién de distribucién de un vector aleatorio discreto se define por tanto
como:

teEx
t<x

Ejemplo. Sea el experimento aleatorio de lanzar un dado, y sean las siguientes
variables aleatorias:

—1 si sale impar
X, = .
1  sisale par

—2 sisalel, 2, 3
Xo=< 0 sisale4
3 sisaleb, 6
Considerado el vector aleatorio X = (X7, X5), se pide:

1. Calcular la funcién masa de probabilidad de X.

Tenemos que:

EXl = {_17 1}7
EX2 = {_2a073}7

Por tanto,
Ex = EX1 X EXZ = {(_L _2)7 (_17 O)? (_17 3>7 (17 _2)7 (17 O)a (17 3)}

Tenemos por tanto que:

» P[X = (—1,-2)] = P[sale impar y 1, 2, 3] = /6.
» P[X =(—1,0)] = PJ[sale impar y 4] =96 = 0.

» P[X =(—1,3)] = P[sale impar y 5, 6] = /6.

» P[X =(1,-2)] = P[sale par y 1, 2, 3] = 1/6.

= P[X = (1,0)] = P[sale par y 4] = ¢.

» P[X =(1,3)] = P[sale par y 5, 6] = /6.

Podemos resumir esta informacién como

x\xe [ -2 0 3
-1 |26 0 s
1 e 16 1/6
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2. Calcular la funciéon de distribucion de X.

Tenemos que:

(0 1< —-10mx9< —2

26 xy € [—1,1], 20 € [-2,3]
36 w € [-1,1],20>3

36 w1 = 1,29 € [-2,0]

e x> 1,29 €0, 3]

(1 i =21,2023

Fx(xq,29) =

2.1.2. Vectores aleatorios continuos

Definicién 2.8. Un vector aleatorio X = (Xj,...,X,) es continuo si existe una
funcion integrable no negativa fx : R” — R tal que su funcién de distribucion es:

1 Tn
Fx(fEl,...,ZEn):/ / fx(tl,...,tn)dtn"'dtl, Viﬂl,...7$n€R.

A la funcién fx se le llama funcion de densidad de probabilidad de X.

Ademas, si fx es continua en un punto x = (z1,...,x,) € R", entonces aplicando
el Teorema Fundamental del Calculo en cada una de las coordenadas obtenemos que
la funcion de distribucion Fx es derivable en ese punto y se tiene que:

0" Fx

Esta funcion fx, por definicién, cumple las siguientes propiedades:
2. Es integrable en R".

3. fR" fX dl’—l

T—+00 T—+00

“+oo
fX( dt = lim / fx(t) = lim Fx(x)(;)l.

donde en (*) hemos usado una de las propiedades de la funcién de distribucion.

La funcién de densidad determina la funcion de distribucién de un vector alea-
torio continuo, y por tanto su distribucién de probabilidad.

Px(B)=P[X € B] = / fx(z) dz, VB e B".

Debido a lo estudiado en Anélisis Matematico II, sabemos que si £ C R"™ es un
conjunto numerable, entonces P[X € E] = 0.

Al igual que en el caso de vectores discretos, tenemos el siguiente resultado

(aunque en este caso no es una caracterizacion, ya que la implicacién restante no
seré cierta en general).
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Teorema 2.5. Sea vector aleatorio X = (Xi,...,X,) continuo. Entonces, cada una
de sus componentes X; es continua.

Demostracion. Fijemos i € {1,...,n}, y sea Fx, la funcién de distribucién de Xj.
Entonces, tenemos que:

Fx( ) z\xz— XlER LXi1 eRX; < {L‘Z,Xi_:,_lGR,...,XnGR]:

/ // / /fX tl,..., ) dt1+1dtldt1,1dt1 -
—oo JR R

Definimos por tanto:

in(xi):/”'/fX(tla--wtn)dtn'"dti+1dtz’1"'dt1-
R R

Esta funcion es integrable y no negativa, y cumple que:

P w) = [ "t di

Por tanto, X; es una variable aleatoria continua cuya funcion de densidad es fx,. [

2.2. Distribuciones marginales

Dado un vector aleatorio X = (X1, ..., X,), podemos estudiar las distribuciones
de sus componentes por separado. Estas se conocen como distribuciones marginales.

Definicién 2.9. Sea X = (Xj,..., X,,) un vector aleatorio. La distribucién marginal
de X es la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X;. A la distribucién
de probabilidad de X se le llama distribucién conjunta de X.

Veamos cémo obtener la funcién de distribucion de una variable aleatoria a partir
de la funcién de distribucién de un vector aleatorio.

Proposicién 2.6. Sea X = (X1,...,X,,) un vector aleatorio con funcion de distri-
bucion Fx. Entonces, la funcion de distribucion de X; es:

FXl(ZL‘Z) = lim FX(tla---7ti—1axi7ti+17---;tn)-

tj—+o0,

J#i

Demostracion. Esta propiedad se deduce de la continuidad de las funciones de pro-
babilidad (Axiomética de Kolmogorov) y del hecho de que:

R=]J]-

teR+t
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Tenemos que:

Fx.(z;) = P[Xi <a;] = PX, €R,...,Xi, €R,X; < w1, Xin €R,..., X, e R] &

2 lim Py (] —o00,t1] X ... X] — 00, t;i_1]x] — 00, 2] X] — 00, tip1] X ... x| — 00,t,]) =
tj—>+oo,
J#
= tjginoo,FX(tl" - 7ti—laxi7ti+1a s 7tn)‘

J#i

—
N

donde en (*) hemos usado la propiedad de continuidad de la funcién de probabilidad.
]

Caso discreto

En el caso de vectores aleatorios discretos, la funcién de masa de probabilidad
de una variable aleatoria se obtiene a partir de la funcién de masa de probabilidad
del vector aleatorio.

Proposicién 2.7. Sea X = (X1,...,X,,) un vector aleatorio discreto con funcion
de masa de probabilidad px. Entonces, la funcion de masa de probabilidad de X; es:

pxi(z) = Y px(t).

t=(t1,...,tn)EEX
ti=xz;

Caso continuo

En el caso de vectores aleatorios continuos, la funcién de densidad de proba-
bilidad de una variable aleatoria se obtiene a partir de la funcién de densidad de
probabilidad del vector aleatorio.

Proposicién 2.8. Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio continuo con funcion
de densidad de probabilidad fx. Entonces, la funcion de densidad de probabilidad de
X, es:

Ixi (7)) = fx (e, oo i, T Tigy o Tn) day - drg g dayy - dg,
Rn—1

Notemos que esta demostracion se ha hecho en el Teorema 2.5.

2.3. Distribuciones condicionadas
Dado un vector aleatorio X = (X7, ..., X,,), podemos estudiar la distribucién de

una de sus componentes condicionada a que otra de sus componentes tome un valor
concreto.
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Caso discreto

Definicién 2.10. Sea X = (Xj,...,X,) un vector aleatorio discreto, X; una de
sus componentes y 27 € R tal que P[X; = zf] > 0. La distribucién condicionada
de (Xy,..., Xi1, Xiq1,-..,X,) a X; = 27 es la distribucién con funcién de masa de
probabilidad:

*
P[Xl :xlw-'aXi—l :xi_l,XiH :xi—i-la---)Xn:xn ‘ Xzle] =
P[Xl =Ty, ., X =2, Xy = 27, X :xi+17-"7Xn:-Tn]
ok 3

V(SL’l,...7Ii_1,IZ‘+1,...,LE‘n) | (131,...,Ii_17I:,JIi+17...,l’n) c Ex.

Comprobemos que esta definicién efectivamente es una funcién masa de proba-
bilidad.

Demostracion.

1. En primer lugar, toma valores no negativos, puesto que es el cociente de dos
valores no negativos.

2. Veamos ahora que suma 1. Para ello, por la Proposiciéon 2.7, tenemos que la
siguiente sumatoria es la distribucién marginal de X;:

E * *
P[Xl = T1,... 7Xi—1 = Ii—lyXi = xi,XHl = Tit1,-- - ,Xn = In] = P{Xz = Jfl]
(T15,Ti—1,Ti4 150 %n) |
(@1yees®i 1,2 i g 1505 %n ) EEX

Por tanto, tenemos que:

ZP[XI :.’,Ifl,...,Xi,1 :LL’,L',hXiJrl :xi+17--~7Xn:xn | XZ:SC:] =1

(ﬂ?l,~~,1E¢—1,90¢+17~~,In)|
(@150 s Ti— 1,87 g 1500580 ) EE X

Caso continuo

Definicién 2.11. Sea X = (Xj,...,X,) un vector aleatorio continuo, X; una de
sus componentes y z; € R tal que fx,(z}) > 0. La distribucién condicionada de
(X1, ., Xic1, Xig1, ..., Xy) a X; = 27 es la distribucién con funcién de densidad
de probabilidad:

Ix(@e, .o g, i i, o, )
fX17---7Xi—1aXi+17---7Xn|Xi:$: (xlﬂ sy Ti=1, Tipdy - - 7mn) = : — 1*7 — —
sz(xz)

Comprobemos que efectivamente dicha funcién se trata de una funcién de den-
sidad.

Demostracion.

1. le7~~~7Xi717Xi+17~~-,Xn|Xi:x;k es no negativa, por ser cociente de funciones de den-

sidad.
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2. Es integrable (se deja como ejercicio al lector).

3. Veamos que integra 1:

T T URU S S S Ix (@1, o @i, T, T, o, T) @
B Fx,(x7) N Fx. (x7) N
0 fx(27) _
fx (@)

donde en (*) hemos usado la Proposicion 2.8, ya que es la funcién de densidad
de la marginal de X;.

[]

2.4. Cambio de Variable

Al igual que ocurria en el caso unidimensional, tenemos un Teorema de Canvio

de Variable. Dado un vector aleatorio X = (Xj,...,X,), podemos estudiar la dis-
tribucién de otro vector aleatorio Y = (Y7, ..., Y,,) que depende de X mediante una
transformacion.

Proposicion 2.9. Sea X un vector aleatorio n—dimensional, y una funcion g dada
por g : (R*,B") — (R™, B™) una funcion medible. Entonces, Y = g(X) es un vector
aleatorio m— dimensional.

Observacion. Al igual que especificamos en EDIP, Y = ¢g(X) siendo formales repre-
senta:

Y=hoX

Demostracion. Como la composicién de funciones medibles es medible, tenemos que
Y = g(X) es medible por serlo X y g. Ademas, tenemos que:

Y HB)=X1¢g*(B) €A VBeB™
por ser X un vector aleatorio y tener que g~ (B) € B O

Veamos ahora cémo se transforma la distribucién de probabilidad de un vector
aleatorio al aplicarle una transformacion.

Proposicién 2.10. Sea X : (2, A, P) — (R", B") un vector aleatorio n— dimensional
y g:R" — R™ una funcion medible. Entonces, la distribucion de probabilidad de
Y =g(X) es:

Py(B) = Px(g"Y(B)), VBecB™

Demostracion. Como Y = go X, tenemos que Y ! = X ~!og~!. Por tanto, tenemos

que:

Py(B) = Ply~!(B)] = P[X"'(¢7(B))] = Px(¢9~"(B))-

Como resultado inmediato, tenemos que la funcién de distribucion de Y es:

Fy(y) = Pr(]—o0,y]) = Px(g7'(J—00,9])) = Fx(97'(y))  VyeR™

Veamos ahora algunos casos particulares de transformaciones de vectores alea-
torios.
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2.4.1. Discreto a Discreto

Como veremos en el siguiente teorema, al aplicarle una transformacién a un
vector aleatorio discreto, podemos afirmar que llegaremos a otro vector aleatorio
discreto. Esto nos permite contemplar todos los casos, algo que no podremos hacer
en el caso continuo.

Teorema 2.11. Sea X = (X1,...,X,) un vector aleatorio discreto con valores en
Ex, y sea g : (R, B") — (R™,B™) una funcion medible. Entonces, ¥ = g(X)
es un vector aleatorio discreto con valores en Ey = g(Ex), y su funcién masa de
probabilidad es:

Py=y|= >  PX=z], VyeEy.

zeExNg~1(y)

Demostracion. La demostracion es totalmente analoga al caso unidimensional, dis-
ponible en el Temario de EDIP. O

Ejemplo. Sea X = (X, X3) un vector aleatorio con funcién de masa de probabili-
dad:
X\X |1 0 -1
-2 | Y lha 1/s
1 e 1712 1/6
2 iz 0 112

Calcular la funcién de masa de probabilidad de Y = (| X;], X3).

Tenemos que Ey = g(Ex), que es:

By = {(O’ 1)7 (074)7 (17 1)) (174)}'

Por tanto, tenemos que:

P[Y =(0,1)] = P[X; =0, X5 = 1] = Y12,

PlY =(0,4)] = P[X; =0,Xs =2]+ P[X; =0,Xy = =2] =0+ Y12 = Y2,

PY=(1L1)]=PX =1,Xo=1]+P[X;=-1, Xy =1] =6+ /6 = /3,

PlY =(1,4)]=P[X1 =1,Xos =2|+ P[X; = 1,Xy = =2] + P[X; = -1, X, = 2]+
+ P[X; = —1,Xy = =2] = Vi2+ Y6 + Y12+ 1/6 = 1.

Por tanto, la funcién de masa de probabilidad de Y es:
B\ 0 1]

1 | Y2 1/3
4 | tha 1

2.4.2. Continuo a Discreto

En el caso de vectores aleatorios continuos, tras aplicarle una transformacién
no podemos asegurar que obtengamos un vector aleatorio continuo; ya que pueden
suceder distintas combinaciones. Un caso particular es que obtengamos un vector
aleatorio discreto, caso que contempla el siguiente teorema.
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Teorema 2.12. Sea X = (Xy,...,X,) un vector aleatorio continuo con funcion
de densidad fx, y sea g : (R",B") — (R™,B™) una funcion medible tal que Y =
g9(X) es un vector aleatorio discreto con valores en Ey C R™. Su funcion masa de
probabilidad se obtiene a partir de fx como:

PlY =y] = / fx(x) dz, Yy € By.
97 (W)

Demostracion. La demostracion es totalmente analoga al caso unidimensional, dis-
ponible en el Temario de EDIP. O

Ejemplo. Sea X = (X, X3) un vector aleatorio con funcién de densidad, para
p, A € RT:
e MR g > 0,39 > 0,

fx($1,$2) = {

Calcular la funciéon de masa de probabilidad de:

0 en otro caso.

1 s1X; > Xy
0 si X7 <Xo

Tenemos que Ey = {0, 1}, y calculamos cada una de las probabilidades:

PlY =1]=P[X; > X5] = / / e AT g dpy = / ue‘“”/ e M dyidas =
0 To 0

x2

— / Me—ﬂm [_6—)\3:1}:; drs = / MG_“IQG_M:QCZZL‘Q — / MB_(M+>‘)md$2 —
0 0 0

- {_ H e—(u+/\)l’2]m: H '
A A 0o M
1 A
PY=0=1-PY=1=1- = :
[ ] [ ] P Y

Por tanto, la funcién de masa de probabilidad de Y es:

2.4.3. Continuo a Continuo

Otro caso especialmente relevante es que, tras aplicar la transformacion, obten-
gamos un vector aleatorio continuo.

Teorema 2.13. Sea X = (X1,...,X,,) un vector aleatorio continuo con funcién de
densidad fx y con valores en Ex C R". Sea g = (g1,...,9n) : (R",B") — (R", B")
una funcion medible tal que:

» gt =(g},...,9).
» La inversa es derivable en todas sus componentes:

dg;

3
0y,

(Wis--syn)y Yi,g€{1l,...,n}h Yy = (y1,...,yn) € g(Ex).
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= FEl jacobiano de la inversa no es nulo:
det(Jg~'(y) #0 Yy € g(Ex).

En estas condiciones, la transformacion Y = g(X) es un vector aleatorio de
tipo continuo, y su funcion de densidad puede obtenerse a partir de fx mediante la
siguiente relacion:

fry) = fx(g7 () |det(Jg~ ' (v))|, Vy € g(Ex).

2.4.4. Distribuciéon del Maximo y del Minimo

Definicién 2.12. Dadas n funciones fi, fo, ... f,, definidas sobre un mismo conjunto
Ay con imagen en un mismo conjunto B, definimos las funciones

min{ fi, fo, ..., fu}, méx{f1, fo, ..., fu} : A— B

dadas por, para cada = € A:

min{fla f27 cee 7fn}(x) - mfn{f1<£(]),f2($), LR fn(‘r)}
max{fy, fa, .., fu}(2) = méx{fi(z), fa(2), ..., ful2)}

Dada una funcién F' : A" — B™ de n variables, podemos definir min F' (andlo-
gamente méax F') como la funcién:

min F' = min{Fy, F, ..., F,.}
siendo Fi, Fs, ..., F,, las componentes de la funcién F'.

Proposicién 2.14. Sea g : (R*,B") — (R™,B™) una funcion medible, entonces
min g y max g son funciones medibles.

Tenemos que dos cambios de variable frecuentes son los dados por las funciones
méaximo y minimo, que sabemos que son medibles. Sea por tanto X = (Xi,...,X,)
un vector aleatorio con funcién de distribucién Fx, y buscamos hallar la funcién de
distribucion de Z = min X y W = max X. Dado x € R, tenemos que:

» Z=min=minX: 7 =min X =min{X,,..., X,}.

Dado w € €2, tenemos que:

Z(w) >z <= min{X;(w),..., Xp(w)} >z <= Xj(w) >z,..., X, (w) > z.

Por tanto, tenemos que:

Pmin < z]=1—Plmin >z]=1-P[X; >x,..., X, > 7] Vz e R.

s W =mdx = max X: W = max X = max{Xy,..., X, }.

Dado w € €2, tenemos que:

W(w) < z <= méx{X;(w),..., X, (w)} <z <= Xj(w) < z,..., X,(w) < z.

Por tanto, tenemos que:

Pméx <z]=P[X; <z,...,X, <z|=PX < (z,...,7)] Vo e R.
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Dado ahora X = (X7, ..., X,) un vector aleatorio, consideramos ahora la distri-

bucién conjunta:
(méx X, min X)

Busquemos su funcién de distribucién. Dados (z,y) € R?, tenemos que:
P[(max X, min X) < (z,y)] = Plméx X < z,min X < y|

= Si x <y, como siempre se tiene que min X < max X y en este caso buscamos
que max X < x, tenemos que min X < max X < z < y, luego:

Pl(méx X, min X) < (z,y)] = Pméx X < z,min X <y| = Pmax X < z| = Fx(x,...,x)

= Si x > y, entonces:

,min X <y|] =
] = Pmax X < z,min X > y| =
=Fx(z,...,x) = Ply< Xy <x,...,y < X, < 7

Por tanto, la funcién de distribucién de (méx X, min X) es:

Fx(z,...,z) six <,

Fméx min z, = i
(i Xmin X) (7, 9) {FX(x,...,x)—P[y<X1<37,---,Z/<Xn<x] SLr > Y.

2.5. Esperanza

Al igual que venimos haciendo en este tema, generalizamos el concepto de espe-
ranza a vectores aleatorios.

Definicién 2.13 (Esperanza). Sea X = (Xi,...,X,,) un vector aleatorio. Entonces:
» JE[X] <= JE[X,] Vie{l,...,n}.
= En tal caso, la esperanza de X es:

E[X] = (E[X)],.... E[X.]).

Al igual que ocurria en el caso unidimensional, tenemos el siguiente Teorema.

Teorema 2.15. Sea X = (Xy,...,X,) un vector aleatorio y g : R" — R una
funcion medible. Entonces, suponiendo que dichas esperanzas existen:

s 51 X es de tipo discreto con valores en Ex:

xGEX

= 51 X es de tipo continuo con funcion de densidad fx:

Elg(X)] = / 9(2) fx (x)da

n
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Introducimos ademas el siguiente resultado, que no pudimos demostrar en la
asignatura de EDIP.

Proposicién 2.16 (Linealidad de la esperanza). Sean X e Y dos variables aleatorias
definidas sobre el mismo espacio de probabilidad. Entonces, se verifica:

E[X +Y]=E[X]|+ E[Y]
Demostracion. Distinguimos en funcion de si X e Y son discretas o continuas.

= Caso discreto: Supongamos que X e Y son discretas con valores en Ex v Fy
respectivamente. Entonces, tenemos que:

EX+Y]= > (z4yPX=2Y =y =

(z,y)€EEx xEy

=Y N P X=zY=y+ > > yPX=2Y=y =

zeFEx yeEy zeEx yeFby

=> z) PX=xY=yl+ > y) PX=zY=y=
reEx yEEy yeEy z€Ex

=Y azP[X=a]+ ) yPlY =y|=
rE€Ex yEEy

= E[X] + E[Y]

» Caso continuo: Supongamos que X e Y son continuas con funciones de densi-
dad fx y fy respectivamente. Entonces, tenemos que:

2

E[X +Y] = / (21 y) fxy (2.y) dudy =

= R/(x+y)fx,y(x,y) ddy =

R JR

:/R/Rfo’Y(x’y) dxdy—l—/R/Rny,Y(x,y) dxdy =
:/R;p/Rny(x,y) dyda:—l—/Ry/fo,Y(%y) dxdy =
:/Rxfx(:c) d:z:+/Rny(y) dy =

= E[X] + E[Y].

]

Este resultado, ya conocido por el lector por usarse en la asignatura de EDIP,
tiene importantes corolarios que recomendamos al lector recordar consultando dichos
apuntes.
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2.6. Momentos

2.6.1. Momentos No Centrados

Definicién 2.14 (Momento no centrado). Sea X = (X7, ..., X,,) un vector aleatorio
y (k1,...,kn) € (NU{0})". Entonces, el momento no centrado de orden (ki,...,k,)
de X es:

My gy = B[XP - X

A estos momentos también se les llama momentos centrados en el origen.

Es importante notar que, fijado ¢ € {1,...,n}, si k; = 0 para todo j # 1,
entonces se obtienen los momentos de la variable aleatoria X;. Estos se conocen
como momentos no centrados marginales.

2.6.2. Momentos Centrados

Definicién 2.15 (Momento centrado). Sea X = (X7,..., X)) un vector aleatorio y
(k1,...,kn) € (NU{0})". Entonces, el momento centrado de orden (ky,...,k,) de
X es:

Py = BI(X1 = BIX])™ - (X, = BIX)™].

A estos momentos también se les llama momentos centrados en la media.

De nuevo, es importante notar que, fijado ¢ € {1,...,n}, si k; = 0 para todo
j # 1, entonces se obtienen los momentos centrados de la variable aleatoria X;. Estos
se conocen como momentos centrados marginales.

Al igual que ocurrié en Estadistica Descriptiva Bidimensional, cobran especial
importancia los momentos de segundo orden.

Definicién 2.16 (Covarianza). Sea X = (Xi,...,X,,) un vector aleatorio. Enton-
ces, la covarianza de X; y Xj, con ¢ # j, es:

Cov(Xi, Xj)=p o 5 =E[Xi— E[Xi])(X; - E[X;])].

0..010..010..0

La covarianza es invariante frente a cambio de origen, aunque no frente a cambio
de escala:

Proposicién 2.17. Sea (X,Y) un vector aleatorio, y sean a,, by, a,,b, € R. Enton-
ces:
Cov]a, X + b;,a,Y +by] = aza, Cov(X,Y).

Demostracion. Tenemos (andlogamente para Y') que:
a; X + b, — Ela, X +b,] = a, X + b, — a, E[X] — b, = a,(X — E[X])
Por tanto:
Covla, X + b;,a,Y + b, = Elaga, (X — E[X])(Y — E[Y])] = aya, Cov(X,Y).

[]
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El siguiente lema técnico nos seré de utilidad para el calculo de la covarianza.
Lema 2.18. Sean X,Y dos variables aleatorias tales que E[X?]|, E[Y?]. Entonces:
« JE[XY].
» Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E]Y].
Demostracion. Supuesto cierto lo primero, tenemos que:

Cov(X,Y) = E[(X ~ EIX))(Y — E[Y])] = E[XY — XE[Y] - E[X]Y + E[X]E[Y]
_ E[XY| — EXE[Y]] - E[EIX]Y] + E[ELX)EIY]) =
— E[XY] - 2E[X]E[Y] + E[X|E[Y] = E|XY] — E[X]E[Y].

donde hemos usado que E[X]|, E[Y]| son constantes. O

Como consecuencias inmediatas de este lema tenemos que, dadas X e Y dos
variables aleatorias unidimensionales:

» Cov(X, X) = E[X? — E[X]? = Var(X).
» Cov(X,Y) = Cov(Y, X).

De la definicion de la covarianza, se deduce que esta mide la covariacién conjunta
de dos variables:

= Si es positiva nos dard la informacion de que a valores altos de una de las
variable hay una mayor tendencia a encontrar valores altos de la otra variable
y a valores bajos de una de las variable, correspondientemente se esperan
valores bajos.

= Si la covarianza es negativa, la covariacién de ambas variables serd en sentido
inverso: a valores altos le corresponderan bajos, y a valores bajos, altos.

» Si la covarianza es cero no hay una covariacién clara en ninguno de los dos
sentidos.

Este estudio se denomina correlacién, y se entenderd a fondo en Regresion Multiva-
riante, cuando se defina el coeficiente de correlacion de Pearson.

Proposicion 2.19. Sean Xy, ..., X, n variables aleatorias definidas sobre el mismo
espacio de probabilidad tales que IE[X?] para todo i =1,...,n. Entonces:

EH:XZ] = zn:Var[Xz] + zn: COV(XZ', Xj)

i,j=1
i#]

3Var

47



Probabilidad 2. Vectores Aleatorios

)

e |(s2 xS ]

Demostracion. Tenemos que:

zn:Xi —F
i=1

Var

zn:Xi —F
=1

()E{XX +ZX BEIXi])(X; - E[X])]

i=1 4,j=1

i#£]
= Y~ El(X: - BIX.) +ZE (X = EIXi)(X; - E[X])] =
lzj;éjl
= ZVar[Xi} + Z Cov(X;, Xj).
= o

donde la igualdad () se demuestra mediante induccion.

s Paran=2:

(X1 —E[X1]+ X, — E[X3))? = (X1 — E[X1])* +(Xo— B[ X)) +2(X, — E[X1]) (X2 — B[ X3)])

= Supuesto cierto para n, veamos que se cumple para n + 1:

(Z(Xz - E[Xz])> = <Z<X7, — E[Xi]) + (Xoq1 — E[Xn+1])) =

i=1

Z#J
+ (X1 — E[Xp11]) 42 Z (Xi = E[Xi])(Xny1 — E[Xpy1])
n+1 n+1
=> (X 243 (X - E[X)(X; - E[X)))
=1 2,7=1
i#j
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Definicién 2.17 (Matriz de Covarianzas). Sea X = (X, ..., X,,) un vector aleato-
rio. Entonces, la matriz de covarianzas de X, notada por Covy, es la matriz cuadrada
de orden n cuyos elementos son las covarianzas de las variables aleatorias:

Covx = (Cov(X;, X;))ij

Como consecuencia de las dos propiedades anteriores, tenemos que Covy es
simétrica, y sus elementos de la diagonal son las varianzas de las variables alea-
torias. En el caso de que X sea un vector aleatorio bidimensional, la matriz de
covarianzas se reduce a:

C — Var(X;) Cov(X1, Xa)
OVx = COV(XQ, Xl) Var(XQ) ’

2.7. Funcion Generatriz de Momentos

Definicién 2.18 (Funcién generatriz de momentos). Sea X = (Xi,...,X,) un
vector aleatorio. Entonces, si IE[elt* 1+ +nXn] para todo (t1,...,t,) € N, siendo
N C R™ un entorno del origen, la funcién generatriz de momentos de X es:

My : N — R
(t1,... ty) — ElehXitFindn]
Notemos que, usando el producto escalar en R™ o la transpuesta de una matriz,

podemos escribir la funcién generatriz de momentos como:

Mx: N — R
t — E[e®X)] = EletX]

Esta funcion, si existe, tiene propiedades andlogas al caso unidimensional.

Teorema 2.20 (Unicidad). Si existe la funcion generatriz de momentos de un vec-
tor aleatorio, entonces determina la distribucion de probabilidad de dicho vector
aleatorio de forma univoca.

La relacién con los momentos viene descrita en el siguiente teorema.

Teorema 2.21. Sea X = (Xy,...,X,,) un vector aleatorio. Entonces, si existe la
funcion generatriz de momentos de X :

1. 3E[XT - X para todo (ky, ..., k,) € (NU{0})™.
2. Mx es derivable y se tiene que:

8k1+"'+k”MX(t1, c ,tn)
oth ... Otkn

= E[XP - xp)

t1=-=tn=0
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Por ultimo, introducimos el concepto de funcién generatriz de momentos margi-
nal. Dado X = (X}, ..., X,) un vector aleatorio con funcién generatriz de momentos
My definida en N, existe la funcién generatriz de momentos de cada subvector de
X (Xi,-..,X;,). Esta se calcula como sigue:

Mx, ..., (tis o ty) = Mx(0,...,0,8,,0,...,0,4,,0,...,0)

V(... t;) ] (0,...,0,;,,0,...,0,t;,0,...,0) € N.

LSRR

Observacion. Notemos que esta notacion no es del todo precisa, pero se emplea
para no complicar la notacién. La funcién generatriz de momentos de un subvector
de X se obtiene evaluando la funcién generatriz de momentos de X en el punto
cuyas componentes son todas nulas, excepto las correspondientes a las variables del
subvector.

Esto es de demostracion inmediata, ya que:

oty Xyt Xi 1
MX’L17~--7Xik (tiu SR 7tik) - E[e e * Zk] -
— E[60X1+"'+0Xi171+ti1Xil+0Xi1+1+'“+0Xik71+tikXik+0Xik+1+“'+0Xn] —

= Mx(0,...,0,t;,,0,...,0,,,0,...,0).
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3. Independencia de variables
Aleatorias

Estudiemos ahora la independencia de variables aleatorias, que puede recordar-
nos a indepencia de sucesos en estadistica descriptiva.

Definicién 3.1 (Independencia de variables aleatorias). Sean X7, ..., X, variables
aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad con funciones de dis-
tribucién F,, ..., Fx,. Consideramos el vector aleatorio X = (Xi,...,X,) con
funcién de distribucién conjunta F'x. Se dice que dichas variables son mutuamente
independientes (o, simplemente, independientes) si:

FX(xl,...,xn) :FX1<x1)"--'FXn(xn)7 Vxl,...,ycn eR

Observacion. Notemos que esta definicién considera el vector aleatorio X = (X1,..., X,,),
y en esta asignatura ya mencionamos que no consideraremos vectores aleatorios mix-

tos. Por tanto, dadas X y Y dos variables aleatorias, una de ellas discreta y la otra
continua, no estudiaremos su independencia.

3.1. Caracterizaciones de independencia para va-
riables discretas

A continuacién, veremos dos caracterizaciones de independencia para variables
aleatorias discretas.

Proposiciéon 3.1 (Caracterizacién mediante funciones de masa de probabilidad).
Sean X1, ..., X, variables aleatorias discretas definidas sobre el mismo espacio de
probabilidad. Consideramos el vector aleatorio X = (Xi,...,X,). Entonces, X1,..., X,
son independientes si y solo si:

PXi=z,..., X, =2, =P X1 =x1]-...- PIX,,=2,], Va,...,2, €R

Ejemplo. Consideramos las variables aleatorias X; y X5 con la siguiente funcion
de masa de probabilidad conjunta:

X7\ X2 -2 1
-1 112 /6 3/12 = 1/4
0 1/6 1/3 36 =1/2
1 1/12 1/6 3/12 =1/4
412 =1/3 4f6 =2/3 1
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Comprobemos que X; y X5 son independientes.

Notemos que hemos anadido la tltima fila y columna para facilitar los calculos.
Para comprobar la independencia, debemos comprobar que la funciéon de masa de
probabilidad conjunta es igual al producto de las funciones de masa de probabilidad
marginales. Directamente con la tabla, vemos se tiene para todos los casos, aunque
vamos a escribirlo explicitamente:

PX,=-1,Xo=-2]=1Y12=P[X, =—1]- P[Xo = =2] =1/3- 14 = 1/12
PX,=-1,Xo=1] == P[X; =—1] - [ =1]=2/3-Y1=212=1/6
PX;1=0,Xy=-2]=16=P[X;=0]- P[Xy=-2]=12-13=1/6

PIX, = 0.3, = 1] = o = PLX, = 0] P, = =t -2a= 1
PXi=1,Xo=-2|=YV1i2=P[Xy=1]-PXog=—-2|=14-13=1/12
PXi=1,Xo=1]=1s= [X1 =1]-P[Xo=1]=1/4-2/3=1/s

Por tanto, X; y X5 son independientes.

Proposicién 3.2 (Caracterizacién mediante factorizacién de la funcién masa de
probabilidad conjunta). Sean Xi,..., X, variables aleatorias discretas definidas so-
bre el mismo espacio de probabilidad. Entonces, X1,...,X, son independientes si y
solo si:

P[Xl :fL’l,...,Xn :l’n] = ]’Ll(Il) . 'hn(l'n), Vl’l,...,[En eR
siendo h; : R — R funciones arbitrarias parai=1,... n.

Observacion. Notemos que la segunda caracterizacion de independencia para varia-
bles discretas es mas general que la primera, ya que las funciones h; pueden ser
arbitrarias. Por tanto, no es necesario el calculo de las funciones masa de probabili-
dad marginales para comprobar la independencia.

Veamos un ejemplo de esta caracterizacién, donde la anterior observacién entra
en juego.

Ejemplo. Sea X = (Xj, X3) un vector aleatorio con funcién de masa de probabili-
dad conjunta:

1

P[Xl = ZL‘l,XQ = ZL‘Q] = 2x1+1

Vl’l S N, T9 € {0, 1}

Comprobemos que X; y X5 son independientes.

Calculo de las funciones masa de probabilidad marginales Calculamos am-
bas marginales:

1 1 1
PXi=al= Y PXi=eXo=2]= ) =g 2=g;

xQG{O,l} IQG{O,I}
=1 e 1 1
Pla=al =Y Pi=mnXo=ml=3 mm=5> m=3 -1+ 2
r1EN r1=1 xr1=1 x1=0

L (VI N
-2 1—12) 2 2
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Por tanto, tenemos que:

1 1 1
P[Xlzﬂfl]‘P[XZ:w?]:ﬁ'E:2:p1+1

Por tanto, X; y X5 son independientes.

= P[Xl :.’L'l,XQ :l'g]

Factorizacién de la funcion masa de probabilidad conjunta Consideramos las
siguientes funciones auxiliares:

hliR—>R

. TS siz; €N

0 en otro caso
hg R — R

1 sizye{0,1}
Ty +H—
0 en otro caso

Dado x; € Ny z9 € {0, 1}, se tiene:

1
PIXy =1, Xo = a5] = = hi(z1) - ha(x2)

2$1+1

Por tanto, X; y X5 son independientes.

Como vemos, la segunda caracterizacién nos ha permitido comprobar la inde-
pendencia de X7 y X5 sin necesidad de calcular las funciones masa de probabilidad
marginales.

3.2. Caracterizaciones de independencia para va-
riables continuas

A continuacién, veremos dos caracterizaciones de independencia para variables
aleatorias continuas; las cuales serdan analogas a las de variables discretas.

Proposicién 3.3 (Caracterizacién mediante funciones de densidad de probabili-

dad). Sean Xi,..., X, variables aleatorias continuas definidas sobre el mismo espa-
cio de probabilidad. Entonces, X1,...,X, son independientes si y solo si:
X = (Xy,...,X,) es un vector aleatorio continuo
N

Ix(z, .o xn) = fx,(x1) o fx, (), Vri,...,z, €R

Demostracion. Demostraremos mediante doble implicacion.

—) Supongamos que X7, ..., X, son independientes. Entonces, la funcién de dis-
tribucion conjunta es:
Fx(xy,...,2,) = Fx,(x1) ...  Fx, (x,) =

(/ Fx(t) dtl) ..... ( _”: Fe () dtn) _
/ / / Fo(ty) oo fx, (tn) dty .. dt,
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Por tanto, tenemos que X es de tipo continuo, con funcién de densidad:

fX(.I'l, c. ,iEn) = fX1($1) ot an(fEn) v%‘l, oIy € R
Vemos, de hecho, que esta es integrable y no negativa.

<) Supongamos que Xi, ..., X, son tales que X es un vector aleatorio continuo
y:
Ix(@r, ..o xn) = fx,(x1) oo fx, (xn), Vap,...,2, €R

Comprobemos ahora que son independientes. Tenemos que:

Fx(z1,...,2,) :/m1 /m.../znfxl(tl).....an(tn) dty...dt, =
(/ Jx: (1) dtl) """ ( " Ix, (tn) dtn) =

- FXl xl) FXn (‘CCTL)

Por tanto, X,..., X, son independientes.
O

Proposicién 3.4 (Caracterizacién mediante factorizacién de la funcién densidad
de probabilidad conjunta). Sean X1, ..., X, variables aleatorias continuas definidas
sobre el mismo espacio de probabilidad. Entonces, X1, ..., X, son independientes si
y solo si:

X = (Xy,...,X,) es un vector aleatorio continuo
A
fx(l'l, ce 71771) = hl(l‘l) et hn(ZL‘n), VCL’l, S T~ R

siendo h; : R — R funciones arbitrarias parai=1,...,n.

Observacion. De nuevo, consideramos la misma observacién que en el caso de varia-
bles discretas: la segunda caracterizacion de independencia para variables continuas
es mas general que la primera, ya que las funciones h; pueden ser arbitrarias. Por
tanto, no es necesario el calculo de las funciones densidad de probabilidad marginales
para comprobar la independencia.

3.3. Caracterizacion mediante conjuntos de Borel

Esta es la tultima caracterizacién de independencia que veremos, la cual es mas
general que las anteriores. Aunque esta no se usara en la practica, es interesante verla
puesto que nos relaciona directamente con la independencia de sucesos, explicada
en Estadistica Descriptiva.

Proposicién 3.5 (Caracterizacién mediante conjuntos de Borel). Sean X, ..., X,
variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad. Entonces,
Xy,..., X, son independientes si y solo si:

PIX,€By,.... X, €B,)=P[X,€B)]-...-P[X,€B,], VBi,...,B,€B

o4



Probabilidad 3. Independencia de variables Aleatorias

Demostracion. Demostramos mediante doble implicacion:

—) Supongamos que X7, ..., X, son independientes. Entonces, distinguimos en
funcién de si son discretas o continuas:

= Si son discretas, para todo By, ..., B, € B, tenemos que:

PX,€By,.... X, €B,)= Y PXi=u,.... X, =1, =

T1€B1

YN Pl =a)] .. P, =) =
T1€B1
xneBn

=Y PXi=xi]-...- > PlX,=ugz,)=
r1€B, Tn€By

— P[X, € By -...-P[X, € B,

donde en (%) hemos usado la independencia de las variables aleatorias
discretas.

= Si son continuas, tenemos que:

P{XleBl,.. X EB / / fXxl,...,xn)dxl...dq;n(;)
B

:/Bl.../ fxi (@) oo fx, () doy . day, =
= | Falo) de / fx, (zn) dx, =

B

= P[X; € By]-...- P[X, € B,]

donde en (%) hemos usado la independencia de las variables aleatorias

continuas.
<) Supongamos que X1, ..., X, son tales que:
PX,€By,...,X,€B,|=PX,€B]-...-P[X,€B,], VBy,...,B,€B
Tomando B; = |—o0,z;] parai =1,...,n, siendo z; € R, tenemos que:

P[Xl<$1,...,Xn<$n]:P[X1eBl,...,XneBn]:
— PIX, € Bi]-...- P[Xn € B)] = PIX1 <1 - ... P[X, < ]

Por tanto, X,..., X, son independientes.
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3.4. Propiedades de la independencia

Proposiciéon 3.6. Sea X = c¢ una variable aleatoria degenerada. Entonces X es
independiente de cualquier otra variable aleatoria Y .

Demostracion. Sea X = c una variable aleatoria degenerada, y sea Y otra variable
aleatoria cualquiera. Entonces, X y Y son independientes, ya que:

0 siz<c 0 siz <c
PX <z]= _ PIX <z,Y <y]= .
1 siz>c PlY <vy] siz>c
Por tanto, P[X < z,Y <y] = P[X < z|]P[Y <yl O
Proposiciéon 3.7. Las wvariables de cualquier subconjunto de variables indepen-
dientes son independientes. Es decir, si Xi,...,X, son independientes, entonces
Xiys ..., X, sonindependientes para cualquier subconjunto {i, ..., i} C {1,...,n}.

Demostracion. En las distribuciones marginales, vimos que:

Xik(xiﬂ""xik) = tll}I—Eloo FX(t17'"7xi17"';l’ik7°";tn)
J El

U e

Observacion. Notemos que esta notacion no es del todo precisa, pero se emplea para
no complicar en exceso la notacion. En cada componente de la funcién de distribucion
conjunta evaluamos en ?; en las variables que no pertenecen al subconjunto, y en
r;; en las que si pertenecen.

Como Xj, ..., X, son independientes, tenemos que:

FXil,---7Xik(xi17'"7xik): lim FXl(tl)'---'FXi (JZZI)FX%(JZ%)FX”@”)

tj—+o0, 1
G i

Usamos ahora que, dada una funcién de distribuciéon F' de una variable aleatoria
cualquiera se tiene que:

lim F(t)=1
t—-+o0
Por tanto:
FXi17---7Xik (xin ce 7xik) = FXil (le) Tt FXik (xlk>
Por tanto, X;,,..., X, son independientes. O
Corolario 3.7.1. Sean Xi,..., X, variables aleatorias sobre el mismo espacio de

probabilidad. Estas son independientes si y solo si las distribuciones condicionadas
de cualquier subvector a cualquier otro coinciden con la marginal del primero.

Demostracion. Supongamos que las variables aleatorias X;,..., X, son discretas.
Demostramos por doble implicacién:
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=)

Supongamos que X1, ..., X, son independientes. Entonces, para cualquier sub-
vector X; ,...,X;, y cualquier otro subvector Xj ,..., X}, tenemos que:
PIXi, =iy, ... ; Xiy = xik|Xj1 =Tjy,. .., Xy = ajjl] =
_ P[le =Ty - ’Xilc = l’ik,le =Tjy,. .- ,le = ZL’jl]
P[Xj =Tj,..., X = sz]
Dado que Xi,..., X, son independientes, por la propiedad anterior, tenemos
que X;,,...,X;, v Xj,,..., X son dos conjuntos de variables independientes.

Por tanto, tenemos que:
P[X“ :xin'--aXik :x’ik ’le :l'jl,...,le :ilj']l] =

:P[)(21 :l‘“,,X% :Ilflk]

donde hemos empleado la factorizaciéon de la funcién masa de probabilidad
conjunta en funciones masa de probabilidad marginales. Por tanto, las distri-
buciones condicionadas coinciden con las marginales.

Supongamos que las distribuciones condicionadas de cualquier subvector a
cualquier otro coinciden con la marginal del primero. Entonces, para cualquier
subvector X; ,...,X;, y cualquier otro subvector Xj; ,..., Xj,, tenemos que:

'7Xikzxik7Xj :xjm"'vle:sz]:
:P[)(l1 :xin'-'?Xik :xik | le :.le,...,le :ilj']l]
'P[Xj =Tj,. .-, Xy :‘sz]

Usando que las distribuciones condicionadas coinciden con las marginales, te-
nemos que:

P[XZ :Iil,...,Xik :(L’ik,Xj :$j17...,le :I'jl] =
:P[Xil :xiu"‘?Xik :xik].P[le :mjm--'anz :le]
Usando la proposicién anterior, tenemos que X;,,...,X;, v Xj,...,X; son

dos conjuntos de variables independientes. Usando la factorizacién de su fun-
ciéon masa de probabilidad conjunta, tenemos que:

P[X“ :xh?"'?Xik :.’L'Z'k,le :x]i?'"?le :$jl] =

Por tanto, usando la factorizacién de la funcién masa de probabilidad conjunta
de X4,...,X,, tenemos que estas son independientes.

El caso continuo es andlogo, usando la factorizacion de la funcién densidad de
probabilidad conjunta. ]
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Probabilidad 3. Independencia de variables Aleatorias

Proposiciéon 3.8. Sean Xi,..., X, variables aleatorias sobre el mismo espacio de
probabilidad, y consideramos funciones medibles g; : R — R para v = 1,...,n.
Entonces:

Xi,..., X, son independientes = g1(X1), ..., gn(X,) son independientes

Demostracion. Calculamos la funcién de distribucion conjunta de g1 (X1), . . ., gn(X5)
usando el Teorema de Cambio de Variable:

ot (X0 (o) Wts - - Un) = Fxy o (97 )y 90 () =
= Fx, (9 (1)) - - Fx, (g, (yn)) =
= Fgl(Xl)(yl) el an(Xn)(yn)

Por tanto, ¢1(X1), ..., g.(X,) son independientes. O

3.4.1. Teorema de la multiplicacién de las esperanzas

Incluimos el siguiente teorema. Este es de tal importancia que se le ha dado una
seccion propia, ya que tiene gran variedad de resultados.

Teorema 3.9 (Teorema de la Multiplicacion de las Esperanzas). Sean Xi,...,X,
variables aleatorias sobre el mismo espacio de probabilidad, donde suponemos que
AE[X;] para todo 1 =1,...,n. Entonces:

AE[X: - .. - X,
Xq,..., X, son independientes —> A
E[X;-...-X,|=FE[Xq] ...  E[X,)]

Corolario 3.9.1. Sean X,Y dos variables aleatorias sobre el mismo espacio de
probabilidad independientes. Entonces, si AE[X?|, E[Y?], se tiene:

Cov[X,Y]=0
Demostracion. Dado que X e Y son independientes, se tiene:
Cov[(X,Y]| = FE[XY] - E[X|E[Y] = E[X|E[Y]| - E[X]E]Y]|=0
O

Corolario 3.9.2. Sean X1,..., X, variables aleatorias independientes. Entonces, si
AE[X;] para todo i =1,...,n, se tiene:

Z Xi] = Z Var[X;]

Demostracion. Por la Proposicion 2.19, se tiene la existencia y:

iXi] = iVar[Xi] + i Cov(X;, Xj)

i,j=1
7]

dVar

Var

Por el resultado anterior, todas las covarianzas son nulas, por lo que se tiene lo
deseado. [
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Probabilidad 3. Independencia de variables Aleatorias

Notemos que el resultado anterior se tiene que demostrar directamente para n,
no se puede demostrar en primer lugar para 2 y luego demostrar por induccion,
puesto que si X1, X5, X3 son tres variables aleatorias independientes, no tenemos de
forma directa que X7 + X, v X3 sean independientes, luego en el paso inductivo no
podriamos aplicar la hipotesis de induccion.

Corolario 3.9.3 (Caracterizaciéon por Funciones Generatrices de Momentos). Sean

X1, Xo, ..., X, variables aleatorias independientes tales que existe su funcion ge-
neratriz de momentos Mx, en un entorno I; del origen para todo i = 1,...,n.
Entonces, X1, Xs,..., X, son independientes si y solo si:

ElMx(tl,...,tn) \V/(tl,‘..,tn)€]1x...><]n
Mx(tl,...,tn) = H sz(tl) \V/tl c ]z
=1

Demostracion. Demostramos por doble implicacion.

—>) Supongamos que X1, X, ..., X, son independientes. Entonces, para todo (¢, . ..

I, x...x I,, tenemos que:

M(tr, ... tn) =

exp (ZtX)

Como X1, X, ..., X, son independientes, exp(t; X1), exp(t2Xa), ..., exp(t,Xn)
también lo son por ser estas transformaciones medibles de las variables alea-
torias originales. Por tanto, aplicando el Teorema de la multiplicacién de las
esperanzas, tenemos que:

H exp(tiXi)]

=1

Mx(ty, ...t

3.5. Distribuciones Reproductivas

Definicién 3.2 (Reproductividad de distribuciones). Una distribucién de variables
aleatorias se dice reproductiva si, dadas X, Xs, ..., X, variables aleatorias que
sigan una distribucién de dicho tipo (aunque la distribucién de cada variable tenga
distintos pardmetros), entonces la variable aleatoria dada por:

n
X =) X
i=1
sigue una distribucién del mismo tipo.

Observacion. Notemos que, para ver que una distribucién es reproductiva, usaremos
el Corolario 3.9.3 para, dadas n variables aleatorias {X;}icq1,..n} que sigan una
distribucién de dicho tipo, calcular la funcién generatriz de momentos de la variable

aleatoria X = Z X; y, como Mx(t) caracteriza la distribucién de X, calculando

Mx(t) sabremos ya si X sigue una distribucién del mismo tipo que las variables
aleatorias X;.
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Probabilidad 3. Independencia de variables Aleatorias

Veamos en primer lugar algunas distribuciones reproductivas para variables dis-
cretas.

Proposicién 3.10 (Distribucién Reproductiva - Binomial). Sean X1, ..., X, varia-
bles aleatorias independientes y X; ~ B(k;,p) para i =1,...,n. Entonces:

> x5 (3okr)

i=1 i=1

Demostracion. Sabemos que la funcién generatriz de momentos de cada una de las
variables aleatorias X; es:

My, (t) = (1 — p+ pe')Fi i=1,...,n

Usando el Corolario 3.9.3, tenemos que:

n n Ul

M Xi(t) - HMXi(t) = H(1 —p+pe)i=(1-p +pet)i§1ki

i= =1 i=1

Esta es la funcion generatriz de momentos de una variable aleatoria que sigue

n
una distribucién binomial con parametros (Z k;, p) . Por tanto, hemos demostrado
i=1

que:
>~ (Y]
i=1 i=1
L]
Proposicién 3.11 (Distribucién Reproductiva - Poisson). Sean X1, ..., X, varia-
bles aleatorias independientes y X; ~ P(N\;) para i =1,...,n. Entonces:
>x~7(300)
i=1 i=1

Demostracion. Sabemos que la funcién generatriz de momentos de cada una de las
variables aleatorias X es:

My, (t) = e i=1,...,n

Usando el Corolario 3.9.3, tenemos que:

M (0=t - [T = (52
i=1 ‘ i=1 iy

Esta es la funcion generatriz de momentos de una variable aleatoria que sigue

n
una distribucion de Poisson con parametro <Z /\i). Por tanto, hemos demostrado
i=1

que:

i X;~P (Z Ai>
=1 =1
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Probabilidad 3. Independencia de variables Aleatorias

Proposicién 3.12 (Distribucién Reproductiva - Binomial Negativa). Sean X7, ..., X,
variables aleatorias independientes y X; ~ BN (k;,p) parai=1,...,n. Entonces:

iXZ- ~ BN (Zn: k:i,p>

i=1 =1

Demostracion. Sabemos que la funcién generatriz de momentos de cada una de las
variables aleatorias X es:

My, (t) = (ﬁ)ki i=1,...,n

Usando el Corolario 3.9.3, tenemos que:

i=1 i=1 i=1
Esta es la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria que sigue
n
una distribuciéon binomial negativa con parametros (Z ki,p). Por tanto, hemos
i=1
demostrado que:
n n
3" X~ BN (z M)
i=1 i=1

O

Veamos el siguiente caso, ultimo para distribuciones discretas. Aunque no es una
familia de variables reproductivas, cumple la siguiente propiedad.

Proposicion 3.13. Sean Xi,..., X, wvariables aleatorias independientes y X; ~
G(p) parai=1,...,n. Entonces:

in ~ BN(n,p)

i=1
Demostracion. Sabemos que la funcién generatriz de momentos de cada una de las

variables aleatorias X; es:

P

R

Usando el Corolario 3.9.3, tenemos que:

n n

- p p
Mani(t) = HMXz(t) = H 1 — (1 _p)et = (1 _ (1 _p)et>n

i= = =1

Esta es la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria que sigue
una distribucién binomial negativa con parametros BN (n,p). Por tanto, hemos de-
mostrado que:

=1
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Veamos ahora algunas distribuciones reproductivas para variables continuas.

Proposicién 3.14 (Distribucién Reproductiva - Normal). Sean Xi,..., X, varia-
bles aleatorias independientes y X; ~ N(u;, 02) parai=1,...,n. Entonces:

> (Sm )
i=1 =1 =1

Demostracion. Sabemos que la funcién generatriz de momentos de cada una de las
variables aleatorias X es:

22
My,(t) = e i=1,...,n

Usando el Corolario 3.9.3, tenemos que:
i o?)tQ

n 2,2 (Z )
4 ot i t+f
SIEURS | G
=1

Esta es la funcion generatriz de momentos de una variable aleatoria que sigue una
n

n

distribucién normal con pardmetros (Z Liy > 0?). Por tanto, hemos demostrado
' i=1

que:

S (S5
=1 =1 i=1
]

Al igual que ocurria en el caso de la distribucion geométrica, la distribucion
exponencial no es reproductiva. Sin embargo, cumple la siguiente propiedad.

Proposicion 3.15. Sean Xi,...,X, wvariables aleatorias independientes tal que
X; ~exp(A) parai=1,...,n. Entonces:

i=1

Demostracion. Sabemos que la funcién generatriz de momentos de cada una de las
variables aleatorias X; es:

A
A—t
Usando el Corolario 3.9.3, tenemos que:

LD A"
z HMX H)\—t:()\—t)”

1=1

MXq', (t) =

1=1,...,n

Esta es la funcion generatriz de momentos de una variable aleatoria que sigue
una distribucién de Erlang con parametros n, A\. Por tanto, hemos demostrado que:

i=1
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Proposicién 3.16 (Distribucién Reproductiva - Erlang). Sean Xy, ..., X,, variables
aleatorias independientes tal que X; ~ E(k;, A) para i =1,... ,n. Entonces:

Xn:Xwg(iki,A)

=1 =1

Demostracion. Sabemos que la funcion generatriz de momentos de cada una de las
variables aleatorias X; es:

Ak |
MXl(t):m ’L:].,...,n

Usando el Corolario 3.9.3, tenemos que:

k;

H 7 ﬁ N\FEi B /\g:l
i - xd (A=t > ks
i=1 1= ()\ _ t) i=1

Esta es la funcion generatriz de momentos de una variable aleatoria que sigue

n
una distribucién de Erlang con parametros (Z ki, /\) . Por tanto, hemos demostrado

que:

>ox~e (Y]

i=1 i=1

]

Proposicién 3.17 (Distribucién Reproductiva - Gamma). Sean X, ..., X, varia-
bles aleatorias independientes tal que X; ~ I'(u;, \) para i =1,...,n. Entonces:

>~ ()

i=1 i=1

Demostracion. Sabemos que la funcién generatriz de momentos de cada una de las

variables aleatorias X es:
At
Mx (t) = —-— =1,...
X’L( ) (A _ t)ul Z Y 7n

Usando el Corolario 3.9.3, tenemos que:

Wi Ni=1
n M — .
Vi H o E(A_t)w (A—p="

Esta es la funcion generatriz de momentos de una variable aleatoria que sigue

n
una distribuciéon gamma con parametros (Z Uy, )\). Por tanto, hemos demostrado

que:

=1 i=1
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Probabilidad 3. Independencia de variables Aleatorias

3.6. Independencia para familias de variables alea-
torias

Notemos que las definiciones de independencia que hemos dado hasta ahora son
para un numero finito de variables aleatorias. Sin embargo, podemos extender estas
definiciones a familias de variables aleatorias infinitas numerables.

Definicién 3.3 (Independencia mutua). Sea {X;};cr una familia de variables alea-
torias, con T infinito numerable. Diremos que la familia {X;};cr, es independiente
si, para todo subconjunto finito Ty C 7', las variables aleatorias { X, };er, son inde-
pendientes.

Definicién 3.4 (Independencia dos a dos). Sea {X;};er una familia de variables
aleatorias, con 7' infinito numerable. Diremos que la familia {X;};er, es indepen-
diente dos a dos si, para todo par de indices 7,5 € T, i # j, las variables aleatorias
X; y X, son independientes.

Es directo ver que la independencia mutua implica la independencia dos a dos.
Sin embargo, la independencia dos a dos no implica la independencia mutua. Por
tanto, la independencia mutua es una propiedad mas fuerte que la independencia
dos a dos.

3.7. Independencia para vectores aleatorios

Hasta ahora, hemos visto la independencia para variables aleatorias unidimen-
sionales. Sin embargo, podemos extender estas definiciones a vectores aleatorios
multidimensionales.

Definicién 3.5 (Independencia para vectores aleatorios). Sean X ... X™ vec-

tores aleatorios de dimension dy, . .., d, respectivamente. Sea F §§’ la funcién de dis-
tribucién de X@ para i = 1,...,n, y Fx la funcién de distribucién conjunta de
X = (XM ., X™) Diremos que los vectores aleatorios X ..., X son inde-
pendientes si:

Fx(z®, . 2™y = FP (W) ... FM ™) vaW e RA . 2 e R™
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4. FEsperanza Condicionada

Cuando se considera un conjunto de variables aleatorias definidas en relacion a
un determinado experimento, es usual que existan relaciones entre ellas. El problema
de regresion consiste en encontrar una funcién mateméatica que permita aproximar
el valor de determinadas variables, conocidos los valores del resto.

Observacion. Este concepto de regresion es el analogo al visto en la asignatura de
EDIP. En este caso, en vez de establecer un caracter Y en funciéon de un caracter X
en funcion de sus frecuencias, buscamos establecer una relacién entre dos variables
aleatorias.

En el presente curso, por simplicidad, nos limitaremos a analizar el problema de
regresion bidimensional; es decir, dadas dos variables aleatorias X e Y, queremos
encontrar una funciéon matematica que nos permita aproximar el valor de Y cono-
cido el valor de X. Para encontrar esta funcién matematica usaremos el criterio de
optimalidad denominado minimos cuadrados, visto ya en EDIP.

4.1. Esperanza condicionada

Para encontrar esta funcién matematica, necesitamos introducir el concepto de
esperanza condicionada.

Definicién 4.1 (Esperanza condicionada). Dadas dos variables aleatorias X e Y
sobre el mismo espacio de probabilidad, se define la esperanza condicionada de X
a Y, notada por E[X | Y], como la variable aleatoria siguiente (en el caso de que
exista):

EX [Y](y) = E[X Y =y]

Notemos que esta esperanza es una esperanza normal, solo que considerando la
distribuciéon condicionada de X a Y = y.

Veamos en funcion de si es discreta o continua:

= Si X e Y son discretas, entonces:

EX|Y=y=> z-PX=x2|Y=y] conPlY=y>0

CCEEI

= Si X e Y son continuas, entonces:

o

EIX Y =y :/ v fxivey(@) de con fy(y) > 0

— 00
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Notemos que la definicién de E[X | Y = y] requiere que la distribucién con-
dicionada de X a Y = y esté bien definida. Por este motivo, es preciso exigir que
P[Y = y| # 0 en el caso discreto, y fy(y) # 0 en el caso continuo. Asi, la variable
aleatoria E[X | Y] es una funcién de la variable Y, definida sobre el conjunto de sus
valores, Ey .

Veamos ahora qué hemos de imponer para que exista la esperanza condicionada
de X aY.

Proposicién 4.1. Sean dos variables aleatorias X e Y sobre el mismo espacio de
probabilidad. Entonces:

JE[X| = 3JE[X | Y]
Demostracion. Distinguimos en funcién de si X e Y son discretas o continuas:

= Si X eY son discretas, entonces:

BIX|Y =y= |ao| PIX=2|Y=y=) |x|.P[XPTY3?’:5;]=y] _
S |- PX =2,V =y Y |z P[X = 4] o~
— z€EF, g 2E€F, _ .
PlY =y PlY =] PlY =4

donde en la desigualdad hemos hecho uso de que
PIX =2,V =y < P[X =1] Vay

y, al final, hemos usado que E[|X|] < oo por tener E[X] finita. Por tanto,
E[X | Y] existe.

= Si X e Y son continuas, entonces:

sz|Y:yn=/mmmfm/ﬂmdx:/”uyigg%@dx:
Tl fxrtey) do
B fr(v)

Como E[|X]] < oo, entonces:

mm#/’m/Jmmw@mz/u/uuwmw@m<m:>
— [ [ llsrlemdrdy<co— [ plfxrpds <o weR

Por tanto, E[X | Y] existe.
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Ejemplo. Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional con funcién de densidad

conjunta:
2 si0<ax<y<l1

Ixy(z,y) = {O

en otro caso

Calcular E[X | Y]y E[Y | X].
Tenemos que:
EX|Y =y|= /_:37 fxpy=y(z) dz
EY | X =z] = /_:y fyix=2(y) dy

Para calcular ambas funciones de densidad condicionada, necesitamos calcular

las marginales de X e Y:
00 1
fx(z) = fxy(z,y) dy = / 2dy=2(1-uz)

00 y
fr(y) = / fxy(z,y) de = /0 2 dr =2y

Asi, las funciones de densidad condicionada son:

fXY(l" y) 2 1 .
— = — O<r<y<l1
Ixy=y(x) = T si <y

A
fXY( y) 2 1 -
() 2(1—:5):1—1: si0<zr<y<l1

fY|X:a:<y) =

Por tanto, las esperanzas condicionadas son:

x vl 1 1[22]"
ElX Y:y:/ x-f :a:d:v:/:n—d:v:—/xdx:—{—] ==
[ | ] - X\Yy() 0 y v Jo y 9 . 9

[e.e]

> ! 1 I 1 Jy

o0

1 <1 9:2) 1 1—22 _1+:v

2 1—2z 2

2 2

1—2z

Al igual que considerabamos E[g(X)], consideramos ahora la esperanza condi-
cionada de una funcién de X a Y. Formalmente, dadas dos variables aleatorias X e
Y sobre el mismo espacio de probabilidad, y una funcién g : R — R medible, g(X)
es una variable aleatoria, y su esperanza condicionada a Y es:

Elg(X) | Y](y) == E[g(X) | Y =y]
Veamos en funcion de si son discretas o continuas:

= Si X eY son discretas, entonces:

Elg(X)|Y =yl=> g(x)-P[X =2 |Y =y]  con P[Y =y >0

{L‘EEZ

67



Probabilidad 4. Esperanza Condicionada

= Si X e Y son continuas, entonces:

o0

Bl |Y =)= [ g@)- frvm(@) de con fy(y) >0

— 00

Al igual que ocurria con la esperanza condicionada de X a Y, para que exista
basta con imponer que E[g(X)] < oo.

Corolario 4.1.1. Sean dos variables aleatorias X e Y sobre el mismo espacio de
probabilidad, y una funcion g : R — R medible. Entonces:

FE[g(X)] = 3E[g(X) | Y]

Ejemplo. En el experimento aleatorio del lanzamiento de tres monedas se conside-
ran las variables:

= X: Numero de caras.

= Y: Diferencia, en valor absoluto, entre el nimero de caras y el nimero de
cruces.

Calcular E[X? | Y].

El espacio muestral es el siguiente:
Q={CCC,CC+,C+C,+CC,C+ +,+C+,+ + C,+ + +}

La funcién masa de probabilidad conjunta viene dada por:

X\Y 1 3 || PX=uxa]
0 0 1/23 1/23
1 8/93 () 393
2 3/ 0 3/o3
3 0 12 1/93
PV =yl 72 ] 1

donde ademés hemos calculado las marginales de X e Y. Entonces, tenemos que:

EX*|Y=1=)Y 2> PX=z|Y=1]=

{L‘EEI

=1 PX=1|Y=1+2>PX=2|Y=1]=

:1'P[X:1,Y:1]+4_P[X:2,Y:1]:
P[Y = 1] P[Y = 1]

3/23 3/23 5

=1.21= L2 Z

3/22+ 3/22 2

EX*|Y =3=) 2" P[X=z|Y=3]=

.CCEEZ

=0 PX=0]Y=3+3 -PX=3|Y=3=
PIX =0,Y = —3Y =

_o. PIX=0Y=3]  PIX=3Y=3
PlY = 3] PlY = 3]

/23 9

_9.1/?_5
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Por tanto, la esperanza condicionada de X? a Y es:

5 siY =1
B |y] =4 8
92 siY =3

Propiedades de la esperanza condicionada

Introducimos las siguientes propiedades, que se deducen de forma directa en la
mayoria de los casos haciendo uso de que la esperanza condicionada de X a Y es la
esperanza de X con respecto a la distribucién condicionada de X a Y.

Proposicion 4.2. Sea Y una variable aleatoria discreta sobre el espacio de proba-
bilidad (2, A, P) y ¢ € R. Entonces:

Elc|Y]=c¢
Demostracion. Como Y es discreta, entonces:

c|Y =y] = ZxP =z |Y=y|=c-P[X=c|Y=y|=c

xel,

Notemos que no consideramos Y continua, ya que ¢ es una variable aleatoria cons-
tante (discreta) y solo hemos definido la esperanza condicionada para variables alea-
torias del mismo tipo. O

Proposicién 4.3 (Linealidad). Sean X eY dos variables aleatorias sobre el espacio
de probabilidad (2, A, P). Entonces:

ElaX; +bX, | Y] = aB[X, | Y]+ bE[X, | Y] Va,beR

Proposicion 4.4. Sean X e Y dos variables aleatorias sobre el espacio de probabi-

lidad (2, A, P). Si X > 0, entonces:
EX|Y]20NEX |Y]|=0«< P[X=0]=1

Proposicién 4.5 (Conservacion del Orden). Sean X1, Xy e Y tres variables alea-
torias sobre el espacio de probabilidad (2, A, P). Si X1 < X, entonces:

EXy [ Y] < E[X; | Y]

Proposicién 4.6. Sean X e Y dos variables aleatorias sobre el espacio de probabi-
lidad (2, A, P), y consideramos una funcion g : R — R medible. Entonces:

Si XY independientes = E[g(X) | Y] = E[g(X)]
En particular, tomando g = Id, tenemos:
Si XY independientes = E[X | Y] = E[X]
Demostracion. Distinguimos en funcion de si X e Y son discretas o continuas:
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= Si X e Y son discretas, como X e Y son independientes, entonces:
PX=z|Y=y|=PX=2] Vr,y

Por tanto, tenemos:

Elg(X)|Y=y|= > gla)-PIX=x|Y =y =) g(z)-P[X = 2] = E[g(X)]

z€FEx ze€Ex

= Si X eY son continuas, como X e Y son independientes, entonces:

fX\Yzy(x) = fX(ﬁ) Va,y

Por tanto, tenemos:

E[g(X)|Y=y1=/

— 00 — 00

Proposicion 4.7. Sean X e Y dos variables aleatorias sobre el espacio de probabi-
lidad (2, A, P), y consideramos una funcion g : R — R medible. Entonces:

E[Elg(X) [ Y]] = E[g(X)]
En particular, tomando g = Id, tenemos:
E[EIX | Y]] = E[X]
Demostracion. Distinguimos en funcién de si X e Y son discretas o continuas:
» Si X e Y son discretas, entonces, como E[g(X) | Y] es una variable aleatoria

en funcién de Y, usando la esperanza de una funcién de una variable aleatoria,
tenemos:

E[EGX) Y= > Elg(X)|Y =y]- P[Y =y] =

=3 Y gla) PIX=x|Y =y Py =y] =
_ Zg(x). ZP[X:x,Y:y]I
=Y g(@)- PIX = 2] = E[g(X)]

» Si X eY son continuas, entonces, como E[g(X) | Y] es una variable aleatoria
en funcién de Y, usando la esperanza de una funcién de una variable aleatoria,
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tenemos:

8

ElE[g(X) [ Y]]

Elg(X)|Y =y]- fy(y) dy =

83

9(x) - fxjy=y() dz - fy(y) dy =

83

Il
— T
23 23
\w

9(7) - fxy(w,y) dv dy =

— 00

(z) - /OO fxy(z,y) dy doe =

Q

8

g(x) - fx(x) dv = Elg(X)]

\8\

!
8

4.2. Momentos condicionados

Como una variable aleatoria que es, se pueden definir los momentos condiciona-
dos de una variable aleatoria a otra. Comenzamos con los momentos condicionados
no centrados.

4.2.1. Momentos condicionados no centrados

Definicién 4.2 (Momento condicionado). Dadas dos variables aleatorias X e Y
sobre el mismo espacio de probabilidad y k € N, se define el momento condicionado
de orden k de X a 'Y como la variable aleatoria siguiente (en el caso de que exista):

E[X* Y]

Usando la esperanza condicionada de una funcién, tenemos que 3E[X*] implica
que exista E[X* | Y], y se calcula como:

= Si X e Y son discretas, entonces:

EX¥|Y =y =) a* PX=2|Y=y conPlY=y>0

(EGEm

= Si X e Y son continuas, entonces:

o0

EX*|Y =y| = / ¥ fxy—y(z) dz  con fy(y) >0

— 00

4.2.2. Momentos condicionados centrados

Respecto de los momentos condicionados centrados, tenemos la siguiente defini-
cién.
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Definicién 4.3 (Momento condicionado centrado). Dadas dos variables aleatorias
X e Y sobre el mismo espacio de probabilidad y £ € N, se define el momento
condicionado de orden k centrado de X a Y como la variable aleatoria siguiente (en

el caso de que exista):
E[(X - E[X [ Y])*|Y]

En caso de existencia, los valores de estas variables se calculan teniendo en cuenta
que al considerar el condicionamiento a un valor arbitrario, ¥ = y, la variable
E[X | Y] toma el valor E[X | Y = y] y, por tanto:

E[(X — BIX | Y]} |Y =y = E[(X — E[X | Y =y} | Y =y] VyeBy

Entonces, ya que dado Y = y, E[X | Y = y| es una constante, la variable
(X — E[X | Y = y])* sélo depende de X, y aplicando de nuevo la expresién de la
esperanza condicionada de una funcién de una variable aleatoria, se tiene:

= Si X e Y son discretas, entonces:

E[(X=EX [YD'|Y =yl =) @ EX|Y=y)"PX=2|Y=y] conPly=y>0

mEEz

= Si X e Y son continuas, entonces:

E[(X-EX|Y)'|Y =y = /oo (e=BIX | Y = y])" fxpy—y(z) dz con fy(y) >0

—00

Las propiedades de los momentos condicionados son similares a las de los mo-
mentos sin condicionar. En particular, la existencia de los momentos condicionados
no centrados equivale a la de los momentos condicionados centrados.

4.3. Varianza condicionada

La varianza condicionada es un caso particular de los momentos condicionados
centrados, y es de especial relevancia en el estudio de la regresion, por lo que estu-
diaremos su definicion y propiedades.

Definicién 4.4. Dadas dos variables aleatorias X e Y sobre el mismo espacio de
probabilidad, se define la varianza condicionada de X a Y como el momento condi-
cionado centrado de orden 2 de X a Y:

Var[X | Y] = E[(X — E[X |Y])?|Y]
Veamos ahora algunas de sus propiedades.

Proposicion 4.8. Sean X e Y dos variables aleatorias sobre el espacio de probabi-

lidad (9, A, P). Si 3E[X?], entonces:
1. IVar[X | Y] y Var[X | Y] > 0.
2. Var[X | Y] = E[X? | Y] - (E[X | Y])2
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Demostracion. Demostramos cada uno de los apartados:

1. Dado que IE[X?], entonces IE[X? | Y] (de hecho, son iguales). Como la exis-

tencia de momentos no centrados implica la de momentos centrados, entonces
JE[(X — E[X | Y])?| Y] = Var[X | Y].

Por otro lado, como E[(X — E[X | Y])? | Y], es la esperanza condicionada de
una variable aleatoria no negativa, entonces Var[X | Y] > 0.

2. Partiendo de la definiciéon de varianza condicionada, fijado Y = y, tenemos:
Var[X | Y =y = E[(X - E[X | Y =y])* |V =y] =

= BIX? = 2XE[X | Y =y + (BIX | Y =y)* | ¥ =4] ©
()

Y EX? | Y =y ~2B[X | Y =y BIX | Y = 4] + (BIX | ¥ =y)) =

= E[X* |V =y - 2(B[X | Y =y])* + (E[X | Y =y])* =

= E[X*|Y =y] - (E[X | Y =y))*

donde en (%) hemos usado la linealidad de la esperanza condicionada, y en

(*%) hemos usado que, como ya hemos condicionado a Y =y, F[X | Y = y] es
una constante.

O

Introducimos ademas esta tultima proposicién, que cobrara gran importancia en
la siguiente seccion.

Proposicién 4.9 (Descomposicién de la varianza). Sean X e Y dos variables alea-

torias sobre el espacio de probabilidad (2, A, P). Si AE[X?], entonces se tiene que
IVar[E[X | Y]] y E[Var|X | Y]], y se cumple que:

Var[X] = Var[E[X | Y]] + E[Var[X | Y]]

Demostracidn. En primer lugar, tenemos que IE[X?] implica IE[E[X? | Y]]. Por
tanto, del segundo apartado de la proposicién anterior, tenemos que:

0< Var[X | Y] =E[X?|Y] - (EX | Y])? = 0< (E[X | Y])? < E[X?]|Y]

Por tanto, como (E[X | Y])? es una variable aleatoria acotada por variables aleato-
rias con esperanza, entonces IE[(E[X | Y])?]. Tenemos por tanto, que:

= JE[(EX | Y])] = FVar[EIX | Y]] = E[(E[X | Y])*] - (E[EIX [ Y]])*.
» JE[(E[X | Y])?] y E[E[X? | Y]], lo que implica que:
JB[EX? | Y]-E[(E[X | Y])*] = E[E[X* | Y]-(E[X | Y])’] = E[Var[X | Y]]

Por tanto, hemos demostrado las dos existencias. Para demostrar la igualdad,
tenemos que:

Var[E[X | Y]] + E[Var[X | Y]] =

= EIERAYT)] — (BIE[X | Y]))* + E[E[X? | Y]] - E[(ERAYT)] =

= —(E[X])* + E[X7]
= Var[X]

Como queriamos demostrar. O
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4.4. Regresion Minimo Cuadratica

Explicamos de nuevo el problema de regresion, que ya se introdujo para Estadisti-
ca Descriptiva. Dadas dos variables aleatorias, X e Y, definidas sobre el mismo es-
pacio de probabilidad, el problema de regresién de Y sobre X consiste en determinar
una funcién de X que proporcione una representacién, lo méas precisa posible, de la
variable Y. Esto es, se trata de aproximar la variable Y por una funcién de X, de
manera que la aproximacion sea éptima en algin sentido preestablecido.

Y = p(X)
donde:

= Y es la variable dependiente, explicada o enddégena.
= X es la variable independiente, explicativa o exdgena.

= o es la funcion de regresion.

El criterio de optimalidad més usual para abordar el problema de regresion es el
basado en el principio de minimos cuadrados, y consiste en encontrar la funcién que
minimiza la media de las desviaciones cuadraticas de las aproximaciones respecto
de los verdaderos valores de la variable aproximada. Esto es, se trata de encontrar
una funcién, ¢, que minimice E[(Y — ¢(X))?].

Definicién 4.5 (Error cuadratico medio). Dadas dos variables aleatorias X e Y
sobre el mismo espacio de probabilidad, el error cuadratico medio asociado a la
funcién de regresion ¢ de forma que Y =~ ¢(X) es:

E.C.M.(p) = E[(Y — p(X))?]

Por tanto, el problema de regresién abordado bajo esta perspectiva consiste en
encontrar una funcién, ¢gpt, que minimice el E.C.M.

4.4.1. Biusqueda de la funcién de regresion 6ptima, opt

En la presente subseccién, suponemos que estamos buscando aproximar Y por
una funcién de X, ¢(X), y que hemos decidido que la funcién de regresién éptima
es aquella que minimiza el E.C.M. asociado a la aproximacién.

Observacion. Se deja para el lector generalizar el caso para aproximar X por una
funcion de Y.

Asi, el problema de regresion se reduce a encontrar la funcion de regresion 6ptima,
Popt, que minimiza el E.C.M. El siguiente teorema no se demostrard por ser un
resultado que excede los conocimientos de la asignatura, pero nos proporciona la
solucién al problema de regresion bajo el criterio de minimos cuadrados.

Teorema 4.10. Sea Y una variable aleatoria sobre el espacio de probabilidad (2, A, P),
y X una variable aleatoria sobre el mismo espacio de probabilidad. Entonces, E[Y |
X] minimiza el E.C.M. Es decir:

Popt(X) = E[Y | X]

Ademds, esta funcion de regresion optima es unica.
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El E.C.M. asociado a la funcién de regresién 6ptima, que es el minimo error
cuadratico medio cometido al aproximar Y a partir de X, es:

E.C.M.(¢ope) = E.CM.(E[Y | X]) = E[(Y — E[Y | X])?] =
= E[E[(Y - E[Y | X])* | X]] = E[Var[Y | X]]

Considerando la descomposicion de la varianza, tenemos:
Var]Y| = Var[E[Y | X]| + E[Var]Y | X]] = Var[gop(X)] + E.C.M.(¢opt)

Definicién 4.6 (Curva de regresién minimo cuadrética). Dadas dos variables alea-
torias X e Y sobre el mismo espacio de probabilidad, la curva de regresiéon minimo
cuadrética de Y sobre X es la curva obtenida empleando @op(X). Es decir:

s Curva de Regresiéon Minimo Cuadratica de Y sobre X:

Y(z)=E[Y | X =12 Vz€Eyx

» Curva de Regresiéon Minimo Cuadratica de X sobre Y:

X(y)=E[X|Y =y VyeckEy

Veamos algunos casos particulares, para los que antes debemos introducir las
siguientes definiciones.

Definicién 4.7 (Dependencia funcional). Dadas dos variables aleatorias X e Y
sobre el mismo espacio de probabilidad, se dice que Y depende funcionalmente de
X si existe una funcion f : Ex — Ey tal que:

Y = f(X) Ve € Ex
Dicha funcién f se denomina curva de dependencia.

Proposiciéon 4.11. Sean X,Y dos variables aleatorias sobre el mismo espacio de
probabilidad. Equivalen:

1. VarlY | X] =0.
2. EVarlY | X]] =0.
3. 'Y depende funcionalmente de X.
4. E.C.M(popt) =0.
Demostracion. Demostramos mediante distintas equivalencias:

(1) <= (2) Sabemos que Var[Y | X] > 0, por lo que la equivalencia se tiene de
forma directa.

(3) = (4) Tenemos que Y = @, (X), por lo que:

E.CM.(¢op) = E[(Y — pope(X))?] = E[(Y = Y)?] =0
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(4) = (3) Aunque se ve intuitivamente, vedmoslo formalmente.

Dado que E.C.M.(¢opt) = 0, entonces:
E[(Y = popt(X))*] = 0
Esta es la esperanza de una variable aleatoria no negativa, por lo que:

Y — onpt(X) = 0 s Y = Spopt(X)
(1) = (3) Partimos de:

VarlY | X =2] =0  Vx € Ex

Por tanto, fijado x € Ex, 3! ¢, € E), tal que:

Y| X=zx]=c¢

Por tanto, definimos la funcion f : Ex — Ey como:

flz) =c, Ve € Ex

Por tanto, Y depende funcionalmente de X.

(3) = (1) Partimos de que Y depende funcionalmente de X, es decir, 3f : Ex —
Ey tal que:
Y = f(X)

Entonces, tenemos que:

VarlY | X = z] = Var[f(X) | X = 2| =
=Var[f(z) | X =2] =0  Vze Ex

donde hemos usado que la varianza de una constante es 0.

]

Definicién 4.8 (Dependencia reciproca). Dadas dos variables aleatorias X e Y
sobre el mismo espacio de probabilidad, se dice que hay dependencia reciproca entre
X eY siY depende funcionalmente de X y X depende funcionalmente de Y con la
misma funcién. Es decir, existe una funcién f : Ex — FEy tal que:

Y = f(X) Vo€ Ex
X=f(Y) VWyeky

Dicha funcién f se denomina curva de dependencia.

Corolario 4.11.1. Sean X,Y dos variables aleatorias sobre el mismo espacio de
probabilidad.

Var[V | X] = Var[X | Y| =0<=Y y X dependen reciprocamente
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Demostracion. Demostramos mediante doble implicacion:

=) Como corolario de la proposicién anterior, sabemos que 3f : Ex — Fy,
g : Ey — Ex tales que:

Y = f(X) Vze By
X=9Y) Vyeky

Sea ¢, € I, y consideramos su preimagen
f_l(caﬁ):{erX|f(x)zcx}:{xEEX|Y:Ca:}

No obstante, usando la demostracién de la proposicién anterior tenemos que
dicho ¢, es tinico. Por tanto, f~! = g y, por tanto, Y y X dependen recipro-
camente.

<=) Se tiene de forma directa como corolario de la proposicién anterior.

Algunos casos particulares son:

» Si Y depende funcionalmente de X con curva de dependencia Y = f(X),
entonces la curva de regresién minimo cuadratica de Y sobre X es la propia
curva de dependencia:

y=f(z)=E[Y | X =2] Vo € Ex

Demostracion. Dado que Y = f(X), entonces:
EIY | X = 2] = BIf(X) | X = 2] = E[f(s) | X =a] = f(x) V&€ Ex

]

» Si hay dependencia reciproca entre X e Y, es decir, Y = f(X) y X = f~}Y),
entonces ambas curvas de regresién minimo cuadratica coinciden con las curvas
de dependencia:

[My)=EX Y =y] VyekEy

<

X

= Si X eY son independientes, entonces la curva de regresion minimo cuadratica
de Y sobre X es la esperanza de Y, y la de X sobre Y es la esperanza de X:

Y(z)=E[Y] Vze Ex
X(y) = E[X]  VyeEy

Como vemos, estas curvas de regresiéon minimo cuadrética son constantes y
paralelas a los ejes, lo que muestra que no tiene sentido plantear un problema
de regresion en este caso.
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Demostracion. Dado que X e Y son independientes, sabemos de forma directa
que:

ElY | X =1]=E[Y] Vze Ex
EX|Y =y =E[X] Vye by

O

Por tanto, a modo de resumen, en la Tabla 4.1 se recogen las predicciones de Y
segun lo que estemos observando.

‘ Sin observar X Observando X Para X ==z«

y E[Y] ElY | X] ElY | X = 4]
E.C.M. Var[Y] E[VarlY | X]] Var[V | X = z]

Tabla 4.1: Resumen de las predicciones de Y sobre en funcién de lo que se observe.

4.4.2. Razones de Correlacion

Buscamos ahora estudiar el grado de bondad de la aproximaciéon minimo cuadrati-
ca de cada variable a partir de la otra. Partimos de la siguiente igualdad:

Y=EY|X]|+ ¥ -E[Y|X])

Sabemos que ¥ = E[Y | X] es la mejor aproximacién que hemos obtenido.
Vemos por tanto que el error es la variable aleatoria (Y — E[Y | X]) unidades, que
denominaremos residuo.

Definicién 4.9 (Residuo). Dadas dos variables aleatorias X e Y sobre el mismo
espacio de probabilidad, el residuo asociado a la aproximacion de Y a partir de X
es la siguiente variable aleatoria:

R=Y — E[Y | X]

La aproximacién serd mejor cuanto menor sea | R|. Esta es una variable aleatoria,
cuya comparacion para estudiar la bondad no es sencilla. Usaremos por tanto valores
numeéricos que resuman la bondad de la aproximacion.

Como primer intento, buscamos comparar mediante E[R]. Tenemos que:

E[R| = E[Y — E[Y | X]| = E[Y] — E[E[Y | X]] = E[Y] — E[Y] =0

Por tanto, siempre sera nulo, lo que no nos aporta informacién sobre la bondad de la
aproximaciéon. Buscamos por tanto comparar mediante la varianza de R, conocida
como varianza residual.

Definicién 4.10 (Varianza residual). Dadas dos variables aleatorias X e Y sobre
el mismo espacio de probabilidad, la varianza residual asociada a la aproximacién
de Y a partir de X es varianza del residuo, es decir:

Var[R| = Var]Y — E[Y | X]]
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Calculemos el valor de la varianza residual.

Var[R] = Var[Y — E[Y | X]] = E[(Y — E[Y | X])’] - (E[Y — E[Y | X])? =
= B((Y — E[Y | X))?] - EIR]" = E[(Y - E[Y | X])!] =
= E[E[(Y — E]Y | X])2 | X]] = E[Var]Y | X]] = E.C.M.(@opt)

Por tanto, usando la descomposicion de la varianza, tenemos que:

Var[Y] = Var[B[Y | X]|+E[Var[Y" | X]] = Var |¥'|+Var[R] = Var [V | +E.C.M. (o)
(4.1)

Vemos que el E.C.M.(pqpt) sera menor conforme mayor sea Var [}7] , por lo que la

aproximacién sera mejor conforme mayor sea Var [EA/ = Var[E[Y | X]]. No obstante,

usar este valor para comparar la bondad de la aproximacion introduce los siguientes
problemas:

» Var[E[Y | X]] no es adimensional, por lo que no es un valor que podamos
comparar.

= No es invariante frente a cambios de escala, lo cual puede llevar a conclusiones
enganosas. Por ejemplo, sean:
e Y una variable aleatoria que mide la altura de una persona en metros.
e Y’ una variable aleatoria que mide la altura de una persona en centime-

tros.

Entonces, es razonable pensar que cualquier variable X debe aproximar igual
de bien a Y que a Y’ = 100. No obstante, tenemos que:

Var [E]Y" | X]] = Var [E[100Y | X]] = Var [100E[Y | X]] = 100> Var [E[Y | X]|

De esta forma, midiendo la bondad de la aproximaciéon por su varianza sin
tener en cuenta la unidad de medida de las variables aproximadas, podriamos
concluir que la variable X aproxima mucho mejor a Y’ que a Y.

Estos inconvenientes se salvan normalizando la varianza de la funcién de regresion
y usando el siguiente coeficiente, que es el que buscabamos presentar en esta seccién.

Definicién 4.11 (Razén de correlacién). Dadas dos variables aleatorias X e Y sobre
el mismo espacio de probabilidad, se define la razén de correlacion de Y sobre X:
2 VarlE[Y | X))
Y/X Var[Y]

De forma andloga se define la razén de correlacion de X sobre Y:

., Var[E[X | V]
xiy Var[X]

Observacion. En el caso de que, por ejemplo, Y sea constante, tenemos Var[Y] = 0.
Se define en este caso 73 x = 1 Andlogamente, si X es constante, se define 13, iy =1
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Usando la Ecuacion 4.1, tenemos:

o Var[E[Y | X]]  Var[Y]— E[Var[Y | X]]  E[Var[Y | X]]
X Var[Y] VarlY] Var[Y]

Veamos que 73, solventa los dos problemas que presentabamos al usar Var [E[Y" | X]|
para medir la bondad de la aproximacién.

. n?//X es adimensional, ya que las unidades de medida de Var[E[Y | X]| y
Var[Y] son las mismas.

= Veamos que es invariante frente a cambios de escala. Sean Y e Y’ dos variables
aleatorias, y Y’ = aY con a € R. Entonces:
> o Var[ElaY | X]] Var[aE[Y|X]] &*VarlE[Y|X]] ,
Trrx = Nay/x = Var[aY] - a?Var[Y] a? Var[Y] — vx

Por tanto, la razén de correlacion es un valor adimensional e invariante frente a
cambios de escala que nos permite comparar la bondad de la aproximacién de una
variable a partir de la otra. En particular, ni. /X mide la proporcion de la varianza de

Y que queda explicada por la funcién de regresién Y = E [Y | X]. En este sentido,
se puede interpretar como una medida de la bondad del ajuste de la distribucion a
la curva de regresion correspondiente, de forma que a mayor valor del coeficiente,
mejor serd la aprorimacion.

Proposicion 4.12. Sean X e Y dos variables aleatorias sobre el espacio de proba-
bilidad (2, A, P). Entonces:

10 <0y, iy < 1

2. n3)x =0 <= La curva de regresion de'Y sobre X esY = E[Y].
ng(/y =0 <= La curva de regresion de X sobre Y es X = E[X].

3. U%/X =1 < Y depende funcionalmente de X.
ﬁ?g/y =1 < X depende funcionalmente de Y .

4. 7712//)( = 77?(/3/ =1 <= X eY tienen dependencia reciproca.

Demostracion. Demostraremos tan solo los resultados para 7732// +» ya que los resul-
tados para n% /y son analogos.

1. Tenemos en primer lugar Var [E[Y | X]] > 0y Var[Y] > 0 por ser varianzas.
Por tanto lado, usamos que:
oy EValy | X]
/X Var[Y]
Tenemos que Var[Y | X],Var[Y] > 0 por ser varianzas. Ademds, como la

esperanza de una variable aleatoria no negativa es no negativa, tenemos que
E[Var]Y | X]] > 0. Por tanto, 77}2//)( < 1y tenemos lo buscado.
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2. Tenemos que:
7)52//)(:0 < Var[E]Y | X]] =0 <= JeceRtalque E]Y | X]=¢c Vzre€ Ex

donde la ultima implicacion se debe a las propiedades de la varianza. Por tanto,
tenemos que:

¢ = Eld = E[E]Y | X]] = E[Y]
Por tanto, tenemos que:

m%/X =0 < E[Y|X]=E[Y]

3. Tenemos que:

ny;x =1 <= E[Nar[Y | X]] =0 <= P[Var[Y | X]=0]=1 <
< VarlY | X] =0

Por tanto, tenemos que Y depende funcionalmente de X.
4. Por lo razonado anteriormente, tenemos que:
7732//)( = ngf/y =1 < Var]Y | X] =0= Var[X | Y]
Por tanto, X e Y tienen dependencia reciproca.

O

En esta ultima proposicion, vemos que nos falta estudiar el caso en el que se da
7732//)( = ng(/y = 0. Este lo veremos més adelante, porque se trata de ejemplos de
rectas de regresion.

4.5. Rectas de Regresion

Cuando el calculo de la esperanza condicionada es complicado y se tiene relativa
seguridad de que los puntos de la distribucion teodrica se ajustan a una determinada
forma funcional (exponencial, parabdlica, etc.) puede ser 1til restringir la busqueda
de la funcién de regresién 6ptima a la clase de funciones de dicha forma.

Un caso particularmente importante es el de la regresion lineal. Las rectas que
mejor se ajustan a los puntos de la distribucién en el sentido de minimos cuadrados
(para aproximar cada una de las variables en términos de la otra) se denominan
rectas de regresion.

Observacion. Supongamos de nuevo que queremos obtener la recta de regresion de
Y sobre X es decir, Y = p(X).

En estos casos, tenemos que ¢ ha de ser una recta, por lo que:
o(X)=aX +b a,beR

Por tanto, razonando de forma idéntica a como hicimos en la seccién anterior,
tenemos que el problema de regresion se reduce a encontrar los valores de a y b que
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minimizan el E.C.M. asociado a la aproximacién. Es decir, la recta de regresién de

Y sobre X es:
L . _ 2
Popt(X) = min E[(Y —aX —b)’]

El problema de regresion lineal se reduce por tanto a minimizar la siguiente
funcién de dos variables:

L(a,b) = BE[(Y —aX —b)?] = E[Y? + ¢*E[X? + V* — 2aE[XY] — 2bE[Y] + 2abE[X]

Para calcular el minimo de L, derivamos parcialmente e igualamos a 0:

g—L = 2aE[X? - 2E[XY] 4+ 20E[X] =0
a
g_’; — 9 — 2E[Y] + 2aE[X] = 0 = 2 = 2E[Y] — 2aE[X]

Por tanto, suponiendo Var[X] > 0 (caso que estudiaremos mas adelante), tene-
mos que:

20E[X? - 2E[XY] + (2E[Y] — 2aE[X])E[X] = 0 =
— a(E[X?] - E[X]?) = E[XY] - E[X]|E[Y] =

_ Cov(X,Y)
— a = VT[)(] —
:b:E[Y]—%-E[X]

que, como se comprueba calculando la matriz de derivadas segundas', proporciona
el minimo de la funciéon L:

?L 0L

da®  Dadb :‘QE[XZ] QE[X]‘:4<E[X2]_E[X]2):4Var[X]>0
g oep | 12BX] 2

Obda b2

Por tanto, tenemos que la recta de regresion de Y sobre X es:

Cov(X,Y)

? = Spgpt(X) = E[Y] + Var[X]

(X = B[X])

Este resultado refuerza el resultado que ya vimos del signo de la covarianza:
» Si Cov(X,Y) > 0, entonces las rectas de regresién son crecientes.
» Si Cov(X,Y) < 0, entonces las rectas de regresién son decrecientes.

» Si Cov(X,Y) = 0, entonces las rectas de regresion son constantes e iguales a
la esperanza de la variable explicada.

I'Minimizacién de funciones en varias variables es materia de Anélisis Matemético II.
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Calculemos ahora su error cuadratico medio:

B.CM.(ek) = BIY — b0 = B | (v = Bly] - S - E[X])ﬂ -

~ & [ov - v - 220 o - pvpox - s + S ox - by -

- B0y - B - 25 iy — pypx - B0x]+ S gl - L) -
= Var[Y] — 2% - Cov(X,Y) + %)[(XT) Var[X] =

— VarY] - %‘é]}/)

Veamos ahora el caso particular en el que Var[X] = 0. Entonces, X = k € R
es una variable degenerada (constante). Por tanto, cualquier funcién lineal de X
es constante, por lo que el problema de regresion lineal se reduce a encontrar la
constante que minimiza E[(Y — ¢)?]. Dicha constante es la esperanza de Y

Pop(X) = E[Y]

De aqui en adelante, supondremos que Var[X] > 0 cuando estemos trabajando con
la regresion lineal de Y sobre X, y analogamente para la regresion lineal de X sobre
Y.

4.5.1. Coeficiente de determinacion lineal

Veamos ahora el equivalente a las razones de correlacién en el caso de la regresion
lineal. Para calcularlo, seguimos el mismo razonamiento que en la seccién anterior,

y este sera:
Var[pg, (X))

Var[Y]
Calculemos dicha varianza:
Cov(X,Y)
L _ (X — =

Varlgh (X)] = Var | BIY] + = e (X — E[X])
Cov?(X,Y) Cov?(X,Y)

= ——— VarlX]| = ————

vy =

Por tanto, tenemos que:
Varlph (X)) Cov®(X,Y)
Var[Y]  Var[X]- Var[Y]

Introducimos entonces la siguiente definicién:

Definicién 4.12 (Coeficiente de determinacién lineal). Dadas dos variables alea-
torias X e Y sobre el mismo espacio de probabilidad, se define el coeficiente de
determinacién lineal de Y sobre X, notado como p% y, como:

,»  Cov’(X,Y)
PXY = Var[X] - Var[Y]
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Observacion. Notemos que este coeficiente coincide con el producto de las pendientes
de las rectas de regresion de Y sobre X y de X sobre Y. Esto nos sera muy 1til en
la préctica.

Como primer resultado directo que se deduce de la definicion, tenemos que:
PE(,Y = P%/,X

Por tanto, tenemos que ambos coeficientes de correlacion son iguales, lo que nos
permite referirnos simplemente a p% y- como coeficiente de determinacién lineal.

Al igual que en el caso de las razones de correlacion, el coeficiente de determina-
ciéon lineal es un valor adimensional e invariante frente a cambios de escala que nos
permite comparar la bondad de la aproximacion de una variable a partir de la otra.
En este sentido, se puede interpretar como una medida de la bondad del ajuste de
la distribucién a la recta de regresién correspondiente, de forma que a mayor valor
del coeficiente, mejor serd la aprorimacion.

Como resultados, incluimos las siguientes propiedades del coeficiente de deter-
minacion lineal:

Proposicion 4.13. Sean X e Y dos variables aleatorias sobre el espacio de proba-

bilidad (52, A, P). Entonces:
1. pc2;X+b,cY+d = P%(,y para a,b,c,d € R.

2. 0< p?X’Y <1
3. Tenemos que:

0=p%xy < La recta de regresion de Y sobre X esY = E[Y]
<= La recta de regresion de X sobre Y es X = E[X]

4. 1= p_2X7Y <= X y Y tienen dependencia funcional lineal reciproca.
5. Pxy < Myyxs Mx)y-

6. pxy =Ny;x <= La curva de regresion de' Y sobre X coincide con la recta
de regresion de 'Y sobre X.
P?Xy = ngf/y <= La curva de regresion de X sobre Y coincide con la recta
de regresion de X sobre Y.

4.5.2. Coeficiente de correlacion lineal de Pearson

El coeficiente de determinacién lineal es una medida de la bondad de la apro-
ximacién de una variable a partir de la otra, pero no nos da informacion sobre
la direccién de la relacion entre las variables. Para ello, introducimos el siguiente
concepto:

Definicién 4.13 (Coeficiente de correlacion lineal de Pearson). Dadas dos variables
aleatorias X e Y sobre el mismo espacio de probabilidad, se define el coeficiente de
correlacion lineal de Pearson entre Y y X, notado como px y, como:

_ Cov(X,Y)
\/Var[X] - Var[Y]

PXY
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Como primer resultado, de la definicién deducimos que pxy = py.x, por lo que
nos referiremos a pxy como coeficiente de correlaciéon lineal de Pearson. Notemos
que pxy es la raiz cuadrada del coeficiente de determinacion lineal empleado el
signo de la covarianza. Debido a que el signo de pxy coincide con el signo de la
covarianza, y este nos da la direccion de la relacion entre las variables, el coeficiente
de correlacién lineal de Pearson nos da informacién sobre la direccion de la relacion
entre las variables.

» Sipxy > 0, entonces las variables estdn positivamente correladas; es decir, si
una de las variables aumenta, la otra también lo hace.

» S5ipxy <0, entonces las variables estan negativamente correladas; es decir, si
una de las variables aumenta, la otra disminuye.

» 5i pxy = 0, entonces las rectas de regresién son constantes e iguales a las
esperanzas de las variables dependientes. En este caso, se dice que son inco-
rreladas.

Como resultado directo de esta ultima definicién, tenemos la siguiente caracte-
rizacién, que en muchos casos es la que se da como definicién de incorrelacion.

Proposicién 4.14. Sean X e Y dos variables aleatorias sobre el espacio de proba-

bilidad (2, A, P). Entonces:
X,Y son incorreladas <= Cov[X,Y]| =0

Llegados a este punto, podemos estudiar el caso que nos faltaba de las curvas de
regresion, que es el caso en el que 77}2, X = 77?( y = 0.

Corolario 4.14.1. Sea X eY dos variables aleatorias sobre el espacio de probabi-
lidad (92, A, P). Entonces:

7712//)( = ?ﬁg/y =0= X,Y son incorreladas.

Demostracion. Al ser ambas razones de correlacion nulas, tenemos que las curvas
de regresién son las esperanzas (constantes), luego son rectas y tenemos que:

2 2 2
Pxy = Nlv/x = Nlx)y = 0
Por tanto, tenemos que X e Y son incorreladas. O

El siguiente resultado se deduce de forma directa de la definicién del coeficiente
de correlacion lineal de Pearson y de las propiedades del coeficiente de determinacion
lineal:

Proposicién 4.15. Sean X e Y dos variables aleatorias sobre el espacio de proba-

bilidad (2, A, P). Entonces:
1. —1 < PXY < 1.

2. pxy esinvariante frente a cambios de escala (salvo signo). Esto se suele notar
como:

PaX+b,cY+d = i/)X,Y a, b> & deR
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5. Algunos Modelos
Multivariantes

En el presente Capitulo, y al igual que hemos hecho en el caso unidimensional,
vamos a estudiar ahora ciertos modelos multivariantes que nos permitiran trabajar
con mas de una variable aleatoria. En concreto, vamos a generalizar la distribucion
binomial y la normal, ya estudiadas previamente.

5.1. Distribucion Multinomial

Como ya hemos adelantado, esta distribucién es una generalizacién de la dis-
tribuciéon binomial. Fijamos £ € N, y consideramos un experimento aleatorio con
k + 1 posibles resultados asociados a otros tantos sucesos Ai, Ao, ..., Agyq exhaus-
tivos y mutuamente excluyentes, por lo tanto constituyen una particion del espacio
muestral, con probabilidad de ocurrencia p; € [0,1[, i = 1,...,k + 1. Es decir:

k+1
=],
i=1

A,LHAJZ(D, Z,j:17,k+1, ’l#],

Tenemos entonces que:

k k k
P(Ag) =1-P (UAZ) =1-Y P(A)=1-> p

Supongamos que realizamos n repeticiones independientes del experimento en las
mismas condiciones, por tanto las probabilidades p;, ¢ = 1,2,...,k+ 1 se mantienen
constantes a lo largo de las repeticiones, y sean X1, ..., X} variables aleatorias tales
que X; contabiliza el nimero de veces que ocurre el suceso A; en las n repeticiones
del experimento, ¢ = 1,2,...,k + 1. Tenemos que:

X1—|—X2+...+Xk+1 =N
En estas condiciones, podemos definir la distribucién multinomial.

Definicién 5.1 (Distribucién Multinomial). En las condiciones anteriores, se define
la distribucién multinomial k—dimensional con parametros n y pi,...,pr como la
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distribucién del vector aleatorio X = (X7,..., X) en el cual cada componente X;
contabiliza el nimero de ocurrencias del suceso A;, i =1, ..., k. La notaremos por:

X ~ Mk(n7p17 < 7pk>

Observacion. Notemos que la distribucion binomial es un caso particular de la dis-
tribucién multinomial, en concreto, la distribucién multinomial con k£ = 1.

Razonemos ahora la funcién de masa de probabilidad de la distribuciéon multi-
nomial. Consideramos el vector x = (xy,...,zx) tal que x; € No, i = 1,..., k. Como
se realizan n repeticiones del experimento, tenemos que:

donde la igualdad solo se dard si no se produce el suceso A, ; en ninguna de las
repeticiones. Una de las posibles ordenaciones para que x tome dicho valor es que
primero ocurran x; veces el suceso Aj, luego xy veces el suceso A,, y asi sucesiva-
mente, hasta que ocurran xj veces el suceso A, y finalmente ocurran n — Zle X
veces el suceso Ayy1. Es decir, el suceso seria (notando A;" al suceso A; ocurrido x;

veces):

AT'NAP N NAFNALT

La probabilidad de que ocurra este suceso, usando la independencia de las repe-
ticiones del experimento, es:

k x; n_zél o k n— Xk: o k k n—;; Ti
P ﬂ ﬂ A |0 ﬂ Agta = pr Dt = pr (1 - sz'
i=1 \j=1 j=1 i=1 i=1 i=1

Veamos ahora cuantas ordenaciones distintas nos pueden dar dicho vector z.
Estas ordenaciones son permutaciones con repeticién de n elementos clasificados en
k + 1 grupos, habiendo z; del tipo i—ésimo, i = 1,...,ky n — > ., x; del grupo
k 4+ 1—ésimo. Por tanto, el nimero de ordenaciones posibles es':

n!

(fL) ()

PR£1,~~~,961C,”—Z§:1 T

Por tanto, tenemos que:

k
n—
i=

Ty
1

[T x:! n—>

i=1 i=1

n! u . :
P[X:(xl,...,xk)]:(k )(' . )!-}—Ilpi- 1—;@-

Comprobemos que, efectivamente, esta funciéon de masa de probabilidad es tal.
Para ello, es necesario introducir el siguiente lema técnico, descubierto por Leibniz.

Ver seccién de Combinatoria en los apuntes de EDIP.
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Lema 5.1 (Férmula de Leibniz). Sean ps, ..., p; nimeros reales y n € N. Entonces
se cumple que:

()

Proposicion 5 2. Sea X ~ My(n,p,
i = 17 k y Z I‘Z

Z

Hp

'M“

EI

<
Il
=

. Dr)- Seanxy, ... xy tales que x; € {0,...,n

n. Entonces, la funcion de masa de probabilidad de X es:

n! f:
PIX = (z1,...,2)] = !
(

ﬁlx|><n_ix) Hp < sz> E

=1

Demostracion. Usaremos para ello la Férmula de Leibniz identificando k+1 =7y
k k
definiendo ppr1 =1 =Y pi vy Tpp1 =n — >y
i= i=1

n' b . k n_igl i
2 7 k e (1-2m =
Zx-<n( xi!) ’ (”— Z%)' i=1 i=1
- E i=1 :

k+1 k+1 k k n
S Tl () = (Sner- )
i H x;l =1 i=1 i=1 i=1

1"=1

Ademas, como todos los términos de la suma son no negativos, tenemos efecti-
vamente que se trata de una funcién de masa de probabilidad

]

Calculemos ahora la funciéon generatriz de momentos de la distribucién multino-
mial.

Proposicién 5.3. Sea X ~ My (n,p,

D1, -+, D). Entonces, la funcion generatriz de
momentos de X es:
k k n
Mx(ty, ... ty) = [(Zp,-e“> + (1 - Zpi>] Vi, ...t €R
i=1 i=1



Probabilidad 5. Algunos Modelos Multivariantes

Demostracion. Usaremos la definicién de funcién generatriz de momentos:

M (ty, . 1) = Elen M- =
| Zk:
x x n. =
_ Z gttt , Hp . (1 _ sz)
fjmsn (Hlle) ( le,>
=1 1= 1=
k
k n! b 5
— ti\z; : Zi —
- ¥ e 1 (o) -
S () (noxgm) @
i=1 =1 =1
k
| k 5
n! =1 ()
- T o o (1-30) 7
k |- (n—> x|l =1
g:lzign (Zl_ll ) ( Z:ZI )
(%) - '
=1 i=1
donde en (%) hemos usado la Férmula de Leibniz. O
Calculamos ahora las marginales de la distribucién multinomial.
Proposicién 5.4. Dado el vector aleatorio X ~ My(n,p1,...,px), consideramos un

subvector de X (X
Entonces,

sy Xiy), coniy, ... i € {1,... k}, siendo i, # i, sip # q.

(Xip o 7Xil) ~ Ml(”:pin s 7pil)-

Observacion. Notemos que esta notacion no es del todo precisa, pero se emplea
para no complicar la notacién. La distribucién marginal de un subvector aleatorio
de [ componentes sigue una distribucién multinomial con los pardmetros n y las
probabilidades asociadas a las componentes del subvector.

Demostracion. Esto se deduce directamente de la funcién generatiz de momentos
de un subvector de X, que es:

M(Xi1,~~~7Xil)(ti1’"'7til) — Mx(o,...,07ti1,0,...,O,til,o,...70) —

— (%p€t> + (1 — ép)]nn

Como esta funcién generatriz de momentos coincide con la de una distribucién mul-
tinomial con los pardmetros n y las probabilidades asociadas a las componentes del
subvector, se tiene que la distribucién marginal de un subvector de | componentes
de X sigue una distribuciéon multinomial con los parametros n y las probabilidades
asociadas a las componentes del subvector. O
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Tenemos que, en particular, para j € {1,...,k}, tenemos que:
Xj ~ Mi(n,p;)
Su funcién generatriz de momentos entonces es:
Mx,(t) = [pje' + (1 = p;)]"

Por la unicidad de la funcién generatriz de momentos, tenemos que X; ~ B(n, p;),
como introducimos ya anteriormente.

Calculamos ahora las distribuciones condicionadas de la distribuciéon multino-
mial.

Proposicién 5.5. Consideramos el vector aleatorio X ~ My(n,p1,...,pr). Sean

los conguntos disjuntos {i1,...,i.},{j1,- - Jp} C{L,...,k}, coni, # i, y jp # Jg
si p # q. Entonces:

P
Di i
(Xip--'aXiq)’(Xj :le,...,ij:xjp)NMq n—ijl, ; goe ey z

p
=1 1 - ijl 1— ijz
=1 =1

Observacion. De nuevo, la notaciéon no es del todo precisa, pero se emplea para no
complicar la notacion.

La distribucién condicionada de un subvector de g componentes de X dado
que otro subvector de p componentes de X toma unos valores concretos, sigue una
distribucion multinomial con los parametros n menos la suma de los valores que
toman las componentes del subvector condicionante, y las probabilidades asociadas a
las componentes del subvector condicionado divididas por la probabilidad 1 menos la
suma de las probabilidades asociadas a las componentes del subvector condicionante.

En el caso de que condicionemos una componente X; de X a otra componente
X; de X (i # j), tenemos que:

J J

Veamos ahora que se trata de una distribucién reproductiva.

Proposicién 5.6 (Distribucién Reproductiva - Multinomial). Fijado p € N, consi-
deramos p vectores aleatorios X, . .., X, independientes tales que X; ~ My(n;, p1,...,pk),
1 =1,...,p. Se tiene entonces que:

p p
ZXi ~ M, (Zni,pb e ,pk)
i=1 i=1

Demostracion. Por ser independientes, tenemos que:

p k k "
MiXi(tl,...,tk) = HMXI(tl,,tk) == H [(ijetj> + (1 _ij>] =

() (2)
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P
Por tanto, la funcién generatriz de momentos de > X; coincide con la de una dis-
i=1

P

tribucién multinomial con los pardmetros > n; y las probabilidades asociadas a las
i=1

componentes de Xj. O

Veamos ahora la esperanza de la distribucién multinomial.
Proposicién 5.7. Sea X ~ My(n,p1,...,pr). Entonces, la esperanza de X es:
EX]=n(p1,---,px)
Demostracion. De la definicién de esperanza, si X = (X7, ..., X), tenemos que:
E[X] = (E[Xi],..., B[X}])

Como hemos visto anteriormente, para cada j € {1,...,k}, tenemos que X; ~
B(n,p,), por lo que E[X;] = n - p,. Por tanto, tenemos que:

E[X] :(n'plﬁ"'an'pk):n(p1>"'7pk)
]

Veamos ahora la covarianza de cada par de componentes de la distribucién mul-
tinomial.

Proposicién 5.8. Sea X ~ My(n,p1,...,px). Entonces, si X = (X1,...,Xg), se
tiene que:

Cov(X;, Xj) = —n - pip; Vi,jge{l,...,k},i#j
Demostracion. De la definicién de covarianza, tenemos que:
Cov(X;, X;) = E[X, - X;] — E[X,] - E[X]]
Para calcular E[X; - X;], usamos la funcién generatriz de momentos de X:

PMx(t,. .. t)
ot 0t;

E[X;- Xj] =

t1=...=t=0

o (o) o)

(n - 1 pzp] [(Z pz) <1 - sz)] = n(n - 1)pipj

Por tanto, como E[X;] =n-p;, E[X;] =n - p;, tenemos que:

Cov(X;, X;) = n(n — D)pip; — n’°pip; = —n- pi - p;
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5.2. Distribucion Normal Bidimensional
Generalizamos ahora la distribucién normal a dos dimensiones.

Definicién 5.2 (Distribuciéon Normal Bidimensional). Consideramos un vector alea-
torio bidimensional continuo X = (X1, X3) y los pardmetros 1, 2 € R, 07,02 € R
y p € ]=1,1[. Consideramos ademads las siguientes matrices:

Y — 0'% pPO102
PO102 O'%
p= (1 p2)

donde 0; = /0?2, i = 1,2. Diremos que X sigue una distribucién normal bidimen-
sional con pardmetros py, pta, 02,05 y p si su funcién de densidad es:

R S O ey Do C R 1 e R?
fX(x)_—Qﬂ- o] p( 5 ) eR

La notaremos por las siguientes dos formas:
X ~ NQ(:U’IJ H2, 0-%7 O-ga p) o X~ N2 (:U’: E)
donde p, > son las matrices definidas anteriormente.

Veamos que estd bien definida. En primer lugar, hemos de calcular |X[:

% = oio; — pPoioy = iy (1= p*) > 0

Por tanto, 3 es singular y, por tanto, 3X~!. Calculémosla:
1 1 o3 —po102
|X| \—po102 o}

Calculamos ahora el producto de matrices descrito, considerando x = (x1, z3):

1 o3 —poio T —
r— S N —p) = = (21— Tg — 2 ) ? R
(2 =37 =)l = 1y (o =g 22— o) (_pam o ) o o

1 03(371 —Ml) —00102(902 —#2)
= — (21 — Ty — =
|Z] ( LT 'u2) (—ﬂ0102(9€1 — 1) +U%(952 — [12)
1
= o202 - (1— p?) ) [03(1‘1 - M1)2 — 2po109(x1 — 1) (22 — o) + Uf(@ - ,u2)2} =
103

1 _ 2 _ _ _ 2
_ T1 — M1 —2 T — M Lo — M2 i Lo — M2
1—p? o1 o1 02 02

Por tanto, la funcién de densidad de la distribucién normal bidimensional es:

1 1 961—#1)2 (961—#1) (962—#2) <9€2—#2
Ty, %) = exp | — -2 + | —
Ix(@r,20) 2mo1094/ 1 — p? ( 2(1—p?) [( 01 P 01 (op) P!
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Veamos ahora distintas expresiones alternativas para la funcién de densidad de
2
la distribucion normal bidimensional. Multiplicando el término de <xla;l’”> por

(1 — p* + p?), el exponente queda:

- 2(1ip2) [(ml;m)Q(l—szrpQ)—?p <$1;m) <$2c:2m) " (xza;fz)j -

(w1 o (71— 2_2 n—m (T2 (T2
2072 2(1 — p?) P oal p oal o9 o9

gt () (2]
(21 — m)” 1 {_ o

2
207 202(1— p?) Py (w1 = p1) + (22 — /ﬁz)]

Por tanto, podemos descomponer la funcién de densidad de la distribucion nor-
mal bidimensional en dos funciones:

hwl (xQ)

A

-

Ve

1 1

Ix (1, m2) = Nor » eXp <—m [—P : Z—? (1 — ) + (w2 — Mz)] ) )

L (20 o

2moq

J/

-

g(z1)

Tenemos que g(x;) es la funcién de densidad de N (py,0?) y, para cada x1, hy, (x9)
es la funcién de densidad de N (g +p - 2 - (21 — 1), 05(1 — p?)).
Esta descomposicion es 1til, y la emplearemos en diversas demostraciones en el
futuro. Se podra considerar también la descomposicion analoga.

Para terminar de aceptar dicha definicién, hemos de comprobar que, efectiva-
mente, se trata de una funcién de densidad. Como fx(z) > 0 Vx € R?, tan solo nos
falta por comprobar que:

+oo +oo

+o0 +oo
fx(z)dz = / [x (1, 22)dxodr, © / / 9(w1)hg, (22)dr2dr, =
R2 — 0 ) —00 —00
+oo

Foo Foo (k) ()
:/ g(a:l)/ hyy (22)dzy dzy = / g(x1)dx; ="1

oo o0

donde en (*) hemos empleado la descomposicién de la Ecuacién 5.1 y en (#*) hemos
usado que g(x1) v hg, (x2) son funciones de densidad.
Veamos ahora las marginales de la distribucién normal bidimensional.

Proposicién 5.9. Sean los pardmetros i, s € R, 02,02 € RT y p € |-1,1], y
sean sus matrices p y ¥ asociadas. Si (X1, X2) ~ Na(p, X), entonces:

Xl ~ N(Ml,a—%) Y X2 ~ N(,UQ,O'%)
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Probabilidad 5. Algunos Modelos Multivariantes

Demostracion. Calculamos la marginal de Xj:

+00 +o0 oo
Fa(m) = | fxlrn,z)de, < / (1) h, (w2)ds = g(a1) / oy (22)des =) g(1)

—00 —00 —00

donde en (*) hemos empleado la descomposicién de la Ecuacién 5.1 y en (%) hemos
usado que h,, (x2) es una funcién de densidad. Por tanto, como vimos que g(z1)
es la funcién de densidad de N (uy,0%), tenemos que X; ~ N(uy,0%). Usando la
descomposicién andloga, se demuestra que Xo ~ N (po, 03). O

Veamos ahora las condicionadas de la distribucién normal bidimensional.

Proposicién 5.10. Sean los pardmetros py,po € R, 02,02 € RT y p € |-1,1[, y
sean sus matrices i y X asociadas. Si (X1, Xo) ~ No(p, X), entonces, dado x5, x4 €
R, se tiene que:

g
X1|X2—x;~N(m+p-0—1-<x;—u2>,a%<1—p2>)
2
g
Xz|X1=x’;~N(m+p-0—2-<x;—m>,o—§<1—p2>)
1

Demostracion. Dado z] € R, calculamos la condicionada de Xj:

 fx(@}, @) ) 9(@)hey(v2) -
Fowel®) =5 ey T g )

donde en (*) hemos empleado la descomposicién de la Ecuacién 5.1. Como hg: (z2)

es la funcién de densidad de A <u2 +p- 2 (2y — ), 05(1 — ,02)), tenemos que

Xo | Xo =i~ N (ot p- 2 (a1 = ), o3(1 = %)),
[

Observacion. Una vez llegados aqui, podemos olvidarnos de la descomposicién de
la funcién de densidad de la distribucién normal bidimensional descrita en la Ecua-
cion 5.1. Esta descomposicién en verdad era:

fx(x1,m2) = fx, (21) fx5) X122, (22)

Esta descomposicién ya es conocida por el lector.

Veamos ahora la funcién generatriz de momentos de la distribucién normal bi-
dimensional.

Proposicién 5.11. Sean los pardmetros py, 2 € R, 03,05 € R* yp € |-1,1], y
sean sus matrices p y X asociadas. Si (X1, X2) ~ Nao(u, X)), entonces, la funcion
generatriz de momentos de X, y Xy es:

ot
Mx(t) = exp (t/Lt + T) =

1202 + t203 + 2t1topoi09
2

= exp (hm + topio + ) Vt = (t1,t2) € R?
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Demostracion. Sea t = (t1,t;) € R?. Calculamos la funcién generatriz de momentos

de X:
“+o0 —+o0
Mx(t) = E [e"1H2%2] = / / TR £y (1, 19)dxyday =

—+o00 “+o00

:/ / etlxletQIQfXQ(xz)fXﬂXQ:mg($1)d$1d9€2 =
-T-Ooo ~ 400

= / €22 fx, (12) [/ etlxle1|X2:x2(xl)dx1:| ds

Como X; | Xo = 29 ~ N <u1 +p- 2 (wg — p2), 07 (1 — ,02)), usando la funcién

generatriz de momentos de la distribucion normal evaluada en t;, tenemos que:

—+o00
M () = / €% e (2) Moy xea (01 dra =

(e 9]

+oo - 252(1 — p2
= / €' fx, (x2) exp |:t1 (#1 tpr— (g — #2)) + %} dxy =
— 00 2
o tios(1 — +oo o
= exp {h (lh —p 0—: : ,ug) + #} / €™ fx, (ra) exp |:t1 - U—: . xz} dry =

p
o 252(1 — 2 too o
= exp [tl (Ml —p- U—; : ,U2) + #} / exp [(b +tip- J—;) xz} Ixo (w2)dxy

Como Xy ~ N (2,03), usando la funcién generatriz de momentos de la distri-

buciéon normal evaluada en t5 + t1p - 2, tenemos que:
o t202(1 — p? o
MX<t):eXp |:t1 (/’Ll_p'_ll’LQ) +M:| MX2 (t2+t1p_1)
09 2 g9
2
- o 2
0\ Bl (t2+tp-2) o
=exp |ty |\pr—p-— po | +——F——|exp | |la+lip — | 2+
L 09 2 09 2

o 1202 + Tipta? + 2t typoyo
=exp [tipr — bip - ,ug—i—L_\?+t2M2+t1p// 202 #77\91}2 12012]

2

= exp tlul + topo +

Calculemos ahora el producto de matrices tXt!:
2 2
[ PO102 tl g tl + ,00'10'2tg
ot = (t, t ! = (t; t ! =
( ! 2) (,00102 ag ) (tg) ( ! 2) (p0102t1 + 0%252
= t%O'% + t%O’g + 2t1t2p0'10'2

Llegando asi a las dos expresiones de la funcién generatriz de momentos de la dis-
tribucién normal bidimensional. O

Una vez estudiadas las marginales y la funcién generatriz de momentos, estamos
en condiciones de ver por qué los parametros de la distribucién normal bidimensional
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se denominan iy, o, 02, 05 v p, vy por qué se definen las matrices p y ¥ asociadas a
estos pardmetros. Veamos en primer lugar que, como era de esperar, p es el vector
esperanza de la distribucion normal bidimensional.

Proposicién 5.12. Sean los pardmetros pui, 2 € R, 02,05 € RT yp € ]-1,1[, y
sean sus matrices p y ¥ asociadas. Si X = (X1, X2) ~ Na(p, X), entonces:

EX]=p=(u p)
Demostracion. De la definicién de esperanza, tenemos que:
E[X] = (E[X:] E[X)])

Considerando las marginales, como X; ~ N (u1,0%) y Xo ~ N (pz2,03), tenemos
que E[X;] = 1 y E[Xs] = uo. Por tanto, tenemos que:

ElX] = (Ml M2) =M
O

Veamos ahora que la matriz X es la matriz de covarianzas de la distribucion
normal bidimensional.

Proposiciéon 5.13. Sean los pardmetros i, o € R, 02,02 € RT yp € |-1,1[, y
sean sus matrices p y X asociadas. S1 X = (X1, Xo) ~ Na(u, X), entonces:

2
oy 01 pPo102

Demostracion. De la definiciéon de covarianza, tenemos que:

C . COV(Xl,Xl) COV(Xl,XQ)
VX =\ Cov(Xa, X1)  Cov(Xs, Xo)

Como la covarianza de una variable consigo misma es su varianza y la covarianza
es simétrica, tenemos que:

C _ Var[X] Cov(X1, X2)
VXT \Cov(X1, Xs)  Var[Xy

Considerando las marginales, como X; ~ N(u,0%) y Xo ~ N(ug,03), tene-

mos que Var[X;] = o7 y Var[X,] = 3. Para calcular la covarianza de X; y X,
consideramos la funcién generatriz de momentos de X:
0?Mx (1) 02

E[XY] =

1202 + t2o3 + 2t1t2p0102)
2

= t t
91,01y exp < 11 + Tapto +

t1=t2=0

O0t10ty

t1=t2=0
t%O’% + t%O‘% + 2t1t2p0'10'2
2

0
= a—t exp (tlﬂl + topto + > (Nl + tlaf + p0102t2)
2 t1=t2=0
t30? + t203 + 2ty taporog

2

= exp (tlﬂl + tQILLQ + > (,LLQ + tQUg + pO'lUQtl) (,Ul + th'% + p0'10'2t2) +

t202 + t202 + 2titapoio
+exp <t1M1+t2M2+ 191 2 22 112001072 (po10)

t1=t2=0

= exp (0) (u2)(p1) + exp (0) (po102) = pip2 + poro2
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Por tanto, tenemos que:
COV(Xl,XQ) = E[XlXQ] — E[Xl]E[XQ] = [1,1#2 —|— pO'lO'Q — [,Ll,ug = p0'10'2
Por tanto, hemos demostrado que Covy = X. O

Por 1ultimo, interpretemos el pardametro p de la distribuciéon normal bidimensio-
nal.

Proposicién 5.14. Sean los pardmetros py, s € R, 02,02 € RT y p € |-1,1[, y
sean sus matrices p y X asociadas. S1 X = (X1, Xo) ~ Na(u,X), entonces p es el
coeficiente de correlacion de X1 y Xo.
PX1,Xy = P
Demostracion. De la definicion de Coeficiente de Correlacion, tenemos que:
COV(AXVl7 XQ)
\/V&I‘[Xl] Var[Xg]

PX1,X, =

Usando que X es la matriz de covarianzas de X, tenemos que:

_ po102
PX1,X2 = 55 P
0103

]

Por tanto, ya hemos interpretado todos los parametros de la distribucién normal
bidimensional. Por tanto, de aqui en adelante no es necesario prefijar p, po, 03, 03
y p para definir la distribucién normal bidimensional, sino que podemos definirla
directamente con p y X, siendo la primera un vector esperanza y la segunda una
matriz de covarianzas. De ahi la notacién de la distribuciéon normal bidimensional
N 2 (/L, 2)

Estudiemos ahora las combinaciones lineales de variables aleatorias normales
bidimensionales.

Proposicién 5.15. Fijado q € {1,2}, consideramos la matriz A € Moy ,(R). Sea
también X = (X1, Xa) ~ Na(p, X). Entonces, tenemos que:

Y = XA~ N,(pA, A'SA)

Demostracion. Como A € Myy,(R), tenemos que XA € M;,,(R), por lo que Y es
un vector aleatorio de dimensién ¢. Dado ¢ € R, calculamos la funcién generatriz
de momentos de Y:

My (t) = F [eYtt] =F [eXAtt} =F [ex(mt)t} = Mx(tA") = exp (tAtut +

LAY Att )

= exp (t(,uA)t +—

Por tanto, tenemos que Y ~ N, (A, A’ A) (Nétese que, si ¢ = 1, también se
trata de la funcion generatriz de momentos de la distribucion normal unidimensional,
donde usamos el producto escalar en R). ]
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Probabilidad 5. Algunos Modelos Multivariantes

Por ultimo, caractericemos la independencia en el caso de la distribucion normal
bidimensional.

Proposicién 5.16. Sean los pardmetros pi, s € R, 02,05 € RY yp € ]-1,1], y
sean sus matrices p y X asociadas. Si X = (X1, X2) ~ Na(p, X), entonces:

X1 y Xy son independientes <= p =10
Demostracion. Demostramos mediante doble implicacion:

=) Supongamos que X; y X5 son independientes. Entonces, vimos en su momento
que Cov(Xy, Xs) = 0, por lo que px, x, = 0. Ademds, como px, x, = p,
tenemos que p = 0.

<) Supongamos que p = 0. Entonces, la funcién de densidad de X queda:

P, 2) = —— exp (_1 {m —m)® | (e u2>2D _

2mo109 2 o7 0%
1 exp [ — (w1 — ) exp (- (wg — p)?
270109 202 203
91?;1) 9;(22)

De esta forma, tenemos que fx(x1,xs) = g1(r1)g2(z2) para determinadas fun-
ciones g1 y ¢go. Por tanto, X; y X5 son independientes.

O

Notemos que, como ya hemos visto en otros casos, esta equivalencia no es cierta
en general para variables aleatorias normales bidimensionales.

99



Probabilidad 5. Algunos Modelos Multivariantes

100



6. Teorema Central del Limite

El objetivo de este tema es dar una solucién aproximada al problema de encontrar
la distribucién de probabilidad de las sumas parciales de una sucesion de variables
aleatorias. Es decir, dado {X,,},en una sucesién de variables aleatorias definidas
sobre el mismo espacio de probabilidad (€2, .4, P), se busca encontrar la distribucién
de probabilidad de la variable aleatoria:

sn—ilxi

Como se trata de sumas parciales (no infinitas), se trata de una transformacién
medible luego 5,, efectivamente también es una variable aleatoria para todo n € N.
Introducimos los siguientes tipos de convergencia.

Definicién 6.1 (Convergencia Casi Segura). Sea { X, }nen una sucesién de variables
aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (£2,.4, P). Decimos que
la sucesiéon converge casi seguramente a una variable aleatoria X, que notaremos
por {X,} =% X, si:

P|lim X, = X| =1

n—oo

Andlogamente, usando la probabilidad en (€2, .4, P), se tiene que:

P[wEQ| lim Xn(w):X(w)] =1

n—oo

Notemos que, si {X,} < X, entonces el conjunto de puntos de convergencia de
X, tiene probabilidad 1. Se tiene ademas el siguiente lema.

Lema 6.1. Sea {X,},en una sucesion de wvariables aleatorias definidas sobre el
mismo espacio de probabilidad (2, A, P) y X una variable aleatoria. Entonces:

(X} S X = {X,+c} > X+c VceR

Demostracion. Tenemos que:

1= P|weq] lim X,(w) = X(w)| =

n—oo

n—oo

—Plueq] lim Xn(w)+c:X(w)+c} -

—p :w € Q| lm (Xn +0)(w) = (X + c)(w)]

n—oo

Por tanto, se tiene que {X,, +c} == X +¢. O
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Definicién 6.2 (Convergencia en Probabilidad). Sea {X,,},en una sucesién de va-
riables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (€2, .4, P). Deci-
mos que la sucesion converge en probabilidad a una variable aleatoria X, notado

por {X,} L X, si:
Ve € RY, lim P[|X, — X|<¢|=1
n— o0

Notemos que, si {X,,} X , entonces la probabilidad de que la diferencia entre
X, v X sea menor que cualquier € tiende a 1. Es decir, para cierto n € N sufi-
cientemente grande, la probabilidad de que X,, esté cerca de X es muy alta. De la
definicién, se obtiene de forma directa el siguiente lema simplemente aplicando la
definicién de convergencia en probabilidad.

Lema 6.2. Sea {X,},en una sucesion de variables aleatorias definidas sobre el
mismo espacio de probabilidad (€2, A, P) y X una variable aleatoria. Entonces:

(X35 X ={X,+c} D X+c  VeeR
Demostracion. Fijado e € RT, se tiene que:

PlX,—X|<e]l=P[|Xn+c—X—c|<e] =
= P[[(Xn+c) = (X + ) <

Por tanto, si {X,,} Ly X, entonces {X,, +¢} 5 X +e O

Definicién 6.3 (Convergencia en Ley o en Distribucién). Sea { X, } ey una sucesion
de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (£2,.4, P).
Sean Fl, la funcién de distribucién de X, para cada n € N. Decimos que la sucesién
converge en ley a una variable aleatoria X con funcién de distribucién F'x, notado

por {X,} L X, si
lim Fxn(l‘) = Fx(ﬁ) Vo € C(Fx)

n—oo
donde C(Fx) es el conjunto de puntos de continuidad de Fx.

Veamos ahora la relacién que hay entre estas tres formas de convergencia.
Proposicién 6.3. Sea { X, },en una sucesion de variables aleatorias definidas sobre
el mismo espacio de probabilidad (2, A, P). Entonces:

(X} & X = (X} DX —={X,} & X

Introducimos ahora la siguiente proposicién, que nos da una condiciéon suficiente

para la convergencia en Ley, que sera necesaria mas adelante.

Proposicién 6.4. Sean { X, },en una sucesion de variables aleatorias definidas so-
bre el mismo espacio de probabilidad (2, A, P) y X una variable aleatoria definida
sobre el mismo espacio de probabilidad. Supongamos ademds que existen las funcio-
nes generatrices de momentos Mx, , Mx de X,, X respectivamente en un entorno
N del origen. Se cumple que:

lim My, (t) = Mx(t) Vte N = {X,} 5 X

n—oo
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En las siguientes secciones, trataremos condiciones suficientes o necesarias rela-
tivas a:

» Convergencia en Ley (Teorema Central del Limite).
» Convergencia en Probabilidad (Ley Débil de los Grandes Numeros).

» Convergencia Casi Segura (Ley Fuerte de los Grandes Nimeros).

6.1. Leyes de los Grandes Numeros

Sea { X, }nen una sucesién de variables aleatorias independientes definidas sobre
el mismo espacio de probabilidad (€2, .4, P). Adicionalmente, sea {.S,, },en la variable
aleatoria definida como las sumas parciales de la sucesion:

Se consideran dos sucesiones de nimeros reales {a, }nen, {bn }nen tales que {b,} 7
+0o (es decir, es creciente y diverge positivamente). Se definen entonces las siguien-
tes Leyes.

Definicién 6.4 (Ley Débil de los Grandes Numeros). En las condiciones anteriores,
se dice que { X, } satisface la Ley Débil de los Grandes Numeros respecto a {a,}, {b, }

S1: S
n — Un P
{—bn } — 0

Definicién 6.5 (Ley Fuerte de los Grandes Numeros). En las condiciones anterio-
res, se dice que {X,} satisface la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros respecto a

{an}; {bn} s
(i) =

Notemos que, el nombre de convergencia débil y fuerte se debe a que, como la
convergencia casi segura implica la convergencia en probabilidad, si se cumple la
Ley Fuerte, entonces también se cumple la Ley Débil.

A continuacion se formulan resultados que proporcionan condiciones suficientes
o condiciones necesarias y suficientes para que una sucesion de variables aleatorias
{ X, }nen satisfaga las leyes de los grandes nimeros, aunque antes se introducira el
siguiente resultado, muy 1til por ser una caracterizacion de las hipotesis de la mayor
parte de los resultados del tema.

Proposiciéon 6.5. Sean Xi,..., X, variables aleatorias definidas sobre el mismo
espacio de probabilidad (2, A, P). Entonces, se tiene que Xi,..., X, son indepen-
dientes e idénticamente distribuidas st y solo si:

F(Xl,...,Xn)($17 PN ,xn) = HFXk(xl) V:cl, R 7% c R,k € {1, e ,n}
i=1
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Demostracion. Demostraremos por doble implicacion:

=) Supongamos que X7, ..., X, son independientes e idénticamente distribuidas.
Entonces, por ser independientes, tenemos que:

F(X1,...,Xn)(x1a . ,[L’n) = FXl(l‘l) cee FXR(ZL‘»,J \V/ZEI, e, Ty € R

Ademas, por ser idénticamente distribuidas, se tiene que:

FXl(J})::FXn(I) VreR

Por tanto, podemos escoger cualquier k € {1,...,n} y se tiene que:
Fix,..xy(@, ... 2n) = ﬁka(arl) Vay, ...,z e RoE€{l,...,n}
i=1
<) Supongamos que se cumple que:
Fixy.x(@, ... an) = ﬁFXk(xZ) Vay, ...z, e RoE€{l,...,n}
i=1
Fijado z € R, y tomando x1 = 25 = - -+ = x,, = x, se tiene que:

(Fx,(2))" = (Fx, (2))" = -+ = (Fx, (z))"

Tomando la raiz n—ésima, como la funcion de distribucion es no-negativa, se
tiene que:
FXl(ZC):FXQ(.I'):"'IFXn(ZE) VreR

Por tanto, las variables aleatorias X, ..., X, son idénticamente distribuidas.

Sabiendo esto, tenemos que:
Fixyox (@, m,) = HFXk(SIIz) = HFX(xZ) Vry,...,z, €R
i=1 i=1

Por tanto, también tenemos que las variables aleatorias X7, ..., X, son inde-
pendientes.

O

6.1.1. Leyes Débiles de los Grandes Numeros

Proposicién 6.6 (Ley Débil de los Grandes Numeros de Khintchine, 1928). Sea
{X, }nen una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas tal que Iu € R de forma que E[X,| = p Vn € N. Entonces, se cumple

que:
n

104
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De forma directa, por el Lema 6.2, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 6.6.1. Sea {X,, },en una sucesion de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas tal que 3 € R de forma que E[X,] = p para algin
n € N. Entonces, se cumple que:

Demostracion. Tenemos que:

ElS,| = E

ZXi] :ZE[XZ-] :Zu:nu

donde hemos usado que E[X;] = p Vi € {1,...,n}. Por tanto, aplicando el Lema
6.2, se tiene que:

{Sn — E[Sn]} Py {Sn — E[S,) N E[Sn]} P E[S,]  np

n n n

Observacion. Notemos que, como las variables aleatorias X,, son independientes e
idénticamente distribuidas, se tiene que la condicién de que du € R de forma que
E[X,] = p Vn € N es equivalente a que Ju € R de forma que F[X,] = p para algin
n € N, ya que:

E[X))=E[X,] VijeN

Histéricamente, es relevante el caso en el que la distribucién de las variables
aleatorias X, es de Bernoulli, ya que este se descubrié y demostré dos siglos antes.
Se introduce entonces como corolario, pero notemos que es un caso particular de los
anteriores usando que X,, ~ B(p) y E[X,] = p para todo n € N.

Corolario 6.6.2 (Ley Débil de los Grandes Numeros de Bernoulli, 1713). Sea
{ X, }nen una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas con distribucion de Bernoulli de pardmetro p € 10,1[. Es decir, X, ~
B(p) Yn € N. Entonces, se cumple que:

{—S” _f[s"]} %0

Corolario 6.6.3. Sea {X,, },en una sucesion de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con distribucion de Bernoulli de pardmetro p € |0, 1].

Entonces, se cumple que:
{ Sn } P
n
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6.1.2. Leyes Fuertes de los Grandes Numeros

En primer lugar, tenemos el siguiente resultado, cuya demostraciéon no se incluye
por exceder a los contenidos de este curso.

Proposicién 6.7 (Ley fuerte de Kolmogorov). Si {X,,}nen s una sucesion de va-
riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Se tiene:

{sn — B[S,)]

} 2% 0 <= 3E[X,] para algin n € N
n

Notemos que, como la convergencia casi segura implica la convergencia en pro-
babilidad, tiene hipdtesis més simples que la Ley Débil de los Grandes Numeros
de Khintchine y resultados més fuertes (ya que se trata también de una condicién
necesaria). Ademads, se tiene el siguiente corolario, andlogo al visto para el visto para
la Ley Débil de los Grandes Numeros de Khintchine.

Corolario 6.7.1. Sea {X,, }nen una sucesion de variables aleatorias independientes
e wdénticamente distribuidas. Entonces, se cumple que:

Sn C.S.
{7} — E[X,)] Vn € N <= 3E[X,] para algin n € N

Demostracion. Fijado n € N, se tiene que:

Z Xi] = Z E[X;] =) E[X,] =nE[X,)]

E[S,] = E

=1

donde hemos usado que E[X;] = E[X,,] Vi € {1,...,n}. Del Lema 6.1, se tiene:

{Sn — E[Sn]} es g {Sn = BlS] E[Sn]} ey gy Bl _ nElXa] _ E[X,)]

]

Historicamente, es relevante el caso en el que la distribucién de las variables
aleatorias X,, es de Bernoulli, ya que este se descubri6 antes. Se introduce entonces
como corolario, pero notemos que es un caso particular de los anteriores usando que
X, ~ B(p) y E[X,] = p para todo n € N.

Corolario 6.7.2 (Ley Fuerte de los Grandes Numeros de Borel). Sea {X,}nen
una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
distribucion de Bernoulli de pardmetro p € |0,1[. Es decir, X,, ~ B(p) ¥n € N.

Entonces, se cumple que:
— 7 —0
n

Corolario 6.7.3. Sea {X,, }nen una sucesion de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con distribucion de Bernoulli de pardmetro p € 0, 1].

Entonces, se cumple que:
{ Sn } C.S.
n
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6.2. Problema Central Del Limite

En la presente secciéon buscamos dar soluciones al Problema Central del Limite.
Dicho problema considera una sucesién de variables aleatorias {X,}nen indepen-
dientes definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (£2,.4, P) y su sucesién
de sumas parciales {5, },en. Se trata de encontrar condiciones que garanticen las
siguientes convergencias de las sumas centradas y tipificadas:

1. Convergencia en Ley a la Distribucién Degenerada:

aEwuvneN::{ﬁilggﬂ}io

n

2. Convergencia en Ley a la Distribucion Normal Tipificada:

3Em3]wzeNe=>{§iifﬂ§ﬂ
Var[S,]

}AZNNQU

La solucion definitiva a este problema, que se obtuvo en el primer cuarto del
siglo XX, establece condiciones necesarias y suficientes para la convergencia en am-
bos casos. Aqui nos limitamos a exponer una de las soluciones mas populares, de
enorme importancia por su gran aplicabilidad a diferentes problemas practicos, el
denominado Teorema de Lévy.

Teorema 6.8 (Teorema de Lévy). Sea {X,, }nen una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas. Entonces, se cumple el Teorema Central
del Limite, es decir:

1. Convergencia en Ley a la Distribucion Degenerada:

n

HEMﬂVnENzé{&:EEﬂ}iO

2. Convergencia en Ley a la Distribucion Normal Tipificada:

Sn — E[S,]

JE[X?] Vn € N =
Var[S,,]

}iZNN@m

Notemos que este es el resultado empleado en las aproximaciones que vimos en
la Seccion ??. Historicamente, es relevante el caso en el que la distribucion de las
variables aleatorias X,, es de Bernoulli, ya que este resultado se descubrié antes.
Se incluyen como corolarios, ya que es un caso particular del Teorema de Lévy. El
caso de la convergencia en Ley a la Distribuciéon Degenerada fue demostrado por
Bernoulli, mientras que el caso de la convergencia en Ley a la Distribucién Normal
fue demostrado por De Moivre y Laplace.

Corolario 6.8.1 (Teorema De Bernouilli). Sea {X,,}nen una sucesion de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribucion de Bernoulli
de pardmetro p € |0,1[. Es decir, X,, ~ B(p) Vn € N. Entonces:

{&%?%}ﬁo
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Corolario 6.8.2 (Teorema De Moivre-Laplace). Sea { X, }nen una sucesion de va-
riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribucion de
Bernoulli de parametro p € 10,1[. Es decir, X,, ~ B(p) Vn € N. Entonces:

{—S" — ElSi] } L 7 ~ N(0,1)
Var[S,,]

Buscamos por ultimo entender el Teorema de De Moivre-Laplace. Si X,, ~
B(p) ¥n € N, por la reproductividad de la binomial tenemos que S,, ~ B(n,p) Vn €
N. Por tanto, se tiene que:

E[Sp] =np  Var[S,] = np(1 - p)

Por tanto, tenemos que:

{5—_13[5]} _ {M} 5 Z ~N(0,1) = S, 5 \/np(1—p)Z +np

Var[S,)] np(l —p)

No obstante, tenemos que y/np(l — p)Z + np es una variable aleatoria normal
de media np y varianza np(1 — p), es decir:

Sp 5 X ~ N (np, /np(1 = p)Z + np)

Por tanto, dada una variable aleatoria X,, ~ B(n,p) que represente el ntimero
de éxitos en n ensayos de Bernoulli, consideramos las variables aleatorias X; que
representan los éxitos en cada ensayo. Entonces, repitiendo el proceso, tenemos que:

Xo 5 X ~ N(np, /np(1 — p)Z + np)
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7. Relaciones de problemas

7.0. Introducciéon

Ejercicio 1. Se estudian las plantas de una determinada zona donde ha atacado un
virus. La probabilidad de que cada planta esté contaminada es 0,35.

1. ;Cuadl es el numero esperado de plantas contaminadas en 5 analizadas?
Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de plantas contaminadas
en 5 andlisis. Como la probabilidad de que una planta esté contaminada es
0,35, tenemos que sigue una distribucién de probabilidad binomial con n =5
y p = 0,35. Es decir:
X ~ B(5,0,35)

En este caso, como nos piden el niimero esperado de plantas contaminadas,
tenemos que calcular la esperanza:

E[X]=n-p=5-035=1,75

Por tanto, y como el nimero de plantas contaminadas ha de ser un nimero
entero, el nimero esperado de plantas contaminadas en 5 andlisis es 2.

2. Calcular la probabilidad de encontrar entre 2 y 5 plantas contaminadas en 9
examenes.

Sea Y la variable aleatoria que representa el niimero de plantas contaminadas
en 9 andlisis. De igual forma que en el apartado anterior, sigue una distribucién
de probabilidad binomial con n =9 y p = 0,35. Es decir:

Y ~ B(9,0,35)

En este caso, nos piden calcular la probabilidad de encontrar entre 2 y 5 plantas
contaminadas. Es decir:

*)

PR <Y <5 = Fy(5)—Fy(1) = P[Y <5]-P[Y < 1] £ 0,9464—0,1211 = 0,8253

donde en (%) hemos utilizado la tabla de la distribucién binomial.

3. Hallar la probabilidad de encontrar 4 plantas no contaminadas en 6 andlisis.

Sea Z la variable aleatoria que representa el nimero de plantas contamina-
das en 6 andlisis. De igual forma que en los apartados anteriores, sigue una
distribucién de probabilidad binomial con n =6 y p = 0,35. Es decir:

7 ~ B(6,0,35)
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En este caso, nos piden calcular la probabilidad de encontrar 4 plantas no
contaminadas. Es decir, la probabilidad de que 2 plantas estén contaminadas.
Es decir:

) -0,35% - 0,65 = 0,328

Ejercicio 2. Cada vez que una maquina dedicada a la fabricacién de comprimidos
produce uno, la probabilidad de que sea defectuoso es 0,01.

1. Si los comprimidos se colocan en tubos de 25, ;cudl es la probabilidad de que
en un tubo todos los comprimidos sean buenos?

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de comprimidos correctos
en un tubo de 25. Como la probabilidad de que un comprimido sea defectuoso
es 0,01, tenemos que sigue una distribucién de probabilidad binomial con n =
25y p=1-0,01 =0,99. Es decir:

X ~ B(25,0,99)

En este caso, nos piden calcular la probabilidad de que en un tubo de 25
comprimidos todos sean buenos. Es decir:

25

P[X =25] = (25

) -0,99% . 0,01° ~ 0,7778

2. Si los tubos se colocan en cajas de 10, jcual es la probabilidad de que en una
determinada caja haya exactamente 5 tubos con un comprimido defectuoso?

En primer lugar, obtenemos cudl es la probabilidad de que un tubo tenga un

comprimido defectuoso. Tenemos que:

25
24

25!
)~(),9924-0,()11 = —5-0,9924.0,01 = 25-0,99%4.0,01 ~ 0,1964

P[X = 24] = ( = o

Sea Y la variable aleatoria que representa el nimero de tubos con un com-
primido defectuoso en una caja de 10. En este caso, tenemos que sigue una
distribuciéon de probabilidad binomial con n = 10 y p = 0,1964. Es decir:

Y ~ B(10,0,1964)

En este caso, nos piden calcular la probabilidad de que en una determinada
caja haya exactamente 5 tubos con un comprimido defectuoso. Es decir:

10
P[Y =5] = (5) -0,1964° - (1 — 0,1964)° ~ 0,02467

Ejercicio 3. Un pescador desea capturar un ejemplar de sardina que se encuentra
siempre en una determinada zona del mar con probabilidad 0,15. Hallar la proba-
bilidad de que tenga que pescar 10 peces de especies distintas de la deseada antes

de:
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1. Pescar la sardina buscada.

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de peces de especies dis-
tintas de la deseada que el pescador tiene que pescar antes de pescar la sardina
buscada. Como la probabilidad de que la sardina buscada se encuentre en la
zona es 0,15, tenemos que sigue una distribucién de probabilidad geométrica
con p = 0,15. Es decir:

X ~ G(0,15)

En este caso, nos piden calcular la probabilidad de que tenga que pescar 10
peces de especies distintas de la deseada antes de pescar la sardina buscada.
Es decir:

P[X =10 =P[X <10] - P[X <9 =(1—-(1—-0,15)") = (1 — (1 = 0,15)1) =
=(1-0,15)"Y —(1-0,15)" =0,85" - (1 — 0,85) ~ 0,029

2. Pescar tres ejemplares de la sardina buscada.

Sea Y la variable aleatoria que representa el niimero de peces de especies dis-
tintas de la deseada que el pescador tiene que pescar antes de pescar tres
ejemplares de la sardina buscada. En este caso, tenemos que sigue una distri-
bucién de probabilidad negativa binomial con £k = 3 y p = 0,15. Es decir:

Y ~ BN(3,0,15)
En este caso, nos piden calcular la probabilidad de que tenga que pescar 10

peces de especies distintas de la deseada antes de pescar tres ejemplares de la
sardina buscada. Es decir:

(10+3—1)! 10 3 12! 10 3
PY=10=—FF7—"7"-+-(1-0,1 0,15 = —— - -0,157 =
! 0) 101(3 — 1)! ( 0,15)7-0,15 10!2! 0.857-0,15

1211

=" 0,85'.0,15% ~ 0,0438

Ejercicio 4. Un cientifico necesita 5 monos afectados por cierta enfermedad para
realizar un experimento. La incidencia de la enfermedad en la poblaciéon de monos es
siempre del 30 %. El cientifico examinard uno a uno los monos de un gran colectivo,
hasta encontrar 5 afectados por la enfermedad.

1. Calcular el nimero medio de exdmenes requeridos.

Consideraremos como éxito encontrar un mono afectado por la enfermedad.
Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de monos sanos que el
cientifico tiene que examinar antes de encontrar 5 afectados. En este caso,
tenemos que sigue una distribuciéon de probabilidad negativa binomial con
k=5yp=0,3. Es decir:

X ~ BN(5,0,3)
En este caso, nos piden calcular el nimero medio de examenes requeridos. Es
decir: L1 .
5+ E[X] :5+M:5+?:16,6
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Por tanto, se espera que se tengan que examinar 17 monos para encontrar 5
afectados.

2. Calcular la probabilidad de que encuentre 10 monos sanos antes de encontrar
los 5 afectados.

Tenemos que:

(10+5—1) 14!

|
_ _ - 5 10 _ 5 10 _
}%X_lm_'1m@—1ﬂ 0.8°-0.7 _10!45!0’3 0,77 =
14-13-12-11 5 10
=133 0,3°- 0,79 ~ 0,0687

3. Calcular la probabilidad de que tenga que examinar por lo menos 20 monos.

Como 5 de ellos serian afectados, se pide la probabilidad de que tenga que
examinar al menos 15 monos sanos. Es decir:

14 .
4 )
Pw>1a:1—mxg1qzy4mﬁijcz)QWmQ%m

1=0

Ejercicio 5. Se capturan 100 peces de un estanque que contiene 10000. Se les marca
con una anilla y se devuelven al agua. Transcurridos unos dias se capturan de nuevo
100 peces y se cuentan los anillados.

1. Calcular la probabilidad de que en la segunda captura se encuentre al menos
un pez anillado.

Sea X la variable aleatoria que representa el ntimero de peces anillados en la
segunda captura. En este caso, tenemos que sigue una distribucién de proba-
bilidad hipergeométrica con N = 10000, N; = 100 y n = 100. Es decir:

X ~ H (10000, 100, 100)

La probabilidad de que en la segunda captura se encuentre al menos un pez
anillado es:

HX)ﬂ:l—mX:m=1—ﬁﬂig@:

(10000)
100
9900!
. 1+ Tootos001 _ 99001 - 100! - 9900!
B 100001 " 10000! - 100! - 9800!
100!9900!

Como podemos ver, calcular dicha probabilidad de esta forma es complicado
debido a la cantidad de factoriales que hay que calcular. Por ello, aproxima-

remos la distribuciéon hipergeométrica a una binomial, tomando n = 100 y

Ny 100
== ——= 1. Es decir:
P N 10000 0,0 s decir

X ~ B(100,0,01)
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Por lo que la probabilidad de que en la segunda captura se encuentre al menos
un pez anillado es:

100
PIX>1]=1-PX=0=1- ( 0 ) -0,01%-0,99' ~ 1 — 0,366 = 0,634

2. Calcular el nimero esperado de peces anillados en la segunda captura.

El nimero esperado de peces anillados en la segunda captura es:

N, 100
ElX]=n L =100 — —1
(X =n- 5 =100 5500

Usando la aproximaxién a la binomial, tenemos que:

E[X]=n-p=100-0,01=1

Efectivamente vemos que el resultado en ambos casos coincide.

Ejercicio 6. Cada pagina impresa de un libro tiene 40 lineas, y cada linea tiene
75 posiciones de impresién. Se supone que la probabilidad de que en cada posicién
haya error es 1/6000.

1. ;Cuadl es la distribucién del nimero de errores por pagina?

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de errores por pagina.
Tenemos que hay n = 40 - 75 = 3000 posiciones de impresién por pagina; y la
probabilidad de que en cada posicién haya error es p = 1/6000. Por lo que sigue
una distribucion de probabilidad binomial con:

X ~ B(3000, Y/s000)

Tenemos ademas que X se puede aproximar a una distribucién de Poisson con
A =np = 3000 - /6000 = 0,5. Es decir:

X ~ P(0,5)

2. Calcular la probabilidad de que una péagina no contenga errores y de que
contenga como minimo 5 errores.

En primer lugar, calculamos la probabilidad de que una pagina no contenga
errores. Es decir:

0,5°

T = 670’5 ~ 0,6065

PIX =0]=¢%

Por otro lado, calculamos la probabilidad de que una péagina contenga como
minimo 5 errores. Es decir:

(*)

PIX >5/=1-P[X <4 = 1-0,998 = 0,002

donde en (%) hemos utilizado la tabla de la distribucién de Poisson.
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3. (Cual es la probabilidad de que un capitulo de 20 paginas no contenga errores?

Sea Y la variable aleatoria que representa el niimero de paginas sin errores en
un capitulo de 20 paginas. En este caso, tenemos que sigue una distribucién
de probabilidad binomial con n = 20 y p = 0,6065 (calculada en el apartado
anterior). Es decir:

Y ~ B(20,0,6065)

En este caso, nos piden calcular la probabilidad de que un capitulo de 20
paginas no contenga errores. Es decir:

20

Ply =20] = (20

) -0,6065%° - (1 — 0,6065)° ~ 4,53 - 107°

Ejercicio 7. En un departamento de control de calidad se inspeccionan las unidades
terminadas que provienen de una linea de ensamble. La probabilidad de que cada
unidad sea defectuosa es 0,05.

1. ;Cuél es la probabilidad de que la vigésima unidad inspeccionada sea la se-
gunda que se encuentra defectuosa?

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de unidades correctas
inspeccionadas hasta encontrar la segunda defectuosa. En este caso, tenemos
que sigue una distribuciéon de probabilidad binomial negativa con £k = 2 y
p = 0,05. Es decir:

X ~ BN(2,0,05)

Como buscamos la probabilidad de que la vigésima unidad inspeccionada sea
la segunda que se encuentra defectuosa, hemos de calcular la probabilidad de
encontrar 18 unidades no defectuosas antes de encontrar la segunda defectuosa.
Es decir:

19!
2 18 _ . 2 18 _
10,057 -005" = o 0.05% 0,95

(1842 —1)!
18!(2 — 1)!
=19-0,05%-0,95'® ~ 0,0188

P[X =18] =

2. (Cuéantas unidades deben inspeccionarse por término medio hasta encontrar
cuatro defectuosas?

Sea Y la variable aleatoria que representa el nimero de unidades correctas
inspeccionadas hasta encontrar cuatro defectuosas. En este caso, tenemos que
sigue una distribucién de probabilidad binomial negativa con k = 4 y p = 0,05.
Es decir:

Y ~ BN(4,0,05)

En este caso, nos piden calcular el nimero medio de unidades que deben ins-
peccionarse hasta encontrar cuatro defectuosas. Es decir:

k(1 = p) 4.0,95

A+E[Y]=44+—L =4 =44 76=280
TEY] =4+ = + 505 -
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3. Calcular la desviacion tipica del nimero de unidades inspeccionadas hasta
encontrar cuatro defectuosas.

Tenemos que:

() E(1—p) 4-0,95
VarlY + 4] = Var]Y] = T 00 1520

donde en (x) hemos usado que:

Var[aX + b] = a® Var[X] Va,b e R

Por tanto:
oy.q4 = V1520 = 38,98

Ejercicio 8. Los numeros 1,2, 3, ..., 10 se escriben en diez tarjetas y se colocan en
una urna. Las tarjetas se extraen una a una y sin devolucién. Calcular las probabi-
lidades de los siguientes sucesos:

1. Hay exactamente tres niimeros pares en cinco extracciones.

Sea X la variable aleatoria que representa el niimero de niimeros pares en cinco
extracciones. En este caso, tenemos que sigue una distribucion de probabilidad
hipergeométrica con N = 10, Ny =5 y n = 5. Es decir:

X ~ H(10,5,5)

La probabilidad de que haya exactamente tres nimeros pares en cinco extrac-

ciones es:
5! 5!
PIX =3] = (2)10@) = ﬁloﬁ - 101(251)!;202 - 5416%45;)2345424 -
54,34 912 52

25
I A I A

2. Se necesitan cinco extracciones para obtener tres niimeros pares.

Definimos dos sucesos distintos:

= A: Sacar 2 nimeros pares en las primeras cuatro extracciones.

= B: Sacar un numero par en la quinta extraccion.

Nos piden calcular la probabilidad de que ocurra tanto A como B, es decir,
P(AN B). Tenemos que:

P(AnB)=P(A)-P(B| A)
Calculemos ambas probabilidades por separado:
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» Para calcular P(A), sea Y la variable aleatoria que representa el nime-
ro de nimeros pares en las primeras cuatro extracciones. En este caso,
tenemos que sigue una distribuciéon de probabilidad hipergeométrica con
N =10, Ny =5y n = 4. Es decir:

Y ~ H(10,5,4)

La probabilidad de que haya exactamente dos niimeros pares en las pri-
meras cuatro extracciones es:

pa) = Py =2 = 26 g4

» Para calcular P(B | A), usamos la Regla de Laplace. Como se habran
sacado 2 numeros pares en las primeras cuatro extracciones, en la quinta
extraccién habrd 3 nimeros pares de un total de 6 candidatos, es decir:

P@|m:gza5

Por tanto, la probabilidad de que se necesiten cinco extracciones para obtener
tres nlimeros pares es:

P(ANB)=P(A)-P(B|A)=0,476-0,5= 0,238
3. Obtener el ntimero 7 en la cuarta extraccion.
Definimos los siguientes sucesos:

= (. No sacar un numero 7 en las tres primeras extracciones.

s D: Sacar el numero 7 en la cuarta extraccion.

Nos piden calcular la probabilidad de que ocurra tanto C' como D, es decir,
P(C'N D). Tenemos que:

P(CND)=P(C)-P(D|C)

Calculemos ambas probabilidades por separado:

» Para calcular P(C), sea Z la variable aleatoria que representa el niimero
de extracciones distintas a 7 en las tres primeras extracciones. En este
caso, tenemos que sigue una distribucién de probabilidad hipergeométrica
con N =10, Ny =9 y n = 3. Es decir:

Z ~ H(10,9,3)

La probabilidad de que no haya un ntimero 7 en las tres primeras extrac-
ciones es:
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» Para calcular P(D | C'), usamos la Regla de Laplace. Como no se ha saca-
do un ntimero 7 en las tres primeras extracciones, en la cuarta extraccion
habrd un ntimero 7 de un total de 7 candidatos, es decir:

1
PD|C)=<=
(D1C) ==
Por tanto, la probabilidad de obtener el nimero 7 en la cuarta extraccién es:
7 1 1
P D)=P -P(D = —.—=—=0.1
(€MD) =P(C)-P(D|C)= -2 = - =0,

Ejercicio 9. Supongamos que el nimero de televisores vendidos en un comercio
durante un mes se distribuye segin una Poisson de parametro 10, y que el beneficio
neto por unidad es 30 euros.

1. ;Cuél es la probabilidad de que el beneficio neto obtenido por un comerciante
durante un mes sea al menos de 360 euros?

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de televisores vendidos
en un mes. En este caso, tenemos que sigue una distribucion de probabilidad
de Poisson con A = 10. Es decir:

X ~ P(10)

Sabemos que el beneficio neto por unidad es de 30 euros, por lo que para
obtener un beneficio neto de al menos 360 euros, el comerciante debe vender
al menos 12 televisores. Por lo que la probabilidad de que el beneficio neto
obtenido por un comerciante durante un mes sea al menos de 360 euros es:

()

PIX >12]=1-P[X < 11] £ 10,6968 = 0,3032

donde en (%) hemos utilizado la tabla de la distribucién de Poisson.

2. ;Cuantos televisores debe tener el comerciante a principio de mes para tener
al menos probabilidad 0,95 de satisfacer toda la demanda?

Se pide el menor valor de * € N tal que:

P[X <7 > 0,95

Para resolverlo, buscamos el valor en la tabla de la distribucién de Poisson que
cumpla la condicion. En este caso, el valor que cumple la condicién es 15. Por
tanto, el comerciante debe tener al menos 15 televisores a principio de mes
para tener al menos probabilidad 0,95 de satisfacer toda la demanda.

Ejercicio 10. Sea el experimento de lanzar un dado de 6 caras. Obtener:

1. Funciéon masa de probabilidad. Sea X la variable aleatoria que representa el
nimero de la cara que sale en el dado. El espacio muestral del experimento es:

Q0 ={1,2,3,4,5,6}

Entonces, la funcién masa de probabilidad de X, notada por Px : Q — [0, 1],
es:
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2. Funcion de distribucién.

La funcién de distribucién de X, notada por Fy : R — [0, 1], es:

0, r<l1
Fx(z)=PX <a]= & 1<a<2
1, =6

3. Funcién generatriz de momentos.

La funcién generatriz de momentos de X, notada por Mx : R — R, es:

4. Valor esperado.

El valor esperado de X, también conocido como la esperanza, es:

-7

E[X]:Zz'-P[X:@']: 2

=
~.
I
=
=)
I
N |
I
w
ot

También se podria calcular como la primera derivada de la funcion generatriz
de momentos evaluada en t = 0:

d {1
E[X] = M (t =—| = tz
[X] X<)t=0 dt (6 ;6 > t=0
6 6 6
1 d 1 ; 1 7
= - — (™ = — r = — =—-=235
G;dt (e ) t=0 6$:1 e t=0 ;x 2 ’

Como podemos ver, ambos métodos coinciden.

5. Varianza.

La varianza de X es:

6 2
1 7
X:EX2—EX2:—§:‘2— ~ ] ~2091
Var[X] (X7 [X] 6i_1z <2> ,9167

6. La distribucién de probabilidad que sigue el experimento.

Tenemos que la variable aleatoria X sigue una distribucién uniforme discreta.

X ~U(L,...,6)

Ejercicio 11. Consideramos la variable aleatoria X que representa el nimero de
caras menos nimero de cruces obtenidas al lanzar tres monedas. Se pide:
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1. Espacio muestral del experimento.

El espacio muestral del experimento es, representando con C' a una cara y X
a una cruz:

O ={CCC,CCX,CXC,CXX,XCC,XOX, XX, XXX}

Ademas, tenemos que:

X(Q)={-3,-1,1,3}

2. Funcion masa de probabilidad.

Usando la Regla de Laplace, y procesando cada una de las 8 = 23 opciones,

tenemos:
1 1
X = 3] = P[X =3] = 55 = 2
3 3
PX=-1=PX=1====
X=-1)=P[X=1]= ="
3. Valor esperado.
El valor esperado de X es:
1 1 3 3
[]E:m[ x| 38+38 8+8O

e

4. Varianza.
Tenemos que:
Var[X] = E[X?|-E[X]* =) 2®P[X =2]-0= 9.32. 023 93 g
8 8 4 4

e

5. Funcién de distribucion.

La funcién de distribucion de X es:
0, z<-3
Vg, —3<xr<—1
Fx(z) =P X <z]=<12 —-1<x<1
/s, 1<x<3
x =3

6. Probabilidad de que X sea positiva.
Tenemos que:
PX>0=1-PX<0l=1-12=1)2

Ejercicio 12. Dado k € R, sea X una variable aleatoria con funcién de densidad
dada por:

fx(z) = {
0, en otro caso

Obtener:
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1. El valor de k.

Para obtener el valor de k, tenemos que:

>0 * k 1]° 1
lz/oofx(x)da::/l ﬁdx:k:- [—;]lzk-<—§+l):k-

Por tanto, tenemos que:

ol

JA—
7

Ademéds, con dicho valor de k, tenemos que fx(z) > 0 para todo x € R, por
lo que la funcién de densidad es valida.
2. La funcién de distribucién:

La funcién de distribucion de X es:

/

0, r<l1
T8 81" 8 8
F =P[X <zx]= —dr=|———| =——+-, 1<2<8
x() [ g /1 72" [ 7:1:} L Tx * 7 ’
1, r =8

3. Valor esperado.

El valor esperado de X es:

> 5 8 8 %1 8 8
PN = [ pxloyin = [ oo =2 [ e = 2 mlell = S

00 T

4. Varianza.

En primer lugar, calculamos F[X?]:

0o 8 8 8 8 8
E[X?] = /Oox fx(x)dx /1 x 7x2dx 7/1 dx - 7=38

Por tanto, la varianza de X es:

4
Var[X] = F[X? — E[X]? =8 — 2—9 -In(8)? ~ 2,352

Ejercicio 13. Una gasolinera vende una cantidad X (medida en miles) de litros de
gasolina en un dia. Supongamos que X tiene la siguiente funcién de densidad:

3g-2? 0< o <2
€Tr) =
Ix(@) {O, en otro caso

Las ganancias de la gasolinera son 100 euros por cada mil litros de gasolina vendidos
si la cantidad vendida es menor o igual a 1000 litros. Ademads, gana 40 euros extra
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(por cada 1000 litros) si vende por encima de dicha cantantidad. Calcule la ganancia
esperada de la gasolinera en un dia.

Tenemos que la funcién que mide la ganancia de la gasolinera en funcion de la
cantidad de litros vendidos es:

100-2, 0L
G(x):{ 1<z

1
140 - 2

NN

Calculamos el valor esperado de la ganancia de la gasolinera en un dia:

E[G(X)] = / T G) - fy(@)de = /0 Glz) - §x2d:p _

—00

! 3 2 3
= / 100z - —22dx + / 140z - —2%dx =
0 8 8

1

—§/1 100x3dx+§/2 140230z = 2 [2504]} + 2 [3507])° =
8 Jo 8/, 8 078 :
3 3 825
=254 C-35-15= —" = 206,25
5778 4 ’

Observacion. Notemos que piden el valor esperado de la ganancia, no la ganancia
del valor esperado. Para calcular este ultimo, habria que calcular el valor esperado

de X y luego aplicar la funcion G.
Calculemos el valor esperado de X, que es la cantidad de litros vendidos en un

dia:

> > 3 3 [? 371 ,]% 31 3
E[X]:/ x'fx(ﬁ)d$=/0x-§x2dx:§/o $3dx:§.|:4_1x4:| :§.1.24:§

—00

Tenemos por tanto que la ganancia del valor esperado es:
3
G(E[X]) = 3 140 = 210

Notemos que ambos conceptos no son iguales.
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7.1. Distribuciones de Probabilidad Continua

Ejercicio 7.1.1. La llegada de viajeros a una estacion de tren se distribuye unifor-
memente en el tiempo. Cada 20 minutos se produce la salida del tren. Hallar:

1. La funcion de distribucién de la variable aleatoria tiempo de espera, su media
y su varianza.

Sea X la variable aleatoria que representa el tiempo de espera de un viajero.
Entonces, X ~ U(0,20). La funcién de distribucién de X es:

Osiz <O

Fy(z) = ;—0810<x<20

1six>20

20 2120
T X
FlX]| = —dx = | — =10
X] /0 20 " [40]0

Para hallar la varianza de X, primero calculamos la esperanza de X?:

20 .2 3120

4
E[XQ]:/ Sy P )
0 20 0], 3

Por tanto, la varianza de X es:

La media de X es:

4 1
Var(X) = E[X?] — E[X]* = % —100 = % ~ 33,33

2. La probabilidad de que un viajero espere al tren menos de 7 minutos.
Queremos calcular entonces P[X < 7]. Tenemos que:

7

PIX <7) = Fx(7) = 5

= 0,35

Ejercicio 7.1.2. La temperatura media diaria en una regién se distribuye segtin una
normal con media 25 grados centigrados y desviacién tipica 10 grados centigrados.

1. Calcular la probabilidad de que en un dia elegido al azar la temperatura media
esté comprendida entre 20 y 32 grados centigrados.

Sea X la variable aleatoria que representa la temperatura media diaria en una
region. Entonces, X ~ N(25,10?). Queremos calcular entonces la siguiente

probabilidad:
P20 < X < 32] = P[X <32] - P[X <20] =

:P{Z<32—25} _P[Zgzows} _

10 10
=P[Z<07)—P[Z<-05]=P[Z<07—1+P[Z<05]=
~ 0,75804 — 1+ 0,69146 ~ 0,4495
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2. Calcular la probabilidad de que en un dia elegido al azar la temperatura me-
dia difiera de la media de las temperaturas medias diarias méas de 5 grados
centigrados.

Queremos calcular entonces P[|X — u| > 5]. Resolvamos primero dicha inecua-
cién:

X —p|>b<—=X—-—pu>5VvX—-—pu<->5
— X>30VX <20
Por tanto, tenemos que:

P[|X — p| > 5] = P[X > 30] + P[X < 20] =
=1—- P[X <30]+ P[X <20] =

—2 20 — 2
1o p|z<N B plp 02

10 10
=1-P[Z<05]+ P[Z<—05] =
—1-P[Z<05]+1—-P[Z<05] =

—2.(1-P[Z<05]) =
=2-(1-10,69146) = 2-0,30854 = 0,61708

Ejercicio 7.1.3. De una variable aleatoria uniformemente distribuida se conoce su
esperanza, (i, y su desviacion tipica, o. Hallar el rango de valores de la variable, en
funcion de p y o.

Sea a,b € R tales que a < b. Entonces, la variable aleatoria X que se distribuye
uniformemente en el intervalo [a,b], notada por X ~ U(a,b), tiene esperanza y
varianza:

a+b
E[X] == =u
(b—a)? 2
X) = -
Var(X) 5 o

Por tanto, para hallar el rango de valores de la variable en funcién de p y o,
despejamos a y b de las ecuaciones anteriores:

a+b=2u
b—a:\/ﬁa

b=p+V30
a=p—\30
Ejercicio 7.1.4. Los precios de venta de un articulo se distribuyen segin una ley

normal. Se sabe que el 20 % son superiores a 1000 euros y que el 30 % no superan
los 800 euros. Hallar la ganancia media y su desviacién tipica, si las ganancias (V)

Sumandolas, vemos que:
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estéan relacionadas con los precios (X) segun la expresién Y = 350 4+ 0,15X.

Sea X la variable aleatoria que representa el precio de venta de un articulo. En-
tonces, X ~ N (ux,0%). Calculemos px y 0% a partir de los datos proporcionados.
Por un lado, tenemos que:

P[X > 1000] = 0,2 = 1 — P[X < 1000] = 0,2 = P[X < 1000] = 0,8 =>

< 1000—_“)(} =038

—rlz

ox

Consultando la tabla, vemos que:

PlZ <084 =079955 o, 085-084 (0,8 — 0,79955) = 0,8416 —>
P[Z < 0,85] = 0,80234 O 080234 —0,79955 0T =Y
1 —_
W00 ax g1

0x

Por otro lado, tenemos que:

P[X <800 = 0,3 =>1— P[X < 800] = 0,3 => P[X > 800] = 0,7 =

800 — — 800
:P{Z>—“X] :0,7:>P[Z<MX—} — 07—
0x 0x
— 800
fx =053
0x
Resolvemos por tanto el sistema de ecuaciones:
1000 — pux = 0,84160x
Ux — 800 = 0,530)(
Sumando, vemos que:
1000 — 800
= —————— =~ 145815 = 800 4 0,53 - 145,815 ~ 877,28
7X = 0.8416 + 0,53 OLOHX +9 ’ ’

La ganancia media por tanto es:
E[Y] = E[350 4 0,15X] = 350 4+ 0,15 - E[X] = 350 + 0,15 - 877,28 ~ 481,59
Y la varianza de la ganancia es:
Var[Y] = Var[350 + 0,15X] = 0,15 - Var[X] = 0,15% - 145,815

Por tanto, la desviacién tipica de la ganancia es:

oy = /0,152 - 145,8152 ~ 21,8722

Ejercicio 7.1.5. Se clasifican los craneos en dolicocéfalos (si el indice cefalico, an-
chura/longitud, es menor que 75), mesocéfalos (si el indice esta entre 75 y 80), y
braquicéfalos (si el indice es superior a 80). Suponiendo que la distribucién de los
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indices es normal, hallar la media y la desviacion tipica en una poblacién en la que
el 65 % de los individuos son dolicocéfalos, el 30 % mesocéfalos y el 5 % braquicéfalos.

Sea X la variable aleatoria que representa el indice cefalico de un individuo.
Entonces, X ~ N (u,0?). Sabemos que:

P[X <75 =0,65
P[75 < X < 80] = 0,30
P[X > 80] = 0,05

Por tanto, tenemos que:

—

75
P[X<75]:P[Z< }20,65
P[75 < X < 80] = P[X <80 — P[X < 75] = P[X < 80] — 0,65 = 0,30 =

80 — u

:P[X<80]:P[Z< }:0,95

P[X >80=1—-P[X <80]=1-0,95=0,05
Consultando la tabla, veamos qué valores de Z cumplen lo pedido.
» Buscamos 2 tal que P[Z < Z] = 0,65. Tras consultar la tabla, vemos:
P[Z < 0,38] = 0,64803 P[Z < 0,39] = 0,65173

Interpolamos por tanto de forma lineal entre amos valores:

0,39 — 0,38
+ d ’ . — 0,64 R
0,38 0.65173 — 0.64803 (0,65 — 0,64803) ~ 0,3853

Por tanto, la ecuacién que obtenemos es:

75 —
£ — 0,3853
o
» Buscamos Z tal que P[Z < z] = 0,95. Tras consultar la tabla, vemos que
z = 1,65. Por tanto, tenemos que:
80 —
P 165
o

Establecemos por tanto el sistema de ecuaciones:

0,38530 + . = 75
1,650 + 1 = 80

Restando la primera ecuacion a la segunda, obtenemos:

5
1,65 —0,3853

Por tanto, tenemos que:

o ~ 3,95 = u~ 75— 10,3853 - 3,95 ~ 73,47

w7347
o=~ 3,95
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Ejercicio 7.1.6. La probabilidad de contagio por unidad de tiempo viene dada por:
PT<1=1-¢?  A=5
Calcular:

1. El nimero medio de nuevas infecciones, sobre la poblacién de susceptibles,
cuyo tamano observado es de 50 individuos, e indicar la distribucién aleatoria
de la variable que contabiliza las nuevas infecciones en dicha poblacion.

Sea T la variable aleatoria que representa el tiempo entre dos contagios con-
secutivos. Entonces, T' ~ exp(5). Sea X la variable aleatoria que representa el
nimero de nuevas infecciones en una poblacion de susceptibles de tamano 50.
La probabilidad de contagio la desconocemos, por lo que sea esta p € |0, 1].
Tenemos que X ~ B(50, p), por lo que:

E[X] =50-p

Como podemos ver, este resultado no es concluyente, ya que no conocemos el
valor de p, nos faltan datos en el enunciado.

2. Calcular la probabilidad de que se produzcan 10 contagios en un intervalo
de tiempo de longitud 10 unidades temporales. Determinar la distribucion
de probabilidad de dicha variable aleatoria, asi como El nimero medio de
contagios en dicho intervalo temporal.

Sea Y la variable aleatoria que representa el niimero de contagios en un inter-
valo de tiempo de longitud 10 unidades temporales. Entonces, Y ~ P(10-5) =
P(50).

La probabilidad de que se produzcan 10 contagios en un intervalo de tiempo
de longitud 10 unidades temporales es:

e—50 . 5010

P[Y =10] = —r— ~ 519 10712

Ademas, El nimero medio de contagios en dicho intervalo temporal es:

E[Y] = 50

3. Calcular la probabilidad de que no se produzcan contagios en un intervalo de
longitud 20 unidades temporales, asi como el tiempo medio transcurrido entre
contagios.

Tenemos que la probabilidad pedida es:

P[T>200=1-P[T<20]=1—(1-e ') ="' ~372.-10*

Ademas, el tiempo medio transcurrido entre contagios es:
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Ejercicio 7.1.7. La probabilidad de que un individuo sufra reaccion al inyectarle
un determinado suero es 0,1. Usando la aproximacién normal adecuada, calcular
la probabilidad de que al inyectar el suero a una muestra de 400 personas, sufran
reaccion entre 33 y 50.

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de personas que sufren
reaccién al inyectarles el suero. Entonces, X ~ B(400,0,1). Como n = 400 > 30
y p = 0,1, podemos aproximar la distribucion binomial a una normal de media de
valor g = np =400 - 0,1 = 40 y varianza np(1 — p) = 400 - 0,1 - 0,9 = 36. Por tanto,
X ~ N (40, 36). Tenemos que:

Usando la correccion por continuidad de la aproximacién normal a la binomial,
tenemos que:

=
Il
s

X
X

w o
IO
I
|

X —40

Sea Z la variable aleatoria X tipificada, es decir, Z = . Entonces, se tiene

Z ~ N(0,1), y tenemos que:

= P[Z < 1,75] ~ 0,95994

50,5 — 40
P[X<50,5]=P[Z<’—]

6
32,5 — 40
P[X<32,5]:P{Z<’T] = P[Z<-125|=1-P[Z<125]~

~1-0,89435 = 0,10565
Por tanto, P[33 < X < 50] ~ 0,95994 — 0,10565 = 0,85429.

Ejercicio 7.1.8. El tiempo de duracién de una pieza de un cierto equipo, medido
en horas, se distribuye segiin una ley exponencial de parametro 0,2. Si el equipo deja
de funcionar cuando fallan 3 piezas, determinar:

1. Probabilidad de que el equipo funcione méas de 10 horas.

Sea X la variable aleatoria que representa el tiempo de duracién de una pieza
del equipo. Entonces, X ~ £(3,0,2). Queremos calcular entonces P[X > 10].
Tenemos que:

10 0 23
PlX>10]=1-PX <10 =1 _/ 02 4 omey _
o I'(3)
0 23 /10
=1- = 22e 0% g
I'(3) Jo
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Calculemos ahora dicha integral:

10 2 /
5 02 5. u(z) =x u'(x) = 2x B
/0 r7e dr = [ o (x) = e 02 v(x) = —5e 02 ] —

10
= [—53026’0’29”} (1]0 + 10/ xe 0% dy =
0

S P S

10
= —500¢ 7% + 10 ([—5%—072@’}30 +5 / e 02 dx> -
0

— =500 72410 (=50¢ 2 + 5 [ 02 1) —

= —500e"2 — 500e"2 — 250e2 + 250 = 250 — 1250e 2

Por tanto, la probabilidad pedida es:

0,23 2 0,2° —2
P[X>1O]:1—m~(250—12506 ):1—7'<250—12506 )=
1
=1- 550 (250 — 1250e %) =1 — (1 — 5e ) = 5e 2 =~ 0,67667

2. Probabilidad de que el equipo funcione entre 10 y 15 horas.

Queremos calcular entonces P[10 < X < 15]. Tenemos que:

15 3
0,2
P[10 < X < 15] :/ 0.2 41 020y, _
0 T'(3)
— O’_23 15 372670’2‘73 dx
2 10

Reutilizando el calculo anterior, tenemos que:

15
/10 ?e " dy = [—5x’e” "] 12 + 10 <[_5x6_072ﬂ 12 +5 [—5e™"*] 12) -

= —5(225¢7% — 100e~%) 4+ 10 [—5(15e® — 10e™?) — 25(e* —e7?)] =
= e 3(—1125 — 750 — 250) + e 2(500 + 500 + 250) =
= 12502 — 2125¢*

Por tanto, la probabilidad pedida es:

0,23 1
P[I0K X < 15] = T - (1250e™% — 2125¢7?) = —— - (1250e~2 — 2125¢?) =

250
=5e% — 8,5e7% ~ 0,2535
Ejercicio 7.1.9. El numero de piezas defectuosas diarias en un proceso de fabri-
cacion se distribuye segin una Poisson. Sabiendo que El ntimero medio de piezas

defectuosas diarias es 25, calcular mediante la aproximacién normal:
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1. Probabilidad de que El niimero de defectuosas durante un dia oscile entre 24
y 28.

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de piezas defectuosas
diarias. Entonces, X ~ P(25). Ademds, como n = 25 > 10, podemos aproxi-
mar la distribucién de Poisson a una normal de media 25 y varianza 25. Por
tanto, X ~ N(25,25). Ademds, como se trata de una aproximacién normal,
podemos usar la correccion por continuidad. Por tanto, tenemos que:

[Z<07 - P[Z< 03] =
[Z <07 —1+P[Z<03] =
75804 — 1+ 0,61791 = 0,37595

o=}

2. Nimero maximo de defectuosas que con probabilidad 0,97725 se fabrican al
dia.

Queremos calcular entonces a tal que P[X < a] = 0,97725. Tenemos que:

0,5 — 25
ﬂxgﬂzngﬂi%——-sz%
Tenemos por tanto que:
0,5 — 25
ﬁiﬁr——=2=¢a=M5

Por tanto, el nimero maximo de defectuosas que con probabilidad 0,97725 se
fabrican al dia es 34, ya que este debe ser un ntimero entero.

3. Numero minimo de defectuosas que con probabilidad 0,15866 se fabrican al
dia.

Queremos calcular entonces b tal que P[X > b] = 0,15866. Tenemos que:

HX}le—Hng—HQLJ{Zgb_Hgﬁ_% = 0,15866 —>
— P Zgb_1+g5_%}:0@ua
Tenemos por tanto que:
b—1+§5—25:1:$b:3&5

Por tanto, el nimero minimo de defectuosas que con probabilidad 0,15866 se
fabrican al dia es 31, ya que este debe ser un nimero entero.
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Ejercicio 7.1.10. Un grupo de investigadores ha determinado que el 3% de los
individuos afectados por cierto virus fallece. Determinar:

1. La probabilidad de que en una poblacién de 10000 afectados fallezcan mas de
100.

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de individuos fallecidos
en una poblacién de 10* afectados. Entonces, X ~ B(10%,0,03). Como n =
10* > 30 y p = 0,03 > 0,01, podemos aproximar la distribucién binomial a
una normal de media p = np = 300 y varianza o? = np(1 — p) = 291. Por
tanto, X ~ AN(300,291). Ademés, como se trata de una aproximacién normal,
podemos usar la correccion por continuidad. Por tanto, tenemos que:

100,5 — 300
P[X>100]:1—P[X<100]:1—P[X<100,5]:1—P{Z<’—] =
V291
=1-P[Z<-11,7]=P[Z<11,7]~ 1

2. El ntumero esperado de fallecidos en dicha poblacién. Tenemos que:

E[X] = np = 10" - 0,03 = 300

Ejercicio 7.1.11. La experiencia ha demostrado que las calificaciones obtenidas en
un test de aptitud por los alumnos de un determinado centro siguen una distribucién
normal de media 400 y desviacién tipica 100. Si se realiza el test a un determinado
grupo de alumnos, calcular:

1. El porcentaje de alumnos que obtendran calificaciones comprendidas entre 300
y 500.

Sea X la variable aleatoria que representa la calificacién obtenida por un
alumno. Entonces, X ~ A(400,100?). Queremos calcular entonces la pro-
babilidad P[300 < X < 500]. Tenemos que:

P[300 < X <500 = P[X < 500] — P[X < 300] =

:P{Z<500—400} _P{Z<300—400} _
100 100
=P[Z<1)|-P[Z< 1] =
—P[Z<1]-1+P[Z<1]=
=2.P[Z<1]—1~2 084134 — 1 = 0,68268

Por tanto, el porcentaje de alumnos que obtendran calificaciones comprendidas
entre 300 y 500 es del 68,268 %.

2. La probabilidad de que, elegido un alumno al azar, su calificacion difiera de la
media en 150 puntos como maximo.

Queremos calcular entonces P[|X — 400| < 150]. Veamos qué valores de X
cumplen lo pedido.

| X — 400] < 150 = 250 < X < 550
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Por tanto, la probabilidad pedida es:

P[|X — 400 < 150] = P[250 < X < 550] = < 550] — P[X < 250] =
b [ 7 < 50— 400} [ _ 250 - 400}
=P[Z<15]-P[Z<—-15]=
:P[Z<1,5]—1+P[ <15 =
=2-P[Z<15]—1~2-093319 — 1 = 0,86638

Ejercicio 7.1.12. En un parking publico se ha observado que los coches llegan,
aleatoria e independientemente, a razén de 360 coches por hora.

1. Utilizando la distribuciéon exponencial, encontrar la probabilidad de que una
vez que llega un coche, el préximo no llegue antes de medio minuto.

Sea X la variable aleatoria que representa el tiempo que transcurre entre la
llegada de dos coches consecutivos (en minutos). Entonces, como los coches
llegan a razén de 360 coches por hora, tenemos que A = 360/ = 6 coches
por minuto. Por tanto, X ~ exp(6). Queremos calcular entonces P[X > 0,5].
Tenemos que:

P[X >05=1-P[X <05 =1—(1-e%)=¢e?~0,04978

2. Utilizando la distribuciéon de Poisson, obtener la misma probabilidad anterior.

Sea Y la variable aleatoria que representa el niimero de coches que llegan en un
intervalo de tiempo de longitud 0,5 minutos. Entonces, Y ~ P (A -0,5), donde
A = 6 coches por minuto. Por tanto, ¥ ~ P(3). Queremos calcular entonces
P[Y = 0]. Tenemos que:

e 3.30

PlY =0] = o =e?

Por tanto, la probabilidad de que una vez que llega un coche, el préximo no
llegue antes de medio minuto es e, que coincide con el resultado obtenido en
el apartado anterior.

Ejercicio 7.1.13. Cierta enfermedad puede ser producida por tres tipos de virus: A,
By C. En un laboratorio se tienen tres tubos con el virus A, dos tubos con el virus
B y cinco con el virus C'. La probabilidad de que el virus A produzca la enfermedad

P(|X] < 4), siendo X ~ N(3,25). La probabilidad de que el virus B produzca
la enfermedad es P(Y > 3), siendo Y ~ B(5,0,7). Por tltimo, la probabilidad de
que el virus C' produzca la enfermedad es P(Z < 5), siendo Z ~ P(4). Se elige un
tubo al azar y al inocular el virus a un animal, contrae la enfermedad. Hallar la
probabilidad de que el virus inoculado sea del tipo C.

Sean los siguientes sucesos:

= A: El virus inoculado es del tipo A.
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= B: El virus inoculado es del tipo B.
= (" El virus inoculado es del tipo C.
» F: El animal contrae la enfermedad.
Tenemos que, segtn el enunciado:
PIE | A] = P[|X] < 4] P|E | B] = P]Y > 3] P[E | C] = P|Z < 5]

Calculemos cada una de estas probabilidades:

4 — 4 —
P[E|A]:P[|X\<4]:P[—4<X<4]:P{ 5 3<Z<TS}:P[—l,4<Z<O,2]:

=P|Z<02|-P[Z<—-14=P[Z<02 —1+P[Z<14]=
=0,57926 — 1 + 0,91924 = 0,4985
PIE|B]=P[Y 23|=1-P[Y <2]=1- 22: (Z) 0,7%0,3°7% = 0,83692
PIE | C] = P[Z <5]=0,7821 -
Calculemos ahora la probabilidad de que el virus inoculado sea de cada tipo

mediante la Regla de Laplace. Sabiendo que hay 3 tubos con el virus A, 2 con el
virus B y 5 con el virus C, tenemos que:

3 3
PAl=—— =" =9
4 3+2+5 10 3
PlB = = > =02

3+2+5 10

5 5
Pl0)]=———— =2 =05
=3 10

Nos piden por tanto calcular P[C' | E]. Por la férmula de Bayes, tenemos que:

PIC | E] = PIE|C]-P[C] _ PE|C]-PIC]
P[E] >, PIE|]- Pli]
i=A,B,C
B 0,7821- 0,5 B 0,39105 N
~0,4985- 0,3 + 0,83692 - 0,2 + 0,7821- 0,5 0,14955 + 0,167384 + 0,39105
~ 0,5523

Ejercicio 7.1.14. Una maquina fabrica tornillos cuyas longitudes se distribuyen
segin una ley normal con media 20 mm y desviacién tipica 0,25 mm. Un tornillo se

considera defectuoso si su longitud no estd comprendida entre 19,5 y 20,5 mm. Los
tornillos se fabrican de forma independiente.

1. {Cual es la probabilidad de fabricar un tornillo defectuoso?

Sea X la variable aleatoria que representa la longitud de un tornillo. Entonces,
X ~ N(20,0,25%). Queremos calcular entonces 1 — P[19,5 < X < 20,5].
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Tenemos que:

P[19,5 < X <20,5] = P[X <205] — P[X < 19,5] =
:P[Z<20,5—20] _P[Z\ 19,5—20] B
0,25 0,25
—PZ<2-PlZ< -2 =
—P[Z<2-14+P[Z<2 =
=2.P[Zz<2 -1

Por tanto, si A es el suceso de que un tornillo sea defectuoso, tenemos que:

P[Al=1-P[195< X <205 =1-2-P[Z<2+1=2-2-097725 = 0,0455

2. Calcular la probabilidad de que en 10 tornillos fabricados no haya més de dos
defectuosos.

Sea Y la variable aleatoria que representa el nimero de tornillos defectuosos
en 10 tornillos fabricados. Entonces, Y ~ (10, 0,0455). Queremos calcular
entonces PY < 2|. Tenemos que:

2
10
Py <2]=)_ <k)o,0455k(1 —0,0455)17% ~ 0,99112
k=0
3. Cuantos tornillos se fabricaran por término medio hasta obtener el primero
defectuoso?

Sea Z la variable aleatoria que representa el niimero de tornillos fabricados
hasta obtener el primero defectuoso. Entonces, Z ~ G(0,0455). Queremos cal-
cular entonces E[Z]. Tenemos que:

1—p 1-0,0455

E[Z] = = ~ 20,98
1] P 0,0455 ’

Ejercicio 7.1.15. Si la proporcién de personas que consumen una determinada
marca de aceite de oliva sigue una distribucién beta de parametros 2 y 3, determi-
nar la probabilidad de que dicha proporcién esté comprendida entre el 0,1 y 0,5.

Sea X la variable aleatoria que representa la proporcion de personas que consu-
men una determinada marca de aceite de oliva. Entonces, X ~ ((2,3).
Queremos calcular entonces P[0,1 < X < 0,5]. Tenemos que:

05 (2 +3) 4-3-T(3) [O°
P01 <X <05 = = T — )3 g ——/ 1—2)de =
0, ) / rore” O s Ty, Tl

0,5 0,5
:12/ x(1—2x+x2)dx:12/ r—222+23de =
0,1 0,1

2 4

x 23 4%
—2| T T~ 0,6352
23 T4,
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Ejercicio 7.1.16. La proporcién diaria de piezas defectuosas en determinada fabri-
ca tiene distribucion beta, y el segundo parametro es 4. Sabiendo que la proporcién
media diaria es 0,2, calcular la probabilidad de que un dia resulte una proporcién
de defectuosas superior a la media.

Sea X la variable aleatoria que representa la proporciéon diaria de piezas defec-
tuosas. Entonces, X ~ §(p,4).

Para calcular el valor de p, usamos que E[X] = 0,2.
p

FX|=——

] p+4

Por tanto, X ~ ((1,4). Queremos calcular entonces P[X > 0,2]. Tenemos que:

PIX>02=1-P[X<02=1- /00’2 %xl—l

- 1—%/;72(1—:};)3@:1—4 l_¥}272 _

=1+ [(1—-2)Y," = (0.8)* = 0,4096

—02=p=02p+08=08p=08=p=1

(1—z)"tdo =

Ejercicio 7.1.17. El Instituto de Estadistica de una determinada comunidad auténo-
ma convoca unas pruebas selectivas para cubrir vacantes. La puntuacion obtenida
por cada candidato se calcula mediante el promedio de las calificaciones obtenidas
en las pruebas realizadas, y se sabe, de experiencias previas, que dichas puntuaciones
tienen media 100, se distribuyen de forma normal y que el 44,04 % de los aspirantes
que realizan la prueba supera la puntuacion 100,6.

1. La convocatoria de las pruebas establece una nota minima de 105 puntos para
superar la oposicién. ;Qué porcentaje de opositores consiguen una plaza?

Sea X la variable aleatoria que representa la puntuacién obtenida por un
candidato. Entonces, X ~ N (100, 0?). Sabemos que P[X > 100,6] = 0,4404.
Por tanto, P[X < 100,6] = 1 —0,4404 = 0,5596. Sea Z la variable aleatoria X

X — 100
tipificada, es decir, Z = ———. Entonces, Z ~ N (0, 1), y tenemos que:
o
1 -1
p Zgw] :075596:P[2<%]
o o

Usando la tabla de la distribucién normal estandar, buscamos el valor de z tal
que P[Z < z] = 0,5596. Dicho valor, tras consultar la tabla, es z = 0,15. Por

tanto,

0,6
L =2=01=0=4=—= 0= 16
g

Tenemos por tanto que X ~ A(100,16). Ahora, queremos calcular el valor de
P[X > 105]. Tenemos que:

105 — 100
P[X>105]:1—P[X<105]:1—P[Z<T

] —1-P[Z<125]|~
~ 1 —0,89435 = 0,10565
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2. No obstante, se sabe que en ocasiones el tribunal decide, dependiendo de las
necesidades de personal, rebajar las condiciones para que un candidato sea
admitido. ;Cudl seria la nota minima necesaria para que la probabilidad de
superar la prueba de seleccién sea 0,337

Sea a la nota minima necesaria para que la probabilidad de superar la prueba
de seleccion sea 0,33; es decir, el valor buscado. Buscamos a tal que P[X >
a] = 0,33. Tenemos que:

a — 100
4

P[X >a/=1-P[X <d = —P[Zg }:0,33:>

a — 100

:>P{Z< }:0,67

Usando la tabla de la distribucién normal estandar, buscamos el valor de z tal
que P[Z < z] = 0,67. Dicho valor, tras consultar la tabla, es z = 0,44. Por

tanto,
a— 100

4

=2=044 = a=100+4-0,44 = 101,76

Por tanto, la nota minima necesaria para que la probabilidad de superar la
prueba de seleccion sea 0,33 es 101,76.

3. El instituto decide crear una bolsa de interinos para cubrir temporalmente
posibles eventualidades. A esa bolsa perteneceran todos los candidatos cuyas
puntuaciones estén entre la media de las puntuaciones y la nota estableci-
da en el apartado anterior. ;Qué porcentaje de candidatos estaran en dicha
situacion?

En este caso, nos piden que calculemos P[100 < X < 101,76]. Tenemos que:

101,76 — 100]
| =

—P[Z<044 - P[Z2<0]20,67-05=0,17

P[100 < X < 101,76 = P |0 < Z < P0<Z<044] =

donde en () hemos usado que P[Z < 0] = 0,5 por ser esta la distribucion
normal estandar y P[Z < 0,44] = 0,67 tras consultar la tabla de la distribucién
normal estandar.
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7.2. Vectores Aleatorios. Parte 1

Ejercicio 7.2.1. Asociadas al experimento aleatorio de lanzar un dado y una mo-
neda no cargados, se define la variable X como el valor del dado y la variable Y,
que toma el valor 0 si sale cara en la moneda, y 1 si sale cruz. Calcular la funcion
masa de probabilidad y la funcién de distribucién del vector aleatorio (X,Y).

Calculemos los recorreidos de X e Y:

Ex ={1,2,3,4,5,6},
By = {0,1}.

Por tanto, tenemos que:
E(X,Y) = {<17 O)? (17 1)7 (27 0)7 (27 1>7 (37 0)7 (37 1)7 (47 0)7 (47 1)7 (57 0)7 (57 1)7 (67 0)7 (67 1)}
La funcién masa de probabilidad es:

P(X7y)§ E(X7y) — [0,1]
(z,y) —> Y2

Para poder calcular la funcién de distribucion, primero representamos los puntos
del espacio muestral en el plano cartesiano:

Y | l l l l l
T TP S SR S S S
| | | | | X
10 20 3. 41 51 6
La funcién de distribucién es:
(0 r<loy<0,

Vi, z€(1,2] yye[0,1]
2, x€(2,3[yyel01]
312, x€(3,4] yye[0,1],
412, xe€[4,5] yye[0,1]
5h2, x€[5,6] yyel0,1]
6/12, z>6yyel01]
8/12, x€[4,5] yy =1,
10/12, xe€[5,6]yy=>1
1, r=26yy=>1.

o z€23[yy
o ze34]yy
o re34yy=1,

F(X,Y) (.Z', y) =
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Ejercicio 7.2.2. El nimero de automéviles utilitarios, X, y el de automoéviles de
lujo, Y, que poseen las familias de una poblacién se distribuye de acuerdo a las
siguientes probabilidades:

X\Y|]0 1 2
0 /3 /o 1/oy
1
2

e 124 /g

/22 5/ /176

Calcular la funcién de distribucién del vector (X,Y") en los puntos (0,0); (0, 2);
(1,1) y (2,1), y la probabilidad de que una familia tenga tres o méds automdviles.

Para calcular la funcién de distribucién en los puntos (0,0); (0,2); (1,1) y (2,1),
representamos antes los elementos de E(x yy en el plano cartesiano:

+ P(X,y)(O, 1) + P(ny)(l, 0) + P(Xy)(l, 1) = 1/3 + 1/12 + 1/6 + 1/24 = 5/8,

) (0,0)
) = Pxv)(0,0) + Px,y)(0,1) + Pxyy(0,2) = /3 + 1/12 4 /24 = 11/24,
) (0,0)
) (1,1) + Pxy)(2,0) + Pix,yy(2,1) = 5/8 + 5/22 + 5/s8 = 10/11.

La probabilidad de que una familia tenga tres o més automéviles es:
P[X + Y 2 3] = P(X,y)<]., 2) + P(X,y)(2, 1) + P(X’y)(Q, 2) = 1/48 + 5/88 + 5/176 = 7/66.

Ejercicio 7.2.3. La funcién de densidad del vector aleatorio (X,Y’), donde X de-
nota los Kg. de naranjas, e Y los Kg. de manzanas vendidos al dia en una fruteria
esta dada por:

=— 20; 20.
f(z,y) 100° 0<z<20; 0<y<20

siendo esta nula en caso contrario. Determinar la funcién de distribucién de (X,Y)
y la probabilidad de que en un dia se vendan entre naranjas y manzanas, menos de
20 kilogramos.

Representamos los puntos de discontinuidad de la funcién de densidad en el plano
cartesiano:
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Y |
R, |
**Qb*“ ————————————— IT ************
15 | }
| R R
10 i : 3
5| 3 X
5 10 15 20‘

La funcién de distribucion es:

Fixyy(z,y) = /_x /_y f(u,v) dudv

Estudiemos cada regién por separado:

= Parax <00y <0

Tenemos que f(u,v) =0 para u < x o v < y, por lo que:

B y x y
F(X,Y)(Iay):/ / f(u,v)dudv:/ / 0dudv = 0.

» Para0 <z <20y 0 <y < 20 (regién R;):

Tenemos que:

_ . _ Yy
Fixy)(z,y) / / f(u,v) dudv = / / 400dudv 200°

» Para 0 <2 <20y y > 20 (regién Ry):

Tenemos que:

207 20x x
Fixyy(z,y) //fuvdudv—// mdudv—m—%.

» Paraz > 20y 0 <y < 20 (regién R3):

Tenemos que:

20 20y y
Fixyy(z,y) / / flu,v)dudv = //mdd—mo 20"

» Paraz > 20y y > 20:

Tenemos que:
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Por tanto, la funcién de distribucion es:

(

0, 2<00y<0,

e, 0<2<20y0<y<20,
Fxyy(r,y)=<¢%, 0<z<20yy>20,

Lo 2>20y0<y<20,

1, r =20y y = 20.

\

Buscamos ahora la probabilidad de que en un dia se vendan entre naranjas y
manzanas, menos de 20 kilogramos. Para ello, buscamos la region del plano que
cumple con la condicion X + Y < 20. Tras representar la recta y = 20 — x, nos
quedaremos con la regién que queda por debajo de esta recta:

v |
5o 1 o * ************
15 | }
10 | 3
5 10 15 207\

Por tanto, tenemos que P[X +Y < 20] es la integral de la funcién de densidad
en la region coloreada, R = {(z,y) € R* z +y < 20}:

+o0o 20—x 20 20—x 1
P[X+Y<20]:/ / f(x,y)dydx:/ / —dydx =
—oo —o0o 0 0 400

20 9720
20— x 1 T 1 1
- de = —— (200 — | = —— 400 — 200] = =.

/0 200 400{ v 2}0 100 | I=3

Ejercicio 7.2.4. La renta, X, y el consumo, Y, de los habitantes de una poblacion,
tienen por funciones de densidad

1
fx(x)=2—-2z; O0<z<l fy‘X(y|x):;; 0<y<ux.

Determinar la funcién de densidad conjunta del vector aleatorio (X,Y') y la proba-
bilidad de que el consumo sea inferior a la mitad de la renta.

Tenemos que, para R = {(z,y) € R%;0 < z < 1,0 < y < z}, la funcién de
densidad conjunta es:

ity | 0) = TENED iy ) = o)l | 2) = (=201 = 222
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Tenemos ahora que:
—+o0 C5/2 1 1/22_21_
P[Y<X/2]:/ / f(X’y)({E,y)dyd[E:/ / . dydr =
oo Jooo o Jo
129 ! 27! 11
:/ x-zdm:/l—xda:: r— | =12 =2,
0 x 2 0 2, 2 2

Ejercicio 7.2.5. Una gasolinera tiene Y miles de litros en su depdsito de gaséleo
al comienzo de cada semana. A lo largo de una semana se venden X miles de litros
del citado combustible, siendo la funcién de densidad conjunta de (X,Y) :

1
f(:z:,y):§; D<zr<y<d4.
Se pide:

1. Probar que f(z,y) es funcién de densidad y obtener la funcién de distribucion.

En primer lugar, vemos que es no negativa. Veamos si es integrable:

+o0o  pHoo 4 rdq 1 4
/ f(a:,y)dxdy:/ / —dydx:—/ 4 —xdr =
—0o0 —00 0 x 8 8 0
| 4

x? 1
— -] =Zpe-g =1
8{90 2}0 516 -8

Tenemos por tanto que si se trata de una funcion de densidad. Para obtener
la funcién de distribucién, representemos el conjunto en el que la funcién de
densidad es no nula:

,
Y ‘
.
,
.
° 'Y
p
4 s
p
p
p
7
§
3 7
7
p
;
>
1 ;
;
2 p
p
;
y
y
1 7
;
1 p
p
y
’ X
;
‘
. ‘
,
. 1 2 3 4
.
.
.

Para obtener la funcién de distribucién, distinguimos casos:

» Paraz <0oy<O0:

x oy
Fixy)(z,y) = / f(u,v)dudv = 0.
40

1
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» Para0 <z <y <4

1 x
Fixyy(z,y) / / f(u dvdu—/ / —dvdu—g/ y—udu =
0
u?

_ x? Qxy—:c
_Sy“ 2 _sy 2| T 16

» Para0<zx<4yy>4:

F(X,Y)($7y):/ / f(u dvdu-/ / —dvdu—g/ 4 —udu=
1 u?

| 8z — 22
B dr— | = .
8[“ 2}0 8{33 2} 16

m Paraz>yyO0<y<4:
Ty v v 1 (v
Fixy)(z,y) = / / f(u,v)dvdu-/ / —dudv——/ vdv =
’ —00 J o0 o Jo 8 8 Jo
_1 1]2 y_l y2_y2
82, 8 2 16

» Parax >4yy >4

Hemos visto anteriormente que F(xy)(z,y) = 1.

Por tanto,

(0, <00y <0,
2ay — 22
—, <2z <y<4
o 16, reyss

Fiey(z,y) = 331_696, O<z<dyy>4
2
Yy
— Z 0< 4
16’ rTz2yYy y <
L1 r>24yy=>4

2. Probabilidad de que en una semana se venda mas de la tercera parte de los
litros de que se dispone al comienzo de la misma.

En este caso, nos piden calcular P[X > Y/3]. Para ello, representamos la recta
y = 3x y nos quedamos con la region que queda por encima de esta recta:
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Tenemos que integrar f(z,y) en la regién coloreada:

Sx
PIX >Y/3] = / / —dydx—i—/ / —dydr =
4/3 Jx
4/33 _ 1 4/3 1 4
:/ x xdx+/ d:pz—/ Zxd:L‘—l——/ 4 —xdr =
0 8 4/3 8 8 0 8 4/3
4

s 1 2 1716] 1 16 16 16
T P el T T T
o+ 8{”“" 2}4/3 8[9 T3 2 31

3. Si en una semana se han vendido 3,000 litros de gaséleo, ;cudl es la probabi-
lidad de que al comienzo de la semana hubiese entre 3,500 y 3,750 litros de
combustible?

En este caso, nos piden:

PB5<Y <375 X =3 = " Fyix—s(y) dy.
3,5
Veamos el valor de fy|x—3(y):
frix=3(y) = —f(Xfi)g)’ v)
Calculemos por tanto la marginal de X:
@ = [T reaa= [ a= =15

Por tanto, tenemos que:

_JanBy) s
P =5 @~

Por tanto, la probabilidad pedida es:

3,75
PB35<Y <375|X=3= / ldy = [y]ys = 3,75 — 3,5 = 0,25.
3,5

Ejercicio 7.2.6. Sea (X,Y’) un vector aleatorio continuo con funcién de densidad

flxz,y) =k, (z,9) €R,

siendo R el rombo de vértices (3,0); (0,2); (=3,0); (0,—2). Calcular k para que f
sea una funcién de densidad. Hallar las distribuciones marginales y condicionadas.
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Representamos en el plano cartesiano el rombo R:

Para que f sea una funcion de densidad, tenemos que:

“+o0 +oo
/ f(z,y)dedy = 1.

Calculamos solo la integral en el primer cuadrante, ya que la funcién es simétrica.
Para ello, calculamos la integral en el tridngulo de vértices (0,0); (3,0); (0,2). La

recta que une los puntos (3,0) v (0,2) es y = ~2/3z + 2. Por tanto, tenemos:
+oo  poo 3 p2/3x42
1:/ f(a:,y)dxdy:/f(x,y)dxdy:él-/ / kdydr =
—o0 oo R 0 0

31 9 1 3 1
:4k-/ —Zrx+2|de =4k |-Z -2+ 22| =4k |—-=-946| =4k-[-3+ 6] = 12k.
o | 3 3 . 3

Por tanto, tenemos que k = 1/12. En este caso, vemos que ademas f(xy) es no
negativa e integrable.

Calculemos ahora la distribucién marginal de X. Distinguimos:

m Siz<-30z>3:

+oo

fx(x) = f(@,y)dy = 0.

—00

s Si—-3< <0

En este caso, tenemos que:
2 2
-3 z—2<y< 3

Por tanto, tenemos:

400 2/3-242
fx(fv)z/_ f(x,y>dy=/ Lay=L a2 (2sr-2)=

0o —2/3.x—2 12 12
1 4 4 T n 1
12 |3 9 3
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s Si0< 2 <3

En este caso, tenemos que:

2 2
—r—2<y< ——- 2.
3 T Y 3 T+
Por tanto, tenemos:
+oo —2/3-x+2 1 1
fr@) = [ tewdy= [ Gdy= 5 Fsa 2= (o - 2) -
—0o0 2/3.2—2
1 4 a x . 1
= — - |—— -2 — —.
12 3 9 3

Por tanto, tenemos que:

0, r<-—-3o0x =3,
z 1 <
k@ =19t —3se<,
x
—Z 42, 0<a<3.
5 3 v

Calculemos ahora la distribuciéon marginal de Y. Distinguimos:

» Siy<—2o0y>2:

+00
frly) = fz,y) de = 0.
s Si—2<y<0:
En este caso, tenemos que:
3 3
—.y—-3<r<=.
5 y—3<«x 5 y+3
Por tanto, tenemos:
+o00 3/2.y+3 1 1
frly) = ﬂxwdxz/} Sdv=—[Pry+3-(F2y-3)]=
e ~3jpy—3 12 12
vty 1
T3 ity

= Si0o<y <2

En este caso, tenemos que:

Por tanto, tenemos:
73/2.y+3 1

7 ( )_— ’(l' )d.’]) ——/ _dm—i [—3/2 +3_(3/2 _3)]—
y\Y - Y Yay—3 12 12 Y Yy

. y/2 + 1 B Yy 1

I ; I + 2'
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Por tanto, tenemos que:

07 y<—20y>2>
y 1
y 1
—=4+ -, 0<y<2.
4+27 y

Calculemos ahora las distribuciones condicionadas. Dado z* € |—3, 3|, tenemos:

1 1
* — —, =3 <2*<0,
et y) 12 w41 v
Fix=eW) = =73~ =19 1 1
fx(x*) —— 0L * <3
12 —2/9+1/3
Por otro lado, dado y* € |—2, 2[, tenemos que:
1 1
* - 3 _2 < * < O,
fan(@y) )12 a1 Y
fxyy=y () = =———<—={ 1 1
Ty (y*) _. . 0<y <2
12 —y/a+1/2

Ejercicio 7.2.7. Sea (X,Y’) un vector aleatorio continuo con funcién de densidad
flay) =k, 2*<y<l,
anuldndose fuera del recinto indicado.

1. Hallar la constante k para que f sea una funciéon de densidad.

Representamos en el plano cartesiano el recinto en el que la funcién de densidad
es no nula:

Para que f sea una funcién de densidad, tenemos que:

+oo +00
/ f(z,y)dvdy = 1.
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Tenemos por tanto que:

+o00 +o0 1
1—/ fxy)d:cdy—//kdydx—k;/ []gljgdm:k-/ 1—a2?de =
-1 Jaz? -1
2] e o e b
3], 3 3 3] 73

Por tanto, tenemos que k = 3/4. En este caso, vemos que ademds fx,y) es no
negativa e integrable.

2. Calcular la funcion de distribucién de probabilidad.

Distinguimos casos:

» Siz<-1 o y<0 o =z€]-1,0] y y<z? (zona Ry):

x y
Fixy)(z,y) = / / f(u,v)dudv = 0.

» Siz? <y <1 (zona Ry):

Fixyy(z,y) / / f(u,v) dvdu-/ / —dvdu = - / [y—uQ] du =
VU w 4 =%
3 y*?
4{ 3 —vi 4 3 3

3 2
—z{w—gw'y@]-

» Siy>1yaxe]|-1,1[ (zona Rs):

T Yy T 1
F(X,y)(x,y):/ / f(u,v)dvdu:/ / gdvdu—zf [1—v’] du=
—o0 J —o0 —1Ju2 1
4 3], 4 3 3] 4 3 3]
» Size]0,l] y 0<y<a? o z€]l, ool vy y€]0,1] (zona Ry):

N
Fixyy(z,y) = / / fuvdvdu-/ / —dvdu = - / [y—uz] du =
VY VY

=4{yu—u§3}ﬂ :%[y\/' - S/Q}Z.W?

VY

» Siz>1yy>1(zona Rs):

F( )($ y) 1.
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Por tanto, tenemos que:

(

0, r<-loy<0oze€]|-1,0] yy<a?
3 59 ,
— oy — — + - <y<1,
4Fy 3-+3y¢ﬂ7 ¥ <Y
Fixyy(z,y) =143 _13_3 2 > 1 -1.1
Y\/Y; zel0, 1 yo<y<a?oxr>1lyyel01]

r=zlyy=>1

\

3. Calcular P(X >Y).

Para calcular P(X > Y), representamos la recta y = x y nos quedamos con la
regién que queda por debajo de esta recta. Tenemos entonces que:

1 pz 1 2 371
3 3 3
P(X}Y)://—dydx:—/ [x—a:Q]dx:— S -
S3 1 1 3 3-2] 31| 1
402 3] 4] 6 | 4]6] 8
4. Calcular las distribuciones marginales.

Para x € |—1, 1], tenemos que:

+o0o 1 3 3 1 3 5

Jx@)= | fley)dy = =gl =127

Para y € ]0, 1], tenemos que:
oo V¥ 3 3 3 3
_ _ Q4 2wy 2 _ 2
p = [ a1 Q== Fvi il = 500
5. Calcular las distribuciones condicionadas.
Dado z* € |—1, 1], tenemos que:
faxv) (@, y) 3/4 1

fY'X:a}*(y) = Fx (@) = 3/4[1 — (%)2] - 1— (x*)z

Dado y* € 10, 1[, tenemos que:

fX|Y:y*(ZL‘):f(X’Y)('T’y*)_ 841

) VY 2V

Ejercicio 7.2.8. Sea k € R. Consideramos la funcion de densidad de probabilidad

El2+1|, 0<az<l,-1l<y<l,
f@w)Z{ 2+
0, en otro caso.

Calcular:
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1. La constante k para que f sea una funcién de densidad.

Para que f sea una funcion de densidad, tenemos que:
+oo +00
/ f(z,y)dvdy = 1.

Tenemos por tanto que:

+o0 +o00 1 1 1 9 1
1=/ f(%y)dmdy://k[ﬁntl] dxdka/ ool =
—00 —00 ~1Jo 2 1 4 0

1 2 1
Y Yy 1 1 1
=k | | dy=k —k|-t1-(—1)| =2k =k ==
/_1[4+] Y {8“’]1 [8+ (8 )] = k=3

Veamos ahora que, para dicho valor de k, f es no negativa. Para ello, tenemos
que:

—2
flz,y) 20<=zy> 2<—=y>—
x

Esto dltimo es cierto, ya que z €]0, 1] e y €] —1, 1[. Por tanto, f es no negativa.
Ademas, es integrable, por lo que f es una funcién de densidad.

2. La funcién de distribucion de probabilidad.

Representamos en el plano cartesiano la region en la que la funcién de densidad
es no nula:

Rs

&

Ry

Distinguimos casos:

» Siz<0 o y<—1(zona Ry):

x oy
Fixy)(z,y) = / / f(u,v)dudv = 0.
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» Size]0,1] yye]|-1,1[ (zona Ry):

Y1
Fixyy(z,y) / / fuvdudv—// uv+1 dv du =

v v w? oy u 1
= —+ | du= —+———+—du:
/0 {8 2}1 0 8 2 8 2
u?y? oy U uwl® 2%y wy 2? x
= |:_+§U——+—:|O?+7—E+§.

» Size]0,1] yy>1 (zona R3):

1 ruv
Fixyy(z,y) //fuvdudv—//_lé[gle}dvdu:
T v v Tu 1 u 1 £
-/ %;+ﬂ]dulﬂg+é‘<é‘ﬁd”i41“—”

» Siye]-1,1] y = > 1 (zona Ry):

x y 1 y 1
Foor(a,y) = / Fluyv) dudo = / / ] dudu -
0 —1

1 2 y 1,2
1
_ [ﬂ+2} e [y w1
o L8 2] , 8 2 82
u?y? oy woou]t o oy T
_[16 +§“_E+§L_E+§+1—6
= Siy y x> 1 (zona Rj)
Fixy(z,y) =1
Por tanto, tenemos que
(0, r< 0oy < —1,
22 gy 22 01
kA ~1,1
6 T3 gty telhyyel-11f,
Fixyy(r,y) = {7, rel0 1] yy=>1,
2
y. oy 7
LA S 1,1 > 1,
5t 1 yel-L1[yz
(1, yzlyz=>l
3. Las distribuciones marginales.
Para z € |0, 1], tenemos que:
+00 1 2 1
1 12y 1 |zy 17 T
7 = [ =[] et
fx(2) . flz,y)dy /_12 5 Tl dy 2{4 +y}_1 AV
Para y € |—1, 1], tenemos que:
+o00 1 2 1
1 ray 1 [x7y 17y
_ ) dz = _[_ 1}d:—— :_[_ 1]
o) = [ seate= [ [F ] demg [ ea] <5+
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Ejercicio 7.2.9. Sea (X,Y") un vector aleatorio bidimensional continuo, con funcién
de densidad de probabilidad

kE, 0<z+y<lly<l,0<z<1,
flz,y) =

0, en otro caso.

Responder a los siguientes apartados:

1. Hallar la constante k para que f sea una funcién de densidad de probabilidad.

Para que f sea una funcion de densidad, tenemos que:
+oo +00
/ f(z,y)dedy = 1.

Tenemos por tanto que:

1 pl-a 1 1 1
1:// kd:pdy:k:/ [y]l_xxdx:k:/l—xjtxdx:kz/ lde =k
0 J-a 0 0 0

Por tanto, tenemos que k = 1. En este caso, vemos que ademds f(x,y) es no
negativa e integrable.
2. Calcular la funcion de distribucién de probabilidad.

Dividimos el plano cartesiano en las distintas regiones:

Y

R
Rs s

Ry Re
Ry X

_1{ Rd

Rs

Distinguimos casos:

» Siz<0 o z+4y<0 (zona Ry):

Fixy)(z,y) / / f(u,v)dudv = 0.

» Sizel0,l] vy wye]0,l] y z+y<1 (zonaRy):

Fux (@) //fuvdvdu—//1dvdu—/[v]yudu:

= du = — dl
/Oy—i—uu [yu+2]0 xy+2
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» Sizel0,1] vy |-1,0] vy x4y >0 (zona Ry):

Fixy)(z,y) //fuvdudv_//1dvdu—/[v]y_udu=
-

=/ y+udU—{yu+ } —:cy+——y( y) -
. 2|, 2

v
2

Py ()
2 2
» Sizel0,l] y ye€]0,1] y x+y>1 (zona Ry):

z y
F(X,Y)(%?/):/ / f(u,v) dudv =
75.3@/ 70; x 1—u T 0
:/ / 1dvdu+/ / 1dvdu—|—/ / 1dvdu =
0 0 1-y JO 0 —u
1-y T T
:/ ydu+/ 1—udu+/ wdu =
0 1—y 0
277 21T
= [qulX™Y _w o
[yul, ™ + {u 2Ly+ {QL

Zy(l—y)+(:v—;;z)—(1—y—%)+;;z:

-y _ 2 (1—y)?
2

=y—y+r—1+y+

(1-y)p?
2

» Size]0,1] y ye€]l,o00] (zona Rj):

Fixy)(z,y) / / f(u,v) dudv—// ldvdu =
—/ [v]ludU—/ 1—u—|—udu-/ ldu=x.
0 0 0

» Size]l,oo] y y€]0,1] (zona Rg):

oy
F(X,Y)(Ji,y)z/ / flu,v) dudo =
I-y 1—u
// 1dvdu+/ /1dvdu+/ / ldvdu =
1-y

= udu+/ ydu+/ l—udu=
0 0 1-y

_ {“ﬂl+ s + {u— “ﬂl _

1-y

Z%—l—y(l—y)—i-l— —[1—y—w]:
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» Size]l,oo] y ye€]-1,0] (zona Ry):

F(X,Y>(x,y)=/_x /_y Flu,v) dudv =

1y 1 1
:/ / 1dvdu:/ [v]?., du:/ y+udu=
-y J—u -y -y
1

u? 1 2 2+1
Z{yuvL—} —yt-+y L=y
-y

2 2 2 2

» Size]l,oo] y y€]l,00] (zona Rg):

oy
F(X,Y)(‘xay):/ / f(u’7v)dUdU:1

Por tanto, tenemos que:

0, r<0o0x+y<0, (Rs),
2
Ty + 5 re)0,1[yyel0, 1 yz+y<1, (),
2
I el vyl 10l y ety >0, (R)
(1—y)?
T € 07]- € 071 + 217 R )
F(X,Y)(%y): x B x ] [yy ] [yx Yy (4)
z, S ]071[ Yy = 17 (R5)7
(1-y)?
1— 92 ) LCE]LOO[ ny]O,l[, (RG)a
2
+1
y+Io—  wellool yyel-L0[, (R).
\17 Q?E]LOO[ yy> 17 (RS)

3. Calcular las distribuciones marginales.
Para x € )0, 1], ya que la funcién de densidad es constante, tenemos que:

+oo 1—x

Ifx(z) = f(x,y)dy:/ 1dy:[y]:z:1—x—|—:c:1.

—00 —T

Para y € ]0, 1], ya que la funcién de densidad es constante, tenemos que:
400 1—y .
fry) = f(:v,y)dazz/ lde =[] ¥ =1—y.
0

—00

Para y € |]—1,0], ya que la funcién de densidad es constante, tenemos que:
+oo 1 .
)= [ = [ rde=l, =14y,
oo —y
Por tanto, tenemos que, para y € |—1,1[:

fry) =1~y
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4. Calcular las distribuciones condicionadas.

Dado z* € |—1, 1], tenemos para y € |0,1[, 0 < z* +y < 1:

Fyix—a-(y) = M — 1 -1

fx(.]?*) 1
Dado y* € |—1, 1], tenemos para « € ]0,1[, 0 < z + y* < I:

. f(X,Y)(%?J*) . 1
R ¥ O B e

Ejercicio 7.2.10. Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional continuo, con dis-

tribucién de probabilidad uniforme sobre el tridngulo de vértices (0,0); (0,1); (1,1).
Determinar:

1. La funcién de densidad de probabilidad.

Veamos en primer lugar el tridngulo en cuestion:

Y
Ry Rs

Ry
Rs
Ry

La funcién de densidad de probabilidad es constante, por lo que:

k, ze€[0,1],x<y<1,
flz,y) = D
0, en otro caso.

Para que f sea una funcién de densidad, tenemos que:

+oo  pHoo 1 rl 1
1—/ f(x,y)dacdy—/ / kdydx—k/ [y]idx:
—00 —co 0 T 0
1 271
1
:k:/ 1—:vda::k:{x—x—} :k<1——>=§:>k;=2.
f 2 |, 2) " 2

2. La funcién de distribucion de probabilidad.

Distinguimos casos:
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Siz<0 o y<0(zona Ry):

Fixy)(z,y) / / f(u,v)dudv = 0.

Siz€]0,1] y x<y<1 (zona Ry):

Fixyy(z,y) / / f(u,v) dudv—/ / 2dvdu-/ 2(y — u) du

Q[yu—g}o—Q(ajy—E) = 2ry — a°.

Siye]0,1,00] y x>y (zona R3):

v o1y y
Fixyy(z,y) / / f(u,v) dudv = 2dvdu:/ 2(y —u)du
0

2 2

Yy Yy 2
=2 —— | =2(P - ) =21 =2
[yu 2}0 (y 2) 2 y

Size]0,1] y =1 (zona Ry):

Fixy)(z,y) //fuvdudv—//2dvdu—/2(1—u)du

i3] ws

Siz,y > 1 (zona Rs):

Fixy(z,y) =1
Por tanto, tenemos que:
(
07 $<00?J<O,(R1)7
2oy —x?, x€]0,1] yz <y <1, (Ry),
Faw(z,y) = 97, y €01 y >y, (Rs),
20 — 2, w€l0, 1] yy>1,(Ra),
\17 fEa?J? 1a(R5)

3. Las distribuciones marginales.

Para x € ]0, 1], ya que la funcién de densidad es constante, tenemos que:

+o00 1
frla)= [ fdy= [ 2dy =200 =20 - a)
Para y € ]0, 1], ya que la funcién de densidad es constante, tenemos que:
+0c0 Y
)= [ sepdo= [ 2d0 =20 =2,
—00 0
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4. Las distribuciones condicionadas.
Dado z* € |0, 1], tenemos para y € |0, 1], 2* <y < 1:
foeyy (@™, y) 2 1

Free W) = = T T ) 1o

Dado y* € ]0, 1], tenemos para z € |0, 1], x < y* < 1:

 fan(my) o2 1
B PO

Ejercicio 7.2.11. Sea (X,Y’) una variable aleatoria bidimensional con distribucién
uniforme en el recinto

C={(r,y) eR* 2> +4* < L,z >0,y > 0}.
Calcular:

1. La funcion de densidad conjunta.

La funcién de densidad conjunta es constante, por lo que:

E, 224+ <1l,2,y=>0
flz,y) =
0, en otro caso.

Para que f sea una funcion de densidad, tenemos que:
+00 400
1=/ [z, y) dz dy

Hay dos opciones:

Integrando de la forma usual: Es necesario que:
1 /=22 1
1:// kdydx:k/ V1 —2a?2dx
0o Jo 0

Haciendo el cambio de variable x = sen(t), tenemos que:

= s E]_ 2t
1:k/2008(t)COS(t)dt:k/QCOSQ(t)dt:k/z %S()dt:
0

0 0

[t sen(Zt)%_ T 4
’“{TT} =k |7 =k="

Razonando la forma de C': Sabemos que C' es un cuarto de circulo de radio
1, por lo que su area es 7/4. Por tanto, tenemos que:

T 4
1:/Cf(x,y):k:/clzk-)\(C):k-ij——.

™
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2. La funcién de distribucién conjunta.

Dividimos el plano cartesiano en las distintas regiones:

Y
Ry Ry

Ry Rs

Ry

Distinguimos casos:

» Siz<0 o y<0(zona Ry):

z  ry
Fixyy(z,y) = / / f(u,v)dudv = 0.

» Sizel0,1] y ye€]0,v1—a?[ (zona Ry):

» Sizel0,1] y ye]v1l—2a?1][ (zona Rs):

€z Y
F(X,Y)(l’,y)z/ / Flu,v)dvdu =
1-y? @ Vima? y
/ / —dvdu—l—/ / —dvdu =
0 M 0 ™

\ 1—y2 T 4
—/ éyalu—i—/ —V1—u?du
0 Vi-g2 T

Para resolver la segunda integral, hacemos el cambio de variable dado
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por u = sen(t), du = cos(t)dt:

arcsen(x)

4 4
Fixy)(z,y) = —yv1—y*+ —/ cos?(t) dt =
T T Jarcsen(y/1—y2)
4 4 arc sen(x) 1 9
=y 1—y2+—/ —+C;)S( ) gt —
T arcsen(y/1—y?)

4 4Tt sen(2t)]¥esen@
T v

2 4 arcsen(4/1—y?)
4 4 |arcsen(x sen(2 arcsen(x
7 T 2 4
arcsen(y/1 —y?) sen(2arcsen(y/1 — yQ))]
2 4

Veamos cudnto vale anteriormente sen(2 arcsen(x)) para cierto x € R:
sen(2arcsen(z)) = 2sen(arcsen(z)) cos(arcsen(z)) = 2xvV'1 — x2.

Por tanto, tenemos que:

4 4 [arcsen(x 221 — x2
Fixyy(x,y) = —yV/1—y2 + = ( )+ -
T 7 2 4
arcsen(y/1 —y?)  2y/1—y>\/y?
2 4

4 2 2
= —yy/1 —y?+ —arcsen(z) + —xV1 — 22—
m m m
2 2
— —arcsen(y/1 —y?) — —yv/1 —y2 =
7r

™

2 2 2 2
= —yy/1 —y>+ —arcsen(z) + —xv1 — 2?2 — —arcsen(/1 — y2)
T m m

™

» Size]0,1] y y=1(zona Ry):

B Y z  pV1—u2 4
F(X,Y)(%y) :/ / f(U,v)dvdu:/ / —dvdu =
—o0 J —00 o Jo ™

4
:/ —V1—u?du
0 T

Para resolver la integral, de nuevo hacemos el cambio de variable dado
por u = sen(t), du = cos(t)dt:

4 arcsen( ) 4 arcsen(m) 1 2t
Fixyy(z,y) = —/ cos?(t) dt = _/ +#S()dt _

t sen(2t)]™@ 4 Tarc sen(:r;) sen(2 arcsen(r))
— + — —
2 4 s 4

4
T
4 2 V1—22 2
— [arc szn(m) ’ ’ } —arcsen(z) + —zv1 — 22
T T
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» Siyel0,1] y «>1 (zona Rs):

Para resolver la segunda integral, de nuevo hacemos el cambio de variable
dado por u = sen(t), du = cos(t)dt:

Fua(e.0) = Syl 4 2 [ 2(t)
X\ Y) = —yu - COS =
( : n ‘ T Jarcsen(y/1—2)
4 4 [T 1 2t
_4, 1_y2+_/ L cos@h) 4y
m arcsen(y/1—y2) 2

4 4Tt sen(2)]™?
=—yy/1—9y’+— |-+ ( )}
s T

2 4
4 |7/2  sen(m) arcsen(y/1 —y?)

A Ay n
-7 LA R A 2

B sen(2 arc sen(ﬂ))] _

arcsen(y/1—y?)

4
=—yy/1—9y?>+1— —arcsen(/1 —y?) — —y/1—9y%? =
T T T
2 2
=—yy/1—y?>+1— —arcsen(+/1 —y?)
™ T
» Siz,y>1 (zona Rg):
Fixy)(r,y) = 1.
Por tanto, tenemos que:
0, (z,y)
rzy. (z,y)
F 2n [y\/ 1 —y?2+2v1—2%—arcsen(y/1— yQ)] , (z,y) € R3
T,y) =
(X,Y)( y) 2/ [arc sen(z) + x4 /1 — xz‘} : (z,9)
2 [?J 1—y2+“/2—arcsen(\/1—y2)} : (z,y)
(z,y)

(L

3. Las funciones de densidad marginales.

Para x € [0, 1], ya que la funcién de densidad es constante, tenemos que:

oo Visa?y 4 ;4
fx(z) = f(as,y>dy=/0 L=ty toiee

™ ™

—0o0
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Para y € [0, 1], ya que la funcién de densidad es constante, tenemos que:

+oo

fyr(y) = f(x,y)d:rz/ 4

—0o0

1—2

1—y2 . 4
(] T

4. Las funciones de densidad condicionadas.
Dado z* € [0, 1], tenemos para y € [0, /1 — (*)2]:

 fan(@hy) 4/
fY|X:J3* (y) - fX(m*) -

1
ST VIS

Dado y* € [0, 1], tenemos para = € [0, /1 — (y*)?]:

f(X,Y) (% y*) 4/7r

1
Moy A e VIS W)

Fxpy=y-(2) =
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7.3. Vectores Aleatorios. Parte 2
Ejercicio 7.3.1. Sea la funcién de densidad del vector (X,Y’) dada por:

Ty
k[—+1} O<ao<l, —l<y<l,
f(l‘,y)Z{ 2
0 en otro caso.

Se considera la transformacion Z = X — Y, T = X + 2Y. Hallar la funciéon de
densidad de probabilidad conjunta de la variable transformada (Z,T).

Buscamos en primer lugar el valor de &:

+o0 +o0 1 1
1=/ f(fff,y)dxdy=/ / k[@—Fl} dy dx =
—00 —00 0 -1 2
1

LT gy Loy .
—k:/o {Tw}_ldx_k/o [ZH—ZH} dx =

1
1
:k:/ 2dx:k[2x]3:2k;:>k:§
0

Definimos ahora la funcién:
g: R? — R?
(X,)Y) — (Z,7)=(X-Y,X+2Y)

Para obtener ¢!, buscamos obtener X,Y en funcién de Z,T":

Z/=X-Y _
{ ’}:>Z—T:—3Y:>Y:¥:>X:ZZ+T

T=X+2Y. 3
Por tanto, tenemos que:
gt R? — R?
(2, T) — (X,Y)= (

2 +T T—Z)

3 7 3
Tenemos que todas las componentes de g~! son derivables:
) = T =
g—g(z, T) = —1/3, Z—?(Z T) =15
Ademas, tenemos que:
det g~ (2,1) = 2{;’3 zz =52 H = @ (D) =5 =340 V)R

Por tanto, (Z,T) = g(X,Y) es un vector aleatorio continuo. Buscamos ahora la
funcién de densidad de probabilidad de (Z,T):

224+t t— =z _
f(Z’T)(Z,t) = f(ny) ( 3 , 3 > . |det Jg 1 (z,t)| =

1 13252 1 [(2z4t)(t—2) 22+t t—2z
S| 21 = 1| 0< <1, -1<—"<1
3 2[ +} 6[ +} 3 ’ 3 ’
0

2 18

en otro caso.
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Por tanto, la funcién de densidad de probabilidad de (Z,T) es:

1 [(22 +t)(t — 2)
f(Z,T) (Z, t) = 6 18
0 en otro caso.

—1—1] 0<2z+t<3, —-3<t—2<3,

Ejercicio 7.3.2. Sea (X,Y’) un vector aleatorio bidimensional con funcién de den-
sidad de probabilidad

exp(—z —y) x>0, y>0,
flx,y) = { (
0 en otro caso.

Calcular la funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria Z = X +2Y,
a partir del calculo de la densidad de probabilidad conjunta de la variable aleatoria
bidimensional transformada (Z,T), siendo Z = X +2Y, y T =Y.

Definimos la transformacién:

g: R? — R?
(X,)Y) — (Z,T)=(X+2Y,Y)

Para obtener ¢!, buscamos obtener X,Y en funcién de Z, T

Z=X+tov| _ [x=z-or

Por tanto, tenemos que:

g': R — R
(Z,T) — (X,Y)=(Z-2T,T)

Tenemos que todas las componentes de g~! son derivables:

0X 0X
a—Z<Z, T) - 1, a—T(Z, T) - —2,
oY oY

Ademas, tenemos que:

det Jg~'(z,t) = ’1 —2

_ 2
0 1‘—17&0 V(z,t) € R

Por tanto, (Z,T) = g(X,Y) es un vector aleatorio continuo. Buscamos ahora la
funcién de densidad de probabilidad de (Z,T):

f(Z,T)(th) = f(X,Y)(Z - Qtat) : ‘det Jg_l(zvt)‘ =
B {exp(—(z —2t) —t)=exp(—z+1t) z—2t>0,t>0,

0 en otro caso.
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Finalmente, hallamos la marginal de Z. Para todo z > 0:

—+00

+00
fZ(Z) = f(Z,T)(Z, t) dt = / eXp(—z + t) dt =
0

2/2
= / exp(—z+t)dt =e* [exp(t)]g/2 =e” [ez/z —1]
0

Por tanto, la funcién de densidad de probabilidad de Z es:

e~ e — z
h@:{ [e2 =1] z>0,

0 en otro caso.

Ejercicio 7.3.3. Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional con funcién de den-
sidad de probabilidad

E 0<z<l O<y<l,
f(z,y) =
0 en otro caso.

1. Calcular k para que f sea funcién de densidad de probabilidad de un vector
aleatorio continuo (X,Y).

Para que f sea funcion de densidad de probabilidad, necesitamos que:

400 400 1 1 1
1=/‘ f@yﬂmw:k/o/dwm:k/]dm:kMé:h
—00 —00 0 0 0

2. Calcular la funcién de densidad de probabilidad conjunta del vector bidimen-
sional (Z,T) = (X+Y,X =Y.

Definimos la transformacién:
g: R? — R?
(X)Y) — (Z,T)=(X+Y,X-Y)

Para obtener ¢g—!, buscamos obtener X,Y en funcién de Z, T

Z+T

Z=X+Y, A=

T=x-v.[ Z-T

- ' Y =—.

2
Por tanto, tenemos que:
gt R? — R?
Z+T Z-T
o — - (HLET)

Tenemos que todas las componentes de g~! son derivables:

0X 0X

a_Z(Z’T):l/Z’ a_T(Z’T):l/Z’
oY oY .
a—Z(Z, T) = 1/2, a—T(Z, T) = = /2.
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Ademas, tenemos que:

1y 1/ :i
1/2 —1/2 22

Por tanto, (Z,T) = ¢g(X,Y) es un vector aleatorio continuo. Veamos el valor
de g(X,Y) para X,Y € [0,1]:

1 1

det Jg~'(z,t) = 1 1

‘:%@44):——:—-%0 V(z,t) € R%.

t —1
g(X,Y):{(Z,t)€R2|O<%<1, 0<ZT<1}:

={(z,t) eER*|0<z+t<2, 0<z—t<2}

Vedmoslo graficamente:

S T 7O:Z+t
27 - 2=z+t
R —0=2z—t
N ——-2=z—t
L XY
L / Z
-1 1 2
—1 +

Buscamos ahora la funcién de densidad de probabilidad de (Z,T):

2+t z—1
2 )

fizm(z,1) = fixy) ( > |det Jg7' (2, 1) =

(z,1) € g(X,Y),

en otro caso.

1
k.=
2

0

Por tanto, la funcién de densidad de probabilidad de (Z,T) es:

1

- 0<2z24+1t<2, 0<2z—-1t<2,

fzry(z,t) =42
0 en otro caso.

3. Determinar las funciones de densidad de probabilidad marginales del vector
transformado (Z,T).

Para z € [0, 2], tenemos que:

+o0

fZ(z) = f(ZyT)(Z, t) dt

—00

Los limites de integracién los vemos claros en la grafica anterior. Distinguimos
en funcién del valor de z:
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» Si z € [0, 1], entonces:

» Siz € [1,2], entonces:

fz(z):/_j%dt:%[t]i3:%(Q—z—(z—Q)):%(4—22):2—2.

Por tanto, la funcién de densidad de probabilidad de Z es:

z 0<z<1,
fz2(2) =¢2—2 1<z2<2,
0 en otro caso.
Para t € [—1, 1], tenemos que:
+00
fr(t) = fizr)(z,t)dz

Los limites de integracién los vemos claros en la grafica anterior. Distinguimos
en funcién del valor de t:

» Sit e [—1,0], entonces:

2+t
fr(t) =/ Lo = % (24 = %(2+t— (—t)) =1+t

fT(t):/t —dz:%[z]?‘t:%@—t—t):l—t.

Por tanto, la funcién de densidad de probabilidad de T es:

1+t —-1<t<0,
frt)=<1—-t 0<t<1,
0 en otro caso.

4. Determinar la funcién de distribucién de probabilidad de X/y y XY
Definimos la transformacién:

g: Rt xRt — RT xR"
(X,Y) — (Z,T)=(¥/y,XY)

Para obtener ¢!, buscamos obtener X,Y en funcién de Z,T"

{Z:X/y,} . {X:ZY:\/ﬁ,

T=XY. Y =+/T/z.
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Como X,Y > 0, entonces Z,T > 0, por lo que la inversa esta bien definida.

gl: R xRt — R*xR*

(Z.1) v (X,Y)=(VZT,\/T/2)

Tenemos que todas las componentes de g~! son derivables:

8_X(Z7T): r _ \/T7 6_X(Z7T):£7
0Z WZT 2/Z oT 2vT
oY — 2 VT oY 1 1

AW AT N, ar 41 =5 7, 2WITZ

Ademas, tenemos que:

VT VZ
1 1 1
det Jg~(2,1) = 2{/77 2\{7 =t =2->0  V(5t) ERTXR
27VZ 2TZ

Por tanto, (Z,T) = g(X,Y) es un vector aleatorio continuo. Estudiamos ahora
el conjunto g(X,Y):

g(X,Y):{(z,t)eR+xR+yO<\/ZT<1, O<\/T/Z<1}:
={(z,t) eER" xRT[0< 2T <1, 0<T < Z}

Veamos el conjunto g(X,Y') graficamente:

T 0=2T
21 —1=27T
L 0=T
1,1 — =7
L 1) g(X,Y)
| ] - Z
1 1
1

Buscamos ahora la funcién de densidad de probabilidad de (Z,T):

Jimy (1) = fixy (VZT,/T]2) - [det Jg ™ (2,1)] =

(2,1) € g(X,Y),

=<K 2z
0 en otro caso.
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Por tanto, la funcién de densidad de probabilidad de (Z,T) es

1
— 0<2T <1, 0<T < Z,
0 en otro caso.

Para obtener la funcién de densidad de probabilidad de Z = X/y, tenemos
que:

+0o0o
fz(z) = fizr)(z,t) dt

—00

Los limites de integracién los vemos claros en la grafica anterior. Distinguimos
en funcion del valor de z:

= Si z €]0, 1], entonces:

.11

» Siz € [1, 400, entonces:

V2 1 1
= l/z = —
f2(2) /0 2z 2. = 2z g 222

Por tanto, la funcién de densidad de probabilidad de Z es:

(1 1
— <z <
2 S
fz2(z) =4 1
g 1< Z,
0 en otro caso.

\

Para obtener la funciéon de densidad de probabilidad de T" = XY, tenemos
que:
+00

fT(t) = f(Z,T) (Z, ’lU) dZ

—00

Los limites de integracién los vemos claros en la gréfica anterior. Para ¢ € |0, 1],
tenemos que:

n (/1) = n(#)] = 5 [In(1) = 2In(#)] = —In(?)

[\.')Ib—
[\')IH

14
Frt) = [ gz =5 ) -

Por tanto, la funcién de densidad de probabilidad de T es:

Folt) = {—ln(t) 0<t<l,

0 en otro caso.

Una vez tenemos ambas marginales, es facil obtener la funcién de distribucion
de cada una. Respecto de Z, distinguimos en funcién del valor de z:
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= Si z €]0, 1], entonces:

Por tanto, la funcién de distribucién de probabilidad de Z = X/y es:

z
= O<z<xl1
2 b
Falz) = 1 ! 1<
2z %
0 en otro caso.

\

Respecto de T', para t € |0, 1], tenemos que:

/fT t)dt = / —In(t)dt = — [tIn(t) — 1]} =

= —tn(t )—i—t—l—hmtln( )= —tln(t) +1¢

Por tanto, la funcién de distribucion de probabilidad de T'= XY es:

0 t <0,
Fr(t)=< —tln(t)+¢t 0<t<1,
1 1<,

5. Determinar la funcién de distribucion de probabilidad de max(X,Y), y del
min(X,Y).

Dado x € R, tenemos que:

Pmax(X,Y)<z]=P[X <z,Y <z]=P[X,Y) < (z,2)]

Calculamos por tanto dicho valor sabiendo f(x y). Para z € [0, 1], tenemos que:
P(X,Y) < (z,2)] = / / kdydz = k/ zdr = kz[z]; = kz* = 2°
o Jo 0

Por tanto, la funcién de distribucién de probabilidad de méx(X,Y) es

0 2<0,
Fmé,X(ny)(Z) = 22 0<z< 1,
1 1<z
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Respecto del min(X,Y"), dado z € R, tenemos que:

Pmin(X,Y)<z]=1- Pmin(X,Y) > z] =1- P[(X,Y) > Z]

Calculamos dicho valor sabiendo f(x y). Distinguimos en funcién de z:

» Siz <0, entonces P[(X,Y) > z] =1
= Si0 < z <1, entonces:

p[(x,y>>z]:/:/Zlkdydx:/f/:u—z)dx:ku—z)[x]i:(1—z)2

» Siz > 1, entonces P[(X,Y) > z] =0.

Por tanto, la funcién de distribucién de probabilidad de min(X,Y) es

0 2 <0,
Fanmxy)(2) =1-P[(X,Y)>2]=¢1-(1-2)* 0<z<1,
1 1<z

6. Determinar la funcién de distribucion de probabilidad conjunta del méx(X,Y),
y del min(X,Y).

Dado z,t € R, distinguimos casos:

» Siz <t como min(X,Y) < max(X,Y), entonces:
Pmax(X,Y) < z,min(X,Y) < t] = Pméx(X,Y) < 2] = Fhaxx,y)(2)

Distinguimos en funcion de z:

0.

e Siz <0, entonces Fiax(xy)(z) =
e Si0 < z <1, entonces Fmax X,Y) (Z> =
(2) =1

e Siz > 1, entonces Fgx(x,y)

= Si z > t, entonces:

Pmax(X,Y) < z,min(X,Y) < {]
= Pmax(X,Y)

< z] — Pméax(X,Y) < z,min(X,Y) >
= Pméx(X,Y) < z

|- Pt< X <z t<Y <7]

Distinguimos en funcion de z:

e Si z <0, entonces Plmax(X,Y) < z] = 0. Ademds, t < z < 0. Por
tanto:
Pt<X <zt<Y <z

<2 =0

Por tanto, Plmax(X,Y) < z,min(X,Y) <t =0.

e Si 0 <z < 1, entonces Plméx(X,Y) < 2] = 22. Ademés, sabemos
que t < z < 1. Distinguimos en funcién de t:
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o Sit <0, entonces:

P[t<X§z,t<Y<z]://k:dyd$:k22:,22
o Jo

Por tanto, P[méx(X,Y) < z,min(X,Y) < t] =22 — 22 = 0.

o Si0<t< z entonces:

Pt< X <zt<Y <7 :/ / kdydr = k(z —t)* = (z — t)?
t t
Por tanto, tenemos que:
Pmax(X,Y) < z,min(X,Y) < t] = 2°—(2—t)* = 2 =22+ 22t —t* = 22—t

e Si z > 1, entonces Plmax(X,Y) < z] = 1. Distinguimos en funcién
de ¢:

o Sit <0, entonces:

11
P[t<X<z,t<Y<z]://kdydx:kzl
o Jo

Por tanto, Pméx(X,Y) < z,min(X,Y) <t]=1-1=0.
o Si0<t<1, entonces:

P[t<X<z,t<Y<z]:/l/lkdydx:k(l—t)zz(1—t)2
t t
Por tanto,
Pméx(X,Y) < z,mim(X,Y) < t] = 1—(1—¢)? = 1-14+2t—1* = 2t—1*
o Sit>1,t< z, entonces:
Pt<X<2zt<Y <2z]=0
Por tanto, Plmax(X,Y) < z,min(X,Y) <t]=1-0=1.

Por tanto, la funcién de distribucién de probabilidad conjunta de méx(X,Y")
y min(X,Y) es:

0 2<0VELSO0  (Ro),

22 2<tA0<z<1 (Ry),
Fmax(x,y),mfn(x,y)(Z,t) =2t -t O<t<z<l1 (R2),

20—t 0<t<1< (Rs3),

1 1<tAL<z (R

Veamos graficamente cada una de las regiones:
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2 .
T
1,5 | Ry
|
g, 05 | R
It L R2 Il Il Z
~0,5 05 1 15 2
—0,5 !

Ejercicio 7.3.4. Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional discreto, cuya fun-
ciéon masa de probabilidad conjunta se calcula como el producto de las funciones
masa de probabilidad marginales de X e Y. Las variables aleatorias X e Y se distri-
buyen segtin una Poisson con parametro A > 0. Calcular la funcién de distribucién
de probabilidad marginal del maximo y del minimo, asi como la distribuciéon con-
junta del maximo y del minimo.

Tenemos que:

P X =2Y=y|=P[X =x|-PlY =y] =
e AN eTANY B

oy
672)\/\z+y

xly!
Calculemos la marginal del maximo. Para n € N, tenemos que:

Pmax(X,Y)<n|=PX <nY <n]=P[(X,Y) < (n,n)] =

i=0 j=0
n 2”36—2)\)\1'—&-]
- 141
=0 =0 9!
ST D) DE ) SE D B
T | [
i=0 j=0 v i=0 t j=0 J

= P[X <n]-PlY <nj
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Calculamos la marginal del minimo. Para n € N, tenemos que:

Pmin(X,Y) <n]=1-Pmin(X,Y) >n|=
=1—P[X >nY >n]=
=1- P[( Y) > (n,n)] =

=1- Z Z PX=iY=j]=

i=n+1j=n-+1

i=n+1j=n+1
+ +
I S
i=n+1 j=n-+1
”f”i
i=n+1 j= n+1
=1—P[X >n|-P[Y >n]

Calculamos ahora la distribucién conjunta del maximo y del minimo. Para los
valores n,m € N, tenemos que:

= Sin < m, entonces:

Pmax(X,Y) < n,min(X,Y) < m| = Plmax(X,Y) < n]

= Si m < n, entonces:

Pméx(X,Y) <n,min(X,Y) <m| =
= P[maX(X, Y)<n|—Pméx(X,Y) <n,min(X,Y) >m] =
=Pmax(X,Y)<n|—Pm< X <nm<Y <n|=
=PX<n|-PlY<n|—Pm+1<X<nm+1<Y <n

Calculamos la probabilidad Pim+1< X <n,m+1<Y < n}:

Pim+1<X<nm+1<Y <n|]= Zn: Zn: PX =i,Y =j] =
i=m+1j=m+1
n n 672/\)\i+j
_iglj%l gl
:6_2/\ zn: zn: )\H_J =

ily!
i=m+1 j=m+1 J

n

DI I S

i=m+1 T j=mAl J!
= (PX <n] - PX <m]) (P[Y <n] - P[Y <m])
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Por tanto, la distribucién conjunta del méaximo y del minimo es:

Pméx(X,Y) <n,min(X,Y) <m| =
_ JPIX <n]-PlY <n nsm,
- | P[X <n]-P[Y <n]— (P[X <n]—P[X <m])(P[Y <n]—P[Y <m]) m<n

Ejercicio 7.3.5. Sea (X,Y’) un vector aleatorio con funcién de densidad de proba-

bilidad
2 O<z<]l, O<y<uzo,
f(w,y)Z{

0 en otro caso.

Calcular la densidad de probabilidad de las variables Z = aX +0Y, T = X/y, a
partir de la densidad de probabilidad conjunta de (Z,7T) = (aX +bY,X/y), a,b > 0.

Definimos la transformacion:

g E(ny) — R?
(X,¥) — (Z,T) = (aX +bY, /)

Para obtener ¢!, buscamos obtener X,Y en funcién de Z,T"

X — TZ
Z =aX +bY, T AT+ b
=
T =X/y. - Z
al +b

Notemos que a,b > 0, y como X,Y > 0, entonces T > 0. Por tanto, aT' 4+ b > 0, por
lo que esta bien definida la transformacion.
Por tanto, tenemos que:

9" 9(Bxy) — Exy

(Z,T) +— (X,Y):(

TZ A
al +b al +b

Tenemos que todas las componentes de g~! son derivables:

X T X bz
a7z %) = oy o &1 = (aT + )2’
oY 1 oY —aZ
aZ<Z 7= al +b’ (9T<Z )= (aT +b)?

Ademas, tenemos que:

T bZ
-1 _|aT+b (aT +b)?| _ 1 T(aT+0b) bZ |
detJo= (0 =171 " "z | T @Tani| aT+b a2

al'+b (aT +b)?

— ﬁ(aTvL b)(=TaZ —bZ) = —ﬁ £ () V(z,t) € g(Bixy)).
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Por tanto, (Z,T) = ¢g(X,Y) es un vector aleatorio continuo. Veamos ahora el
valor de g(X,Y’) para X € [0,1], Y € [0, X]:

<
at +0b at+b at+0b
={(z,t) eR*|0<tz<at+b 0<1<t}=

/ i
g(X,Y):{(z,t)€R2|O< T c1,0< = © }:

b
:{(z,t)eR2|O<z<a+Z, 1<t}

Veamos este conjunto graficamente:

—z=a+"

La densidad de probabilidad de (Z,T) es:

oz (2,t) = fixy ( tz z ) . ’_( A

at+b at+0b aT +b)?
2z
_J@trop (z,t) € g(X,Y),
0 en otro caso.

Por tanto, la densidad de probabilidad de (Z,T) es:

2z

fizm(z,t) = { (at +b)?
0 en otro caso.

(2,1) € g(X,Y),

Calculemos ahora la densidad de probabilidad de Z = aX + bY. Distinguimos
en funcién de z:

» Para z € [0, a], tenemos que:

Foo 2z

400
fz(z) = B f(Z,T)<Z,t)dt:/1 mdt:

o2 1 ™ 20 1] 22
~ a lat+b],  a | a+b|] ala+b)

173




Probabilidad 7.3. Vectores Aleatorios. Parte 2

» Para z € |a,a + b[, tenemos que:

b

= [ ﬂdﬁ—/ba 22—

B SN N
o2 1 )= 22| 1 1] 2fz-a 17
© a lat+b], o« Zlfa+b a+bl  a | bz a+b|

e S

Por tanto, la densidad de probabilidad de Z = a X + bY es:

Wy + e —ak —ab— b |
b(a + b) B

2z

fz(z) =4 9. |0tD—2 b
ba D) z €la,a+0b[,
0 en otro caso.

Calculemos ahora la densidad de probabilidad de T'= X/y. Para ¢t > 1, tenemos
que:

b
too “tr 22

) = [ et = [ o2 i

2 a+ -
:;[22}a+%:; a+9 _ _
(at + b)? 0 (at + b)? t at +b

at +b
at—i—b
1

2

~

Por tanto, la densidad de probabilidad de 7' = X/y es:

1
— t>1
fr(t) =< 12 ’

0  en otro caso.

Ejercicio 7.3.6. Sea (X,Y’) un vector aleatorio, cuya funcién de densidad de pro-
babilidad conjunta se calcula como producto de las funciones de densidad de proba-
bilidad marginales de X e Y, siendo X ~ exp(A) e Y ~ exp(u). Calcular la funcién
de distribucion de probabilidad conjunta del vector aleatorio

0 V<X

(Z2,T) = (min(X,Y),T), T:{1X<Y
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Como X ~ exp(A) e Y ~ exp(u), tenemos que:

e 1> 0, pe My >0,
fx(a) = {0 e (o) = {O "

Por tanto, la funcién de densidad de probabilidad conjunta de (X,Y") es

)‘MeiAxiuy r,y 2 Oa

0 en otro caso.

faxv (@, y) = fx(x) - fY(y):{

Tenemos que Exy = Ey = R, por lo que E; = R*. Ademés, Er = {0,1}.
Tenemos por tanto la siguiente situacién:

T —1T =

Ry

He

Ry

Calculamos la funcién de distribucion de probabilidad conjunta de (Z,T):
PlZ < 2,T <t]=Pmin(X,Y) < 2z, T < t]
Dados z,t € R, distinguimos casos:
» Siz<0o0t<0, (es decir, (z,t) € Ry), entonces:
Pmin(X,Y) <2, T <t]=0
» Siz>0ytel01], (es decir, (2,t) € Ry), entonces:
Pmin(X,Y) < 2,7 <t]=Pmin(X,Y) <27 =0=Pmin(X,Y)<zY <X]|=

+oo
=PlY <2V <X|= / Jaxx(z,y)dedy =
0 Jy

z “+o00
/ A= e dy = / e MY / e dx dy =
0 y
/ e uy an:} ;00 dy = / ,uefuyeﬂy dy =

0

-y 17
— —(A+p)y _ € _
—u/ @—u{ } =
0 —(A+ )|,

=~ e ) 1)
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» Siz>0yt>1, (es decir, (2,t) € Ry), entonces:

Tenemos dos opciones para calcular Plmin(X,Y) < 2,7 < t]:
Opcién 1) Como Er = {0, 1}, sabemos que:
Pmin(X,Y) < 2,7 <t] = Pmin(X,Y) < 2]
Por tanto, calculamos Plmin(X,Y) < z]:
Pmin(X,Y)<z]=1—-Pmin(X,Y) >z =1—-P[X >2,Y > z] =

“+o00 +oo
—1—/ Jxn(z,y)dyde =

+oo +oo
= / / —Ar—py dydx =

=1- /\ A dm/ pe M dy =

) e = e o] )
L—(e™)(e™*) =1 —exp(—=(A + p)2)

I
—_

Opcién 2) Como Er = {0, 1}, sabemos que:
Pmin(X,Y) < 2,7 <t] = Pmin(X,Y) < 2,7 =0] + Pmin(X,Y) < 2, T = 1]

La primera ya la hemos obtenido anteriormente. por tanto, calculamos la
segunda probabilidad:

Pmin(X,Y) <z, T =1] = mlnXY) 2, X <Y]= 2, X <Y]=

P[X <
—+00 z 400
xv) (2, y) dy dx = Ape MM dy do =
Joxv(z,y)dy ] Yy

—+00
/ )\e)‘x/ pe M dy dx —/ e M [—e’“y]:w dr =

67()‘+/‘)m z
//\e e‘“’dx:)\/ —(Atp)z dm_)\{—} -
0 0 —(A )],

[exp(=(A + p)2) — 1]

A+

Sumando ambos resultados, tenemos que:

Pmin(X,Y) < 2, T < 1] = [exp(—=(A + p)z) — 1] (—Aiu 3 i M) -

=1 —exp(—(A+ p)z)

En cualquier caso, la funcién de distribucién de probabilidad conjunta (Z,T) es:

0 z< 00t <0,
Fizm(z,t) = _>\+#[9XP(_(A+N)Z)_1] z>0ytel0,1],
1 —exp(—(A+ p)2) z>0yt>1
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— X-Y=—z¢
--- X-Y=z
J X -Y|[<z X, Y >0

Figura 7.1: Regién de integracién para P[|X — Y| < 2]

Ejercicio 7.3.7. Sea (X,Y’) un vector aleatorio, cuya funcién de densidad de pro-
babilidad conjunta se calcula como en el problema anterior, considerando A\ = pu.
Calcular la distribucién de probabilidad de:

1. |X - Y],

Del apartado anterior, tenemos que:

)‘26_/\($+y) z,y 2 07

0 en otro caso.

fav(x,y) = {

Buscamos calcular P[|X — Y| < z] para todo z € R. Si z < 0, tenemos que
P[|X —Y| < z] =0, por lo que sea z € RT. Tenemos que:

PlIX -Y|<z]=P-2< X -Y <7/

Sabiendo que X, Y > 0, tenemos que la situacion es la descrita en la Figura 7.1.
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Por tanto, tenemos que:
PlIX-Y|<z]=P[-2<X-Y <z]=

zt+z +00 +
= / f(X,Y) (1’7 y) dy dx + / f(X,Y)(% y) dy dx =

r—z

+o0 Ttz
/ / 2 f/\ (z+y) dy dr + / / 2 f)\ (z+vy) dy dr =
/ e N dy dx + / e A / e ™M dyde =
0 0 z T—z
T+z too T+z
:/ Ae” M[ e_’\y} dx +/ e M [—e_”\yh_z dx =
4 oo
— / Ae ™ [1 — g7 EF2) } dx +/ e A [e‘“x_z) - e_)‘(“*z)] dr =
0 z
+o0
:/ )\ Az 21+z))dx_'_/ )\(ef/\(2:r z) )\(2x+z))dx_
0 z
|: f)\x )\(21+z):| _'_1 [—6 A(2z—2) Te )\(2x+z)]+00 _
2 z
0

Por tanto, la distribucién de probabilidad de | X — Y| es:

0 <0,
PIX -Y| <2 = :
1—e™ 2>0.

2. max(X,Y?),
Buscamos calcular P[max(X,Y?) < z| para todo 2 € R.

Plméx(X,Y?) < 2] = P[X < 2,Y?< 2] =P[X <2Y < 7]

Para z < 0, como X,Y > 0, tenemos que P[max(X,Y?) < 2] = 0. Por tanto,
sea z > 0.
Pmax(X,Y?) < 2] = P[X < z, / / foxy)(z,y) dy de =

/ / N2~ Maty) dydm—/ Ae‘”dm/ e ™ dy =
7/\:15

o [—e™] VP = (1 — ) (1 — V)

0

Por tanto, la distribucién de probabilidad de max(X,Y?) es

0 2z <0,

Plméx(X,Y?) < 2] = {<1 — e (1— e ME) 20,
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3. min(X®,Y).
Buscamos calcular P[min(X?,Y) < z| para todo z € R.

Pmin(X?Y) <zl =1-Pmin(X?,Y) > 2] =1-P[X°>2Y > 2| =
=1—-P[X > V/z,Y > ]

Para z < 0, como X,Y > 0, tenemos que P[min(X®,Y) < z] = 0. Por tanto,
sea z > 0.

+o0 +o0
Pmin(X°Y) <zl =1-P[X > /2, Y > 2] =1 —/5 fxvy (@, y)dydr =
Jz z

+00 “+o0 +oo
=1~ / 2= Maty) dydr =1— / e ™ dm/ e M dy =

z

—1_ [—e’“} o B e—Ay]+oo —1_ [0 . e”\%] 0 67)\2] _
—1— (e M%) (e™) =1 —exp(=A\/z + 2))

Por tanto, la distribucién de probabilidad de min(X®,Y") es:

0 z <0,

Pmin(X®,Y) < 2] = {1 —exp(=A({/z +2)) z>0.

Ejercicio 7.3.8. Sea (X,Y’) un vector aleatorio discreto con funcién masa de pro-
babilidad

PX =2zY =y| = x,y €N

Observacion. Consideramos N =N U {0}.

1. Calcular el valor de k para que la ecuacién anterior defina la funciéon masa de
probabilidad de un variable aleatoria bidimensional discreta.

Tenemos que la suma de una serie geométrica de razén r € |—1,1] es

+oo 1

n=0

Ademas, la suma de sus n primeros términos es:
1 —r
Z r
17
Para que la funcién masa de probabilidad sea valida, tenemos que:

“+o0 —+00

1:2P[X:$,Y:y]:22m+y ZZE —
xvy:() $,y0 =
1 1 1
=k- : =k-2.2=4k=—k="-
1—1t2 1-1/ 4
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2. Calcular las funciones masa de probabilidad marginales y condicionadas.

La funcién masa de probabilidad marginal de X es:

+o0o +oo 1 1+oo 1

PX =a)= 3 PIX =2y =yl=) pho 215 Lo
y=0 y=0 y=0
1R 11 11Kk 11 1 1111

ALagvgy — 420 Loy 4201 — 1 4201y el
y=0 y=0

De forma andloga, la funciéon masa de probabilidad marginal de Y es:

P[Y:y]zm

La funcién masa de probabilidad condicionada de X dado Y = y* € N es:

. oy P[X = x‘,Y = y*] B —4.211_‘_1/* B 1 2y*+1 _
e = T T T
ov" -1

= S = 9~ (@+1) Vr € N

La funcién masa de probabilidad condicionada de Y dado X = z* € N es
analoga, y es:
PY=y|X=2]=2"0"  vyeN
3. Calcular la funciéon masa de probabilidad de X + Y.
Notamos Z = X + Y. Definimos las transformacion:

g: R? — R
(X)Y) — Z=X+Y

Como Z =X +Y,y X,Y € N, tenemos que Z € N. Busquemos la funcién
masa de probabilidad de Z:

z

1 - 1 1
P[Z=z:= > PX=zY=y =) m:;mzzzl-%

z,yeN z,yeN =0
T+y==z T+y==z

z4+1

4.27

4. Calcular la funcién masa de probabilidad de X — Y.

Notamos T'= X — Y. Definimos las transformacién:

h: R? — R
(X,)Y) — T=X-Y
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ComoT =X —-Y, y X|Y € N, tenemos que T € Z. Busquemos la funcién
masa de probabilidad de T

z,yeN z,yeN =t
r—y=t r—y=t
1SN 1 1 X1 1 <1 sl

1 L 1=(Y' 1 /4 44 -1
427t \1 VY4 1-1Ys ) 4.27t\3 3 4 )

1 ) -1\ 1 1
3.2t 4t C3.2t.4t 3.9t

Ejercicio 7.3.9. El vector aleatorio (X, Y") se distribuye segiin una uniforme sobre
el recinto

Ry ={(z,y);0 <z <y<l1}

Calcular:

1. Su funcién generatriz de momentos conjunta.

Veamos en primer lugar el conjunto Ry:

15,
Y
1
0,5 |
| | | X
—0,5 0,5 1 1,5
—0,5 !

Veamos ahora la funcién de densidad. Como se distribuye uniformemente,
tenemos que:

k (xuy) € Rl’

0 en otro caso.

f(X,Y)(% ?J) = {

Para obtener el valor de k, tenemos que:

1 pl 1 :821 1 Lk
1://k:dydx:k:/(l—x)dx:k:[x——} :k[l——]:—:k:2
0 T 0 2 0 2 2
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Por tanto, la funcién de densidad de probabilidad conjunta es:

2 O<er<y<l,

0 en otro caso.

foxry(@,y) = {
La funcién generatriz de momentos conjunta es:

Mixy)(t1, t2) = Ele"* Y] / / TR fox vy (@, y) dy do =

1 1
—2// tl’””deydx—Q/ elt / 1m”dydx:
0
toy 1 to 20
_2/ {e } dx—2/ etlw{—e ¢ ]da::
0 ta |, 0 to

1 tiztt 1+t 1
z et _ (e g _ 9 [etiztte B e(titt2)z _
to tg t1 t1 4+ to
2 et1+t2 6t1+t2 €t2 1 2 et1+t2 _ et2 €t1+t2 -1
—— — -4 = —
123 [ t b+t 1 i+ tJ 123 [ 131 t1 + 1o }

Como no podemos evaluar en el origen, seria necesario ver si la funcién gene-
ratriz de momentos es continua en el origen. Para ello, es necesario calcular:

lim M(va) (tl, tQ)
(tl,tz)%(0,0)

Este limite en varias variables es objetivo de estudio de Analisis, escapandose
a los conocimientos de esta asignatura.

2. Las distribuciones generatrices de momentos marginales.

3. La covarianza de X e Y.

La covarianza de X e Y es:

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y]

Calculamos cada una de las esperanzas:

E[X]:/lefx(a:)d:x:/leL12dydx:2/01x(1—:v)dx:2{x

DY N
27373

1\3| )
|

w| 8,

—_ 1

o —
I

B

X

5

1 1] 1
2{1‘@}—1
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Por tanto, la covarianza de X e Y es:

Cov(X,Y) = BIXY] - BIX|E[Y] = —5- 5=~ 5= 1
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7.4. Independencia de Variables Aleatorias

Ejercicio 7.4.1. Sea un experimento aleatorio que consiste en lanzar un tetraedro
regular cuyas caras estan numeradas del 1 al 4, y se definen los sucesos:

A={162}
B={263}
O ={264}.

Responder a los siguientes apartados:

1. Calcular P(A), P(B), P(C).

Usando la Ley de Laplace, tenemos que:

N RN DN~

2. Calcular la probabilidad de obtener un dos.

Usando de nuevo la Ley de Laplace, tenemos que:

P2} = ¢

3. Indicar si los sucesos A, B y C son independientes dos a dos.

Para comprobar si dos sucesos son independientes, debemos comprobar si se
cumplen las siguientes igualdades:

P(ANB) = P(A)P(B), P(ANC)= P(A)P(C), P(BNC)=P(B)P(C).

Tenemos que:

P(ANB) = P({2}) = 7 = P(A)P(B) = |
P(ANC) = P({2)) = § = P(A)P(O) = ;
P(BNC) = P{2}) = % — P(B)P(C) = i

Por lo tanto, los sucesos A, B y C' son independientes dos a dos.

4. Indicar si los sucesos A, B y C' son mutuamente independientes.

Para comprobar si tres sucesos son mutuamente independientes, debemos com-
probar si se cumple la siguiente igualdad:

P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C).
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Tenemos que:
P(ANBNC) = P({2}) = i £ P(A)P(B)P(C) = ~.

Por lo tanto, los sucesos A, B y C' no son mutuamente independientes.

Ejercicio 7.4.2. Sea (X;, X5, X3) un vector aleatorio con funcién masa de proba-

bilidad .
P[(X17X27X3> = (ZL’l,IEQ,I'g)] = Zl’

siendo (1, %9, z3) = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)}.

1. Indicar si son X, X5, X3 independientes dos a dos.

Calculamos en primer lugar las funciones masa de probabilidad marginales.
Para el caso de X7, tenemos que:

P[X, = 0] = P[(0,1,0)] + P[(0,0,1)] =

P[X; =1] = P[(1,0,0)] + P[(1,1,1)] =

Para X5 y X3 se obtienen los mismos resultados. Por lo tanto, las funciones
masas de probabilidad marginales para i € {1,2,3} son:

Calculemos ahora las funciones masa de probabilidad bidimensionales. Para el
caso de X y X, tenemos que:

P[(X17X2) = <070>] = P[(Ov 170)] =
P[(XlaXQ) = (Oa 1)] = P[(0>O’ 1)] =

P[(XlaXQ) = (LO)] = P[(LO?O)] =

I e S RS SN I SN

P[(X17X2) = (17 1)] = P[(lvlv 1)] =7

Para (X7, X3) y (X2, X3) se obtienen los mismos resultados. Por lo tanto, las
funciones masa de probabilidad bidimensionales para i,j € {1,2,3}, i # j,
son:

Pl(Xi, X;) = (0,0)] =

PI(X;, X;) = (0,1)] =

PlX;, X5) = (1,0)] =

PI(X;, X;) = (1L, 1)] =

N e S S i S
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Veamos ahora si son independientes dos a dos. Para i,7 € {1,2,3}, i # j y
a,b € {0,1}, tenemos que:

§ = Pl X)) = (0.0)] = PIX; =l PLX; = 1] =

Por lo tanto, las variables X, X5 y X3 son independientes dos a dos.
2. Indicar si son X7, X5, X3 mutuamente independientes.
Tenemos que:

0= P[(X1, X2, X3) = (0,0,0)] # P[X; = 0]P[X, = 0]P[X;3 = 0] =

Por lo tanto, las variables X;, X5 y X3 no son mutuamente independientes.

3. Indicar si X + X5 y X3 son independientes.

Representamos en la siguiente tabla los valores de la suma Z = X; 4+ Xs.
Notemos que no es la funcién masa de probabilidad conjunta de (X3, X5), sino
la tabla de los valores de Z.

Notemos que Z toma los valores 0, 1 y 2, calculemos cada una de las probabi-
lidades usando el Teorema de Cambio de Variable:

P[Z = 0] = P[(X1, X5) = (0,0)] = 14
P[Z = 1] = P[(Xy, X,) = (0,1)] + P[(X1, Xs) = (1,0)] = Ya + 1/a = 1/
P[Z =2] = P[(X1,X3) = (1,1)] = V/a.

Tenemos que:

0= P[(Z,X3) = (0,0)] = P[X; = 0, X5 = 0, X3 = 0] # P[Z = 0|P[X; = 0] = /1.

Por lo tanto, las variables X; + X5 y X3 no son independientes.

Ejercicio 7.4.3. Definimos sobre el experimento de lanzar diez veces una moneda
las variables aleatorias X como el nimero de lanzamientos hasta que aparece la
primera cara (si no aparece cara X = 0), e Y como el nimero de lanzamientos hasta
que aparece la primera cruz (con Y = 0 si no aparece cruz). Indicar si X e Y son
independientes.

La probabilidad de que haga falta 1 lanzamiento para obtener la primera cara,
al igual que para obtener la primera cruz, usamos la Ley de Laplace:
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No obstante, por no poder darse en un mismo lanzamiento cara y cruz a la vez,
tenemos que:

Por tanto, como P[X = 1]P[Y = 1] # P[X = 1,Y = 1], las variables X e Y no
son independientes.

Ejercicio 7.4.4. El nimero de automoéviles utilitarios, X, y el de automoviles de
lujo, Y, que poseen las familias de una poblacion se distribuye de acuerdo a las
siguientes probabilidades:

X\ylo 1 2

0 |13 12 1/oa |1l/3
1

2

e 1/24 1/ag | 11/s8
5/22 5/ss /176 | 5/16

8/ 2/u lu

Comprobar que las variables X e Y son independientes.

Notemos que hemos incluido las funciones masa de probabilidad marginales en
la ultima fila y columna de la tabla. Podemos comprobar asi facilmente que las
variables X e Y son independientes.

Ejercicio 7.4.5. En los siguientes dos apartados, estudiar la independencia de las
variables aleatorias X e Y, cuando su densidad de probabilidad conjunta se define
como sigue:

1. f(x,y) =1/2,si (x,y) pertenece al cuadrado de vértices (1,0); (0,1); (—=1,0); (0, —1).

El recinto descrito es:

Calculamos cada una de las funciones de densidad marginales:

» fxsize[-1,0]
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» fxsizel01]:

—rtl 117 1 1
= —dy= |- = (—z4+1)—=(z-1=1-2.
fx(x) /m—l Qdy |:2y:|x—1 2( r+1) 2(35 ) x
= fysiy€e[-1,0]
vl 1 1Yttt 1 1
_ “dr= |- = (y+1)—(—y—1)=y+1.
Iy () /le 2 {f]_y_l S+ —5-y—1)=y+

» fysiye[0,1]:

RS 117V 1
= Sdr == = (—y+1)—=(y—1)=1—y.
fy () /y_l 5 do [QCULI Sy +1) =5y —1) y

Por tanto, tenemos que las funciones de densidad marginales son:
fx(@)=1—lz|, fy(y) =1—y|.

Por tanto, tenemos que:

fx(@) fy(y) = A=lz)(A=ly]) = 1=lz[=lyl+]llyl Ve el-1,1],y € [-z,2].

Tomando como ejemplo el origen, tenemos que:
1
3= f(0,0) # fx(0)fy(0) = 1.

2. f(z,y) = 1,si (z,y) pertenece al cuadrado de vértices (0,0); (0,1); (1,0); (1,1).

El recinto descrito es:

Definimos la siguiente funcion auxiliar:

hliR—>R

R 1 tel0,1]
0 t¢][0,1]

Tenemos que:
flz,y) = hi(2)hi(y)  Va,y €R.

Por tanto, las variables X e Y son independientes.
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Ejercicio 7.4.6. Sean X; y X, variables aleatorias independientes con distribu-

ci6n Binomial con pardmetros n;, i = 1,2, y p = 1/2. Calcular la distribucién de
X1 — XQ “+ no.

Sea Z = X7 — X5 + no. Calculamos generatriz de momentos de Z:

MZ(t) — E[etZ] — E[Gt(XI_XTHLQ)} — E[etX1€—tX26tn2] — etan[etxle_tX2].

Fijado t € R, como la transformacién v — e es medible, tenemos que X! y
e X2 son independientes. Por tanto, usando el Teorema de la Multiplicacién de las
Esperanzas, tenemos que:

My(t) = e™ E[e'* | Ele™?] = " My, (t) Mx, (—t)
Usando la generatriz de momentos de la Binomial, tenemos que:

Malt) = % (14l — 1) (14 plet — 1) =
(14 ple! = D) [e! (1 + ple™! = D))" =

= (Lt ple’ = 1) (14 p(e — 1) 2

D (14 plet - )y,

donde en (%) hemos usado que p = 1/2.

Por tanto, la variable Z sigue una distribucién Binomial con parametros n; 4+ ns
= 1/2. Es decir,

X1 — Xo+ng ~ B(ng +na,p).

Ejercicio 7.4.7. La demanda en miles de toneladas de un producto, X, y su precio
por kilogramo en euros, Y, tienen por funciéon de densidad conjunta

flxy) = k(1 —2)’(1—y)?, ,ye€]0,1].

Calcular la constante k para que f sea una funcién de densidad de probabilidad, y
determinar si X e Y son independientes. Obtener la funcion de densidad de proba-
bilidad del precio para una demanda fija.

Para que f sea una funcién de densidad de probabilidad, debe cumplir que:

/_Z/_Zf(%y) de dy = 1.
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Por tanto, calculamos la constante k:
1 1
1—//kx y*(1 —y)2d:r;dy—k/ x2(1—x)3dx/ v (1 —y)* dy =
0 0
1
2*(1 — 3z + 32% — 2°) dx/ (1 — 2y +9?) dy =
0

1
(m2—3x3+3x4—x)dx/ (v — 2y +9°) dy =

1 3 3 1 1 2 1]t
=k [—xs — gt + . —xﬁ} l y y + 696} =
0

3 4 5 6 47 5
. 1 3+3 1 +1
- \3 4 5 6 6

1 1 k
=k- & @——36002>k—3600.

Comprobamos ahora si X e Y son independientes. Para ello, definimos funciones

auxiliares:
h13 R — R

k-2?(1—1x)% z€]0,1]
v {o +¢ 10,1

Por tanto, tenemos que:

f(z,y) = hi(2)ha(y)  Va,y € R

Por tanto, las variables X e Y son independientes. Buscamos ahora la funcién
de densidad de probabilidad del precio para una demanda fija D € |0, 1[. Para ello,
como X e Y son independientes, tenemos que:

1
Jyle=n( / f(z,y) (1—y)2/0 23 (1 — 2)% do =

=3600-y*(1 —y)*- 60—60 (1 —y)?*  Vye ]o1][.
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

7.5. Esperanza Condicionada

Ejercicio 7.5.1. Sea X una variable aleatoria que se distribuye uniformemente en el
intervalo |0, 1[. Comprobar si las variables aleatorias X y |}/2 — X| son incorreladas.
Como X es uniforme en |0, 1], tenemos que:

.&uaz{L z€10,1]

0, en otro caso

Calculamos las siguientes esperanzas:

1

PX) = [astodo= [Cwar= 2] <]

0

pipxl= [opayars [(aoyar=[F 2] [0 ] / !

/2
1/2 1 2 372 3 2
E[X - [1)2— X]] :/ 2(1f2 — ) dx+/ 2(z — 1f2) dr = l‘”——x—] + [I——I—}
0 1/2 4 3 0 3 4 1/2
Calculamos ahora la covarianza:
Cov[X, |12 — X[} = EIX -|1/2 = X|] = EX]E[lif2 = X[} = g — 5 -5 =0

Por tanto, tenemos que X y |1/2 — X| son incorreladas.

Ejercicio 7.5.2. Calcular las curvas de regresion y las razones de correlacion para
las siguientes distribuciones, comentando los resultados.

1. Considerar las distribucién conjunta (X,Y") con funcién de masa de probabi-

lidad dada por:
X\Y |10 15 20

1 0 266 0 | %s
2 e 0 0 || s
3 0 0 3| 3
[ s s 36 1
Tras haber calculado las distribuciones marginales, calculamos ahora las dis-

tribuciones condicionadas. La siguiente tabla muestra la distribucién condicio-
nada de Y dado X, P[Y =y | X =z

X\Y |10 15 20

1 0 1 0
2 1 0 0
3 0 0 1

La distribucién condicionada de X dado Y, P[X =z | Y = y] viene dada por
la misma tabla, ya que en este caso tenemos que:

PIX =z|Y =y|=PY=y|X=2z Vay
Calculemos ahora las curvas de regresiéon y las razones de correlacion.
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

s Curva de regresion de Y sobre X:

Y(z)=E[Y | X =2] = ZyP —y|X=1] Vrek,

Por tanto, la curva de regresion de Y sobre X es:
Y(1)=15 Y(2)=10 Y(3)=20

Para calcular la razon de correlacién de Y sobre X, hay dos opciones:

Opcién 1. Método rutinario.
Usamos la férmula:
2 = Var(E[Y | X))
Y/X Var(Y)

Calculemos E[Y]:

= yPlY =y] =10-Ys+15-2/6+20-3/s = —

Calculemos ahora E[Y?]:

pr =107 1/6 4+ 15% - 2/6 + 20* - 3/6 = 575
e Calculemos ahora E[(E[Y | X])?]:
E(ElY | X)) =) (BIY | X =2])*P[X = 2] =
=10%- /6 + 15% - 2/6 + 20* - 3/6 = 55 _ E[Y?]

Calculemos ahora E[E[Y | X]].
E[E]Y | X]] = E[Y]
Por tanto, usando lo anterior, tenemos:

, _ Var(E[Y | X])  E[(E[Y | X])*] - E[E[Y | X]?

NMy)x = Var(Y) - E[Y? — E[Y]?
_BIY-EYP
ElY?] - E[Y]

Opcion 2. Razonando por dependencia funcional.
En este caso, vemos que Y es funcion de X. Por tanto:

7712//)( =1
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

s Curva de regresion de X sobre Y:

X(y)=EX|Y =y = ZxP —z|Y =y Vyek,

Por tanto, la curva de regresion de X sobre Y es:
X(10)=2 X(15) =1 X(20)=3
De nuevo, razonando ahora por dependencia funcional, tenemos que:
U?{/Y =1

Como vemos, en este caso, hay dependencia reciproca entre X e Y. Por tanto,
el ajuste es el idea, ya que Y = f(X) y X = g(Y). Cada una explica la
totalidad de la variabilidad de la otra.

2. Considerar las distribucién conjunta (X,Y’) con funcién de masa de probabi-
lidad dada por:

X\Y |10 15 20 25

1 0 37 0 7|47

2 0 0 Yr 0|

3 |2 0 0 0| 2%

\2/7 37 1z 17 H 1

Tras haber calculado las distribuciones marginales, calculamos ahora las dis-
tribuciones condicionadas. La siguiente tabla muestra la distribucién condicio-
nada de Y dado X, Pl[Y =y | X = z|:

X\Y |10 15 20 25
1 0 34 0 1a
2 [0 0 1 0
3. /1 0 0 0

La distribucién condicionada de X dado Y, P[X =z | Y = y] viene dada por
la siguiente tabla:
X\Y |10 15 20 25
1 0 1 0 1
2 0 0 1 0
3 1 0 0 O

Calculemos ahora las curvas de regresion y las razones de correlacion.
= Curva de regresion de Y sobre X:

Y(z)=E[Y | X =2] = ZyP —y|X=1] Vrek,

Por tanto, la curva de regresién de Y sobre X es:
V(1) =15-3/4425-1/14 = 17,5
Y(2) =20
Y(3) =10
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

Para calcular la razon de correlacion de Y sobre X, tenemos que:

., Var(E[Y | X))
X Var(Y)

Calculemos E[Y]:

110
E[Y]=) yP[Y =y =107 4+15-3/7+20- /1425 Y7 = —
Y

Calculemos ahora E[Y?]:
E[Y’] =) ’PlY =y
Yy

1900
=10%-2/7 + 152-3/7+202-1/7+252-1/7:T

Calculemos ahora E[(E[Y | X])?]:

E[(E[Y | X)) = ) (ElY | X =2])*P[X = 1]

1825
= 17,5% - 4/7 4+ 20% - /7 +10% - 2/7 = —

Calculemos ahora E[E]Y | X]|.
E[E]Y | X]] = E[Y]
Por tanto, usando lo anterior, tenemos:

o, Var(E[Y | X])  E[(E[Y | X)) - E[E}Y | X]]”

nY/X - Var(Y) - E[Y2] _ E[y]Z
_ BlEY | X)?] - EY]?
E[Y?] — E[Y]2
1825 110\ 2
- ( 7 )2 :gm0,5625
1900 110 16
A (7)

Por tanto, tenemos que X explica el 56,25 % de la variabilidad de Y.
Tenemos entonces que no es un ajuste ideal.

» Curva de regresién de X sobre Y:

En este caso, tenemos que X = f(Y), por lo que:
X(10)=3, X(15) =1, X(20)=2, X(25) =1
Por tanto, como X es funcién de Y, tenemos que:
77?(/1/ =1

Tenemos que Y explica la totalidad de la variabilidad de X, por lo que
el ajuste es el ideal.
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Ejercicio 7.5.3. Sea X el numero de balanzas e Y el nimero de dependientes en
los puntos de venta de un mercado. Determinar las rectas de regresién y el grado
de ajuste a la distribucidn, si la funcién masa de probabilidad de (X, Y') viene dada
por:
X\y, 1 2 3 4
1 124 2/24 0 0 | 3/24
2 124 2/24 3/24 1/24 || 7/24
3 0 124 2/24 6/24 || 924
4 0 0 224 3/24 || 5/
‘ 2/24 Sfoa Tfoa 10/ H 1

Tras calcular las distribuciones marginales, calculamos ahora las esperanzas ne-
cesarias para que el resto de calculos posteriormente sean directos.

EX]=1-32442-T/24+3-9%2a+4-5/24=38/3
EY]|=1-24+2-524+3 -T/2a+4-10/24 =73/
E[X? =1%-3/2a+2% - T/2a +3%.9/24 + 4% . 5/24 = 8
E[Y?)] =12 - 2foa + 2% - 5/24 4+ 3% - T/24 + 47 . 10/oy = 2454
| =

E[XY Z zyP[X =x,Y = y| = 209/24
Var[X]| = E[X?] — E[X]*> = 8/o

Var[Y] = E[Y?] — E[Y]? = 551/576
Cov[X,Y] = E[XY]| — E[X|E[Y] = 43/

Calculamos ahora las rectas de regresion.

» Recta de regresion de Y sobre X:

Cov[X, Y] T3 B oy
Ny KT ERD = g S =Y =

= ai (X — )

Y(x) = E[Y] +

» Recta de regresién de X sobre Y:

R(0) = BIX]+ S Y = EIYD = Yot (v = ) =
= s S (Y~ )

Para determinar el grado de ajuste a la distribucion, calculamos ahora el coefi-
ciente de determinacion lineal:
9 Cov[X,Y)? 1849

Pxy Var[X] Var[Y] 4408

Por tanto, tenemos que el 41,9 % de la variabilidad de Y queda explicada por la
regresion lineal de Y sobre X. Vemos por tanto que el ajusto no es bueno.
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Ejercicio 7.5.4. Sea (X,Y’) un vector aleatorio con valores en el conjunto dado por
T ={(z,y) € R?/0 < x <y < 2} y funcién de densidad constante. Calcular:
1. Funcion de densidad de probabilidad conjunta.

Veamos en primer lugar el conjunto en el que se distribuye el vector aleatorio

(X,Y):

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘.I'
—0,5 05 1 15 2 25

Como la funcién de densidad es constante, tenemos que:

k, (z.y)eT
0, en otro caso

f(X,Y)(xv y) = {

Para calcular k, tenemos que:
1:/f(X,y):/k:k)\(T):k'2:>k:1/2
T T

2. Curvas y rectas de regresion de X sobre Y y de Y sobre X.

Comenzamos calculando las curvas de regresion, ya que si estas son funciones
lineales, las rectas de regresion coincidirdan con las curvas de regresién. Para
ello, calculamos las funciones de densidad marginales y condicionadas.

» Funcién de densidad de X. Para x € |0, 2[:
0o 2 T
frlo) = [ Jonlew) dy= [ yady=1p-a)=1-3
» Funcién de densidad de Y. Para y € ]0,2[:
00 y y
= [ oty do= [y an =2
—oo 0

» Funcién de densidad condicionada de X dado Y = y* € ]0,2[. Para
z €0,y

_Jan@y) 2 1
R 7 R VA
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» Funcién de densidad condicionada de Y dado X = z* € ]0,2[. Para
y €la, 2

fan@ty) o Y]
fyix=a(y) = fx(z)  1—o/ 2

Calculamos ahora las curvas de regresion.

= Curva de regresién de X sobre Y:
~ y L | 1 (Y
X = BX 1V =)= [Mapiyas@ o= [Totar= [Trae-
0 0 0
1 279
:_[£:| :% Yy €10, 2]

» Curva de regresién de Y sobre X:

2—x :2—:1:

1 [y2]? 22— 4 — z? 2+ x
2_1[ 1 5 t5 Va €]0,2]

~ 2 2 2
Y(-%):E[YIX:%]:/yfmx:x(y)dy:/y- ! dy L/ydy:

22—2) 22—=z)

2

Tenemos ademéas que las curvas de regresién son funciones lineales, por lo que
las rectas de regresion coinciden con las curvas de regresion.
3. Razones de correlacion y coeficiente de correlacion lineal.

Como las curvas de regresion son funciones lineales, tenemos que las razones
de correlacion coinciden y son iguales al coeficiente de determinacion lineal.

2 ) 2 — M
y/x =Nx)y = Pxy = Var[X] Var[Y]

Como este es el producto de las pendientes de las rectas de regresion, tenemos
que:

9 1 1 1

Pxy =5 5= 75

’ 2 2 4
Como la correlacion es positiva por ser ambas rectas crecientes, tenemos que:

pxy = + P%gy = 1/2

4. Error cuadratico medio asociado a cada una de las funciones de regresion.

Por lo visto en teoria, sabemos que:

ECM(X) = Var[X] — %
ECM(V) = Var[y] — %

Tenemos dos opciones:
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Método Rutinario Calculamos por tanto los valores necesarios:
2 2 2 4 3
E[X]:/O$fx(x)dx:/0 (1—$/2)dx_[———1 =563
2 2 372
Y 8 4
EY| = dy = . dy = | & = — = —
Y] Ath)yléyw2y h} 53
2 2 3 4 2
E[X? = 2 d:/ 200 _af) dp = | 2| 2 _2_2
X = [ @) da= [ o= |5 - =5-F =3
2 2 16
E[YQ]_/ny()dy_/ y/2dy:[%] :§:2
1 [ y?
E[XY] = //xyfxy x,y) dydx—/ 1/2dyd:c:§/x{5} dr =
0 x
1 T
_ 4 2 _ 1 2 T _Lie_ =
—4/x(4 x)dx 4[2x 4}0 4(8 4)

0

wwm:Euﬂ—wazg

4N\? 2
Var[Y] = E[Y? - E[Y]*=2— (§> =3
2 4 1
Cov[X,Y]|=FE[XY] - EX|E[Y]=1- 37379
Por tanto, tenemos que:
S Cov[X,Y]? 2 12 2 1 3 1
CMEX) =VarlX] = = T =97 2% ~9 18 18 6
> Cov[X,Y]? 2 1 2 1 3 1
ECM(Y) = V] —— 2 - - = =
M) =VarlY | = = 7 =97 % ~9 18 18 6
Razonar los datos que ya conocemos Tenemos que:
S Cov[X,Y]?
ECM(X) = X - ————— =
CM(X) = VarlX] = =7 7]
Cov[X,Y]? )
= X—-— X] = X] — X
Var[X] Var[Y | Var|X] Var[X] = Var[X] PX.y Var[X]
Cov[X,Y]?

Por tanto, por este método tan solo necesitariamos calcular las varianzas,
ahorrdndonos el calculo de F[XY], que al ser una integral doble puede

resultar complicada.

Ejercicio 7.5.5. Dada la funcién masa de probabilidad del vector aleatorio (X,Y)

xX\vlo 1 2 3
0 |02 02 005 0 ||045
1 |o1 01 001 005]0,35
2 | 0 005 005 01/ 02

03 035 02 015] 1
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

1. Determinar la aproximacion lineal minimo cuadratica de Y para X = 1.

Nos piden la recta de regresién de Y sobre X, y evaluarla en el punto X = 1.
Calculamos las esperanzas necesarias para el calculo de la recta de regresion.

EX]=0-03+1-035+2-02=0,75

EY]=0-03+1-035+2-02+3-0,15=12
E[X?=0%-03+1%-035+22-02=1,15
EXY]= Y ayP[X =z,Y =y] =135

zelbx
yeby

Var[X] = E[X? — E[X]* = 1,15 — 0,75* = 0,5875
Cov[X,Y] = E[XY] - E[X]E[Y] =1,35-0,75-1,2 = 0,45

Calculamos ahora la recta de regresion de Y sobre X.

Cov[X,Y]
Var[X]

S 0,45 36
Y(x)=FEY —EX])=1,2 ’ — =124 —(z —

Evaluando en X = 1, tenemos que:

-~ 36 36 9
V(1) =12+ -(1-0.75) = 124 1= -0.25 = 1.2+ - ~ 1,391489

2. Determinar la aproximacién minimo cuadratica de Y para X = 1.

En este caso, piden E[Y | X = 1]. Para ello, hemos de calcular las distribucién
condicionada de Y dado X = 1.

Py —o|x—1 - ZX=LY =0 0L 2
PIX =1] 035 7
PX=1Y =1] 0,1 2
PY=1|X=1|= = —
[ | ) P[X =1] 035 7
PX =1Y =2 0,1 2
PY=2|X=1|= = ==
[ | ) P[X =1] 0,35 7
PX=1Y=3 005 1
PY=3|X=1|= = i
[ | ) PIX =1] 035 7
Por tanto, tenemos que:
EY | X=1=)Y yPY=y|X=1]=
yELy
=0+1-PY=1|X=1]42-PY=2|X=1+3-PY=3|X=1]=
—2—1—2 2+3 L)
T 7 77
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Ejercicio 7.5.6. Dadas las siguientes distribuciones, determinar qué variable, X 6
X', aproxima mejor a la variable Y:

X\Y|0 1 2 X\Y|0 1 2
0 |5 0 01 0 s 0 15 2/
2 0 Y5 0 ||1s 2 0 Y5 0 |15
3 s 0 s 25 3 s 0 0| Ys
4 0 0 15|15 4 0 0 5|1
R EEEE

Hemos de obtener 77}2, x Y 7732, /x/ bara compararlas.
2 Var[E[]Y | X]] s Var[E[Y | X']]
/X Varly] = X Var[Y]

Calculamos las esperanzas necesarias para el calculo de las varianzas.

ElY]=0-2s5+1-154+2-2/5=1

E[YY =0%-2/5+1%-1/542%.2/5 =95
E[E[Y | X]|=E]Y]=1
EElY | X|=E]Y]=1
E[(EY | X])*]= Y (E[Y | X = a])*P[X = 1
E[(EY [ X)) = > (ElY | X' =a])*P[X' =4]

Calculamos por tanto las esperanzas condicionadas.

EY [ X=0=0-14+1-0+2-0=0
EY [ X=2=0-0+1-1+2-0=1
EY | X=3=0-1241-0+2-12=1
EY | X=4=0-0+1-04+2-1=2
ElY | X' =0]=0-12a+1-042-12=1
EY | X'=2=0-0+1-1+2-0=1
ElY | X' =3]=0-14+1-0+2-0=0
[ ]=0

EY | X'=4 04+1-04+2-1=2

Por tanto, tenemos que:

E[(E[Y | X]]= ) (E[Y | X =a])’P[X = 1] =
=07 s+ 12154+ 12.2/5 422 . 1/5 =7/5
E(EY | X)) = 3 (B[Y | X' = «])PX' = «] =
=12 -);/5+12-1/5+02-1/5+22-1/5:7/5
Var[E[Y | X]| = E[(E[Y' | X])’] - E[E[Y | X]|* =75 —1 =25
Var[E[Y | X']] = E[(E[Y' | X'))*] - E[E[Y | X']]? =75 -1 =25
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Por tanto, tenemos que:

2 _Var[E[Y|X]]_2/_5_1() 2

WX T Naly] T 2

donde en (%) hemos usado que Var[E[Y | X]] = Var[E[Y | X']].
Por tanto, aun siendo ambos ajustes de igual calidad, tenemos que ninguno de
los ajustes es bueno, ya que solo explican la mitad de la variabilidad de Y.

Ejercicio 7.5.7. Probar que las variables X = U+V e Y = U —V son incorreladas,
pero no independientes, si U y V son variables aleatorias con funcién de densidad
conjunta:

fov(u,v) =exp(—u—v), u,v>0.

Para estudiar si son incorreladas, calcularemos su covarianza. Previamente cal-
culamos las marginales.

Jo(u) = /OOO fov(u,v) dv = /OOO exp(—u —v) dv=e" /OOO eldv=e" eV ="
fv(v) = /000 fov(u,v) du = /000 exp(—u —v) du =e" /000 e du=¢e" [—e’“];o =e Y
Por tanto, tenemos que:

UV ~exp(l) = E[UF] = E[V¥]=1 VkeN

Por tanto, tenemos:

EX|=E[U+V]=E[U|+E[V]=1+1=2
EY]=E[U—-V]=E[U|—E[V]=1-1=0
E[XY]=E[(U+V)U-=V)] =E[U?-V? =E[UY-E[V’)=1-1=0

Tenemos por tanto que:
Cov|X,Y] = E[XY] - E[X|E[Y]=0-2-0=0

Por tanto, tenemos que X e Y son incorreladas.
Veamos que no son independientes. Para ello, calculamos en primer lugar fx y (z,y).
Para ello, definimos la transformacién:

g: R? — R?
U, Vv) — (X, Y)=U+V,U-V)

Para obtener ¢g—!, buscamos obtener U,V en funcién de X, T

X=U+V U =X+Y/
-

Y=U-V V =X-Y/

1

Por tanto, tenemos que d¢g~, con:

gt R? — R?
(X,Y) — (UV)= (55

2 2
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Tenemos que todas las componentes de g~! son derivables:

oU 1 oU 1 v 1 v 1

X 2 oy 2 X 2 oy 2
Ademas, veamos que el jacobianos no se anula:

Uy 1
sy —1/5

Por tanto, podemos aplicar el teorema del cambio de variable para obtener
fxy(z,y):

det Jg~'(z,y) =

=%

Lt o1 1 )
'1 _1‘——57&0 V(z,y) € R”.

Fetesn) = fola™ ) 1 el = g - fuw (T34 250

1 r+y xT—y 1 —x—y—x+y
=—-exp| — — = —-exp =
2 2 2 2

= —-exp(—x) V(z,y) € R* tal que  + y,x —y > 0

Veamos el conjunto graficamente:

A

—x+y=20
—x—y=0
1,,
Il :C\A
-2 -1 1 2 3 4
11
9|

Tenemos que el conjunto donde fxy(z,y) no se puede expresar como producto
cartesiano, por lo que intuimos que X e Y no son independientes. Para comprobarlo,
calculamos la funcién de densidad marginal de X y Y:

o) = [ Frrtoy) dy= [ Yaexp(-a) dy = rexp(-o) i, =
=1pexp(—x)(z+2z) =2 Vr>0
Para calcular la marginal de Y, distinguimos en funcién de y:

= Siy>0:

frly) = / " fuv(@y) do= / " aexp(—x) de = 2 [~ exp(~2)[ =

=1/2[0 — (—exp(—y))] = - V>0
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= Siy<O0:

h@Z/mhﬂ%wM=/1%mﬁwﬁ=%kmwwﬁ=

=k (e =5 V<0
Por tanto, tenemos que:
—y
5 v>0
fry) =
ey
5 Y <0
Para el (1, 1), tenemos que:
-1 L
fx(1)=e", fxy(1,1) = ¢
1 1
fr(1) = 5671, Ix()fy(1) = 5672 # fxy(1,1)

Por tanto, no se cumple que fxy(z,y) = fx(z)fy(y) para todo (z,y) € R?, por
lo que X e Y no son independientes.

Ejercicio 7.5.8. Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme en el in-
tervalo [0, 1], y sea Y una variable aleatoria continua tal que

U2y €0, 2%

0 en caso contrario

frix=:(y) = {

1. Calcular la funcién de densidad de probabilidad conjunta de X e Y. Calcular
la funcién de densidad de probabilidad marginal de Y.

Para calcular fxy(x,y), usamos el siguiente resultado:

o fX,Y(%?J)

Trix=2(y) = (@) = fxy(T,y) = frix=2(y) - fx(¥)

Por tanto, calculamos la marginal de X. Como esta es uniforme en [0, 1],
tenemos que:

1:/01fx(m)dx:/lkdx:k:fx(x)zl V€ [0,1]

0

Por tanto, tenemos que:

2 0<y<a2? 0<z<1

0 en caso contrario

hﬂ%wzhwﬂwjﬂ@:{

Veamos graficamente el conjunto donde fx y(x,y) no se anula:
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

15
Y — y = z°
0<y<a?<1
1 is
0.5 |
05 05 1 15
051

Para calcular la marginal de Y, para cada y €]0, 1], tenemos que:

Y ] Vi

Por tanto, tenemos que:

—-14+Yym 0<y<l1
Ir(y) = { .
0 en caso contrario

Observacion. En este ejercicio, el lector podrd ver que es dificil comprender
correctamente cuales son los intervalos en los que se trabaja. Esto se debe a
que no se especifica en el enunciado a qué valor de z estas condicionando, ya
que z = 0 no es valido.

2. Calcular E[X |Y =y]y E[Y | X = z].

Calculamos en primer lugar la distribucién condicionada de X dado un valor
Y =y €]0,1].

 fxy(xy) e
P =S5 T T

Ve e 0,1 | V7 <a

Calculamos ahora por tanto las esperanzas condicionadas:

1 1 12 1 1
EX|Y = :/ T - ::cd:c:/ :C-—d;c:—/
(X | y] y fxiy=y(x) ST S+ )
1 1 1
s yyy- [ln(x)]\/g -, In(1) — In(y/y)] =
In(y/y)
= Vy € (0,1
_1_|_1/\/37 Y [ ]
£E2 1'2 1 1 LUZ
E[Y]X:x]:/ Z/'fyxzx(y)dy:/ '—QdyZ—Q/ y dy =
1 y? xQﬁ 1 x47x2
_Ebh @2 g g Vel

l/ac dr =



Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

3. Para la misma densidad de probabilidad condicionada del apartado 1, conside-
rando ahora que X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad

de probabilidad:
322 x€[0,1
Fla) = { o1
0 en caso contrario

Calcular de nuevo la funcién de densidad de probabilidad conjuntade X e Y,y
la funcién de densidad de probabilidad marginal de Y, asi como E[X | Y = y]
y ElY | X = x|

Repetimos todo el proceso anterior, pero con la nueva funciéon de densidad de

X.
3 0<y<a*<l

0 en caso contrario

Ixy(@,y) = fyix==(y) - fx(z) = {
Para calcular la marginal de Y, para cada y € [0, 1], tenemos que:

1 1
fr(y) = /\f Ifxy(z,y) dov = 3/\f1 dx =3 [x]i/ﬂ =3-3y vy € [0,1]
Y Y

Calculamos ahora la distribucion condicionada de X dado un valor Y =y €
[0, 1].

fX v (x) _ fX,Y(%CU) _ 3 _ 1
v fly)  3-3yy 1—y

Vo e [0,1]] I <

Calculamos ahora las esperanzas condicionadas:

1 1 1 1 1
x'ny(x)dx:/ x -
e Vi 1=y L=y )y

BIX|Y =y = [

VY

S S ol S SR 2 DS S
_1—\@[2L§ 1—\@[2 2} 2(1—\/37)<1 v)
1+T\/§ Yy € [0, 1]

X xr 1 X
E[Y|X=$]=/ nyX:x(y)dy:/ Y= y=—2/ y dy =
0 0 Z 0
2
1 [4%]" 1 2t a?
=L === wvzelol
xQ{Qh 22 2 z€[0.1]

Ejercicio 7.5.9. Sean X e Y variables aleatorias con funcién de densidad conjunta:

r+y (x,y)€]0,1] x [0,1]

0 en caso contrario

f(X,Y)(xay> = {

1. Calcular la prediccion minimo cuadratica de Y a partir de X y el error
cuadratico medio asociado.
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

Para calcular la prediccion minimo cuadratica de Y a partir de X, hemos de
calcular EY | X]. Para ello, hemos de calcular la distribucién marginal de X

y la distribucién condicionada de Y dado X = x € [0, 1]. condicionada de Y
dado X =z € [0, 1].

1 1 271
fX(x):/O fxn(z,y) dy:/O r+ydy = {xy—l—%}ozx—l—% V€ [0, 1]
rimaly) = T TED e o

Calculamos ahora la esperanza condicionada de Y dado X = x:

By X =a= [y et ar= (v L g L [y ey
=al= | v frx=@) dy= |y mmpdy = o |yt dy =

Calculamos su error cuadratico medio:
ECM(E[Y | X]) = E[Var[Y | X]]

Calculamos por tanto en primer lugar Var[Y | X] = E[Y? | X] — E[Y | X]*:

1 1 fL“f‘y 1 1
E[Y2!X:l’]=/ y2-fYXx(y)dy=/ y? dy = /y2-(fv+y)dy=
0 0 0

r+ 12 x+ 1/
1 b,y 1 zy? y41 1 z 1
= d = —_— _— g —_ — =
x+1/2/0xy Ty :l;—i—l/z{?) I, T i e\371
dor + 3
= Yz e 0,1
et w el
4z +3 3z +2\°
VarlY | X = 2] = E[Y? | X =z2] - E[Y | X =2)* = — —
al) | X =a] = EIY? | X =a] = B | X = = 00 (222)
A +3 0 (342 3(dr+3)Q2r+1) - 2B +2)*
62z +1) 9(2r+1)2 18(2x + 1)2 B
~ 3(82* + 10z 4 3) — 2(92% + 4+ 12z)
B 18(2z + 1)2 -
_ 242% + 30z 49— 182° — 8 — 241
B 18(2z + 1)2
622 + 6z + 1
—— "~ vzrelol
18(22 + 1)? z€[01]

Por tanto, tenemos que:

ECM(E[Y | X]) = E[Var[Y’ | X]] :/0 % (@) dr =

Lex? + 62+ 1 Y 6a? + 62+ 1
2T o) dp = [ — 22T 2y
/0 @1z @Y /0 36020 +1)
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

Para resolver dicha integral, realizamos la divisiéon de polinomios:

_1
2 1): (20+1) = 2 2
( 6:(:2+6:c—|—) (Jc+) 3x+2—|—2m+1
— 6z° — 3x
3z +1
—3:6—%
_1
2
Por tanto, tenemos que:
ECM(E[Y | X]) = 1/13 R LR
~ 36 J, 2 2r+1
1 [322 3 1 Y1 /3 3
=—|—+-x—-In(2 Nl ==|=z+=—-1 =
36{2 p¢ et )L 36<2+2 n(3)>

2. Si se observa X = 1/ ;jqué prediccién de Y tiene menor error cuadratico
medio? Calcular dicho error.

En este caso, tenemos que la prediccién de Y a partir de X = 1/2 es:

3-1242 7
BV X = =53 = i

Calculamos su error cuadratico medio. Para esto, hay dos opciones:
Usando el apartado anterior En este caso, tenemos que:

ECM(E[Y | X = 1/2)) = E[Var[Y | X = 1/]] =

6-11+6-12+1 1] 1
=F =F|—|=—~
18(2 - 12+ 1)2 ] {144} 1ag ~ 007639

Usando la definiciéon de ECM En este caso, tenemos que:

ECM(E[Y | X =1/2)) = E[(Y — E[Y | X = 1/2])*| = E

7 49
= B - cEY] + o

Para calcular las esperanzas, calculamos en primer lugar la marginal de

Y. Paray € [0,1]:

1 1 1,2 1 1
fY(y):/ Jxy)(z,y) dx:/ r+ydr= {?—l—xy} :§+y vy € [0,1]
0 0 0
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

Calculamos por tanto las esperanzas necesarias:

1 1 1 ly )
E[Y]Z/y fy(y)dyz/y- -ty dy:/ SFytdy =
0 0 2 0 2
2 371
|y Y _1 1_7
_[4+3}0_4+3_12
1 1 1 1y2
E[YQ]Z/yQ-fy(y)dy=/y2 5ty dy:/—+y3dy=
0 0 2 0 2
3 471
1 1 5
6 4], 6 4 12
Por tanto, tenemos que:
7 49 5 7 7 49 11
ECMEY | X =12 )=EY)] - -EY]+—=——~+ —+— = —
CM(E[Y | /) Y] 6 []+144 12 6 12 144 144

3. Supdngase que una persona debe pagar una cantidad C' por la oportunidad de
observar el valor de X antes de predecir el valor de Y, o puede simplemente
predecir el valor de Y sin observar X. Si la persona considera que su pérdida
total es la suma de C' y el error cuadratico medio de su prediccion, qué valor
maximo de C estaria dispuesta a pagar?

Estudiemos cada una de las opciones por separado.

Observar X antes de predecir Y: En este caso, la pérdida total es:

O+ECM(E[Y|X]):(J+1(

3 1

2

donde hemos hecho uso del resultado calculado en el primer apartado.

Predecir Y sin observar X: En este caso, la pérdida total es (ya que no
pagamos C):

ECM(ELY]) = EI(Y~EIY ] = VarlY] = BBV = 55-(5) =1

Por tanto, la persona elegira la primera opcion siempre que:

C + ECM(E[Y | X]) < ECM(E[Y]) <= C < ECM(E[Y]) — ECM(E[Y | X))

Por tanto, la persona estara dispuesta a pagar un maximo de:

11 1 /3 1
- — —— (2421 ~
C=<l 5% (2+8n(3)) 0,03090

Ejercicio 7.5.10. Sea (X,Y’) un vector aleatorio con funcién de densidad:
f(X,Y)(x>y):6_y7 O<$’<y
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

Obtener y representar las rectas y curvas de regresién. Calcular el coeficiente de
correlacion lineal, las razones de correlacién y el error cuadratico medio cometido al
predecir cada variable segin cada una de las funciones de regresion. Interpretar los
resultados.

Obtenemos en primer lugar las marginales:

futw) = [Tery= [T = Wes0

Yy
fr(y) = / eVdr=ye™’  Vy>0
0

Obtenemos ahora las condicionadas. Dados z*,y* € RT, tenemos que:

_ f(X,Y) (.23*, y) _ e’ _ Tty *
fY|X:cc* (y) = fX(I*> P € Vy >
foany(xy) eV 1
—pk p— ’ = = — \v/ O *
fX\Y—y (l‘) fY(y*) y*e*y* y* T e ] Y [

Calculamos ahora las curvas de regresién. Para la de Y sobre X, tenemos que:
?(x):E[Y|X:x]:/ y-et Y dy:e“c/ y-e ¥ dy

Para calcular la integral, realizamos integraciéon por partes:

— / _ oo o0
u(y) =y uz(/y)_l_y } :/ y-e ¥dy= [—ye_y};o—/ —e Y dy =

= [—ye‘y — e_y}oo =e “(x+1)

Por tanto, tenemos que la curva de regresion de Y sobre X es:
Y(z)=e"e*(z+1)=z+1 Ve >0

Como vemos, la curva de regresién de Y sobre X es y = x + 1, que es una recta
y por tanto coincide con la recta de regresion.

Calculamos ahora la curva de regresion de X sobre Y. Para ello, tenemos que:

~ Y 1 1 Y 1 21Y
X(y):E[X|Y:y]:/Ox~§dx:§/oxda:za{%} :% Yy > 0

Como vemos, la curva de regresién de X sobre Y es x = ¥/2, que es una recta y
por tanto coincide con la recta de regresion.
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

Calculamos ahora el coeficiente de determinacion lineal. Para ello, calculamos
las varianzas y covarianzas:

E[X] = /OO Ydr = [—zet —e "] =1

eydy—[ / y-eVdy=0+2-1=2

x> =2

L
-

0

y? eydy—[ / e Vdy=043-2=6

Y=
/0+ /xyfxy(xy d:rdy_/ /fbye_ydxdy:

= 0+ooyey % y:%/o y3eydy:%~6:3
Var[X] = E[X) ] - E[X]?=2—-1=1
Var[Y] = E[Y?] — [] —6—-4=2
Cov[X,Y] = E[XY] - E[X]EY]=3-2-1=1

Por tanto, podemos calcular el coeficiente de determinacién lineal. Ademas, co-
mo las rectas de regresién coinciden con las curvas de regresion, el coeficiente de
determinacion lineal coincide con las razones de correlacion:

5 Cov[X,Y)? 12 1

2 _ .2 _ _ — =
Ty TIX T PXY T X Varly] . 12

Como podemos ver, tenemos que la mitad de la varianza de X y Y se explica por
la regresién, lo que nos indica que los ajustes no son muy buenos.

Calculamos ahora el coeficiente de correlacién lineal. Como la covarianza es po-
sitiva, el coeficiente de correlacién lineal también lo sera:

1 1 V2
A A TV A S

Como podemos ver, el coeficiente de correlacion lineal es positivo, lo que nos indica
que las variables estan correlacionadas positivamente.

Calculamos ahora el error cuadratico medio cometido al predecir cada variable
segin cada una de las funciones de regresion.

ECMY (X)) =E[(Y =Y (X)) =E[(Y =X -1} =EY?+ X>+1-2Y +2X — 2V X] =
— E[Y?|+ E[X? +1—2E[Y] +2E[X] —2E[XY] =64+2+1—-442—-6=1

ECM(X(Y)) = E[(X — )?(Y» | = E[(X -7/ = E[X*+Y/1-YX] =
:E[X2]+ZE[Y2]—E[XY] :2+i~6—3:%

Por tltimo, representamos las rectas de regresion:
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

4,,
Y —y=ua+1
— x=1Y/2
3,,
2,,
1,
| X
1 2 3 4

Ejercicio 7.5.11. Sea (X,Y") un vector aleatorio con funcién de densidad uniforme
sobre el cuadrado unidad. Obtener y representar las rectas y curvas de regresion.
Calcular el coeficiente de correlacion lineal, las razones de correlacion y el error
cuadratico medio cometido al predecir cada variable segiin cada una de las funcio-
nes de regresion. Interpretar los resultados.

Dado que la funciéon de densidad es uniforme en el cuadrado unidad, tenemos
que (compruébese):

1, (z,y)€]0,1] x0,1]

l" pr— .
f(X,Y)( y) {(), en caso contrario

Definimos la siguiente funcién auxiliar:

g: R — R

{1, teo,1]
t —

0, en caso contrario

Tenemos que fixy)(z,y) = g(x)g(y) para todo (z,y) € R? por lo que X e YV
son independientes. Por tanto, tenemos que las curvas de regresién son:

}A/(x):E[Y|X:x]:E[Y]:/01ydy: [%T:

1
2
~ 1 12 1 1
)= BX Y =)= BlX = [ ew= 5| =5 wepa
0
Al ser independientes, en particular son incorreladas, por lo que:

pgqy = ngf/y = 7712//)( =0

Calculamos ahora el error cuadratico medio cometido al predecir cada variable
segtin cada una de las funciones de regresion.

ECM(Y (X)) = E[(Y = Y/(X))*] = E[(Y — E[Y])’] = Var[Y]
(V) = E[(X - X(Y))’] = E[(X — E[X])’] = Var[X]



Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

Calculamos por tanto ambas varianzas:

Var[Y] = E[Y? — E[Y]* =

Por tanto, tenemos que:

ECM(V(X)) = Var[Y] = 1—12
ECM(X(Y)) = Var[X] = %

Ejercicio 7.5.12. Supongamos que (X,Y") tiene funcién de densidad de probabili-
dad conjunta dada por:

f(X,Y)<x7 y) = {

L |yl <2 €]0,1]
0, en otro caso

Obtener y representar las rectas y curvas de regresién. Calcular el coeficiente de
correlacién lineal, las razones de correlacion y el error cuadratico medio cometido al
predecir cada variable segin cada una de las funciones de regresion. Interpretar los
resultados.

Calculamos las marginales:

fX(:v):/wldy:Qx Vo €]0,1]

iy
fy(y)z/llldle—lyl Vy € ]-1,1]
)

Calculamos ahora las condicionadas. Dados z* € |0,1] e y* € |—1, 1], tenemos
que:

*’ ]' * *

fY|X:x*(y) = %(;)y) = o Vy € |—a", o

 fan(yt) 1 §
fX|Y=y*(x)* fY(y*) - 1_’y*’ vme”?/ |71[

Calculamos ahora las curvas de regresién. Tenemos que:

S v 1 1 [* 1 (22 22

X(y):E[X]Y:y]:/x._dx:_ e <___>:
1 — |yl L1yl Jiy I—Jyl\2 2

|yl

1— g2 1—y2)(1 1
B y: o A=y +ly) 1+ ]yl vy e l-1.1]

20—y 20 —lyh@+lyl) 2
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

Como la curva de regresion de Y sobre X es constante, la recta de regresién
de Y sobre X es la misma que la curva de regresién. Calculamos ahora la recta de
regresiéon X sobre Y. Para ello, previamente calculamos:

E[X]Z/x~2xdx:2/ xzdng{g] _
0 0

0

2
3
EW%j/zrﬂ—hmdyz/‘M1+wdyﬁéyﬂ—yww=

-1

2 3], 2
1 1 4
1
EIX? = / 2% 2x dv = / 2 dr = [x_] ==
0 0 41, 2
1 0 1
)= [ 0=ty = [ Py [P0y dy-
-1 -1 0
3 4 3 4
Y Y Y Y P 1 1 1 1
{3+4}1+[3 4h 37173 1 %

Por tanto, tenemos que la recta de regresion de X sobre Y es:

%(y—ﬂm =2 welw

La representacién grafica de las rectas y curvas de regresion es:

)A(L(?J) = E[X] +

1y =
Y — Y(x)=0
X, (y) =23
> Xy ="
| | X
1 —05 o&\ 1
—0,5 |
_1 1

El coeficiente de determinacién lineal es:

) Cov[X,Y]?

PXY = Var[X] Var[Y]
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

Como vemos, el ajuste lineal es nulo, ya que no explica nada de la variabilidad de
X nideY.

El coeficiente de correlacién lineal es:

PXyYy = 0

Como vemos, las variables son linealmente incorreladas, como era de esperar tras el
calculo del coeficiente de determinacién lineal.

Calculamos las razones de correlaciéon. Como la curva de regresién de Y sobre X
coincide con la recta de regresion, tenemos que:

7712//)( = P%{,Y =0

Respecto de la curva de regresion de X sobre Y, tenemos que:

. VR Ver [M]
Xy Var[X] Var[X]

Calculemos la varianza del numerador:

E[|Y|]=/1|y|-<1—|y|>dy=/ —y<1+y>dy+/0 y(1— ) dy =

2 3 2 1
5 eg] 58] -3 d
[ 2o de = b =Ll 2
E (HQ'Y')Q :—[1+2EUYH+E[Y2H:ﬂ1+2é+%]:;_i
Var[lﬂyf_E <1+_IYI) E[1+|Y|F_E_(2>2_L
2 2 2 20 \3) T2

Por tanto, tenemos que:

14y
) Var[ 2‘ I] Y 1
Xy = vl — 1. —
Var[X] g 4

En este caso, tan solo se explica un cuarto de la variabilidad de X por la regresion,
por lo que el ajuste sigue siendo malo.

Calculamos ahora el error cuadratico medio de cada una de las funciones de
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

regresion:

EOM(V (X)) = B[(Y - V(X)) = B[Y?] = 5

2
(X 1+ ‘)
2

_ E[XY+E (” ‘”)2 — BIX(1+|Y])] =

ECM(X(Y)) = E[(X - X(Y))!| = E

= E[X?|+E (H‘Y‘)z — EX]-E[Y|-X] =

ECM(X.(Y)) = E [(X — E[X))’] = Var[X] = —

Aqui podemos ver que el error cuadratico medio cometido con la regresion lineal es
mayor que el cometido con la curva de regresion, lo que indica que la regresién lineal
es peor que la curva de regresién (como es de esperar).

Ejercicio 7.5.13. Sea (X,Y’) un vector aleatorio distribuido uniformemente en el
paralelogramo de vértices (0,0); (2,0); (3,1) y (1,1). Calcular el error cuadratico
medio asociado a la prediccién de X a partir de la variable Y y a la prediccién de
Y a partir de la variable aleatoria X. Determinar la prediccién mas fiable a la vista
de los resultados obtenidos.

Veamos graficamente el paralelogramo:

21y

—1

Notemos por P al paralelogramo. Tenemos que la funcién de densidad conjunta
es:

k, (xz,y)eP

0, en otro caso

faxn(z,y) = {
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

Para calcular k, tenemos que:

1
1=/f(X,Y)z/k:kA(P):k-2.1:2k;:>k:_
P P 2

Calculamos en primer lugar las marginales. Para = € [0, 3], tenemos que:

» Siz € ]0,1], tenemos que:
» Siz € [1,2], tenemos que:

» Siz € [2,3], tenemos que:

Por tanto, tenemos que:

e/a, x€l0,1]
2, xe[L,2]
€Tr) =
fx(@) bz g e 2,3
0, en otro caso

Para y € [0, 1], tenemos que:

y+2
fy(y)z/ %dwzé(y+2—y)=1

Calculamos ahora las condicionadas. Dado y* € [0, 1], tenemos que:

Ix|y=y(x) = % = 1/T2 = % Vz €0, 3]

Respecto a la condicionada de Y dado X = x*, distinguimos en funcién de z*:

fem@@y) |V T el yelo]
Jyix=e(y) = % =<1, x* e ll,2], y €10,1]
3jx*’ LA [273]7 ye [I* - 2> 1]

Tenemos que calcular los siguientes errores cuadraticos medios:

ECM(X(Y)) = E[Var[X | Y]]
ECM(Y (X)) = E[Var[Y | X]|
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

Para calcular E[Var[X | Y]], tenemos que:

y+2 1 1 2y+2 1 22 2 4 4
BIX|Y =y = [ ol ZL(WE2T vy b4
2 2 2
Y Yy

|:$3:|y+2_1((y—{—2)3 3> B 6y2—|—12y—|—8 B
T2 -6

AR | 1
E[X2|Y:y]:/y x2-§dx:§
=y*+2y+ s
VarlX | Y =] = BIX* | ¥ =4] ~ BIX | Y =y =7 + 25+ 5 — (y + 1) =
=y + 2+ -y’ =2y —1=1/3

E[Var[X | Y]] = E H _ %

Para calcular E[Var[Y | X]|, calculamos previante lo necesario:

» Siz € ]0,1], tenemos que:

Y1 X == [ —dy—%[%}

0
EY2| X =] = 2, - _ - |2
Y2 X = qf Ay xhh
E

VarlY | X = 2] = E[Y? | X = 2] — E[Y | :]:%‘@)2:%

» Siz € [1,2], tenemos que:

VarlY | X =] = E[Y? | X = 2] - E[Y | X = af? =

» Siz € [2,3], tenemos que:

! 1 1 [42] 1 (1 (z—2)
EY | X =] = —— dy= U _
YX=q /x_y 327 3—3:{2}332 3—1;(2 > )

1 —2? +4x -3 _—w2+4x—3
3—x 2 o 2(3-ua)

Realizamos la divisién:
(—2?+42-3):(—2z+3)=a2—1
% — 32
z—3
—z+3
0
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Probabilidad 7.5. Esperanza Condicionada

Por tanto, tenemos que:
(r—-1)B—2) x-1
23—2) 2

' 1 1 [y*]" 1 /1 —92)3
E[Y2|X:x]:/ y2- dy = ¥y — __((L’ ) —
—9 3—=x 3—x[3],, 3—x\3 3

1 —x34+622—-122+9
3—x 3

E[Y | X =a]=

Realizamos la divisién:

—a* 4622 —120+9): (—x+3) =2® -3z +3

x® — 32?2
322 — 122
— 322 + 9z
—3z+9
3xr—9
0

Por tanto, tenemos que:

—1
E[Y|X:x]:x2
2_3x+3)(3— 2 _3x+3
E[Y2|X:x]:($ x4 3)( x):x T+
3(3—x) 3
2 3x+3 -1\’
VarlY | X =a] = E[Y? | X = 2] — E[Y | X =a)? = * 3x+ —(IQ ) _
7x2—3x+3 2 —2x+1 4x2—12m+12—3x2—|—6x—37
B 3 4 B 12 B
2 —6x+9
B 12
Por tanto, tenemos que:
1.2 2 3 ,.2
r° x 1 1 x*—6xr+9 33—z
E Y| X — . = S ) —
[VarlY | X]] = D 2d:)3+ T 2d$ /2 15 5 dx
(z—3)°
—d — dx — dr =
/24 x+/ / 21
R L
24 4, 24 24 4 |,

1 1+11 1 1\ 1
24 4 24 24 4) 16

En resumen, tenemos que:

ECM(X(Y)) = %
ECM(Y (X)) = 1—16
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Para comparar ambas regresiones, hemos de calcular las razones de correlacién.
Para ello, calculamos previamente las varianzas de X e Y:

1 2 3 _
E[X]:/x-fdx+/x-—dx+/$-3 T dr =
o 2 2 2 2
B $31+ z? 2+ 322 $33_1+
6], 4], 4 6], 6

1 x 2 1 3
E[X2]:/x2-—dx—|—/x2~—dx—|—/x2~
0 2 1 2 2

F‘T [ﬁr l3x3 $4:|3 1 8 1 8 8 24 16 8
== +|=]| + — | =4 + ===
81, 6], 6

1 !
Var[Y] = E[Y?] — E[Y] = = ) _ 1
3 12
Por tanto, tenemos que:
» __EOMX(Y) s 1
Txry = Var[X] 512 5
» __ECOME(X) | Yw 1
yx = Var[Y] 12 4

Por tanto, la prediccion mas fiable es la de Y a partir de X, aunque no son
buenas predicciones.

Ejercicio 7.5.14. Sea (X,Y) un vector aleatorio con rectas de regresién
r+4y =1 T+ 5y =2

1. ;Cuél es la recta de regresion de Y sobre X7
Suponemos que la recta de regresiéon de Y sobre X es x + 4y = 1. Por tanto,
tenemos que:
Cov[X,Y]
Var[X]

y= ?(I) B Var[X] 4

Por otro lado, tenemos que la recta de regresion de X sobre Y es x + by = 2.

Por tanto, tenemos que:

Cov[X,Y]
Var[Y]

v B = DX

r=X(y)=2-5y = EB[X]+ Var]
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Por tanto, el coeficiente de determinacion lineal es:

Cov[X, Y2 1 5
2 =Tl (Lh)=2>1
XY = VX vary] ~ 1 Y717

Esto es un absurdo, luego nuestra suposicion era errénea. La recta de regresion
de Y sobre X es x4+ 5y =2 y la de X sobre Y es x + 4y = 1.

2. Calcular el coeficiente de correlacién lineal y la proporcién de varianza de cada
variable que queda explicada por la regresion lineal.

Como la recta de regresion de Y sobre X es x + by = 2, tenemos que:

Cov[X,Y] 1
(z — EX]) = VarlX] 5

_2—x
5

Cov[X,Y]
Var[X]

=)

y=Y(z) = E[Y]+

Por otro lado, como la recta de regresién de X sobre Y es x +4y = 1, tenemos

que:
S Cov[X,Y] Cov[X,Y]
=Xy)=1-4y=FEX|+ ———y—EY]) = ———=—4
z = X(y) y = E[X]+ Var[Y (y — E[Y]) VarY]
Por tanto, el coeficiente de determinacién lineal es:
Cov[X,Y]? 1 4
Xy = X vary] ~ 5 M 508

Por tanto, la proporciéon de varianza de cada variable que queda explicada
por la regresién lineal es un 80 %. Ademds, como la covarianza es negativa, el
coeficiente de correlacion lineal es:

5 4 25
PRy =Ny =TT T

3. Calcular las medias de ambas variables.

De la forma de las rectas de regresion, planteamos el siguiente sistema:

{E[Y] +5E[X] =25
E[X]+4E[Y] =1

Resolviendo el sistema, llegamos a que:
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7.6. Algunos Modelos Multivariantes

Ejercicio 7.6.1. El 60% de los clientes de un almacén paga con dinero, el 30 %
con tarjeta y el 10% con cheques. Calcular la probabilidad de que de 10 clientes, 5
paguen con dinero, 2 con tarjeta y 3 con cheques.

Dado i € {dinero, tarjeta, cheques}, definimos X; como la variable aleatoria que
cuenta el nimero de clientes que pagan con el método i. Entonces, (Xdinero; Xtarjetas X cheques)

sigue una distribucién multinomial con parametros n = 10 y probabilidades (Pdineros Diarjeta: Peheques) s
donde:

Pdinero = 0767 Drarjeta = 0737 Pcheques = 071

Tenemos entonces que:

10!
P[Xdinero - 5, Xtarjeta - 2, Xcheques = 3] - m : pginero : p?arjeta ' pgheques =
10! 5 9 3
EEER 0,6°-0,3°-0,1° = 0,0176

Ejercicio 7.6.2. En un hotel hay tres salas de television. En un determinado ins-
tante, cada televisor puede sintonizar uno entre 6 canales distintos, A, B, C, D, E
y F. Cada canal tiene probabilidad /36, 3/36, 5/36, 7/36, 9/36 y 11/36, respectivamente, de
ser sintonizado, con independencia unas televisiones de otras. Calcular:

1. Probabilidad de que en un instante dado se sintonicen los canales B, D y E.

Dadoi € {A, B,C, D, E, F}, definimos X; como la variable aleatoria que cuen-
ta el nimero de televisores sintonizando el canal i. Entonces, (X4, X, X¢, Xp, Xg)
sigue una distribuciéon multinomial con pardmetros n = 3 y probabilidades

(pAapB7pC7pD7pE)7 donde

1 3
pA_367 pB_367
5 B 7 9
pC_367 pD_36a pE_36

Consideramos ahora el vector aleatorio (Xpg, Xp, Xg), que sabemos que:
(XB, Xp, Xg) ~ M3 (3,p5,pp, PE) -

Tenemos que:
3! 3 79 7

P Xrn=1Xn=1Xr=1=— pponnr =6 ——- 2 24
Xp =1,Xp =1,Xp =1] = qyiorPePope = 0555500 = 500 20,0243

2. Probabilidad de que en un instante dado haya un televisor sintonizando el
canal B y otro el E.

Consideramos ahora el vector aleatorio (Xpg, Xg), que sabemos que:
(Xp, Xp) ~ M;(3,p5,p5) -

Tenemos que:

3! 3 9 24 1
PXp=1,Xp=1]= W'PB'PE'(l —pp —pp) =0 — ~ 0,0833
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3. Probabilidad de que en un instante dado los tres televisores sintonicen el canal
F.

Consideramos ahora el vector aleatorio (Xr), que sabemos que:
(Xp) ~ My (3, pF)-

Tenemos que:

3! 11\* 1331
P Xpr=3=—-pb=(—=) = —"= ~0,0285
Xr = 3] = 307 - Pr <36) 46656

4. Probabilidad de que en un instante dado no estén sintonizados A, B, C, D.

Consideramos ahora el vector aleatorio (X4, Xp, X¢, Xp), que sabemos que:
(XA7 XB) XC> XD) ~ M4 (37pA7pBapCapD) .

Tenemos que:

3!
0101010!3! (1

1 3 5 7\° 5\° 125
N R . S I L) —(2) =22~ 01715
( 36 36 36 36) (9) 729

Ejercicio 7.6.3. Un ordenador genera nimeros aleatorios del 0 al 9 con indepen-
dencia e igual probabilidad para cada digito. Si se generan 12 ntumeros aleatorios,
calcular:

PXa=0Xp=0,Xc=0,Xp=0]= —pa—pB—Dpo—Dp)’ =

1. La probabilidad de que aparezca 6 veces el digito 0, 4 veces el 1 y 2 veces el 2.

Dado i € {0,1,2,...,8}, definimos X; como la variable aleatoria que cuenta
el nimero de veces que aparece el digito . Entonces, (X, X1, Xo, ..., Xs)
sigue una distribuciéon multinomial con pardmetros n = 12 y probabilidades

<p07p17p27 R 7p8>7 donde:
1

pi:p0:p1=p2=---=p8=1—o-

Consideramos ahora el vector aleatorio (Xy, X1, X2), que sabemos que:

(X07 X17 XZ) ~ M3 (127p07p1ap2) .

Tenemos que:

12!
61412!10!

4 2

PXo=6,X,=4,X,=2]= ~p8'p1-p2 ~ 13,86 - 1077

120
~ gm0’
2. El nimero esperado de veces que aparece el 0.

Tenemos que Xy ~ M; (12, pg), por lo que:

1 6
ElXg)=n-pp=12- — =~ =12
[0] n - Po 10 5 )
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3. La probabilidad de que aparezca 4 veces el 1 y 3 veces el 6.

Consideramos ahora el vector aleatorio (X7, Xg), que sabemos que:

(X17X6) ~ MQ (127p17p6) .

Tenemos que:

12!
P[Xl =4, Xs = 3] = m-p‘f-pé-(l—pl—pﬁ)g’

12!

_ 7(1_9:\5 ~ 104
= s (1—2p)° ~ 9,08-10

Ejercicio 7.6.4. Sea F': R — R una funcién de distribucién continua, y sean oy y
ap numeros reales tales que F'(a1) = 0,3 y F(az) = 0,8. Si se seleccionan al azar 25
observaciones independientes de la distribucién cuya funcién de distribucion es F'.
Calcular la probabilidad de que seis de los valores observados sean menores que a;,
diez de los valores observados estén entre a; y as y 9 sean mayores que as.

Como F' es una funcién de distribucién, es creciente. Como F(a;) = 0,3 y
F(as) = 0,8, tenemos que a; < ao. Definimos las siguientes variables aleatorias:

X7 := Numero de observaciones menores que «;,
X5 := Numero de observaciones entre a; y as,

X3 := Numero de observaciones mayores que «s.
Tenemos las siguientes probabilidades:

p1 = Prob. de que una observacién sea menor que oy = F(ay) = 0,3,
— F(a1) =0,8-0,3=0,5,

ps = Prob. de que una observacion sea mayor que ap, = 1 — F(ag) = 0,2 =1— p; — ps.

pa = Prob. de que una observacién esté entre oy y ag = F'(ag)

Tenemos que:
(X1, Xa) ~ My (25, p1,p2) -

Por lo que la probabilidad pedida es:
_ 23 6 .10 o_ 20 6 10 9
P[X1:6,X2:10]—mp1p2 p3—m0,3 0,5 0,2 NO,0059

Ejercicio 7.6.5. Si se lanzan 5 dados equilibrados de forma independiente, calcular
la probabilidad de que los niimeros 1 y 4 aparezcan el mismo nimero de veces.

Dado i € {1,2,3,4,5,6}, definimos X; como la variable aleatoria que cuenta el
nimero de veces que aparece el numero i. Entonces, (X1, Xo, X3, Xy, X5) sigue una
distribuciéon multinomial con pardmetros n = 5 y probabilidades (pi, ps2, p3, P41, P5),
donde:

1
P:=DpP1=P2=P3=DP4=P5= G
Consideramos ahora el vector aleatorio (X7, X4), que sabemos que:

(X17X4) ~ MQ (57p17p4) :

223



Probabilidad 7.6. Algunos Modelos Multivariantes

Tenemos que la probabilidad pedida es:
PIX; = Xy] = ZP[XI =i, X4 = 1]

Calculamos cada uno de los sumandos:

5L o s 5l 4\ 32
P[Xl:0,X4:0]:m-pl-p4-(1—p1—p4) =5 \s) T

5! 1 1 4\ 40
PX,=1,X,=1=——-pl-pl-(1- 3_-5.4. () = 22

5! 5! 1\N? /1\? 4 5
PIX:=2. X, =91= — . p2. 2. (1—=p —p, V= —.(Z) - [Z2) -2 =
Xi=2% =2 =55 v (L=p=p) = o (6) (6) 6 324

Por lo que la probabilidad pedida es:

32 40 5 101
P[X; = Xo] = —= + —

YT ~ 0,312
243 243 * 324 324

Ejercicio 7.6.6. En un determinado juego de azar existen tres posibles resultados
A, By C, que se dan con probabilidad 0,8,0,15 y 0,05, respectivamente. Una persona
realiza 5 veces el juego de forma independiente, calcular la probabilidad de que no
obtenga ninguna vez el resultado C ni mas de una vez el resultado B.

Dado i € {A, B,C}, sea p; la probabilidad de obtener el resultado i. Definimos
la variable aleatoria X; como el nimero de veces que se obtiene el resultado 7. Se
pide:

PXp<1,Xc=0]=P[Xp=0,Xc=0]+P[Xg=1,Xc=0]

Para calcular cada una de las probabilidades, consideramos el vector aleatorio
(XB, Xc), que sabemos que:

(XBaXC) ~ M2 (57pB>pC) :

Tenemos que:

‘) 51 1024
PXp =0,Xc = 0] = g Pppe- (L= —pe)” = - 08 = =or,
0 192

PXp=1,Xc=0]= ph - pe - (1 —pg —pe)t =5-0,15-0,8" =

11014! 625

Por lo que la probabilidad pedida es:

1024 192 1984
P[Xp<1,X0=0] = - ~ 0,63488
X ¢ =0 3125 T 625 3125

Ejercicio 7.6.7. Sea (X,Y") un vector aleatorio con distribucién normal con pardme-
tros puy =5, iy = 8, 02 = 16, 03 = 9, p = 0,6. Calcular

PH<Y <11| X =2].
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Calculemos en primer lugar la distribucién condicional de Y dado X = 2. Sabe-
mos que:

1

Por tanto, y notando por Z a la tipificada de Y | X = 2, tenemos que:

PBH<Y <11| X =2] = P[-0,6875 < Z < 1,8125] = P[Z < 1,8125] — P[Z < —0,6875] =
— P[Z < 1,8125| — 1 + P[Z > —0,6875] =
= P[Z < 1,8125] — 1 + P[Z < 0,6875] ~ 0,96485 — 1 + 0,75490 = 0,71975.

Ejercicio 7.6.8. Calcular la distribuciéon de probabilidad de la suma X + Y para
<X> Y) ~ N2((/Ll> M2)7 Z)? siendo

2_( o1 "1022p).
01020 0y

()

Sea Z = X +Y = (X,Y)A. Entonces, usando la normalidad para las combina-
ciones lineales de normales, tenemos:

Sea la matriz A dada por:

X +Y ~N(uA, A'SA)
Tenemos que:

PA = iy + po

1
A'SA = (07 + 0100p 05 + 0102p) (1

) =07 + 05 + 20109p
Por tanto, X +Y ~ N (1 + po, 01 + 03 + 20102p).

Ejercicio 7.6.9. Si (X,Y’) es un vector aleatorio con distribucién normal, encon-
trar una condicién necesaria y suficiente para que X+Y y X —Y sean independientes.

Tenemos que (X,Y) ~ Ny(u, X)) para cierto vector de esperanzas p y matriz de
covarianzas X.. Sea la siguiente matriz:

1 1
=0 2)
De esta forma, Z = (X, Y)A = (X +Y, X —Y), por lo que usando la normalidad

para las combinaciones lineales de normales, tenemos que:
Z ~Ns (nA, A'SA) .
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Calculamos la matriz de covarianzas de Z:

1 1 o? 010 1 1

t _ 1 102p _

AxA = <1 —1) (0102p o3 ) (1 —1) o
. 0% + 0109p 01090 + a% 1 1)\
“\o? —o109p oro9p—03) \1 —1)
_ (a% + 201090 + Ug Uf — 0% )
= 2

2 2 2
o] — 05 o] — 201030 + 05

Por tanto, tenemos que:
Cov[X +Y, X - Y] =07 — 03

Alser Z = (X +Y, X —Y) una normal bidimensional, por la caracterizacién de
la independencia de las componentes de normales bidimensionales, tenemos que:

X +Y y X —Y son independientes < Cov[X + Y, X — Y] =0 & o] = 05.

Ejercicio 7.6.10. Para cada una de las siguientes densidades normales bidimensio-
nales, hallar p, po, 02,03 y p:

L Joon(,9) = = exp (—1<<x . 2>2>)

2m 2
Buscamos expresar la funcion de densidad de la forma:
1 (x—ul,y—uz)E‘l(:v—ul,y—u2)t>
x,y) = exp | —
Jaen(@,y) = b ( 5

Tenemos que:

1 1
faxn(z.y) = s-exp | —5((z = 1)° + (y — 2)%)
2m 2
1 1 1 0\ [z—-1
_%exp <—§ (ZE—l y—2) (O 1> <y—2))
Por tanto, tomando 3 = (Idy)™! = Idy, tenemos que |X| = 1 y cuadra. Por
tanto,
(X’ Y) ~ NQ((L 2)7 Id?)

Por tanto:

,LL1:1, :u2:27 0%217 03217 p:O

1 1
2. fxn)(@,y) = 5 exp (—5(1:2 +y* +4dx — 6y + 13))

Tenemos que:

fxy) (@, y) = %exp (—%(ﬁ +y? 4 4z — 6y + 13)>
— o (5 + 27+ -3
1 1 1 0\ [z+2
= 5 €Xp (—5 (m—I—Q y—3) (O 1> (y——'—B))
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Por tanto, tomando ¥ = (Idy)~! = Idy, tenemos que |X| = 1 y cuadra. Por
tanto,

(Xv Y) ~ NZ((_273)71d2)

Por tanto:
W= =2, po =3, crf:l, ngl, p=0.

3 foy(2,y) = — L (2 8y 442
S Jxn(@, Yy —2’47TGXP 0.72 \ 4 OLY T Y

Este caso es mas complejo, porque ¥ # Ids. Buscamos ahora expresar la
funcién de densidad de la forma:

s (ot (55 () () (52

Identificando términos, en primer lugar tenemos que:

241 = 2wo1094/ 1 — p?
0,72 = 2(1 — p?)

Por tanto, 1 — p? = 0,36, de lo que obtenemos que:

2.4
V1= 2 =06 = oy0p = —©

2706
1—p*=0,36 = p* =0,64 = |p| =08

El signo de p no podemos determinarlo (ya que tampoco se puede determinar
el signo de o7 y 09).

Por tanto, considerando los siguientes valores, tenemos que cuadraria:

,ulz,uQ:O, 0'%24, 0'521

Ejercicio 7.6.11. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad en R?
dada por:

faxn (@, y) = filz,y) + fo(2,9),

1 1 9 9

filz,y) = mexp —m@ Ty —2pzy) ), o] <1,
1 1

falz,y) = = P (‘m(m2 +y - QTWJ)) Tl < L

1. Demostrar que las distribuciones marginales son normales de media cero y
varianza uno.

Tenemos que:

filw,y) = %gl(x,y), fo(w,y) = % - 92(7, )

donde:
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» g1(z,y) es la funcién de densidad de (X1,Y7) ~ N2(0,0,1,1, p).
» go(7,y) es la funcién de densidad de (X, Ys) ~ N5(0,0,1,1,7).

Calculemos la funcién de densidad marginal de X:

/fxyiﬁydy—/ fi(z,y) + folw,y) dy =

/ flxydy+/ fo(z,y)d
_§</_Oog1(:c y)dy+/_oogz(x y)dy>

1
= 5 (@) + fr(@)

donde, en la utlima igualdad, hemos usado que esas integrales son la funcién
de densidad de las marginales de X; y X5 respectivamente. Como sabemos
que X1, Xy ~ N(0,1), tenemos que fx, = fx,, por lo que:

Felo) = 5 @F ) = o) = = o (- )

Por tanto, tenemos que:

X ~ N(0,1)
Andlogamnete, demostramos que Y ~ A(0,1).

2. Obtener la covarianza de X e Y.
Sabemos que E[X] = E[Y] = 0. Calculemos E[XY]:

E[XY] —/: /:xyf(xm(w,y) dwdy—/_z /_ny(fl(x7y)+fz(x,y))dwdy—

—/Oo /oo wyfl(fv,y)dwder/oo /Oo zy f2(z,y) dr dy =
(/ / zygi(x,y d:zcdy—i—/ / zyge (T, y dﬂiiy)

=3 ( [(X1Y1] + E[X2Y3])

Como E[X,| = E[Y1] = E[X,] = E[Y3] = 0, tenemos que:

E[XY] = - (E[XiY1] — E[Xi]E[Y1] + E[XoYs] — E[Xp]E[Y3]) =

1
2
1
=3 (COV[X17}/1] + COV[X27}/2D
Usando que (X17)/1> ~ N2(0707 ]-7 ]-)p> y (X27)/2) ~ N2(0707 ]-7 177—)7 tenemos
que:

COV[Xla }/1] =P
Cov[Xy, Yo =7
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Por tanto, tenemos que:
1
Cov[X,Y] = é(p +7)

3. iSon X e Y independientes? ;Son X e Y incorreladas?

Veamos en primer lugar si son independientes, ya que en el caso de que lo sean
sabemos que serdn incorreladas. Tenemos que X,Y ~ N (0, 1), por lo que:

foer)(@,y) = % (g1(z,y) + ga2(z,9)) =
= 1 —1 1 2 2 2
"2\ oI 2 P (‘m(‘” T px”)*

Evaluando por ejemplo en el (0,0), tenemos que:

+

P (0) = o-
foew (0,0) = + S L R ——
T T e \on /T P2 2m/1—72) 2 \2/1—p2 2V1—72

Por tanto, tenemos que:

1 1
+
2¢/1—p2 2V/1—72
I
V1—p2 V1-72

Ix(0)fy(0) = fixy)(0,0) <= 1=

<=2

En este caso, como p?, 72 > 0, tenemos que ambos radicandos son menores o
iguales que uno, por lo que ambos denomininadores son menores o iguales que
uno. Por tanto, ambos sumandos son mayores o iguales que uno. Para que su
suma sea 2, es necesario que ambos sumandos sean iguales a uno, y esto solo
se tiene si p = 7 = 0. Por tanto, tenemos que:

Ix(0)fy(0) = fxy)(0,0) <= p=7=0

Por tanto, en caso contrario, tenemos que X e Y no son independientes. En el
caso de que p = 7 = 0, tenemos que:

1/1 1 1 1
faeyy(z,y) = 5 <§ exp (—§($2 + y2)> + o P <—§(x2 + y2))> =
1 ( 22 + 92

= %exp 5
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Por tanto, concluimos que:

X e Y son independientes <= p =717 =0

Respecto a su correlacién, como Cov[X,Y] = %(p + 7), tenemos que:

X e Y son incorreladas <= Cov[X, Y] =0<=p= —7

De nuevo, notemos que si son independientes, entonces son incorreladas, pero
el reciproco no es cierto.

Ejercicio 7.6.12. Sea (X, Y') un vector aleatorio con distribucién normal con parame-
tros pi1, po, 03,02 y p. Demostrar que X e Y son independientes < p = 0.

Demostrado en la Proposicién 5.16.

Ejercicio 7.6.13. Sea (X,Y) un vector aleatorio con distribucién normal bidimen-
sional con las siguientes caracteristicas:

» La mediana de X es 1.
» Var(X) = Var(Y).
» pxy = 0,9
» Cov(X,Y) =2/
» PIX<—-1|Y =1]=0,06681.
Determinar el vector de medias y la matriz de covarianzas de (X,Y).

Tenemos que:

Cov(X,Y) (o 23 2 4
075 = = = — Var(X)=Var(Y)=-=--2=—
PO Nar(X) Var(Y) | Var(X) ar(X) = Var(Y) = 3

donde en (x) he empleado que Var(X) = Var(Y'). Por tanto, la matriz de covarianzas

es:
_( Var(X) Cov(X,Y)) _1/4 2
- \Cov(X,Y) Var(Y) ) 3\2 4
Como (X,Y) es una normal bidimensional, X es una normal, luego su mediana
es igual a su media. Por tanto, F[X] = 1. Para calcular E[Y], usamos el tinico

resultado que no hemos empleado, la distribuciéon X | Y = 1. Como tenemos que
(X,Y) ~ Na(1, E[Y],4/3,4/3,1/2), entonces:

(X|yz1)NN(u1+pZ—:(1—u2),Uf(1_p2)) :N<1+%'1(1—E[Y]) 4 3) )

31
:N(1,5——E[2Y],1>
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Como la normal es simétrica respecto a su media, tenemos que:
0,0668l=PX<—-1|Y=1=1-PX>-1|Y=1=1-PX<1|Y=1=
— P[X <1]Y =1]=1-0,06681 = 0,93319
Sea Z la tipificada de X | Y = 1. Entonces, tenemos que:

—0,5 + EM/2

093319=P[X <1|Y =1]=P|Z< :

1-1 E[Y]
5+ /2] :P{Z<

Consultando la tabla de la normal estandar, como P[Z < 1,5] = 0,93319, tenemos

que:
E[Y
—0,5+ % —15= E[Y]=4

Por tanto, el vector de medias es:

p=(14)
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7.7. Teorema Central del Limite

Ejercicio 7.7.1. Se realizan 2500 lanzamientos independientes de una moneda co-
rrecta. Calcular la probabilidad aproximada de obtener 1/2 como frecuencia relativa
de cara con un error maximo de 0,02.

De aqui en adelante, fijemos n = 2500, aunque lo haremos dependiente de n para
una mayor generalidad. Para cada ¢ = 1,...,n, sea X; una variable aleatoria que
toma el valor 1 si en el i-ésimo lanzamiento se obtiene cara, y 0 en caso contrario,
de forma que X; ~ B(1,1/2). Consideramos la variable aleatoria:

De esta forma, por la Reproductividad de la Binomial, S, ~ B(n,/2). Tiene
sentido, puesto que S, es el nimero de caras obtenidas en n lanzamientos de una
moneda correcta. Nos piden:

plon_tL <0,02| =P —0,02<&—1<0,O2 =
n 2 n 2
— {0,48<&<0,52}
n

Para calcular esta probabilidad, hay diversas opciones:

Usar la distribucién de S,, Dado que S,, ~ B(n,1/2), podemos calcular la proba-
bilidad directamente. Por el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que:

Plﬂ—l‘go,oz} :P{0,48<&<0,521 =
n 2 n
:P[n-0748<5n<n-0,52]

Esta probabilidad teéricamente sabemos calcularla de forma exacta, aunque
en la préactica es complicado para valores grandes de n, ya que obtenemos
factoriales de nimeros grandes. Probemos para n = 2500:

d

Saso0 1

— —’ < 0,02] =P {0,48 < 53500

2500
= P[1200 < Sas00 < 1300] =

1300

1300 2500
2500 1
-3 rss=i= 50 (%) ()
k=1200

k=1200

2500 2

< 0,52} ==

Mediante célculo numérico con herramientas disponibles en internet, tenemos
que:
P {

No obstante, usaremos lo desarrollado en teoria para obtener otras aproxima-
ciones.

52500 1
— 2| <€0,02| ~0,95664
2500 2
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Teorema de Lévy. Distribuciéon Degenerada. Dado que n es grande, podemos
aplicar el Teorema de Lévy. Tenemos que:

E1S,]

E[S,]

n

P[&—1 <0,02] =P 0,48<&<0,52] =
n I n
_plods— E[S,] < Sn — E[S,] <
I n n n
=P S~ E5,) < 0,52 — E[S”]] - P l—s” ) < 0,48 —
I n n n
Por la Convergencia en Ley a la Distribuciéon Degenerada, tenemos que:
S, — E|S,
{ 9] } L g
n
Por tanto, tenemos que:
1 E[S E - F
P[&—— 002] {Sn < 0,52 — [Sn]]—PlS"—[S"]<O,48—
n 2 n n n
E
{0<O52 "]}—P{O<O,48—ﬂ}:
n
P0<052—p]|—P[0<048—p]=1-0=1
Teorema de Lévy. Distribucién Normal. Dado que n es grande, podemos apli-
car el Teorema de Lévy. Tenemos que:
w1
P { S——§' <0,02} =P[n-048< S, <n-0,52] =
n
_p n-0,48—E[Sn] Sp — [Sn] < n-0,52 — E[S,]
\/ Var[S,,] / Var[S \/ Var[S,,]
Por la Convergencia en Ley a la Normal, tenemos que:
S, — E[S,
S Z B 1, 50,1
Var[S,,]
Por tanto, notando por Z a la tipificada de la normal, tenemos que:
P { &_1' < 0702] _p n-0,48 — E[S,] < Sn — E[S,] < n-0,52 — E[S,]
n 2 \/Var[S,,] \/ Var[S,] \/Var[S,,]
~p | 0,48 — E[S,] <7< n-0,52 — E[S,]
Var[S,,] Var[S,,]
Usando ahora que S,, ~ B(n,1/2) y que n = 2500, tenemos que:
P Saso0 1 <002 ~ P 2500 - 0,48 — 2500 - 0,5 <7< 2500 - 0,52 — 2500 - 0,5 _
2500 2 /2500 - 0,5-0,5 v2500-0,5-0,5
=P[-2<Z<2]=
=2-P[Z<2—-1~2-097725 — 1 =0,9545

233



Probabilidad 7.7. Teorema Central del Limite

Por tanto, hemos obtenido tres aproximaciones distintas. Notemos que la primera

y la tercera coinciden a excepcién de la correccion por continuidad, mientras que la
segunda es ligeramente distinta.

Ejercicio 7.7.2. Calcular, aproximadamente, la probabilidad de que al lanzar 100
veces un dado, la media de los puntos obtenidos sea mayor que 3,7.

De aqui en adelante, fijemos n = 100, aunque lo haremos dependiente de n para
una mayor generalidad.

Para cadai =1,...,n, sea X; una variable aleatoria que toma el valor 1,2,3,4,5
o 6 segun el resultado del i-ésimo lanzamiento de un dado, de forma que se tiene
X; ~U({1,2,3,4,5,6}). Consideramos la variable aleatoria:

i=1
Por tanto, nos piden:
P{&>3,7} :1—P{i<3,7}
n n

Calculemos dicha probabilidad. Tenemos que, para n = 100:

370
P [% < 3,7] = P[S, <3,7-n] = P[Siop < 370] = Y P[S10 = k]
k=100
Calcular de forma directa dicha probabilidad no es sencillo, por lo que haremos
aproximaciones. Tenemos que:

1+2+3+44+54+6 7
Bl = 12T Jg +5+ Gy
124224+ 32 +42+52+62 91
B = A2 A5 46 ol
6 6
91 49 35
V X :EXQ—EX2:——_:_
X = BX?) - BIX )P = = = 2 = =

E[S,] = E

>
i=1

ZXi] = ZVar[Xi] =n - Var[X;] = . n
i=1 i=1

12

— iE[Xi] —n EX;]=35n

Varl[S,,| = Var

Por el Teorema de Lévy, tenemos que:

(2550) 10
Var[S,,]

Por tanto, sea Z la tipificada de la normal, tenemos que:

" n \/ Var[S,] \/ Var[S,,]
~1_p Z<3,7-n—3,5-n
35 .,

12

234



Probabilidad 7.7. Teorema Central del Limite

En concreto, para n = 100, tenemos que:

P [% >3 7] ~1—-P[Z <117 ~1-0,87900 = 0,121
Ejercicio 7.7.3. El nimero de piezas correctas elaboradas en una fabrica cuadru-
plica el de piezas defectuosas, y la probabilidad de producir una pieza defectuosa
se mantiene constante durante todo el proceso de fabricacion. Se eligen al azar 200
piezas, calcular aproximadamente la probabilidad de que el nimero de defectuosas
oscile entre 40 y 50.

De aqui en adelante, fijemos n = 200, aunque lo haremos dependiente de n para
una mayor generalidad.

Obtengamos en primer lugar la probabilidad de que una pieza sea defectuosa.
Sea k el nimero de piezas defectuosas, de forma que el niimero de piezas correctas
es 4k. Por tanto, tenemos que:

k k 1
[defectuosal dk+k bk 5
Para cada 2 =1,...,n, sea X; una variable aleatoria que toma el valor 1 si la i-

ésima pieza es defectuosa, y 0 en caso contrario, de forma que se tiene X; ~ B(1,1/5).
Consideramos la variable aleatoria:

Notemos que S,, ~ B(n,1/5) por la propiedad de reproductividad de la binomial.
Ademas, S,, es el nimero de piezas defectuosas en n piezas elegidas al azar. Por
tanto, nos piden:

P[40 < S, < 50]

Calcular de forma directa dicha probabilidad no es sencillo, por lo que hemos de
aproximarlo, y lo haremos por la Convergencia en Ley a la Normal demostrada en
el Teorema de Lévy. Tenemos que:

—F

Sn — P15k 5 N(0, 1)
Var[S,,]

Por tanto, sea Z la tipificada de la normal, tenemos que:

40 — EIS, ] < S E[Sn] _ 50— E[S,)]

|/ Var[S \/ Var[S, h \/ Var[S,]

(40 — E[Sn] <7< 50 — E[Sn]

|/ Var[S,] ST /VarlS,]

Usando que S,, ~ B(n,1/5), tenemos que:

n
5
4 4n
5

25

1
5
1
)
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Por tanto, para n = 200, tenemos que:

40 — 2 50 — 20

P[40 < Sy00 < 50] m P | ——— < Z < ——2 | =
/ 4-200
25

5 <
[a200
25
—P0< Z<1,7678] =
= P[Z < 1,7678] — P[Z < 0] =
=0,96164 — 0,5 = 0,46164

Ejercicio 7.7.4. Se elige un punto aleatorio (X1, ..., Xig) en el espacio R1%. Supo-
niendo que las variables aleatorias son independientes e idénticamente distribuidas
segun una U([—1, 1]), calcular, aproximadamente, la probabilidad de que el cuadra-
do de la distancia del punto al origen sea menor que 40.

De aqui en adelante, fijemos n = 100, aunque lo haremos dependiente de n para
una mayor generalidad.

Para cada ¢ = 1,...,n, sea X; una variable aleatoria que toma valores en [—1, 1],
de forma que se tiene X; ~ U([—1,1]). Ademés, para cadai=1,...,n, sea V; = X2
Consideramos la variable aleatoria que mide el cuadrado de la distancia al origen:

s=3x=30y
i=1 i=1
Por tanto, nos piden:
PI[S,, < 40]

Calcular de forma directa dicha probabilidad no es sencillo, por lo que hemos de
aproximarlo, y lo haremos por la Convergencia en Ley a la Normal demostrada en
el Teorema de Lévy. Comprobemos las hipotesis. Como X, ..., X son indepen-
dientes e idénticamente distribuidas, tenemos que Y7, ..., Yoo también lo son. La
funcién de densidad de X; es:

Ixi(z) = {ﬁ =12 ze[-11]

0 en otro caso

Por tanto, tenemos que:

1 1 1 1 1 31 1 1 _1 1
E[Yl]:E[XIQ]:/ x2-—dx:—/ 2dr == | = =—(=—— | ==
I 2/, 23], 2\37 3 3
1 1 1 1 1 51 1 1 _1 1
== [ o=l a1 [Z] =1(3-F) =2
L2 2/, 2|5, 2\ ) 5
1 1 4
Yi|= E[YH - E[Vi)P==-—= = —
Varl¥i] = BYZ) - BIGF = £ - 4 = =
n n n
[0 Z Z Yi=n-BY]=g7
. < 4n
Varl|S,,| = V. Y| = Var[Y;] = n - Var[Y; =
ar[S,| ar 2 ; ar[Y;] = n - Var[Y;] T
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Por tanto, por el Teorema de Lévy, tenemos que:

{—S” _ E[S”]} L N(0,1)
Var|S,]

Por tanto, sea Z la tipificada de la normal, tenemos que:

S, 40 S, — E[S,] 40 — E[S,] 40 — ¢
P[S, <40l =P | < =| = < ~ P
[ ) [ n n} /Var[S,] / Var[S,] dn

En concreto, para n = 100, tenemos que:

- 20-3
3-4v5
Ejercicio 7.7.5. Cierta enfermedad afecta al 0,5% de una poblacién. Existe una

prueba para la deteccién de la enfermedad, que da positiva en los individuos enfermos
con probabilidad 0,99 y da negativa en los individuos sanos con probabilidad 0,99.

P[Sig0 < 40] = P {Z } =P [Z < \/5} ~ P[Z < 2,2361] ~ 0,98745

1. Calcular la probabilidad de que un individuo elegido al azar esté realmente
enfermo si la prueba da resultado positivo.

Notemos de la siguiente forma los siguientes sucesos:

s F: El individuo estd enfermo.
» S: El individuo esta sano.
= +: La prueba da positiva.

= —: La prueba da negativa.

Sabemos que:

PIE] =0,005 P[S]=0995 P[+]|E]=099 P[-|5]=099

Nos piden calcular P[E | 4]. Por la regla de Bayes, tenemos que:

 Pl+|E]-PE] P+ | E] - P[E] _
P = = p = P (BT PIET+ PL+ | 5] PIS]
0,99 - 0,005 =99 03322

~ 0,990,005+ 0,01-0,995 298

2. Calcular, aproximadamente, el nimero minimo de personas con resultado po-
sitivo en la prueba que deben ser elegidas, de forma aleatoria e independiente,
para asegurar una proporcion de personas realmente enfermas en la muestra
inferior a un !/2, con probabilidad mayor o igual que 0,95.

Sea n el nimero de personas elegidas. Para cada 1 = 1,...,n, sea X; una
variable aleatoria que toma el valor 1 si el ¢-ésimo individuo esté enfermo, y 0
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en caso contrario, de forma que se tiene X; ~ B(1, P[E | 4+]). Consideramos

la variable aleatoria: .
i=1

Por la reproduccién de la binomial, tenemos que S,, ~ B(n, P[E | +]). Ademas,
S, es el nimero de personas realmente enfermas en n elegidas al azar con
resultado positivo en la prueba. Nos piden:

1
P [& < —} > 0,95
n 2

Como se pide un resultado aproximado, usaremos el Teorema de Lévy. Tenemos
que:

E[S,] =n-P[E|+]
Var[S,] =n- P[E | +]- P[S | +]

Por tanto, por el Teorema de Lévy, tenemos que:

{—S” _ EIS:] } L N(0,1)
Var[S,,]

Por tanto, sea Z la tipificada de la normal, tenemos que:

S, — E[S,] _ 2= EIS,]

[\ /Var[S,] / Var[S,]

1
P{&<§]>0,95<:>P > 095 <—

n

n/y —n - P|E
<— P|Z< 2 —n-PlE]| 4] > 0,95
| Vn-PE]+]-P[S|H]
Por tanto, consultando en la tabla de la normal, tenemos que:
nlo — - PIFE nlo — .99
o PIEIH g5 2o e
Vn-P[E|+]-P[S|+] /- 99/208 - 199208
1/9 — 99
= /n- /> — s > 1,65 <=

= /n >4,6319 <= n > 21,45

Por tanto, como n ha de ser un niimero entero, el niimero minimo de personas
con resultado positivo en la prueba que deben ser elegidas es 22.

Ejercicio 7.7.6. Una empresa necesita adquirir al menos 100 vehiculos. Para ello
realiza una prueba a una poblacién de coches compuesta de dos tipos distintos (un
40 % de tipo A y un 60 % de tipo B) y un coche es adquirido si supera la prueba.
Un coche de tipo A supera la prueba con probabilidad !/3, mientras que para uno
de tipo B, dicha probabilidad es 2/s.

238



Probabilidad 7.7. Teorema Central del Limite

1. Calcular la probabilidad de que un coche elegido al azar supere la prueba.

Notemos de la siguiente forma los siguientes sucesos:

= A: El coche es de tipo A.
= B: El coche es de tipo B.
= S: El coche supera la prueba.

= [": El coche no supera la prueba.

Sabemos que:

PlA]=04 P[B]=06 P[S|A=1Ys P[S|B]=2s

Nos piden calcular P[S]. Por la regla de la probabilidad total, tenemos que:
1 2 8
P[S] = P[S | A]- P[A]+ P[S | B] - P|[B] = 3 0,4 + 3 0,6 = = 0,5333

. Calcula el nimero de coches que deben examinarse para cubrir las necesidades
de la empresa con probabilidad mayor o igual que 0,90147.

Sea n el numero de coches examinados. Para cada i = 1,...,n, sea X; una
variable aleatoria que toma el valor 1 si el i-ésimo coche supera la prueba, y
0 en caso contrario, de forma que se tiene X; ~ B(1, P[S]). Consideramos la

variable aleatoria: .
i=1

Por la reproduccién de la binomial, tenemos que S, ~ B(n, P[S]). Ademés,
S, es el nimero de coches que superan la prueba en n examinados. Nos piden:

P[S,, > 100] > 0,90147
Como se pide un resultado aproximado, usaremos el Teorema de Lévy. Tenemos
que:
E[S,] =n - P[S]
Var[S,| = n- P[S] - P[F]

Por tanto, por el Teorema de Lévy, tenemos que:

(52250} w0
Var[S,,]

Por tanto, sea Z la tipificada de la normal, tenemos que:

(s —E 100 — E
PIS, > 100] > 0.90147 e p | Sn— L5l S 100 = BISW | 6 00147
|/ Var(S,] \/ Var[S,]
— P|Z> 100 —n - PIS] > 0,00147 <
. \/n-P[S]- P[F]
e plz < M0=n-PIS | 90147
v/n- P[S]- P[F]
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Por tanto, consultando en la tabla de la normal, tenemos que:
B 100 — n - P[5] > 120 e 100 — n - P[95]
Vn - PS]- P[F] V/n - P[S]- P[F]
100 —n - 8/15
— Y
/815715
<= 100 —n - 815 < —v/n - 0,6435 <
375

< —1,29 <=

< —1,29 <=

Resolvemos para el caso de la igualdad. Tenemos que:

—1,2067 + \/T,20672 + 4- 355> —1,2067 + 27,4127
Jn = \/_2 4R - — /i = 14,3097 = n = 204,76

Por tanto, evaluando vemos que los valores que cumplen la desigualdad han
de ser mayores o iguales que 204,76. Como n ha de ser un numero entero,
el niumero de coches que deben examinarse para cubrir las necesidades de la
empresa con probabilidad mayor o igual que 0,90147 es 204.

Ejercicio 7.7.7. Para realizar una compra de un determinado material eléctrico del
que se sabe que es defectuoso con probabilidad 0,25, se le somete a una determinada
prueba que da los resultados A, B y C, con probabilidades 0,8, 0,15 y 0,05, si el
material es valido, y probabilidades 0,2, 0,3 y 0,5, si el material es defectuoso. Si
cada lote se somete a seis pruebas de forma independiente, y se acepta para su
compra si no aparece nunca el resultado C ni més de dos veces el resultado B,
calcular:

1. La probabilidad de que un lote elegido al azar sea aceptado para su compra.

Notemos de la siguiente forma los siguientes sucesos:

= V: El material es valido.

= D: El material es defectuoso.
= A: Aparece el resultado A.

= B: Aparece el resultado B.

C': Aparece el resultado C.

Sabemos que:
P[V]=0,75 P[D]=0,25
P[A|V]=08 P[B|V]=0,15 P[C|V]=0,05
P[A|D]=02 P[B|D]=03 P[C|D]=0,5

Por la regla de la probabilidad total, tenemos que:

1
P[A]=P[A|V]-P[V]+ P|A|D]- P[D] =0,8-0,75+0,2- 0,25 = % — 0,65

P|B]=P[B|V]-P[V]+ P[B|D]-P[D] =0,15-0,75+0,3-0,25 = 1% = 0,1875
13
P[C]=P|C |V]-P[V]+ P|C|D]-P[D]=0,05-0,75+0,5-0,25 = 30 = 0,1625
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Dado i € {A, B,C}, sea X; la variable aleatoria que modela el nimero de
veces que aparece el resultado ¢ en las seis pruebas de un lote. Tenemos que:

(XB7XC) ~ M2(67P[B]7P[C])

De esta forma, la probabilidad de que un lote elegido al azar sea aceptado para
su compra es:

Placeptado] = P[Xp < 2, Xc =0] =
= P[Xp=2Xo=0]+P[Xp=1Xc=0]+P[Xp=0,Xc =0

Calculamos cada una de las probabilidades:

214]
6!
115!
6!
0'6!

PXp=2,Xc=0]= ( ) -0,1875% - 0,65 ~ 0,0941

PXp=1,Xc=0]= ( ) -0,1875 - 0,65° ~ 0,1305

P[Xp=0,Xc=0]= < ) - 0,65° ~ 0,07542

Por tanto, la probabilidad de que un lote elegido al azar sea aceptado para su
compra es:

Placeptado] ~ 0,0941 + 0,1305 + 0,07542 = 0,3

2. El ntmero de lotes que hay que probar para comprar al menos 20 con proba-
bilidad mayor o igual que 0,9452.

Sea n el nimero de lotes probados. Para cada i = 1,...,n, sea X; una variable
aleatoria que toma el valor 1 si el i-ésimo lote es aceptado, y 0 en caso contra-
rio, de forma que se tiene X; ~ B(1, Placeptado]). Consideramos la variable

aleatoria: .
i=1

Por la reproduccién de la binomial, tenemos que S, ~ B(n, Placeptado]).
Ademas, S,, es el numero de lotes aceptados en n probados. Nos piden:

P[S, > 20] > 0,9452

Como se pide un resultado aproximado, usaremos el Teorema de Lévy. Tenemos
que:
E[S,] = n - Placeptado]
Var[S,] = n - Placeptado] - P[no aceptado]

Por tanto, por el Teorema de Lévy, tenemos que:

(5-280) w0
Var[S,,]
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Por tanto, sea Z la tipificada de la normal, tenemos que:

(S5, — E[S,] _ 20— EI[S,
P[S, > 20] > 0,9452 <= P £l > 5] > 0,9452 <=
|/ Var[S,] Var[S,,]
i 20 — n - Placeptad
<~ P > n - Placeptado) > 0,9452 <—
I \/n - Placeptado] - P[no aceptado]
i 20 —n- P
<— P|Z< - 0 — n - Placeptado] > 0,9452 <—
\/n - Placeptado] - P[no aceptado]
20 —
e plz< 202030 ouse
v0,21n

Por tanto, consultando en la tabla de la normal, tenemos que:
~20-0,3n 0,3n — 20

> 1,6 =
J/0.21n J0.2In
< 0,3n — 20 > 0,733v/n <

< 0,3n — 0,733y/n —20 > 0

> 1,6 =

Resolvemos para el caso de la igualdad. Tenemos que:

0,733+ /0,733 +4-0,3-20 0,733 +4,9535

v 0,6 0,6

= /n = 9,477 = n = 89,823

Por tanto, evaluando vemos que los valores que cumplen la desigualdad han
de ser mayores o iguales que 89,823. Como n ha de ser un ntimero entero, el
numero de lotes que hay que probar para comprar al menos 20 con probabilidad
mayor o igual que 0,9452 es 90.

Ejercicio 7.7.8. La longitud de vida (en horas) de una determinada pieza de cierta
maquina es una variable aleatoria que se distribuye de acuerdo a la funcion de
densidad

f(z) =exp(l —z), z>1.

Cuando falla la pieza, se sustituye por otra de las mismas caracteristicas, y se supone
que las longitudes de vida de distintas piezas son independientes. Calcular aproxima-
damente el nimero de piezas de recambio necesario para asegurar el funcionamiento
de la maquina al menos durante 1000 horas, con probabilidad mayor que 0,95.

Sea n el numero de piezas de recambio necesarias. Para cada i = 1,...,n, sea
X, una variable aleatoria que modela la longitud de vida de la ¢-ésima pieza de
recambio. Consideramos la variable aleatoria:

i=1
Vemos que S, es la longitud de vida total de las n piezas de recambio. Nos piden:

P[S, > 1000] > 0,95
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Probabilidad 7.7. Teorema Central del Limite

Como se pide un resultado aproximado, usaremos el Teorema de Lévy. Tenemos
que:

E[Xl]:/ x~exp(1—a:)dx:/ x~exp(1)‘exp(—x)da::e~/ r-e *dr=
1 1 1

=e- [—(z+1)e "]

X —e-2e =2

E[X?] = / 2? - exp(l — x) do = / 2* - exp(1) - exp(—z) dv = e - / v? e dr =
1 1 1
=e-[—(a® +2$+2)€_ﬂio =e-5¢ =5
Var[X|] = E[X}] - E[X]]?=5—-4=1
E[S,| =n-E[X,] =2n
Var[S,| =n - Var[X;] =n

Por tanto, por el Teorema de Lévy, tenemos que:

{—S” — E1S] } L N(0,1)
Var[S,,]

Por tanto, sea Z la tipificada de la normal, tenemos que:

S, — E[S,] _ 1000 — B[S,

I VVar[S,] T \/Var[S,]

PI[S, > 1000] > 0,95 <= P > 0,95 «—

1000 — 2
e Plz> 22 5095 e
N4
1000 — 2
<~ P Z<——n > 0,95
I Vn

Por tanto, consultando en la tabla de la normal, tenemos que:

_1000—2n > 1,645 <= 2n — 1000
vn vn

< 2n — 1000 > 1,645y/n <=

= 21 — 1,645v/n — 1000 > 0

> 1,645 <—

Resolvemos para el caso de la igualdad. Tenemos que:

1,645+ 1/1,6452 +4-2-1000 1,645 = 89,4578
- 4 o 4

Vvn

Por tanto, evaluando vemos que los valores que cumplen la desigualdad han de
ser mayores o iguales que 518,73. Como n ha de ser un ntmero entero, el niimero
de piezas de recambio necesario para asegurar el funcionamiento de la maquina al
menos durante 1000 horas, con probabilidad mayor que 0,95 es 519.
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= \/n = 22,7757 => n = 518,73
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