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1. Relaciones de problemas

1.0. Preeliminares

Ejercicio 1. Se estudian las plantas de una determinada zona donde ha atacado un
virus. La probabilidad de que cada planta esté contaminada es 0,35.

1. ;Cuadl es el numero esperado de plantas contaminadas en 5 analizadas?
Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de plantas contaminadas
en 5 andlisis. Como la probabilidad de que una planta esté contaminada es
0,35, tenemos que sigue una distribucién de probabilidad binomial con n =5
y p = 0,35. Es decir:
X ~ B(5,0,35)

En este caso, como nos piden el niimero esperado de plantas contaminadas,
tenemos que calcular la esperanza:

E[X]=n-p=5-035=1,75

Por tanto, y como el nimero de plantas contaminadas ha de ser un nimero
entero, el nimero esperado de plantas contaminadas en 5 andlisis es 2.

2. Calcular la probabilidad de encontrar entre 2 y 5 plantas contaminadas en 9
examenes.

Sea Y la variable aleatoria que representa el niimero de plantas contaminadas
en 9 andlisis. De igual forma que en el apartado anterior, sigue una distribucién
de probabilidad binomial con n =9 y p = 0,35. Es decir:

Y ~ B(9,0,35)

En este caso, nos piden calcular la probabilidad de encontrar entre 2 y 5 plantas
contaminadas. Es decir:

*)

PR <Y <5 = Fy(5)—Fy(1) = P[Y <5]-P[Y < 1] £ 0,9464—0,1211 = 0,8253

donde en (%) hemos utilizado la tabla de la distribucién binomial.

3. Hallar la probabilidad de encontrar 4 plantas no contaminadas en 6 andlisis.

Sea Z la variable aleatoria que representa el nimero de plantas contamina-
das en 6 andlisis. De igual forma que en los apartados anteriores, sigue una
distribucién de probabilidad binomial con n =6 y p = 0,35. Es decir:

7 ~ B(6,0,35)
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Probabilidad 1.0. Preeliminares

En este caso, nos piden calcular la probabilidad de encontrar 4 plantas no

contaminadas. Es decir, la probabilidad de que 2 plantas estén contaminadas.
Es decir:

) -0,35% - 0,65 = 0,328

Ejercicio 2. Cada vez que una maquina dedicada a la fabricacién de comprimidos
produce uno, la probabilidad de que sea defectuoso es 0,01.

1. Si los comprimidos se colocan en tubos de 25, ;cudl es la probabilidad de que
en un tubo todos los comprimidos sean buenos?

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de comprimidos correctos
en un tubo de 25. Como la probabilidad de que un comprimido sea defectuoso
es 0,01, tenemos que sigue una distribucién de probabilidad binomial con n =
25y p=1-0,01 =0,99. Es decir:

X ~ B(25,0,99)

En este caso, nos piden calcular la probabilidad de que en un tubo de 25
comprimidos todos sean buenos. Es decir:

25

P[X =25] = (25

) -0,99% . 0,01° ~ 0,7778

2. Si los tubos se colocan en cajas de 10, jcual es la probabilidad de que en una
determinada caja haya exactamente 5 tubos con un comprimido defectuoso?

En primer lugar, obtenemos cudl es la probabilidad de que un tubo tenga un
comprimido defectuoso. Tenemos que:

25
24

25!
)~(),9924-0,()11 = %-0,9924.0,01 = 25.0,99%1.0,01 ~ 0,1964

PIX =24] = (
Sea Y la variable aleatoria que representa el nimero de tubos con un com-
primido defectuoso en una caja de 10. En este caso, tenemos que sigue una
distribuciéon de probabilidad binomial con n = 10 y p = 0,1964. Es decir:

Y ~ B(10,0,1964)

En este caso, nos piden calcular la probabilidad de que en una determinada
caja haya exactamente 5 tubos con un comprimido defectuoso. Es decir:

10
P[Y =5] = (5) -0,1964° - (1 — 0,1964)° ~ 0,02467

Ejercicio 3. Un pescador desea capturar un ejemplar de sardina que se encuentra
siempre en una determinada zona del mar con probabilidad 0,15. Hallar la proba-
bilidad de que tenga que pescar 10 peces de especies distintas de la deseada antes

de:



Probabilidad 1.0. Preeliminares

1. Pescar la sardina buscada.

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de peces de especies dis-
tintas de la deseada que el pescador tiene que pescar antes de pescar la sardina
buscada. Como la probabilidad de que la sardina buscada se encuentre en la
zona es 0,15, tenemos que sigue una distribucién de probabilidad geométrica
con p = 0,15. Es decir:

X ~ G(0,15)

En este caso, nos piden calcular la probabilidad de que tenga que pescar 10
peces de especies distintas de la deseada antes de pescar la sardina buscada.
Es decir:

P[X =10 =P[X <10] - P[X <9 =(1—-(1—-0,15)") = (1 — (1 = 0,15)1) =
=(1-0,15)"Y —(1-0,15)" =0,85" - (1 — 0,85) ~ 0,029

2. Pescar tres ejemplares de la sardina buscada.

Sea Y la variable aleatoria que representa el niimero de peces de especies dis-
tintas de la deseada que el pescador tiene que pescar antes de pescar tres
ejemplares de la sardina buscada. En este caso, tenemos que sigue una distri-
bucién de probabilidad negativa binomial con £k = 3 y p = 0,15. Es decir:

Y ~ BN(3,0,15)
En este caso, nos piden calcular la probabilidad de que tenga que pescar 10

peces de especies distintas de la deseada antes de pescar tres ejemplares de la
sardina buscada. Es decir:

(10+3—1)! 10 3 12! 10 3
PY=10=—FF7—"7"-+-(1-0,1 0,15 = —— - -0,157 =
! 0) 101(3 — 1)! ( 0,15)7-0,15 10!2! 0.857-0,15

1211

=" 0,85'.0,15% ~ 0,0438

Ejercicio 4. Un cientifico necesita 5 monos afectados por cierta enfermedad para
realizar un experimento. La incidencia de la enfermedad en la poblaciéon de monos es
siempre del 30 %. El cientifico examinard uno a uno los monos de un gran colectivo,
hasta encontrar 5 afectados por la enfermedad.

1. Calcular el nimero medio de exdmenes requeridos.

Consideraremos como éxito encontrar un mono afectado por la enfermedad.
Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de monos sanos que el
cientifico tiene que examinar antes de encontrar 5 afectados. En este caso,
tenemos que sigue una distribuciéon de probabilidad negativa binomial con
k=5yp=0,3. Es decir:

X ~ BN(5,0,3)
En este caso, nos piden calcular el nimero medio de examenes requeridos. Es
decir: L1 .
5+ E[X] :5+M:5+?:16,6
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Por tanto, se espera que se tengan que examinar 17 monos para encontrar 5
afectados.

2. Calcular la probabilidad de que encuentre 10 monos sanos antes de encontrar
los 5 afectados.

Tenemos que:

(10+5—1) 14!

|
_ _ - 5 10 _ 5 10 _
}%X_lm_'1m@—1ﬂ 0.8°-0.7 _10!45!0’3 0,77 =
14-13-12-11 5 10
=133 0,3°- 0,79 ~ 0,0687

3. Calcular la probabilidad de que tenga que examinar por lo menos 20 monos.

Como 5 de ellos serian afectados, se pide la probabilidad de que tenga que
examinar al menos 15 monos sanos. Es decir:

14 .
4 )
Pw>1a:1—mxg1qzy4mﬁijcz)QWmQ%m

1=0

Ejercicio 5. Se capturan 100 peces de un estanque que contiene 10000. Se les marca
con una anilla y se devuelven al agua. Transcurridos unos dias se capturan de nuevo
100 peces y se cuentan los anillados.

1. Calcular la probabilidad de que en la segunda captura se encuentre al menos
un pez anillado.

Sea X la variable aleatoria que representa el ntimero de peces anillados en la
segunda captura. En este caso, tenemos que sigue una distribucién de proba-
bilidad hipergeométrica con N = 10000, N; = 100 y n = 100. Es decir:

X ~ H (10000, 100, 100)

La probabilidad de que en la segunda captura se encuentre al menos un pez
anillado es:

HX)ﬂ:l—mX:m=1—ﬁﬂig@:

(10000)
100
9900!
. 1+ Tootos001 _ 99001 - 100! - 9900!
B 100001 " 10000! - 100! - 9800!
100!9900!

Como podemos ver, calcular dicha probabilidad de esta forma es complicado
debido a la cantidad de factoriales que hay que calcular. Por ello, aproxima-

remos la distribuciéon hipergeométrica a una binomial, tomando n = 100 y

Ny 100
== ——= 1. Es decir:
P N 10000 0,0 s decir

X ~ B(100,0,01)

8



Probabilidad 1.0. Preeliminares

Por lo que la probabilidad de que en la segunda captura se encuentre al menos
un pez anillado es:

100
PIX>1]=1-PX=0=1- ( 0 ) -0,01%-0,99' ~ 1 — 0,366 = 0,634

2. Calcular el nimero esperado de peces anillados en la segunda captura.

El nimero esperado de peces anillados en la segunda captura es:

N, 100
ElX]=n L =100 — —1
(X =n- 5 =100 5500

Usando la aproximaxién a la binomial, tenemos que:

E[X]=n-p=100-0,01=1

Efectivamente vemos que el resultado en ambos casos coincide.

Ejercicio 6. Cada pagina impresa de un libro tiene 40 lineas, y cada linea tiene
75 posiciones de impresién. Se supone que la probabilidad de que en cada posicién
haya error es 1/6000.

1. ;Cuadl es la distribucién del nimero de errores por pagina?

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de errores por pagina.
Tenemos que hay n = 40 - 75 = 3000 posiciones de impresién por pagina; y la
probabilidad de que en cada posicién haya error es p = 1/6000. Por lo que sigue
una distribucion de probabilidad binomial con:

X ~ B(3000, Y/s000)

Tenemos ademas que X se puede aproximar a una distribucién de Poisson con
A =np = 3000 - /6000 = 0,5. Es decir:

X ~ P(0,5)

2. Calcular la probabilidad de que una péagina no contenga errores y de que
contenga como minimo 5 errores.

En primer lugar, calculamos la probabilidad de que una pagina no contenga
errores. Es decir:

0,5°

T = 670’5 ~ 0,6065

PIX =0]=¢%

Por otro lado, calculamos la probabilidad de que una péagina contenga como
minimo 5 errores. Es decir:

(*)

PIX >5/=1-P[X <4 = 1-0,998 = 0,002

donde en (%) hemos utilizado la tabla de la distribucién de Poisson.

9
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3. (Cual es la probabilidad de que un capitulo de 20 paginas no contenga errores?

Sea Y la variable aleatoria que representa el niimero de paginas sin errores en
un capitulo de 20 paginas. En este caso, tenemos que sigue una distribucién
de probabilidad binomial con n = 20 y p = 0,6065 (calculada en el apartado
anterior). Es decir:

Y ~ B(20,0,6065)

En este caso, nos piden calcular la probabilidad de que un capitulo de 20
paginas no contenga errores. Es decir:

20

Ply =20] = (20

) -0,6065%° - (1 — 0,6065)° ~ 4,53 - 107°

Ejercicio 7. En un departamento de control de calidad se inspeccionan las unidades
terminadas que provienen de una linea de ensamble. La probabilidad de que cada
unidad sea defectuosa es 0,05.

1. ;Cuél es la probabilidad de que la vigésima unidad inspeccionada sea la se-
gunda que se encuentra defectuosa?

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de unidades correctas
inspeccionadas hasta encontrar la segunda defectuosa. En este caso, tenemos
que sigue una distribuciéon de probabilidad binomial negativa con £k = 2 y
p = 0,05. Es decir:

X ~ BN(2,0,05)

Como buscamos la probabilidad de que la vigésima unidad inspeccionada sea
la segunda que se encuentra defectuosa, hemos de calcular la probabilidad de
encontrar 18 unidades no defectuosas antes de encontrar la segunda defectuosa.
Es decir:

19!

2 18 _ ) 2 18 _
10,057 -005" = o 0.05% 0,95

(1842 —1)!
18!(2 — 1)!
=19-0,05%-0,95'® ~ 0,0188

P[X =18] =

2. (Cuéantas unidades deben inspeccionarse por término medio hasta encontrar
cuatro defectuosas?

Sea Y la variable aleatoria que representa el nimero de unidades correctas
inspeccionadas hasta encontrar cuatro defectuosas. En este caso, tenemos que
sigue una distribucién de probabilidad binomial negativa con k = 4 y p = 0,05.
Es decir:

Y ~ BN(4,0,05)

En este caso, nos piden calcular el nimero medio de unidades que deben ins-
peccionarse hasta encontrar cuatro defectuosas. Es decir:

k(1 = p) 4.0,95

A+E[Y]=44+—L =4 =44 76=280
TEY] =4+ = + 505 -

10
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3. Calcular la desviacion tipica del nimero de unidades inspeccionadas hasta
encontrar cuatro defectuosas.

Tenemos que:

* k(1 — 4-0,95
VarlY + 4] © Var]Y] = 1=p) _ :

= oo~ 150

donde en (%) hemos usado que:

Var[aX + b] = a® Var[X] Va,b € R

Por tanto:
Oy +4 = 1520 ~ 38,98

Ejercicio 8. Los numeros 1,2, 3, ..., 10 se escriben en diez tarjetas y se colocan en
una urna. Las tarjetas se extraen una a una y sin devolucion. Calcular las probabi-
lidades de los siguientes sucesos:

1. Hay exactamente tres niimeros pares en cinco extracciones.

Sea X la variable aleatoria que representa el niimero de niimeros pares en cinco
extracciones. En este caso, tenemos que sigue una distribucion de probabilidad
hipergeométrica con N =10, Ny =5 y n = 5. Es decir:

X ~ H(10,5,5)

La probabilidad de que haya exactamente tres nimeros pares en cinco extrac-

ciones es:
5! 5!
PX =3]= <§)10(2) - ﬁm?‘? - 10;<(35|;Z?2|)2 - 541.0%41;)2345424 -
() o 1(3)%(2! |
54,34, 912 52

25
= = = — =~ (,3968
52.36.212.7 7.32 63 ’

2. Se necesitan cinco extracciones para obtener tres niimeros pares.
3. Obtener el nimero 7 en la cuarta extraccién.

Ejercicio 9. Supongamos que el nimero de televisores vendidos en un comercio
durante un mes se distribuye segiin una Poisson de parametro 10, y que el beneficio
neto por unidad es 30 euros.

1. ;Cuél es la probabilidad de que el beneficio neto obtenido por un comerciante
durante un mes sea al menos de 360 euros?

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de televisores vendidos
en un mes. En este caso, tenemos que sigue una distribucion de probabilidad
de Poisson con A = 10. Es decir:

X ~ P(10)

11
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Sabemos que el beneficio neto por unidad es de 30 euros, por lo que para
obtener un beneficio neto de al menos 360 euros, el comerciante debe vender
al menos 12 televisores. Por lo que la probabilidad de que el beneficio neto
obtenido por un comerciante durante un mes sea al menos de 360 euros es:

*)

P[X >12]=1-P[X <11] £ 1 -0,6968 = 0,3032

donde en (%) hemos utilizado la tabla de la distribucién de Poisson.

2. jCuantos televisores debe tener el comerciante a principio de mes para tener
al menos probabilidad 0,95 de satisfacer toda la demanda?

Se pide el menor valor de 7 € N tal que:

P[X <7 > 0,95

Para resolverlo, buscamos el valor en la tabla de la distribucién de Poisson que
cumpla la condicion. En este caso, el valor que cumple la condicién es 15. Por
tanto, el comerciante debe tener al menos 15 televisores a principio de mes
para tener al menos probabilidad 0,95 de satisfacer toda la demanda.

Ejercicio 10. Sea el experimento de lanzar un dado de 6 caras. Obtener:

1. Funcién masa de probabilidad. Sea X la variable aleatoria que representa el
nuamero de la cara que sale en el dado. El espacio muestral del experimento es:

Q=1{1,2,3,4,5,6}

Entonces, la funcién masa de probabilidad de X, notada por Px : Q — [0, 1],
es:

2. Funcion de distribucién.

La funcién de distribucién de X, notada por Fy : R — [0, 1], es:

0, r<l1
Fx(z)=PX <z]=< L 1<a<2
1, =6

3. Funcién generatriz de momentos.

La funcién generatriz de momentos de X, notada por Mx : R — R, es:
Mx(t) = E[e"X] = = Zet””

4. Valor esperado.

El valor esperado de X, también conocido como la esperanza, es:

MMZE:mHX:ﬂ:ézy:

i=1

6-7 7
- =-=35
2 2 7

=

12
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También se podria calcular como la primera derivada de la funcion generatriz
de momentos evaluada en t = 0:

d (1,
1<~ d
A

r=1

t=0

Como podemos ver, ambos métodos coinciden.

5. Varianza.

La varianza de X es:
1 6 7 2
Var[X] = E[X’] - E[X]? = 2) i’ - <-> ~ 2,9167
=1

6. La distribucién de probabilidad que sigue el experimento.

Tenemos que la variable aleatoria X sigue una distribucién uniforme discreta.

X ~U(L,...,6)
Ejercicio 11. Consideramos la variable aleatoria X que representa el nimero de
caras menos numero de cruces obtenidas al lanzar tres monedas. Se pide:

1. Espacio muestral del experimento.

El espacio muestral del experimento es, representando con C' a una cara y X
a una cruz:

Q= {CCC,COX,CXC,CXX,XCC, XCX, XXC, XXX}

Ademas, tenemos que:

X(Q) = {-3,-1,1,3}

2. Funcién masa de probabilidad.

Usando la Regla de Laplace, y procesando cada una de las 8 = 23 opciones,

tenemos:
1 1
P =3 =PX=3=—=-
X =8 = PIX =3 = o7 = <
3 3
PX=-1=PX=1====
X=—1=PX =1]=5 =2
3. Valor esperado.
El valor esperado de X es:
1 1 3 3
= P X=x=-3-- = =1-=+1-=-=
g x- P| ] 3 8+3 g 8—|— g 0

z€Q

13
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4. Varianza.
Tenemos que:
9
Var[X] = E -P[X —0=23%-42122=4-=3
ar[X] [X? %x 8+ 173

5. Funcion de distribucién.

La funcién de distribucion de X es:

g, —3<x<—1
Fx(z)=PX <z|=(12 —-1<z<1

7/8,

6. Probabilidad de que X sea positiva.
Tenemos que:
PX>0=1-PX<0|=1-12=1/2

Ejercicio 12. Dado k € R, sea X una variable aleatoria con funcién de densidad
dada por:

fx(z) = {k/mQ Lsess

0, en otro caso
Obtener:
1. El valor de k.

Para obtener el valor de k, tenemos que:

8
1—/ fx(zx d:v—/ —dr =k {—ﬂ :k-<—é+1):k-£
1

Por tanto, tenemos que:

8
k=~
7

Ademas, con dicho valor de k, tenemos que fx(z) > 0 para todo x € R, por
lo que la funcién de densidad es valida.

2. La funcién de distribucion:

La funcién de distribucion de X es:

14
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3. Valor esperado.

El valor esperado de X es:

o 8 8 8 %1 8 8

o0

4. Varianza.

En primer lugar, calculamos E[X?]:

9 ] g
E[XQ]:/ x2.fX(x)dx:/x2.idx:§/ dr— .73
_ 1 1

[e.o]

Por tanto, la varianza de X es:

4
Var[X] = E[X? — E[X]* =8 — 2—9 -In(8)? ~ 2,352

Ejercicio 13. Una gasolinera vende una cantidad X (medida en miles) de litros de
gasolina en un dia. Supongamos que X tiene la siguiente funcién de densidad:

3g-x2 0< <2
0, en otro caso

Las ganancias de la gasolinera son 100 euros por cada mil litros de gasolina vendidos
si la cantidad vendida es menor o igual a 1000 litros. Ademas, gana 40 euros extra
(por cada 1000 litros) si vende por encima de dicha cantantidad. Calcule la ganancia
esperada de la gasolinera en un dia.

Tenemos que la funcién que mide la ganancia de la gasolinera en funcién de la
cantidad de litros vendidos es:

100-2, 0<z<1
G(x):{ l<z<?2

VAS/AN

140 - x

Calculamos el valor esperado de la ganancia de la gasolinera en un dia:

oo

gl = [

! 3 2 3
= / 100z - =22dx + / 140z - =2%dz =
0 8 1 8

3

G(z) - fx(z)dx = /0 G(z) - gxzdx =

(e 9]

_ 2 / ooatds + / 2 140280z = 2 [2504]} + 2 [350"])° =
8 Jo 8., 8 0" !
3 3 825

=254 °.35-15=—" = 206,25
s 78 4 ’

Observacion. Notemos que piden el valor esperado de la ganancia, no la ganancia
del valor esperado. Para calcular este ultimo, habria que calcular el valor esperado
de X y luego aplicar la funcién G.

15
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Calculemos el valor esperado de X, que es la cantidad de litros vendidos en un
dia:

> 2 2 1 31
E[X]:/ x'fX($)d$=/Ox-§w2d$:§/o x3dx:§-{zlx4] :g.z.z‘l:5

Tenemos por tanto que la ganancia del valor esperado es:

G(E[X]) = g 140 = 210

Notemos que ambos conceptos no son iguales.

Ejercicio 14. Demostrar la propiedad de falta de memoria de la distribucién geométri-
ca. Es decir, supuesto que X una variable aleatoria con distribucién geométrica de
pardmetro p (es decir, X ~ G(p)), demostrar que:

P(X>h+k|X>h)=P(X>k) VhkeNU{0}

Demostracion. Tenemos que:

PX>h+kX>2h) PX>2h+k) @
PXZht k]| X 2h) = P(X > h) T T P(X>=h

W=D px s k)

(1—=p)h

donde en (x) hemos usado que:
PXz2z)=1-PX<z)=1-PX<z-1)=1-(1-(1-p)")=(1-p)°

]
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