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Probabilidad. Examen VII

Ejercicio 1. Sean X, X,, ..., X,, variables aleatorias continuas e independien-
tes, tales que IE[X;] Vi = 1,...,n, con momento no centrado de orden dos finito.
Justificar que:

1. (0.5 puntos) 3 Var (Z al-Xi> = > a?Var(X;) Vay,...,a, € R.
i=1 i=1

2. (0.5 puntos) (Xi,...,X,) es un vector aleatorio continuo.

Ambos apartados se encuentran demostrados en el Tema correspondiente a in-
dependencia de variables aleatorias.

Ejercicio 2. Sea (X,Y') una variable aleatoria bidimensional con distribucién uni-
forme en el recito

C={(z,y) eR* |2 +9y* <1 xz,y>0}

Observacion. Si necesitara obtener la primitiva de la funcién f(x) = v/1 — 22, rea-
lizar el cambio de variable unidimensional x = sen(t).

1. (1.25 puntos) Calcular la funcién de distribucién de probabilidad conjunta.

Observacion. Se obtiene hasta 1 punto si las integrales se dejan indicadas y
hasta 1.25 puntos si se obtienen sus primitivas de forma explicita.

Calculamos en primer lugar la funcién de densidad conjunta. Esta es constante
en C', por lo que:

k, 2®+9y*<1,2,9y>0
f(z,y) =
0, en otro caso.

Para que f sea una funcién de densidad, tenemos que:
+00 “+oo
-/ Flay) dedy

Hay dos opciones:

Integrando de la forma usual: Es necesario que:
1 /i—a? 1
1:/ / kdyd:p:k:/ V1—22dx
0o Jo 0

Haciendo el cambio de variable x = sen(t), tenemos que:

2 1 4 cos(2t)

1:k/2COS(t)COS(t)dt:l€/2COS2(t)dt:kJ/ ——dt =
0 0 0 2

[t sen(2t)%_ T 4
—’f{f 1 } =k[g] =g
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Razonando la forma de C': Sabemos que C' es un cuarto de circulo de radio
1, por lo que su area es 7/4. Por tanto, tenemos que:

T 4
1:/Cf(:v,y):k/clzk-)\(O):k-Z:Hc——

™

Para calcular la funcion de distribucion conjunta, dividimos el plano cartesiano
en las distintas regiones:

Rs
Ry Rs

Ry

Distinguimos casos:

» Siz<0 o y<O0(zona Ry):

x oy
Fixy)(z,y) = / / f(u,v)dudv = 0.

» Sizel0,1] vy yE}O,\/l—a:Z[(zonaRg):

F(X,n(xay)—/ / flu,v) dvdu = / —dvdu—/ “ydu=
00/ —00 o Jo T 0o T

» Sizel0,1] y ye]v1l—2a?1][ (zona R):

© Yy
F(X,Y)(x,y)=/ / Flu,v) dodu =
/ / —dvdu—i—/ / —dvdu =
0 \/@ 0 ™

v 1—y? 4 T 4
/ —ydu+/ —V1—u?du
0 \/1—:1/271—
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Para resolver la segunda integral, hacemos el cambio de variable dado
por u = sen(t), du = cos(t)dt:

arcsen(x)

4 4
Fixyy (@, y) =~y 1—y2—|——/ cos?(t) dt =
( ) T T Jarcsen(y/1—y2)

4 4 arcsen(x) 1 2t
Q arcsen(y/1—y2) 2
4 ATt  sen(2t)]™esn®
= —yy/1—92+ - {— + L} -
2 4 arcsen(y/1—y?)

4 4 |arcsen(x sen(2 arc sen(x
Ly am e seizeresents)
T T 2 4
arcsen(y/1 —y?) sen(2arcsen(y/1 — yQ))]
2 4

Veamos cudnto vale anteriormente sen(2 arcsen(x)) para cierto x € R:
sen(2arcsen(z)) = 2sen(arcsen(z)) cos(arcsen(z)) = 2zvV'1 — 22,

Por tanto, tenemos que:

4 4 [arcsen(x 2x+/1 — 22
Fxyy(@,y) = —yV/1—y2 + = ( )+ -
T T 2 4
arcsen(y/1 —vy?)  2y/1 —y2\/y?
2 4

4 2 2
= —yy/1 —y?>+ —arcsen(z) + —xVvV1 — 22—
m 7T m
2 2
— —arcsen(y/1 —y?) — —y/1 — 9% =
m

™

2 2 2 2
= —yy/1 —y>+ —arcsen(z) + —xv1 — 2?2 — —arcsen(/1 — y2)
T m m

™

» Size)0,1] y y=>1(zona Ry):

2

Eg Y x 1—u 4
F(va)($7y> = / / f(u,v) dvdu = / / ;d’l] du =
—00 J =00 0 0

!
:/ —V1—u?du
0o T

Para resolver la integral, de nuevo hacemos el cambio de variable dado
por u = sen(t), du = cos(t)dt:
4 arcsen(x) 4 arcsen(x) 1 ot
Fixyy(z,y) = —/ cos®(t) dt = —/ %S() dt =
T Jo 0
{t sen(?t)} aresen(w) 4 [arc sen(z)  sen(2arcsen(z))
™

2 4 4

4
T
4 221 — a2 2
— [arc szn(m) ’ ’ } —arcsen(z) + —zv1 — 22
T T
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» Siyel0,1] y «>1 (zona Rs):

Para resolver la segunda integral, de nuevo hacemos el cambio de variable
dado por u = sen(t), du = cos(t)dt:

4 2 4 [T
Fixy)(my) = =yluly " + —/ cos®(t) dt =
T T Jarcsen(y/1—y2)
4 4 [ 1 2t
_ 2 1—y2—|——/ + cos( )dt:
@ arcsen(y/1—y?) 2

- /2
4 4 [t sen(2t
=—yy/ 11—y’ +— |-+ (20)
T T |2 4

arcsen(y/1—y?)

4 4 E 2 sen(w arcsen(1/1 — 42
4 A e acsen(yT= )
T T | 2 4 2

sen(2arcsen(y/1 — y2))]

4
4 2 2
=—yv/1—y?>+1— —arcsen(y/1 —y?) — —y/1 —y?> =
T T T
2 2
=—yy/1—9y>+1— —arcsen(y/1 —y?)
7T T

» Siz,y>1 (zona Rg):
Fixy)(z,y) = 1.

Por tanto, tenemos que:

0, (x,y) € Ry,
Uy, (z,y) € Ry,
2/n [yﬂ—i— V1 — 22 — arc sen(ﬂ)] , (x,y) € R3
Foen(@y) = 2/r [arcsen(z) + zv/1 — 2?] (x,y) € Ry,
2/ [yy/T= 4 + 72 — axesen(v/T = )| (x,y) € Rs,
L1, (z,y) € Rg.

2. (1.25 puntos) Calcular las funciones de densidad condicionadas.

Para ello, calculamos en primer lugar las funciones de densidad marginales.
Para x € [0, 1], ya que la funcién de densidad es constante, tenemos que:

oo Visa?y 4 = 4
fx(z) = f(as,y>dy=/0 L=ty toiee

™ ™

—0o0
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Para y € [0, 1], ya que la funcién de densidad es constante, tenemos que:

+00 \/ﬁ
fry) = f(sc,y>dx=/ %d:c:%

—00 0

1—y2 4
= — /1 —192
(] - Y

Una vez calculadas estas, calculamos las funciones de densidad condicionadas.

Dado z* € [0, 1], tenemos para y € [0, /1 — (2*)2]:

 fan(@hy) 4/ B
fY|X:x* (y) - fX(x*) - -

Dado y* € [0, 1], tenemos para x € [0, /1 — (y*)?]:
feey) (@, y7) Wi _

1
R T R e = 7o

Ejercicio 3. Sea considera (X,Y) la distribucién uniforme en el cuadrado unidad.

1. (1.25 puntos) Calcular la funcién de densidad de probabilidad del vector

aleatorio Z = (X +Y, X =Y.
Como cuadrado unidad, entendemos C' = [0, 1] x [0, 1]. La funcién de densidad

conjunta es constante en C, por lo que:

k, (x,y) e C,
f(X,Y)(xay) = { ( )
0, en otro caso.

Para que f(xy) sea una funcién de densidad, tenemos que:

“+oo +oo
1=1/ faxv)(z,y) dedy =

71 1 1 1
:/‘/kdm@:k/[ﬂhw:k/‘h@:kwﬁzh
0 JO 0 0

Definimos ahora la transformacién:
g: R? — R?
(X,Y) — (Z,T)=(X+Y,X-Y)

Para obtener ¢!, buscamos despejar (X,Y) en funcién de (Z,T):

Z+T
Z=X+Y X=—
—
T=X-Y Z-T
Y =—
2
Por tanto, la inversa es:
g t: R? — R2
Z+T Z-T
an — an=(FH5)

8
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Todas las componentes de g~! son derivables, con:

0X 0X

e = 1 —_— p— 1
(2T) =1 —(2.T) =1
Y Y

- -1 z —
S (2T) =12 S (2,T) =12

Ademas, tenemos que:

Uy 1/
sy 1/

det Jg~'(z,t) =

11 1 1 1
:ﬁ‘ ‘:__.2:——7&0 V(z,t) € R?

Por tanto, g(X,Y’) es un vector aleatorio. Su funcién de densidad conjunta es:

z+t z—1 1 z+t z—1
t) = NJg (2 t)| = = R
(e = fon (0 25 ol = (HL )

Veamos cudl es este conjunto. Tenemos que:

2+t

0s 55— =<1 0<z+t<2
z—1 — < <
2

Por tanto, la funciéon de densidad de probabilidad del vector aleatorio Z =
(X+Y,X-Y)es:

Vo, 0<24+1t<2,0<2z—1t<2,

0, en otro caso.

fizr(z,t) = {

2. (1.25 puntos) La funcién de densidad de proababilidad conjunta del méximo
y el minimo.

Calculamos en primer lugar la funcién de distribucién conjunta:
Flmax{x,yymin{x,y}) (2, 1) = Pmax{X, Y} < z,min{X, Y} <1
Distinguimos en funcion de los valores de z y ¢:
s Siz<r
Pméx{X,Y} < zmin{X,Y} <t] = Pmax{X,Y} < 2| =P[X < z,Y <]

Distinguimos en funcion del valor de z:

e Siz<O:
Pméax{X, Y} <zmin{X,Y} <t|=PX <2Y <z =0

e Si0<z<:

P[méx{X,Y}gz,min{X,Y}<t]:P[X<z,Y<z]:/ / 1 dzdy = 2*
o Jo
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e Sil<z:

Pmax{X,Y} < z,min{X,Y} < t] = P[X

<zY<z]=1
n Sit <z

Pmax{X, Y} < z,min{X,Y} <] =
| = Plmax{X,Y} < z,min{X,Y} > t] =
|- Plt< X <z,t<Y < 7]

Distinguimos en funcién del valor de z (para tener asi la distribucién del
maximo calculada):

e Siz<O:
Pméx{X, Y} <zmin{X,Y} <t]=—-Plt <X < z,t <Y < 7]
Como la probabilidad debe ser positiva, tenemos que:

Pmax{X, Y} < z,min{X,Y} <t]=0
e Sio<z< 1

Pmax{X, Y} < z,min{X, Y} <t] =22 - Plt< X < 2,t <Y < 7]

Distinguimos ahora en funcién de ¢:
o Sit<O0:

P[t<X<z,t<Y<z]://1dxdy:z2
o Jo

Por tanto:

Pmax{X,Y} < z,min{X,Y} <t] =2 -2 =0
o Si0<t<z< 1

P[t<X<z,t<Y<z]:/ / 1 dody = (2 — t)?
t t

Por tanto:

Pmax{X,Y} < z,min{X, Y} <t]=2* - (2 —t)* =

=22 =22 — 12 4+ 22 =1(22 — 1)
e Sil< 2

Pmax{X, Y} <zmin{X, Y} <t|]=1-Pt< X <z2,t<Y < ¢

Distinguimos ahora en funcién de ¢:

10
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o Sit<O0:

1,1
P[t<X<z,t<Y<z]://1da:dy:1
o Jo
Por tanto:
Pmax{X, Y} < z,min{X, Y} <t]=1-1=0

oSi0<t<l< 2

1 1
P[t<X<z,t<Y<z]—//1dxdy—(1—t)2
t t

Por tanto:
Pmax{X, Y} < z,min{X, Y} <t]=1-(1-t) =1-1—-1*+2t =t(2 1)
oSil<t<z:
Pt<X<2t<Y <z]=0
Por tanto:
Pméx{X, Y} <zmin{X,Y} <t|]=1-0=1

Por tanto, y uniendo las distintos conjuntos, tenemos que la funcién de distri-
bucién conjunta queda:

(

0 2<O0VES0  (Ry)

22 2<t, 0<2<1 (Ry)
Flnax{xy}ymin{xy})(2,1) = ¢ (22 —t) 0<t<2z<1 (R2)

t2—t) 0<t<1<z (R

1 1<2A1<t (R

\

En la Figura 1 comprobamos que cubrimos la totalidad del plano.

Y
Ry

Ry

Figura 1: Comprobacién de la funcién de distribucién conjunta.

11
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Una vez calculada la funcién de distribucién, su funcién de densidad es:

(

0 2<0VE<0  (Ro)
0 2<t, 0<2«1 (Ry)
a2-meaﬁx min Z,t ’
Jmax{x,y}min{x, v} (2, 1) = ( {X’g};at{X’Y})( ) =42 0<t<2<1 (R»)
0 0<t<1<z (Rs)
0 1<2VI<t (Ry)

Uniendo casos, tenemos que:

2 0<t<z<1l (R

max min Zat = .
f( s, {X’Y})( ) {0 en caso contrario

Notemos que fimax{x,y},min{X,v}) (z,t) es la funcién de densidad de probabilidad
de una variable aleatoria continua uniformemente distribuida en el triangulo
R5. Por tanto, tenemos que:

(max{X, Y}, min{X,Y}) ~U(Ry).

Ejercicio 4. Dado un vector aleatorio con funcién generatriz de momentos

et etz 1\°
MX17X2(t1at2) = (7"‘?‘}‘1) ti,to €R

Calcular la razén de correlacion y el coeficiente de correlacion lineal de las variables

X1 y XQ.

Sabemos que la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria X tal
que X ~ Ma(n, p1,p2) es:

Mx (t1,t2) = (pre™ + pae” + (1 — p1 — pz))n-
Por tanto, tenemos que:
(X1, Xo) ~ My(5,1/2,1/4)
Por tanto, sabemos que X; ~ B(5,1/2) y Xy ~ B(5,1/4). Ademas,
Cov[ Xy, Xo] = —n - pips

Al tratarse de una multinomial, tenemos que las curvas de regresion son rectas,
luego la razén de correlacion es:

Cov? [X 1) X?] ”219%29% P1p2

2 9 _ 2 _ _
xa/xz =X/ X0 = PXa,Xs Var[X;] Var[Xs]  npi(1—p1) -npa(1 —p2) (1 —p1)(1 —p2)

_1/2.1/4_1

C1/2.3/4 3

Por otro lado, como Cov[Xy, Xo| = —npips < 0, tenemos que el coeficiente de
correlacion lineal es:
B V3

2 —
le,Xg - IOX1,X2 - 3

12
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Ejercicio 5. Dado el vector bidimensional (X,Y") con la siguiente funcién masa de

probabilidad conjunta:

XYoo 1 2
1 |4+ 0 0
2 0 Y1+ 0
3 | Y4 0 Vs

1. (1.25 puntos) Obtener la mejor aproximacién minimo-cuadratica a la varia-
ble Y conocidos valores de la variable X, asi como calcular una medida de la

bondad del ajuste.

Completamos en primer lugar la funcién masa de probabilidad conjunta cal-

culando las marginales:

X\Y|[0o 1 2

1 |2 0 0| a
2 |0 Yi 0| Ya
3| Ya 0 1l 1/

|

13

1/4 1/4 H

Mostramos ahora en la siguiente tabla la distribucién condicionada a X, es

decir, P[Y'|X = z|:

X\Y

\
1
2
3

Por tanto, tenemos que:

—

0
1
0

/

S = O

2

~=

[\

S O

EY|X=1=0-141-0+2-0=0
EY|X=21=0-0+1-1+2-0=1
E[Y|X=31=0-Y2+1-04+2-12=1

Por tanto, la mejor aproximacion minimo-cuadratica a la variable Y conocidos

valores de la variable X es:

A~

Y:{o
1

si X =1
si X =2,3

Calculamos ahora una medida de la bondad del ajuste. Calculamos previa-

13
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mente:
E[Y] = 1/2—|—1 s+ 2-1/4=3/4
E[Y} =07 1o+ 1% -1/442%.1/1=5/4
VarlY] = E[ 2| — E[Y]? =5/a — 916 = 1116
(EYIX)Y] = ) ENIX=afP[X =] =0 Yat 1 1/a+ 17 1/2=3/s
ze{1,2,3}
EEY|X]] = E[Y] =3/
Var[E[Y|X]] = E[(E[Y|X])’] = E[E[Y|X]]* = 3/1 — 916 = 3/16

Por tanto, la medida de la bondad del ajuste es:

,  Var[E[Y|X]] 3.6 3

Tyx = Var[Y] /16 11

2. (1.25 puntos) Obtener las ecuaciones de la rectas de regresion de Y | X y
X | Y y el error cuadratico medio.

Calculamos en primer lugar los resultados necesarios:

E[X]: 1/4+2 1/443-1/2="9/4
B[X?] =12 1/a+2% . 1/a4 3% .1/ = 23/4
Var[X] = E[ 2] — E[X]? = 23/4 — 81/15 = 1116
EXY]=2-1-Y443-2-1/4=2
Cov[X,Y] = E[XY] - E[X|E[Y] =2 —9/4-3/4 = 5/16

Calculamos ahora las rectas de regresion.

= Recta de regresion de Y sobre X:

Y - Bly] = S X - BLX)
3 56 9
Vi (-9
vy 3
11 11

= Recta de regresion de X sobre Y:

X - Blx) = S - py)
9 5 3
e ()
5 21
X = 11Y+ﬁ
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Respecto a los errores cuadraticos medios, tenemos que el error cuadratico
medio de Y sobre X es:

E.CM.(Y|X) = Var[Y] — % _ % B %ji _ %

Ademés, como Var[X] = Var[Y], el error cuadrético medio de X sobre Y es el
mismo:

E.CM.(X]Y) = %
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