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Probabilidad. Examen VI

TEORIA (2.5 puntos)

Ejercicio 1. Obtener la expresion analitica para la funcion de densidad del maximo
y del minimo de n variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas
con funcién de distribuciéon marginal F'.

Sean X1, ..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con funcién de distribucion Fx, = F para todo i € {1,...,n}. Consideramos el vec-
tor aleatorio X = (X1,...,X,).

Respecto a la distribucién del méximo, tenemos que:
Fmé,x(X)<m) = P[Xl < [E,...,Xn < JZ] = HP[XZ < ZE] = F(x)n Vx eR.

Por tanto, su funcién de densidad es:

d
Jmax(x) (@) = %Fméx(x)(a:) = nF(z)" ' f(x) Vo € R.

donde f es la funcién de densidad comin a todas las variables aleatorias, que ademés
cumple f = F.

Respecto a la distribucién del minimo, tenemos que:
Fomx)(@) =1-PX; >x,...,. X, >z2]=1- HP[Xi >zxl=1-(1-F(x))" Vo € R.

i=1
Por tanto, su funcién de densidad es:

d
Futn(x) (€) = - Py () = n(1 — F(x)" 'f(z) VreR

Ejercicio 2. Dada una sucesién {X, },en de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas tales que existen E[X,] = p y E[X?] < co, probar que:

SnP
— =
n

Este resultado esta probado como corolario directo de la Ley de Kolmogorov.

PROBLEMAS (7.5 puntos)

Ejercicio 3. Una persona recibe un ticket que puede acumular para canjear por un
premio si al elegir al azar dos ntmeros cualesquiera, X entre 0 y 1 e Y entre 1y
3, su suma X + Y < 2. Este procedimiento se puede repetir de forma indefinida e
independiente. Calcular el nimero de elecciones necesarias para poder obtener un
premio que requiere de al menos 10 tickets acumulados con probabilidad superior a
0,9495.

Observacion. Aunque el enunciado no lo especifica, entendemos que X e Y son
variables aleatorias continuas (podrian ser discretas).
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Tenemos que:

X ~u(o,1]) Y ~u([1,3))
Por tanto, sus funciones de densidad son:

Felw) = {1 siz € [0,1]

0 en otro caso

Frly) = {1/2 siy € [l1,3]

0 en otro caso

Buscamos calcular en primer lugar P[X + Y < 2|. Para ello, por ser X e Y
independientes, tenemos que:

o si (a,y) € [0,1] % [1,3
0 en otro caso

fxy(@,y) = fx(z)fr(y) = {

Veamos el conjunto graficamente, junto con la recta x +y = 2:

Y

Por tanto, tenemos que:

12w 1 1 1 1 22
P[X+Y<2}:// —dydx:—/(Q—x—l)dx:—/(1—x)d:c:—{x——
)2 2 J, 2 J, 2 2

_11 1\ 1
2 2/ 4

Por tanto, la probabilidad de obtener un ticket es p = 1/4. Sea ahora Z; la varia-
ble aleatoria que toma el valor 1 si se obtiene un ticket en la i-ésima eleccion y 0 en
otro caso. Entonces, Z; ~ B(1,p), con p = /4.

Consideramos ahora S,, = Z Z;, que por la propiedad reproductiva de la distri-

bucién binomial, sabemos que S ~ B(n,p). De hecho, S,, es el numero de tickets
obtenidos en las n elecciones. Por tanto, buscamos calcular n tal que:

P[S, > 10] > 0,9495
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Por ser S,, ~ B(n,p), tenemos que:
E[S))=np  Var[S,] =np(1 —p)

Por tanto, buscamos n tal que:

_Sn — E[S,] - 10 — np

| VVar[S.] T /np(1—p)
S, — E[S,] _ 10—
|/ Var[S,)] ~ V3
Por el Teorema de Lévy, tenemos que:

{—S” _ E1S:] } 5 N(0,1)
Varl[S,,]

P[S,, > 10] > 0,9495 <= P ] > 0,9495

<~ P

] > 0,9495

Por tanto, sea Z ~ N (0, 1), buscamos n tal que:
> %] > 0,9495 <= P[Z < —%
Consultando la tabla de la distribucion normal estandar, obtenemos que:
40 —n
Vi3
Resolvemos la igualdad:

2844+ /2842 +4-40 2,84 +£12,96
Vn = 5 =

2

PlZ ] > 0,9495

> 1,64 <= 40 —n < —1,64v/n - V3 < n—284y/n—40 > 0

=7.9=>n=06241

Evaluando, vemos que como solucion sirve cualquier n > 62,41. Como se entien-

de que se pide el nimero entero mas pequeno, la respuesta es n = 63.

Por tanto, debe realizar al menos 63 elecciones para obtener un premio con

probabilidad superior a 0,9495.

Ejercicio 4. De un vector aleatorio bidimensional (X, Y") se sabe que sus rectas de

regresiéon son 5y —x+1 =0y 2x —b5y+2=0:

1. Identificar la recta de regresion de Y sobre X.

Supongamos que la recta de regresién de Y sobre X es y = #/5 — /5, luego la
recta de regresién de X sobre Y es x = 5/2 — 1. Por tanto, como el coeficiente
de determinacién es el producto de las pendientes de las rectas de regresion,
tenemos que:

1 5 1
2
Pxy =5 373"
Por tanto, el resultado es coherente y la recta de regresion de Y sobre X es:
1
Y"575

Si hubiésemos hecho la suposicion contraria, habriamos obtenido un coeficiente
de determinacion mayor que 1, lo cual no tiene sentido.
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2. Obtener una medida de la proporcion de varianza de cada variable que queda
explicada por el modelo de regresién lineal.

Esta medida es el coeficiente de determinacién, que en este caso es P?X,y = 1/a.
Por tanto, el 50% de la varianza de Y queda explicada por el modelo de
regresion lineal.

3. Calcular la esperanza del vector bidimensional.

Sabemos que este es el punto de corte de las rectas de regresion. Por tanto,
resolviendo el sistema de ecuaciones:

oy—rz+1=0
20 —dy+2=0
obtenemos que x = —3 e y = —4/5. Por tanto, tenemos que:

E(X,Y)] = (=3,=%5)

Ejercicio 5. Dado el vector bidimensional (X,Y") distribuido uniformemente en el
recinto limitado R = {(z,y) e R? | -2 <z <y < —z}:

1. Obtener su funciéon de densidad conjunta.

Representamos en primer lugar dicho conjunto:

R, Y R;
2,,
R
2 Ry
R X
3 2 -1 1 2 3
Ry
_2,,
Ry

Tenemos que, para = € [—2,0] y y € [z, —z|, la funcién de densidad conjunta
es:

fxvy(z,y) =k, ke R*

Para que sea una funcién de densidad, hemos de tener que:

SR

Tenemos dos opciones:
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Integracion Normal:

1—/k—// kdyd:p—/ k(—2z) dz =

1
— 2k = —2k[0-2] =4k =k =~
R

Razonando segin la Forma de R:
4-2 1
:/k:k/\(R):k-—:4k:>k::—
R 2 4
En cualquier caso, para el valor de k = /4, la funcién de densidad conjunta es
integrable, no negativa e integra 1.

2. Obtener su funcién de distribucién conjunta. Distinguimos casos:

» Siz < —20y < —2(Zona Ry):

T oy
F(va)(x7y)/ / f(X,y)(u, v)dvdu =0

» Size[-2,00yy€ [z, —z] (Zona R):

Fixyy(z,y) //fxyuvdvdu://i
- [ o-wa=gfn- 4] -1

dv
{x——+2y+2}

2
y2——+2y+2} =

o | <=

» Size[-2,00yye€[—z2] (Zona Ry):

z y 1]
F(X,Y)(I7y):/ / fXY U, U dvdu—/ / —dvdu-i—/ / Z—ldvduz
—yl 1 u2 v 1 271
2/2 Z(y—u)du—k/yz(—Qu)dU:Z [yu—?]_ +Z[_”}—y:

= {M— 5 +2y+2}+i[—x2+ ]z 2
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» Siye0,2] y x>0 (Zona R3):

:/_;yjl( —u)du+/_yi( 2u) du = 4[yu Z]_Z+_

-3 [ e 3] -
-]

» Size[-2,0]yy>2 (Zona Ry):

Fixy(z,y) = / / Joxvy(u,v dvdu-/ /_uldvdu—
- [ jrwde= 0], = e+ )

» Siz >0,y > 2 (Zona Rs):

F(X,Y)(xay) =1

Por tanto, la funcién de distribuciéon conjunta es:

-~

0 stz < —-20y<—2
1] 22 _
1 ym—?+2y+2 size[-2,00yye [z,
1 [y? .
1 5+2y—|—2 siy<0yzxz>y
1 y?
Fixyyl(z,y) = 2 2y+2—?—x2} size[-2,00yye|[—z2
1 y?
1 2y+2—3] siye (0,2l yx >0
L
Z[—x2+4] sixe[-2,00yy>2
1

stz >0,y =2

Ve

1
4

4

]2,

3. Obtener la probabilidad de que X+Y +1 > 0. Veamos qué conjunto representa

X+Y +1>0:

—dvdu =

Foxn (e, y) / / foxy) uvdvdu_/ /—dvdu—l—/y/_ul
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Tenemos por tanto que:

Ejercicio 6. Dado el vector bidimensional (X,Y’) con la siguiente funcién masa de
probabilidad conjunta:

X\YT0 1 2
1 Va0 0
2 0 Ya O
3 | Y4 0 14

1. Obtener la mejor aproximaciéon minimo-cuadratica a la variable Y conocidos
valores de la variable X, asi como calcular una medida de la bondad del ajuste.

Completamos en primer lugar la funciéon masa de probabilidad conjunta cal-
culando las marginales:

X\Y|o 1 2
1 |a 0 0 |
2 |0 Y1 0|1
3 [ Ya 0 Va2

‘1/2 1/4 1/4 H

Mostramos ahora en la siguiente tabla la distribucién condicionada a X, es
decir, P[Y|X = z:
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X\Y|]0 1 2
1 [ 1 0 0
2 |0 1 0
3 | Y2 0 1

Por tanto, tenemos que:

E[Y|X=1=0-141-042-0=0
ElY|IX=21=0-0+1-1+2-0=1
E[Y|X=3=0-Y2+1-0+2-12=1

Por tanto, la mejor aproximacion minimo-cuadratica a la variable Y conocidos

valores de la variable X es:
1 siX=2,3

Calculamos ahora una medida de la bondad del ajuste. Calculamos previa-

mente:
E[Y] = 1/2 +1-1a42-Ys=3/4
E[Y?]=0% Yo+ 1% 1/s+2%.1/1 =5/4
Var[Y] = E[ 2| — E[Y)? = 5/a — 916 = /16
E(EY|X])Y = Y E[N|X=a2PPX=a]=0"1a+1>-Ya+1% 12 =3
r€{1,2,3}
BIEY|X]] = BlY] = %1
VarE[Y|X]) = E[(E[Y|X))?] — BE[Y|X]P = %1 — %16 = %1

Por tanto, la medida de la bondad del ajuste es:

o Var[E[Y[X]] 3 3

Tyx = Var[Y] 1/ 11

2. Obtener la aproximacion lineal minimo-cuadratica de la variable Y para X = 1.

Podriamos pensar que se trata de la mejor aproximacion minimo-cuadratica
de la variable Y para X = 1, que seria E[]Y | X = 1] = 0. Sin embargo, esta
no es la aproximacién lineal. La aproximacion lineal minimo-cuadratica de la
variable Y sobre X es:

Cov[X,Y]

Y- BlY]= Var[X]

(X — E[X])

Calculamos por tanto dichos valores:

EX]=1-Y14+2-1/a43-12=9/4

E[X* =12 114+ 2% /s +3%.1/a =23/,
Var[X] = E[X?] — E[X]? = 23/4 — 81/16 = 11/16
EXY]=2-1-Y143-2-1/4=2
Cov[X,Y]=FE[XY| - EX|E[Y]=2—94-3/4=5/16
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Por tanto, la aproximacion lineal minimo-cuadratica de la variable Y es:

3 516 9 5 3

Por tanto, evaluando en X = 1, obtenemos que la aproximacién lineal minimo-
cuadratica de la variable Y para X =1 es

2
11

3. Obtener el error cuadratico medio para la aproximacion del primer apartado.
Tenemos que:

E.C.M.(E[Y | X]) = E[Var[Y' | X]] = Var[Y] — Var[E[Y | X]] = % - 1% = 1%

12

1
2



