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Probabilidad. Examen V

PARTE 1 (2.5 puntos)

Ejercicio 1 (0.25 puntos). Sean X;, X5, X3 variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas segin una ley Binomial, B(3,1/2). Justificar que:

9
P[X1+X2+X3:8]:§

Tenemos que:
X17 X27 X3 ~ B(?)’ 1/2)

Por la reproductividad de la distribuciéon binomial, como son independientes,
tenemos que:
X1 + X2 + Xg ~ B(g, 1/2)

Por tanto, usando la funciéon masa de probabilidad de la distribuciéon binomial,

tenemos que:
9\ /1\*/1\' 9
PXi+Xo+ X3=8= = ) ==
wenex=y= () (3) (2) -5

Ejercicio 2 (0.25 puntos). Sean X; y X, variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas segin una ley de Poisson, P(3). Justificar que:

b —1

eb

P[Xl + X5 > 0] =
Tenemos que:
X1, Xy ~P(3)

Por la reproductividad de la distribucion de Poisson, por ser independientes
tenemos que:

X; + X5 ~P(6)

Por tanto, tenemos que:

Ejercicio 3. Para predecir los valores de una variable aleatoria X a partir de los

de otra variable aleatoria Y se considera un modelo lineal:

1. (0.50 puntos) Obtener de forma razonada los coeficientes del modelo lineal
considerado.

Se busca aproximar X como X = aY + b. Para ello, se minimiza el error
cuadratico medio:

ECM.(X |Y)=E[(X - X)) =E[(X —aY —b)?] =
= E [X? —2aXY — 2bX + a°Y? + 2abY +b*] =
= E[X? — 2aE[XY] — 2bE[X] + ¢*E[Y?] + 2abE[Y] + b

Para ello, se busca minizar la siguiente funcién:
L(a,b) = E.C.M.(X |Y) = E[X?—-2aE[XY]-2bE[X|+a’E[Y?|4+2abE[Y]+b

4



Probabilidad. Examen V

Se tiene demostrado en Teoria que llegamos a la siguiente expresién (donde
ademads, demostramos que se trata de un minimo):

~ Cov[X,Y]
~ Var[Y]
b= E[X]—aE[Y]

2. (0.75 puntos) Si z —y = 1y 2y — 3z = —1 son las dos rectas de regresion
para el vector (X,Y'), se pide: identificar la recta de regresién del apartado
anterior; obtener una medida de la bondad del ajuste y calcular la esperanza
del vector (X,Y).

Suponemos que las rectas de regresion de X sobre Y y de Y sobre X son

r—y =1y 2y —3x = —1, respectivamente. Por tanto, tenemos que:
Cov[X,Y] Cov[X,Y]
= 1= EFX|—- ————— E|Y
A VarlY] y+ EX] Var[Y] Y]
3 1 Cov[X,Y] Cov[X,Y]
= -0 — - = —F) - E Y - : E X
V=575 N SN B
Identificando términos, obtenemos que:
Cov[X,Y] Cov[X,Y] 5 3 3
. =pxy=1-5=5>1
Var[X] Var[Y] ’ 2 2

Por tanto, llegamos a una contradiccién, por lo que la suposicién es incorrecta.
La recta de regresiéon de Y sobre X es y = v — 1 y la de X sobre Y es

r =23y +1/s.
La proporcién de varianza de cada variable que queda explicada por el modelo
de regresion lineal es el coeficiente de determinacion, que en este caso es:

2

2
2, ==.1===66,667
Pxy 3 3 ) %

Por 1ultimo, por identificacién de términos, tenemos el siguiente sistema:

E[Y] _zE[X] = Il B =1
E[X]—§E[Y] = 3
Por tanto, tenemos que:

E[(X.Y)] = (-1 -2)

Ejercicio 4 (0.75 puntos). Las componentes de un vector aleatorio continuo son
variables aleatorias continuas. Sin embargo, en general, un conjunto de variables
aleatorias continuas no da lugar a un vector aleatorio continuo. Justificar que este
reciproco si es cierto si consideramos un conjunto Xi, Xs, ..., X, de variables
aleatorias continuas independientes.
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Definimos la siguiente funcién continua en R™:

S Xa, X)) R — R
(xlax%"'axn) — Hsz(xl)
i=1
y probaremos que es la funcién de densidad de (X, Xs,...,X,,). En primer lugar,

esta bien definida por estarlo cada una de las funciones de densidad de las variables
aleatorias. Veamos que:

Fixs o (1, T+ ) = / - / TT () dts- -,
—0 —%0 =1
Para ello, como son independientes, tenemos que:
P[Xy a1, Xy a9, Xy < 1) = [[ PIXi < 24
Por ser fx, la funcién de densidad de X;, tenemos que:

Fix, Xo, x0) (@1, T2, .. ) = H/ Ix,(t;) dt;
i=1Y >

Por tanto, tenemos que la funcién que hemos definido efectivamente es la funcién

de densidad de (X1, X, ..., X,).

Aunque no seria necesario, veamos que cumple las condiciones de toda funcién
de densidad. En primer lugar, es no negativa, ya que cada término es mayor o igual
que 0. Veamos ahora que integra 1:

fix1, %o, Xn)(xl,:cg,...,xn)dxl-~~d:cn:/ foi(a:i)dx1~‘dxn:

PARTE 2 (7.5 puntos)

Ejercicio 1 (5 puntos). Dado el vector aleatorio continuo (X,Y’) distribuido uni-
formemente en el recinto

C={(z,y) eR* |2 +y* <1 A 2,y <0}
Observacion. A tener en cuenta:

= En el apartado 1.2 se obtiene hasta 1 punto si las integrales se dejan
indicadas y hasta 1.5 puntos si se obtienen sus primitivas de forma explicita.

= Si necesitara obtener la primitiva de la funcién f(x) = /1 — 22, realizar el
cambio de variable unidimensional x = sen(t).
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= arcsen(0) = 0, arcsen(—1) = —7, arcsen (—

)=+

1. (0.25 puntos) Obtener la funcién de densidad conjunta.

Sl

1+cos(2z) 1—cos(2x)
—s —_— .

» cos?(x) = , sen®(z) = —=3

En primer lugar, y debido a que lo usaremos con mucha frecuencia, resol-
veremos la siguiente integral de forma genérica. Dados a,b € [0,1],a < b,
resolveremos la siguiente integral:

b
/ VvV1—22dx

Haciendo el cambio de variable z = sen(t), tenemos que:

b arcsen(b) arcsen(b)
/ V1—2a2de = / cos(t) cos(t) dt = / cos?(t) dt = (1)
a arcsen(a) arcsen(a)
arcsen(b) 1 ot 1 arcsen(b)
= L+ cos(2t) dt = = 1+ cos(2t) dt =
2 2
arcsen(a) arcsen(a)
17 sen(2t) arcsen(b)
't =
L arcsen(a)
1 -arc sen(b) — arcsen(a) + sen(2arcsen(b))  sen(2arcsen(a)) _
2 | 2 2
10 20v1 — 02 2av1 —a?|
= — |arcsen(b) — arcsen(a) + — =
2 | 2 2
% 1
© 5 |ate sen(b) — arcsen(a) + bv'1 — b2 — av'1 — a2]

donde en (x) hemos empleado, en primer lugar, el seno del angulo doble, por
lo que:

sen(2arcsen(z)) = 2sen(arcsen(z)) cos(arcsen(z)) = 2xV'1 — x2

y ahi hemos empleado el valor de cos(arcsen(x)). Como arcsen(z) € [—7/2,7/2],
su coseno es positivo. Por tanto:

cos(arcsen(x)) = /1 — sen?(arcsen(x)) = V1 — 2

Una vez hecha esta integral (que usaremos en varios casos), procedemos con el
ejercicio. Veamos en primer lugar la forma de C', que se muestra en la Figura 1.

La funcién de densidad conjunta es constante, por lo que:

la9) = {k e c

0, en otro caso.

Para que f sea una funcion de densidad, tenemos que:
+00 +00
1=/ [, y) da dy

Hay dos opciones:
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Ry Ry

Rg

Figura 1: Recinto C'.

Integrando de la forma usual: Es necesario que:

o 0 k k 4
12// kdyd:czk/ x/l—x2dx“:)—[0+f]:_”:>k_
—1J-V1-22? -1 2 2

4 T

Razonando la forma de C': Sabemos que C' es un cuarto de circulo de radio
1, por lo que su area es 7/4. Por tanto, tenemos que:

T 4
1:/Cf(x,y):k/clzk-/\(C):k-ij——

™

2. (1.50 puntos) Obtener la funcién de distribuicién de probabilidad conjunta.

Distinguimos en funcién de los valores de (z,y):

» Si(r,y) €Ry: (< —-loy<—-lo-1<mzy<0a®>+y?>=>1)

Ty
Fiey(z,y) = / / fixyy(w,v) dvdu =0

» Si(r,y) € Ry (ml<z,y<0yz?+y?><1)

4 X
Fixyy(z,y) / / —dvdu- / y—{—vl—uzdu(—i)
—V1—u2 ™ J_ /1—y2
) 4
T

[[yu] \/——l— [arcsen(x) — arcsen <—W/1 _y2> +
+ $m+\/l—y2\/1—l—|—y2ﬂ _

= % [yx +yv1—y? —I—% [arcsen(x) — arcsen (—M) +
+avVl—22—y 1—y2” =

yx + y—V12—yQ + % [arc sen(x) — arcsen <—M> + xm]] =

[2xy +yv/1—y?+ arc sen(:z:) + arcsen (« /1 — y2> + V1 — xQ}
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» Si (x,y) € Rs:

F(X,Y) (I, y)

—~

) 4

» Si(z,y) € Ry (—1<z<0y0<y)

Fixy)(z,y) = // —dvdu— /\/1—u2du@
V1—u?

W 2 - [arcsen( )+ = 5 +xm]

0<zy-—-1<y<0)

4 0
/ / —dvdu— / y+\/1—u2du(l
Vi—u2 T J—y\/1—y

[[yu] Ji g [aresen(0) —aresen (—y/T=17) +
VT 0+ /T= P VT- 142 | =
%[y 1—y2+%[arcsen<ﬂ>_y 1_y2H:
%[y =y +arcsen (V1= )]

» Si(z,y) € Ry: (0<zy0<y)

F(X,Y)(‘ray) =1

Por tanto, la funcién de distribuciéon conjunta es:

De forma andloga, dado z* € [—1, 0],

fX,Y(x

fY\X:x*(y) = fX(x*)

tenemos que:

*7y) 4/7r 1

A1 =22 1 — a2

9

)

0, () € Ro
2/n [Qxy +yy/1 — y? + arcsen(x) + arcsen (\/1 — y2) +av1— Z‘Q] , (zy) € Ry
xy) (T, y) = ?/x [arcsen(z) + £ + 2v/1 — 27, (r,y) € Ry
2/n [y 1—y2+arcsen<\/1—y2>], (z,y) € R3
L 17 (LC, y) € Ry
3. (0.75 puntos) Obtener las funciones de densidad condicionadas.
Para ello, calculamos en primer lugar las marginales. Tenemos que:
° 4 4
fx () fxy(z,y)dy = —dy=—-Vli-z Vo € [-1,0]
N 1—z2 T ™
0 4 4 ;
fr(y) fxy(@,y) de = —de=—-/1-y* Vye[-10]
—y/1—y2 ™ ™
Por tanto, dado y* € [—1, 0], tenemos que:
Ix, Y(ZU Y ) A 1
Ixpy=y () = = = Vo € [— l—y*Q,O]
Y=y fy (y) 4/7r~\/1—y*2 \/1—y*2

_ _ vy € [_m, o}
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RAC)

Figura 2: Conjunto en el que se insersecan C'y X —Y > 0.

4. (0.50 puntos) Obtener la probabilidad de que X —Y > 0.

Veamos graficamente este conjunto en la Figura 2, en el que el punto de corte
es:

V- =z =l-a=dt = o= = - -5

a_(2-4)
/ |

Por tanto, tenemos que:

0 T 4 4 0
P[X—Y>0]:/ / —dydx:—/ r+V1—22de =
i)y T J Ve

_ HW + 2 {arcsen() - arcsen (—Tﬁ) FOVT= T+ gm” _
[t () 2] -2 4]

- 2 2

5. (1.50 puntos) Obtener la mejor aproximacién minimo cuadratica a la variable
aleatoria Y conocidos los valores de la variable X y el error cuadratico medio
de esta aproximacion.

La mejor aproximacion por minimos cuadrados es la curva de regresion de Y
sobre X:

0 1 1 y2 0
ElY | X =2]= Fyixes(y) dy = . duy — v
Y| ] /OO Y- fyix=2(y)dy /my — W= [2]4@
1 0_1—x2 B 1 _1—x2 __\/1—302
Vi—z2 2 2 | 2

+o00

Vo € [—1,0]

V1 — a2
Por tanto, la mejor aproximacién por minimos cuadrados es:

JI=X?

BY | X] = -

10
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El error cuadratico medio de esta aproximacion es:

E.CM.(E[Y | X]) = E[Var]Y | X]] = E[Y?] — E [E?]Y | X]]

Tenemos que:

“+o00 0 4 4 0
E[YQ]Z/ y2~fy(y)dy=/1y2;-vl—yzdyz;/1y2-\/1—y2dy

—00 —

Aplicamos ahora el cambio de variable y = sen(t), por lo que:

E[Y? = é/ sen’(t) - /1 — sen2(t) - cos(t) dt = E/ sen’(t) - cos?(t) dt =

m 771-/2 g 7”/2

_ _/ cos(2t) L cos(2t) dt = _/ 1 — cos?(2t)dt =
T 771_/2 2 2 m 777/2

1 /o ) 1 + cos(4t) gt 1 ; t  sen(4t) 0

= - 9 o 2 8 o =

|

1]t sen(4t) 0 1 [ﬂ'} B
T2 8 .., wlal
Por otro lado, tenemos que:

(55) ] e [ aemeers

2 4

E[E’Y | X]]|=FE

e 23 2

donde en (%) hemos empleado que, como las funciones de densidad de X y Y’
son iguales, E[X?| = E[Y?]. Por tanto, tenemos que:
1 3 4-3 1

ECM.(E)Y | X)) = BV~ E[E*lY [ X]] = |~ - = =" = 16

6. (0.50 puntos) Obtener una media de la bondad del ajuste del apartado an-
terior.
La media de la bondad del ajuste es el valor de 7752/‘ x°
2 _ Var[E[Y | X]] . E.CM.(E[Y | X])
Trix Var[Y] VarlY|

Tenemos que:

400 0 0
Em:/_ y'fy(y)dyzf yé-\/l—gﬁdy:%/ y-/1—y2dy =

00 -1 —1

A1 (=g 4l 1] 4
S|l 2 3/2 o, 7T 3] 3«




Probabilidad. Examen V

Por tanto, tenemos que:

> _ BOM(EY|X]) = 1 97 36w —256 — 977
rix = Var[Y] T T T qonr —64)  A(9n2 —64)
27r? — 256
= — =~ 0,10553
4972 —64)

Por tanto, vemos que el ajuste no es adecuado.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Dado el vector aleatorio (X,Y") con funcién generatriz de
momentos

21 + 483 + 92 + 6t1t2)

Mxy)(t1,t2) = exp ( 5

1. (0.75 puntos) Obtener la razén de correlacién y el coeficiente de correlacién
lineal de las variables (X,Y).

La funcién generatriz de momentos de una normal bivariante es:

O'%t% —+ U%t% + 2,00'10'2t1t2)

Mxy)(t1,t2) = exp (Nltl + pots + 5

Vemos por tanto que (X,Y) sigue una distribucién normal bivariante con

parametros:
(
pa =1
p2 =0
o =4
os=9
\p0'10'2 =3

Por tanto, tenemos que (X,Y) ~ Na(p,X), con:

p= (1 0), 2:(;1 S)

Por tanto, el coeficiente de correlacion lineal es:

Por otro lado, sabemos que las curvas de regresién coinciden con las rectas de
regresion, luego la razén de correlacion es:

1

7712f/x = W?{/Y = P%{,Y = 4

2. (0.75 puntos) Indicar las distribuciones de las variables aleatorias Y | X =1
y XY =0.

12
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Sabemos que, dados z*, y* € R, las distribuciones condicionadas son:
9 *
VIX =~ N (0200 = ) )
1
* 01, «
XY =y~ N (020 ot - )

Por tanto, tenemos que:

. 2(1 —1),9 <1 - i)) = N (0,%7/4)

%(0—0),4(1—%)) _N(1,3)

3. (1 punto) Obtener la distribucién de probabilidad del vector aleatorio (2.X,Y —
X). Justificar que las variabes aleatorias 2X y Y — X tienen cierta asociacion
lineal en sentido negativo.

Y]X:1~N<O+

N = DN =

X|Y:0~/\/<1+

Tenemos que:

e )

Por tanto, notando X' = 2X y Y’ = Y — X tenemos que (X', Y’) ~ N (A, A'SA),
donde:

uA= (1 0) <(2) —11):(2 1)
e (OEDE (96D

Por tanto, tenemos que:
—2

SRV TV
92 1
2
’ /:—:_:003
Pxoyr =967 728

~ —0,18

Por tanto, como p% y, es muy cercano a 0, no tienen apenas asociacién. No
obstante, de tenerla, como pxsy es negativo, es en sentido negativo.
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