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Probabilidad. Examen IV

Ejercicio 1 (5 puntos). Dado el vector aleatorio continuo (X, Y ) distribuido uni-
formemente en el recinto

C = {(x, y) ∈ R2 | y − x < 1 ∧ x < 0, y > 0}

1. (0.25 puntos) Obtener la función de densidad conjunta.

Veamos el conjunto C gráficamente en la Figura 1.
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x
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y − x = 1

Figura 1: Conjunto C.

Como se distribuye uniformemente, la función de densidad conjunta es cons-
tante en la región C y nula en el resto del plano. Por tanto, la función de
densidad conjunta es:

fX,Y (x, y) =

{
k si (x, y) ∈ C

0 en otro caso

Para obtener la constante k, calculamos la integral de la función de densidad
conjunta en la región C:

1 =

∫
R2

fX,Y =

∫
C

k = kλ(C) = k · 1
2
=⇒ k = 2

2. (1.50 puntos) Obtener la función de distribución de probabilidad conjunta.

Observación. Se obtiene hasta 1 punto si las integrales se dejan indicadas y
hasta 1.5 puntos si se obtienen sus primitivas de forma expĺıcita.

Estudiamos cada uno de los casos en función de los valores de x e y:

Si(x, y) ∈ R0 (x < −1 o y < 0):

FX,Y (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX,Y (u, v) du dv =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
0 du dv = 0
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Probabilidad. Examen IV

Si(x, y) ∈ R1 (−1 ⩽ x < 0 y 0 ⩽ y < 1− x):

FX,Y (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX,Y (u, v) du dv =

∫ y−1

−1

∫ u+1

0

2 dv du+

∫ x

y−1

∫ y

0

2 dv du =

= 2

∫ y−1

−1

(u+ 1) du+ 2

∫ x

y−1

y du = 2

[
u2

2
+ u

]y−1

−1

+ 2y [u]xy−1 =

= 2

[
(y − 1)2

2
+ y − 1− 1

2
+ 1

]
+ 2y(x− y + 1) =

= (y − 1)2 + 2(y − 1) + 1 + 2y(x− y + 1) =

= (y − 1 + 1)2 + 2y(x− y + 1) = y2 + 2y(x− y + 1) =

= y2 + 2xy − 2y2 + 2y = −y2 + 2xy + 2y

Si(x, y) ∈ R2 (−1 ⩽ x < 0 y y − x ⩾ 1):

FX,Y (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX,Y (u, v) du dv =

∫ x

−1

∫ u+1

0

2 du dv = 2

∫ x

−1

(u+ 1) du =

= 2

[
u2

2
+ u

]x
−1

= 2

[
x2

2
+ x+

1

2

]
= x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)2

Si(x, y) ∈ R3 (0 ⩽ x y 0 ⩽ y < 1):

FX,Y (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX,Y (u, v) du dv =

∫ y−1

−1

∫ u+1

0

2 du dv +

∫ 0

y−1

∫ y

0

2 du dv =

= 2

∫ y−1

−1

(u+ 1) du+ 2

∫ 0

y−1

y du = 2

[
u2

2
+ u

]y−1

−1

+ 2y [u]0y−1 =

= 2

[
(y − 1)2

2
+ y − 1 +

1

2

]
− 2y(y − 1) =

= (y − 1)2 + 2(y − 1) + 1− 2y(y − 1) = (y − 1 + 1)2 − 2y(y − 1) =

= y2 − 2y2 + 2y = −y2 + 2y = y(2− y)

Si(x, y) ∈ R4 (0 ⩽ x y 1 ⩽ y):

FX,Y (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX,Y (u, v) du dv = 1

Por tanto, la función de distribución de probabilidad conjunta es:

FX,Y (x, y) =



0 si x < −1 ∨ y < 0 (x, y) ∈ R0

−y2 + 2xy + 2y si − 1 ⩽ x < 0 ∧ 0 ⩽ y < 1− x (x, y) ∈ R1

(x+ 1)2 si − 1 ⩽ x < 0 ∧ y − x ⩾ 1 (x, y) ∈ R2

y(2− y) si 0 ⩽ x ∧ 0 ⩽ y < 1 (x, y) ∈ R3

1 si 0 ⩽ x ∧ 1 ⩽ y (x, y) ∈ R4

3. (0.75 puntos) Obtener las funciones de densidad condicionadas.
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Para obtener las funciones de densidad condicionadas, calculamos en primer
lugar las funciones de densidad marginales. Tenemos que:

fX(x) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) dy =

∫ 1+x

0

2 dy = 2 [y]1+x
0 = 2(1 + x) ∀x ∈ [−1, 0]

fY (y) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) dx =

∫ 0

y−1

2 dx = 2 [x]0y−1 = 2(1− y) ∀y ∈ [0, 1]

Por tanto, las funciones de densidad condicionadas son:

fX|Y=y(x) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
=

2

2(1− y)
=

1

1− y
∀x ∈ [y − 1, 0] , y ∈ [0, 1]

fY |X=x(y) =
fX,Y (x, y)

fX(x)
=

2

2(1 + x)
=

1

1 + x
∀y ∈ [0, 1 + x] , x ∈ [−1, 0]

4. (0.25 puntos) Obtener la probabilidad de que X − Y > 0.

Tenemos que: {
(x, y) ∈ R2 | x− y > 0

}
∩ C = ∅

Por tanto, la probabilidad de que X − Y > 0 es nula.

5. (0.25 puntos) Obtener la probabilidad de que X + Y < 0.

Veamos el conjunto {(x, y) ∈ R2 | x+ y < 0} gráficamente en la Figura 2.

−1

1

(−1/2, 1/2)

x

y
y − x = 1
x+ y = 0

Figura 2: Conjunto {(x, y) ∈ R2 | x+ y < 0}.

Calculamos la probabilidad de que X + Y < 0:

P [X + Y < 0] =

∫ −1/2

−1

∫ 1+x

0

2 dy dx+

∫ 0

−1/2

∫ −x

0

2 dy dx =

= 2

∫ −1/2

−1

(1 + x) dx+ 2

∫ 0

−1/2

−x dx = 2

[
x2

2
+ x

]−1/2

−1

+ 2

[
−x2

2

]0
−1/2

=

= 2

[
1

8
− 1

2
− 1

2
+ 1

]
+ 2

[
0 +

1

8

]
= 2 · 2 · 1

8
=

1

2
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6. (1.50 puntos)Obtener la mejor aproximación minimo cuadrática a la variable
aleatoria Y conocidos los valores de la variable X y el error cuadrático medio
de esta aproximación.

Para obtener la mejor aproximación mı́nimos cuadrados de la variable aleatoria
Y conocidos los valores de la variable X, calculamos la curva de regresión de
Y sobre X. Para ello, tenemos que:

E[Y | X = x] =

∫ ∞

−∞
y · fY |X=x(y) dy =

∫ 1+x

0

y · 1

1 + x
dy =

1

1 + x

∫ 1+x

0

y dy =

=
1

1 + x

[
y2

2

]1+x

0

=
1

1 + x
· (1 + x)2

2
=

1 + x

2

Por tanto, la mejor aproximación mı́nimos cuadrados de la variable aleatoria
Y conocidos los valores de la variable X es:

E[Y | X] =
1 +X

2

Para calcular el error cuadrático medio de esta aproximación, tenemos que:

E.C.M.(E[Y | X]) = E[(Y − E[Y | X])2] = E

[(
Y − 1 +X

2

)2
]
=

= E

[
Y 2 − Y (1 +X) +

(1 +X)2

4

]
=

= E[Y 2]− E[Y ]− E[XY ] +
1

4
E[X2] +

1

2
E[X] +

1

4

De forma análoga, tenemos que:

E.C.M.(E[Y | X]) = E[Var[Y | X]] = E[E[Y 2 | X]− E2[Y | X]] =

= E[Y 2]− E
[
(E[Y | X])2

]
= E[Y 2]− E

[(
1 +X

2

)2
]

Como podemos ver, en este caso se trata del cálculo de menos esperanzas, por
lo que nos decantamos por esta opción.

E[Y 2] =

∫ ∞

−∞
y2 · fY (y) dy = 2

∫ 1

0

y2(1− y) dy = 2

∫ 1

0

y2 − y3 dy =

= 2

[
y3

3
− y4

4

]1
0

=
2

3
− 1

2
=

1

6

E

[(
1 +X

2

)2
]
=

1

4

∫ 0

−1

(1 + x)2 · 2(1 + x) dx =
1

2

∫ 0

−1

(1 + x)3 dx =
1

2

[
(1 + x)4

4

]0
−1

=
1

8

Por tanto, el error cuadrático medio de la mejor aproximación mı́nimos cua-
drados de la variable aleatoria Y conocidos los valores de la variable X es:

E.C.M.(E[Y | X]) = E[Y 2]− E

[(
1 +X

2

)2
]
=

1

6
− 1

8
=

1

24
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7. (0.50 puntos) Obtener una medida de la bondad del ajuste del apartado
anterior.

Para obtener una medida de la bondad del ajuste del apartado anterior, cal-
culamos el coeficiente de determinación. Para ello, tenemos que:

η2Y/X =
Var[E[Y | X]]

Var[Y ]
= 1− E.C.M.(E[Y | X])

Var[Y ]

Calculamos la varianza de Y :

E[Y ] =

∫ ∞

−∞
y · fY (y) dy = 2

∫ 1

0

y(1− y) dy = 2

∫ 1

0

y − y2 dy =

= 2

[
y2

2
− y3

3

]1
0

= 2

[
1

2
− 1

3

]
=

1

3

E[Y 2] =
1

6

Var[Y ] = E[Y 2]− E2[Y ] =
1

6
−
(
1

3

)2

=
1

18

Por tanto, el coeficiente de determinación es:

η2Y/X = 1− E.C.M.(E[Y | X])

Var[Y ]
= 1−

1/24
1/18

= 1− 3

4
=

1

4

Por tanto, la bondad del ajuste es del 25%. Como vemos, no se trata de un
ajuste de muy buena calidad.

Ejercicio 2 (1 puntos). Dado un vector aleatorio (X, Y ) con función generatriz de
momentos

M(X,Y )(t1, t2) = exp

(
t2 + 16t21 + 4t22 + 10t1t2

2

)
1. (0.25 puntos) Obtener la razón de correlación y el coeficiente de correlación

lineal de las variables (X, Y ).

La función generatriz de un vector aleatorio con distribución N2(µ,Σ) es:

f(t1, t2) = exp

(
µ1t1 + µ2t2 +

σ2
1t

2
1 + σ2

2t
2
2 + 2ρσ1σ2t1t2
2

)
Identificando términos, obtenemos que:

µ1 = 0

µ2 = 1/2

σ2
1 = 16

σ2
2 = 4

ρσ1σ2 = 5

8
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Por tanto, tenemos que (X, Y ) ∼ N2 (µ,Σ) con:

µ =
(
0 1/2

)
Σ =

(
16 5
5 4

)
Por tanto, tenemos que el coeficiente de correlación lineal es:

ρX,Y = ρ =
5√
16
√
4
=

5

8

Respecto a la razón de correlación, tenemos que:

η2X/Y

(∗)
= ρ2X,Y = η2Y/X =

(
5

8

)2

=
25

64

donde en (∗) se ha utilizado que (X, Y ) sigue una distribución normal biva-
riante.

2. (0.25 puntos) Indicar las distribuciones de las variables aleatorias Y | X = 0
y X | Y = 2.

Tenemos que:

Y | X = x∗ ∼ N
(
µ2 + ρ · σ2

σ1

(x∗ − µ1), σ
2
2(1− ρ2)

)
X | Y = y∗ ∼ N

(
µ1 + ρ · σ1

σ2

(y∗ − µ2), σ
2
1(1− ρ2)

)
En concreto, para x∗ = 0 y y∗ = 2, tenemos que:

Y | X = 0 ∼ N
(
1/2, 4

(
1− (5/8)2

))
= N (1/2, 39/16)

X | Y = 2 ∼ N
(
15/8, 16

(
1− (5/8)2

))
= N (15/8, 39/4)

3. (0.50 puntos) Obtener la distribución de probabilidad del vector aleatorio
(2X, Y −X). Justificar que las variables aleatorias 2X y Y −X tienen asocia-
ción lineal muy alta en sentido negativo.

Tenemos que:

(2X, Y −X) =
(
X Y

)
A, A =

(
2 −1
0 1

)
Por tanto, notandoX ′ = 2X y Y ′ = Y−X, tenemos que (X ′, Y ′) ∼ N (µA,AtΣA),
donde:

µA =
(
0 1/2

)(2 −1
0 1

)
=

(
0 1/2

)
AtΣA =

(
2 0
−1 1

)(
16 5
5 4

)(
2 −1
0 1

)
=

(
32 10
−11 −1

)(
2 −1
0 1

)
=

(
64 −22
−22 10

)

9
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Por tanto, tenemos que:

ρX′,Y ′ =
−22√
64
√
10

≈ −0,87

ρ2X′,Y ′ =
222

64 · 10
=

121

160
= 0,75625

Por tanto, como ρ2X′,Y ′ se aproxima a 1, la asociación lineal entre 2X y Y −X
es muy alta, y al ser ρX′,Y ′ negativo, la correlación es negativa.

Ejercicio 3 (3 puntos). Sea (X, Y ) un vector aleatorio. Se pretenden predecir, por
mı́nimos cuadrados, los valores de la variable Y a partir de una función lineal de la
variable X, y viceversa.

1. (2 puntos) Obtener de forma razonada los coeficientes del modelo lineal de
X sobre Y .

Se busca aproximar X como X̂ = aY + b. Para ello, se minimiza el error
cuadrático medio:

E.C.M.(X | Y ) = E[(X − X̂)2] = E
[
(X − aY − b)2

]
=

= E
[
X2 − 2aXY − 2bX + a2Y 2 + 2abY + b2

]
=

= E[X2]− 2aE[XY ]− 2bE[X] + a2E[Y 2] + 2abE[Y ] + b2

Para ello, se busca minizar la siguiente función:

L(a, b) = E.C.M.(X | Y ) = E[X2]−2aE[XY ]−2bE[X]+a2E[Y 2]+2abE[Y ]+b2

Se tiene demostrado en Teoŕıa que llegamos a la siguiente expresión (donde
además, demostramos que se trata de un mı́nimo):a =

Cov[X, Y ]

Var[Y ]

b = E[X]− aE[Y ]

2. (1 punto) Si 3y − x + 1 = 0 y x − 2y − 1 = 0 son las rectas de regresión
del vector (X, Y ): identificar la recta de regresión de Y sobre X; obtener una
medida de la proporción de varianza de cada variable que queda explicada por
el modelo de regresión lineal y calcular la esperanza del vector (X, Y ).

Suponemos que las rectas de regresión de X sobre Y y de Y sobre X son
3y − x+ 1 = 0 y x− 2y − 1 = 0, respectivamente. Por tanto, tenemos que:

x = 3y + 1 =
Cov[X, Y ]

Var[Y ]
· y + E[X]− Cov[X, Y ]

Var[Y ]
· E[Y ]

y =
1

2
x− 1

2
=

Cov[X, Y ]

Var[X]
· x+ E[Y ]− Cov[X, Y ]

Var[X]
· E[X]

10
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Identificando términos, obtenemos que:

Cov[X, Y ]

Var[X]
· Cov[X, Y ]

Var[Y ]
= ρ2X,Y = 3 · 1

2
=

3

2
> 1

Por tanto, llegamos a una contradicción, por lo que la suposición es incorrecta.
La recta de regresión de Y sobre X es y = 1/3x − 1/3, y la de X sobre Y es
x = 2y + 1.

La proporción de varianza de cada variable que queda explicada por el modelo
de regresión lineal es el coeficiente de determinación, que en este caso es:

ρ2X,Y =
1

3
· 2 =

2

3
≈ 66,667%

Por último, por identificación de términos, tenemos el siguiente sistema:{
E[X]− 2E[Y ] = 1

E[Y ]− 1

3
E[X] = −1

3

}
=⇒

{
E[X] = 1

E[Y ] = 0

Por tanto, tenemos que:
E[(X, Y )] =

(
1 0

)
Ejercicio 4 (1 punto). Sean X1, X2, . . . , Xn n variables aleatorias independientes
e identicamente distribuidas según una ley uniforme en el intervalo [0, θ] con θ > 0.
Se considera la sucesión de variables aleatorias cuyo término general es de la forma
X(n) = máx{X1, X2, . . . , Xn}. Probar que la sucesión anterior converge en ley a una
variable aleatoria degenerada en θ.

Puesto que no son idénticamente distribuidas, no podemos aplicar el Teorema de
Lévy, por lo que hemos de partir de la definición. Para ello, calculamos la función
de distribución de X(n). Tenemos que:

FX(n)
(x) = P [X(n) ⩽ x] = P [máx{X1, X2, . . . , Xn} ⩽ x] = P [X1 ⩽ x,X2 ⩽ x, . . . , Xn ⩽ x]

Puesto que las variables son independientes, tenemos que:

FX(n)
(x) = P [X1 ⩽ x] · P [X2 ⩽ x] · . . . · P [Xn ⩽ x]

Puesto que son idénticamente distribuidas, tenemos que:

FX(n)
(x) = (P [X1 ⩽ x])n

Calculamos por tanto la función de densidad de X1. Como sigue una distribución
uniforme en [0, θ], tenemos que:

fX1(x) =


1

θ
si x ∈ [0, θ]

0 en otro caso

11
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Por tanto, la función de distribución de X1 es:

FX1(x) =


0 si x < 0
x

θ
si x ∈ [0, θ]

1 si x > θ

Por tanto, la función de distribución de X(n) es:

FX(n)
(x) =


0 si x < 0(x
θ

)n

si x ∈ [0, θ[

1 si x ⩾ θ

Por tanto, tenemos que:

ĺım
n→∞

FX(n)
(x) =

{
0 si x < θ

1 si x ⩾ θ

Como esta es la función de distribución de una variable aleatoria degenerada en
θ, tenemos que:

X(n)
L−→ θ

12


