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Probabilidad. Examen 111

Ejercicio 1 (1.5 puntos). Justificar las siguientes relaciones:

1. (0.25 puntos) Sean X y X, variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas segin una ley Binomial B(3,1/2). Justificar que:

Tenemos que:

Xl, X2 ~ B(3, 1/2)
Por la reproductividad de la distribucién binomial, tenemos que:

X1 + X2 ~ B(6, 1/2)

Por tanto, tenemos que:
6
Y PXi+Xp=k=1
k=0
Por lo que:

2. (0.25 puntos) Sean X;, X, y X3 variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas segin una ley de Poisson, P(3). Justificar que:

e —1

e

P[X1+X2+X3 > 0] =

Tenemos que:
Xl, XQ, X3 ~ P(S)
Por la reproductividad de la distribucion de Poisson, tenemos que:

Xl +X2+X3 NP(Q)

Por tanto, tenemos que:

e990 I N e —1

P[X1+X2+X3 > O] = 1—P[X1+X2+X3 = O] =1- 0l o9

3. (1 punto) Sea {X, },en una sucesién de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas segin una ley de Bernoulli de pardmetro p. Se
n
considera S,, = Y X;, la variable aleatoria que define las sumas parciales de
i=1
la sucesion. Justificar que:
Sn P
n
Observacion. Hay que demostrar el/los resultados empleados para justificar la
relacién pedida, salvo la Desigualdad de Chebychev.
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Sabemos que:
E[X,]=p VneN

Por tanto, tenemos que:

E[S,)=E =Y E[Xj]=np VneN

>
i=1

Sn _ Sp—npp 0
n n
Por tanto, tenemos que:
Sn P
n
Ejercicio 2 (1.5 puntos). Sean Xj,..., X, n variables aleatorias continuas, inde-

pendientes e idénticamente distribuidas con distribucién uniforme en el intervalo
[0, 1]. Deducir la expresién analitica de la funcién de densidad de la variable aleato-
ria Z = max{X;,..., X,}.

Tenemos que:

Por tanto, tenemos que:

donde en (%) hemos usado la independencia de las variables aleatorias y en (xx)
hemos usado que son idénticamente distribuidas. Por tanto, tenemos que:
d d n o1 d
fole) = SPIZ <2 = = (PIXy < 2))" = (PXy < 2])" -
=n(PX; <2)" ' fx,(2)  VzeR

Por ser X; uniformemente distibuida, tenemos que:

Fele) = {1 si z € [0,1]

0 en otro caso

Ademas, tenemos que:

0 siz <0
PXi<2=4q [flde =2 sizel01]
1 siz>1

Por tanto, tenemos que:

Fale) = {n 2 sz €00,1]

0 en otro caso
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—2y+x=1

Figura 1: Conjunto descrito por las ecuaciones dadas.

Ejercicio 3 (5 puntos). Dado el vector aleatorio (X,Y’) con distribucién uniforme
en el recinto acotado limitado por el exterior de la pardbola y = 22, la recta de
ecuacion 2y + z = 1 y la recta de ecuacion y = 0:

1. (0.25 puntos) Obtener la funcién de densidad conjunta.

Buscamos en primer lugar entender el conjunto descrito, el cual se muestra en
la Figura 1.

Sea €2 el conjunto descrito por las ecuaciones dadas, donde el punto de corte
dibujado es:

1-— —1+v148 —-1+£3
xQZ—x:>2x2+m—1:0:>x: 1 + = 1

2
{M} <1 1)
—_— 1 . -, =
JZ2:§ 2°4

Tenemos que:

1/4 1—2y 1/4 9
1= fX,YZ/k:k/ / dxdy:k/ 1—2y—\/37dy:k{y—y2_§y\/§]
R2 Q 0 NG 0

1 1 2 1 1 4
= ( _________ ):kE:k:_S

1/4

0

Por tanto, tenemos que:

48

fX,Y(%y) = 5
0 en otro caso

si (z,y) € Q

2. (1.50 puntos) Obtener la funcién de distribucién de probabilidad conjunta.

Observacion. Se obtienen hasta 1,25 puntos si las integrales se dejan indicadas
y hasta 1,50 puntos si se obtienen sus valores de forma explicita.
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La division en conjuntos se encuentra en la Figura 1. Calculamos el valor de
la funcién de distribucion en cada uno de los conjuntos:

» Si(z,y) € Ry (x<00y<0):

z oy
Fxy(z,y) = / / nyuv)dudv—/ / Odudv =0
o Jo

» Si(r,y)€Q u+r<1ly0<y<?):
Fxy(z,y) = / / nyuvdudv—// kdudv =k x—\/_dv—
:k{xv—gv vL:k{xy—gy\/ﬂ]

= Si(z,y) €R (0<z<loyy<a?):

2

Fxy(xz,y) = //nyuvdudv—// kdvdu:k/ u2du:k{%
0 0

_k—
3

» Si(z,y) € R (0<y<VYay2y+ax>1):

Fxy(xz,y) = / / fxy(u,v)dudv =

/ / kdvdu—i—/ /kdvdu—i—/ / kdvdu=
1-2y
1-2y

—k/ udu—irk/ ydu—l—k/ Y =
0 Vi 1—2y
U2

= +kyu12y+k{———} =

l 0 vy 2 4 1-2y

Y y 2 1-2y  (1—2y)?
=k |2 4yl —2y) — S

{3 y(1—2y) yf+ 1 5t

» Si(z,y) €Rs (1<2xy0<y<l/a):

z Y
Fxy(z,y) :/ / fxy(u,v)dudv =
;o lf;v Yy 9 y
:// kdudv:k/ 1—2v—\/5dvzk[v_vz__v U] _
0 JVv 0 3 0

Zk{y—yz—gy\/ﬁ]
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» Si(z,y) € Ry (Y2o<z<lyla<y):

Fxy(z,y) / / fxy(u,v)dudo =

= T _
//kdvdu—i—/ kzdvdu—kz/ udu—i—k/ Y du =
/2 J0 1/2 2

ud /2 u U 1 x  x? 1 1
=k kl=—— =k|—4+-=-——— - — | =
[SL + {2 4}1/2 {24 2 4 4+ 16}

» Si(z,y) € Rs (1<xylta<uy):

Fxy(z,y) = //nyuv)dudv—l

Por tanto, tenemos que:

0 si (x,y) € Ro
23

k? si(z,y) € Ry
[ 2 2 1-2 1 —2y)?

k —M—l—y(l—Qy)—f—x—— y—l—( v) si (z,y) € Ry

3 2 4 2 4
FX,Y(may): i 9 2 .

kly—y _gy\/g} si (z,y) € R3
R )

k_§_Z_E] Sl(&?,y)ER;;

(1 si (z,y) € Rs

3. (0.75 puntos) Obtener las funciones de densidad condicionadas.

Calculamos en primer lugar las funciones de densidad marginales. Respecto a
la marginal de X, tenemos que:

0= [ festwain= [ " hdy - ket
/ Fx (. y)d / kdy—k{ 2””}

ka? si0 <z <1/
fx(z) = f [1;1‘

» Si0<z <2

» Sil <z <l

Por tanto, tenemos que:

] silh<az<l1



Probabilidad. Examen 111

Respecto a la marginal de Y, tenemos que, si 0 < y < /a:

o] 1-2y
fry) = / fxy(z,y)de = / kdr = k(1 —2y —/y)
—00 \/g
Por tanto, tenemos que:

fy(y):{m—zy—\/g) si0<y<la

0 en otro caso

Calculamos ahora las funciones de densidad condicionadas. Respecto a la con-
dicionada de X dado y* € [0, 1/4], tenemos que:

Py (@) = DX ) ’ = 1
e My RO =20 =y 1 =2y = VYT

Ve e R | (z,y*) € Q

Respecto a la condicionada de Y, distinguimos en funcion del valor de x* €
[0,1].

n 510 <zt <o

_Sxy(@hy) k1
fY|X:J}*(y) - fX(I*) T k2 ﬁ

» Silh<a*<1:

 fxy(@ty) k 2

Por tanto, tenemos que:

1

— si0<z*<1/2
fY|X:m*<y) =7t 2 Vy e R
silth <ot <1

1 —a*

4. (0.50 puntos) Obtener la probabilidad de que X > %

Del apartado anterior, tenemos la marginal de X. Por tanto:

! 1 11—z r 22!
PIX =21/ = fX(x)dx:/ k[ 5 }dz: [E—Z} =
1/2 1/2 1/2
_ 1 1 1 1 _k_3
- [5_1_1 E}_E_S

5. (1.25 puntos) Obtener la mejor aproximaciéon minimo cuadratica a la variable
X conocidos los valores de la variable Y.
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Del apartado anterior, tenemos que, para y* € [0, 1/4]:

_ *
00 1-2y 1

x-f :*xdx:/ x -
xv= (@) e =2 —

[ z? ] - (V)
2(1=2y* = V") | 4= 2(1=2y* — V")

Q-2 +vy)A=2¢=Vy") 1-2y"+y"
2(1 = 2% —=~/7") 2

dr =

BX 1Y =y = [

—0o0

Por tanto, la mejor aproximacién minimo cuadratica a la variable X conocidos

los valores de la variable YV es:

1-2Y +VY

E[X|Y]= 5

6. (0.50 puntos) Obtener la mejor aproximacién de la variable aleatoria Y

sin

observar la variable X y dar una medida del error cuadratico medio cometido

en esta aproximacion.

La mejor aproximacién es su esperanza, y su error cuadratico medio es
varianza:
o0 1/4 9 3
vyt 2y 2y
E[Y]=/ y-fy(y)dyz/ k(1 =2y — \/y)dy = k [5_?__
o 0
k 2
=120 25 0,08
2 = i 2 v 2yt
E[Y]=/ y -fy(y)dyz/ y -k(l—Qy—ﬂ)dy:k{g_T_
o 0
1k 11
-~ 10752 1120

Varl¥] = E[V?| - By]? = 1L (2) 11 4 479

1120 \25) T 1120 252 14-10%

su

= ~ 0,0034

Por tanto, la mejor aproximacion de la variable aleatoria Y sin observar la

variable X es 0,08 y el error cuadratico medio cometido en esta aproximac
es de, aproximadamente, 0,0034.

7. (0.25 puntos) ;Son X e Y variables aleatorias independientes? Justificar
forma muy breve la respuesta.

No, ya que fX,Y # fx - fv.

i6n

de

Ejercicio 4 (2 puntos). Sea (X,Y) un vector aleatorio con distribucién normal

bidimensional. La moda de Y vale 4 y Var[Y | X = z¢| = VarT(Y) # 0. La curva
de regresion de Y/X es y = x + 5 y el error cuadratico medio asociado a esta

aproximacion es 3.
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1. (1.25 puntos) Determinar los parametros de la distribucién de (X,Y).
Sabemos que (X,Y) ~ Na(p, X), con:

= p2)
N — O'% PO102
pPO102 0'%
Sabemos que Y ~ N (p2,03), y por el enunciado sabemos que Mo[Y] = 4. Al

ser una distribucién normal, tenemos que:

pe = EY] = MolY] =4
Por otro lado, sabemos que:
Y | X:IONN(M2+P — —ul),ag(l—p2)>

Como Var[Y | X = x¢] = Var(Y)

, tenemos que:

2 1 2
03(1—p2)=%:1—p2=§=>p=i§

Mas adelante descartaremos uno de los valores. Como la recta de regresién de
Y/X es y = x + 5, tenemos que:

02 02 02
y—pe=p—(@—m)=y=p-— T —p —p1+ i
(o] g1 g1

Igualando la pendiente, tenemos que:

2
01 02 09 2

Igualando la ordenada en el origen, tenemos que:

g
—p-f-u1+uz=5=>—u1+4=5=>u1=—1
1

Por otro lado, sabemos que:

o E.C.M.(Y)
Y/X Var[Y]

Como la curva de regresion de Y/X es y =z + 5 (una recta), tenemos que:

1 3
5:/)‘2,“/:1——2:>0§:Vaur[Y]:6
’ o

2

11



Probabilidad. Examen 111

o 2
Como p = L= L—, tenemos que:
09 2

leg-\/é:\/gﬁaf:Var[X]:B

Por tanto, los parametros de la distribucién de (X,Y") son:
p=(-14)
(1)
2. (0.75 puntos) Especificar la funcién generatriz de momentos de (X,Y).

La funcién generatriz de momentos de (X,Y") es:

tio} + t303 + 2t1tapoy0y _
2
33 + 62 + 6t1t2)
2

Mxy(ti,t3) = exp (,Ultl + potsy +

= exXp (-tl + 4t2 —+
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