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Probabilidad. Examen II

Ejercicio 1 (1 punto). Calcular razonadamente la función generatriz de momentos
de una variable aleatoriaN (0, 1). Recordemos que la funsión de densidad deN (µ, σ2)
es:

f(x) =
1√
2πσ

e
−
(x− µ)2

2σ2 x ∈ R

Este ejercicio está demostrado en la Teoŕıa. La función generatriz de momentos
de una variable aleatoria N (0, 1) es:

MX(t) = e
t2/2

Ejercicio 2. Dado el vector bidimensional (X, Y ) distribuido uniformemente en el
recinto limitado

R = {(x, y) ∈ R2 | −2 ⩽ x ⩽ y ⩽ −x}

1. (1 punto) Obtener su función de densidad conjunta.

Representamos en primer lugar dicho conjunto:

−3 −2 −1 1 2 3

−2

2

R

R0

R1

R2
R3

R4 R5

X

Y

Tenemos que, para x ∈ [−2, 0] y y ∈ [x,−x], la función de densidad conjunta
es:

f(X,Y )(x, y) = k, k ∈ R+

Para que sea una función de densidad, hemos de tener que:

1 =

∫
R2

f =

∫
R

f =

∫
R

k

Tenemos dos opciones:

Integración Normal:

1 =

∫
R

k =

∫ 0

−2

∫ −x

x

k dy dx =

∫ 0

−2

k(−2x) dx =

= −2k

[
x2

2

]0
−2

= −2k [0− 2] = 4k =⇒ k =
1

4
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Razonando según la Forma de R:

1 =

∫
R

k = kλ(R) = k · 4 · 2
2

= 4k =⇒ k =
1

4

En cualquier caso, para el valor de k = 1/4, la función de densidad conjunta
integrable, no negativa e integra 1.

2. (6,5 puntos) Obtener su función de distribución conjunta.

Distinguimos casos:

Si x < −2 o y < −2 (Zona R0):

F(X,Y )(x, y)

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(X,Y )(u, v) dv du = 0

Si x ∈ [−2, 0] y y ∈ [x,−x] (Zona R):

F(X,Y )(x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(X,Y )(u, v) dv du =

∫ x

−2

∫ y

u

1

4
dv du =

=

∫ x

−2

1

4
(y − u) du =

1

4

[
yu− u2

2

]x
−2

=
1

4

[
yx− x2

2
+ 2y + 2

]
Si y < 0 y x > y (Zona R1):

F(X,Y )(x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(X,Y )(u, v) dv du =

∫ y

−2

∫ y

u

1

4
dv du =

=

∫ y

−2

1

4
(y − u) du =

1

4

[
yu− u2

2

]y
−2

=
1

4

[
y2 − y2

2
+ 2y + 2

]
=

=
1

4

[
y2

2
+ 2y + 2

]
Si x ∈ [−2, 0] y y ∈ [−x, 2] (Zona R2):

F(X,Y )(x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(X,Y )(u, v) dv du =

∫ −y

−2

∫ y

u

1

4
dv du+

∫ x

−y

∫ −u

u

1

4
dv du =

=

∫ −y

−2

1

4
(y − u) du+

∫ x

−y

1

4
(−2u) du =

1

4

[
yu− u2

2

]−y

−2

+
1

4

[
−u2

]x
−y

=

=
1

4

[
����y(−y) − (−y)2

2
+ 2y + 2

]
+

1

4

[
−x2 + ��y

2
]
=

=
1

4

[
2y + 2− y2

2
− x2

]
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Si y ∈ [0, 2] y x ⩾ 0 (Zona R3):

F(X,Y )(x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(X,Y )(u, v) dv du =

∫ −y

−2

∫ y

u

1

4
dv du+

∫ 0

−y

∫ −u

u

1

4
dv du =

=

∫ −y

−2

1

4
(y − u) du+

∫ 0

−y

1

4
(−2u) du =

1

4

[
yu− u2

2

]−y

−2

+
1

4

[
−u2

]0
−y

=

=
1

4

[
����y(−y) − (−y)2

2
+ 2y + 2

]
+

1

4

[
0− ��y

2
]
=

=
1

4

[
2y + 2− y2

2

]
Si x ∈ [−2, 0] y y ⩾ 2 (Zona R4):

F(X,Y )(x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(X,Y )(u, v) dv du =

∫ x

−2

∫ −u

u

1

4
dv du =

=

∫ x

−2

1

4
(−2u) du =

1

4

[
−u2

]x
−2

=
1

4

[
−x2 + 4

]
Si x ⩾ 0, y ⩾ 2 (Zona R5):

F(X,Y )(x, y) = 1

Por tanto, la función de distribución conjunta es:

F(X,Y )(x, y) =



0 si x < −2 o y < −2
1

4

[
yx− x2

2
+ 2y + 2

]
si x ∈ [−2, 0] y y ∈ [x,−x]

1

4

[
y2

2
+ 2y + 2

]
si y < 0 y x > y

1

4

[
2y + 2− y2

2
− x2

]
si x ∈ [−2, 0] y y ∈ [−x, 2]

1

4

[
2y + 2− y2

2

]
si y ∈ [0, 2] y x ⩾ 0

1

4
[−x2 + 4] si x ∈ [−2, 0] y y ⩾ 2

1 si x ⩾ 0, y ⩾ 2

3. (1,5 puntos) Obtener la probabilidad de que X + Y + 1 ⩾ 0.

Veamos qué conjunto representa X + Y + 1 ⩾ 0:
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−3 −2 −1 1 2 3

−2

2

y = −x− 1

X

Y

Tenemos por tanto que:

P [X + Y + 1 ⩾ 0] =

∫ −1/2

−2

∫ −x

−x−1

1

4
dy dx+

∫ 0

−1/2

∫ −x

x

1

4
dy dx =

=

∫ −1/2

−2

1

4
(−x+ 1 + x) dx+

∫ 0

−1/2

1

4
(−2x) dx =

=

∫ −1/2

−2

1

4
dx+

∫ 0

−1/2

−1

2
x dx =

=
1

4
[x]

−1/2
−2 − 1

2

[
x2

2

]0
−1/2

=
1

4

[
−1

2
+ 2

]
− 1

2

[
0− 1

8

]
=

7

16

Observación. Notamos que este ejercicio fue repetido de exámenes de otros años.
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