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Probabilidad. Examen 1

Ejercicio 1. Dado el vector bidimensional (X,Y") distribuido uniformemente en el
recinto limitado
R={(z,y) eR*| -2< o<y < —u}

1. (0,5 puntos) Obtener su funcién de densidad conjunta.

Representamos en primer lugar dicho conjunto:

R, Y R

DN

Ry

DO

Ry

Tenemos que, para z € [—2,0] y y € [z, —z|, la funcién de densidad conjunta
es:

f(X,Y)($7y) =k, ke R*

Para que sea una funcion de densidad, hemos de tener que:

SR

Tenemos dos opciones:

Integracion Normal:

0 —x 0
1:/k:/ / kdydx:/ k(—2z)dx =
R —2Jx —2
210

1
:—2/{{"”—] = k[0 -2 =4k = k = —
21, 4

Razonando segun la Forma de R:

4.2 1

1:/k:k>\(R):k-—:4k:>k:—
R 2 4

En cualquier caso, para el valor de k = 1/4, la funcién de densidad conjunta es
integrable, no negativa e integra 1.

2. (1,5 puntos) Obtener su funcién de distribucién conjunta.

Distinguimos casos:
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Sizx < —2o0y < —2(Zona Ry):

Fixy) xy/ / ny (u,v)dvdu =0

Siz e [-2,0]yy € [r,—x] (Zona R):

XYIF?/ //fXYUUdUdZ/_z/ui
o RURCICES I EE I

Siy<0y x>y (Zona Ry):

F(ny)(x,y)z/ / fixv) uvdvdu:/Z/u
= [ == ‘%] )

2

Iy
= |Z 4242
4[2+y+]

Sixze[-2,0]yy € [—z,2] (Zona Ry):

T y —y Y1 T —u 1
Fixyy(z,y) = / fixyy(u,v) dvdu = / / 1 dv du + / / 1 dv du =
—00 oo -2 U —yJu
—y - ] _

(y—U)du+/_yi(—2u)du_ T |:yu—%2:| y+i )" =

(—y)° i

1 1
e e ) -
JM 5 +y+}+4 r* +
1
4

2
yq:—?—i-Qy—i-Q}

L,
ks
1
4

2
Yy —§+2y+2]

1

I
D
|

» Sixe[-2,0]

Fixy)(z,y) = / / ny u, v dvdu—/ / —dvdu-

= [ i = g, = et

(Zona Ry):

3
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» Siz >0,y > 2 (Zona Rj):

F(X,Y)(‘ray) =1

Por tanto, la funcién de distribucion conjunta es:

-

0 siz<—-2o0y< -2
[ x? .
1 ya:—?+2y+2 sixe[-2,00yy € [z, —1]
1 [y? | _
1 5+2y—|—2 siy<O0Oyz>y
1 y?
Fixy(@,y) = 2 2y+2—3—$2] size[-2,00yye -2
1 y?] _
1 2y+2—? siye (0,2l yx >0
e |
Z[—x2+4] size[-2,00yy=>2
1

siz >0,y =2

Ve

3. (1 punto) Obtener las dos distribuciones condicionadas posibles.
En primer lugar, hemos de obtener las funciones de densidad marginales. Res-
pecto de X, tenemos:

fs@ = [ fon@nd= [ Jay=j-s—0 ==  sel-20

Respecto de Y, tenemos:

/yld—1(+2) siy € [—2,0]
_:I/’—_ —

Foly) = _ {—(—m 1) yel-2.2)

/_yld Lyt siye2
_241'—4 Y S1 Y s

Por tanto, fijado y* € [—2,2], la funcién de densidad condicionada de X es:

2) — f()gy)(l’,y*) . 1/4 i 1 T R
Paver@) =y T - e TSR

Por otro lado, fijado z* € [—2,0], la funcién de densidad condicionada de Y

es.
_ Jan @ty Y 1 .

fx(xz*) — —"/a T o
4. (0,5 puntos) Obtener la probabilidad de que X +Y + 1 > 0.

f Y| X=z* (y)

Veamos qué conjunto representa X +Y +1 > 0:
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Tenemos por tanto que:

_1/2 —x 1 0 —x 1
P[X—i—Y—f—l}O]z/ / —dydx—i—/ / —dydr =
—2 —z—1 4 -1/2Jx 4
29 0 1
:/ —(—x+1~|—as)dx—|—/ —(—2zx)dx =
-2 4 —1/24
AN |
—/ —dx—i—/ ——zdr =
-2 4 71/2 2
1o 1[227° 0 1[-1 1 17 7
= — —_ — e = — _— 2 —_ — —_ = = —
-2 2[2 a2’ 2178 16

5. (1,5 puntos) Obtener la distribucién marginal de Z = X + Y.

Definimos la transformacién:

qg: R? — R?
(X,Y) — (Z,T)=(X+Y)Y)

Para obtener ¢!, buscamos despejar (X,Y) en funcién de (Z,T):

Por tanto, la inversa es:

g': R — R
(Z,T) — (X,Y)=(Z-T,T)

Tenemos que todas las componentes de ¢g~! son derivables:

0X 0X

07 (Zv T) =1, oT (Z’ T) =—1,
oY oY

_aZ(Z’ T) =0, T (Z,T) = 1.
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Ademas, tenemos que:

det Jg~'(z,t) = ‘(1) _11‘ =1#0  V(zt) € R?

Por tanto, g(X,Y’) es un vector aleatorio. Su funcién de densidad conjunta es:
_ 1
fam (2,t) = faw(z = 61) - [Tg7 (2, 0)] = fixw)(z —t,1) = 7 (E-tHeER

Veamos cual es este conjunto:

(z—tt) eR<= —2<2—t <t < —z+t

Graficamente, lo vemos en la Figura 1.

T
2,

Z

—4 —2 2
~4,-2) 2=t
— z—t=t

—t=—z+t

- 9(R)

T

Figura 1: Conjunto g(R) = {(z,t) € R* | (2 — ,t) € R}.

Por tanto, la marginal de Z es, para cada z € [—4,0]:

z+2 1

fZ(Z>=Af<z,T)(Zat)dt=[/2 ZdtZi{t]Zf:HHz—g] :qutz}

Por tanto, la funcién de densidad marginal de Z = X + Y es:

1rz
- —+2} siz e [—4,0
0 en otro caso

Ejercicio 2. Dado el vector bidimensional (X,Y) con la siguiente funcién masa de
probabilidad conjunta:

X\YTo 1 2
1 |1 0 0
2 0 Y4+ 0
3 |Ya 0 Va
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1. (1 punto) Obtener la distribucién condicionada de la variable aleatoria Y a
todos los posibles valores de la variable aleatoria X.

Tenemos que:
PIX=1=1s PX=2=Yi PX=3=1
Por tanto, tenemos que:

Vs siy=0

P[YZMX:H:{O siy#0

1 fu=1
Pl —ylx =)= " Y

0 siy#1

s siy=0,2
Ply =ylx =3 ={ 7 Sv=0

0 siy=1

2. (1,5 puntos) Obtener la funcién masa de probabilidad conjunta del vector
(X+Y, X-Y).

Definimos la transformacion:
g: R? — R?
(X,Y) — (Z,T)=(X+Y,X-Y)

Para obtener ¢!, buscamos despejar (X,Y) en funcién de (Z,T):

Z+T
Z=X+Y X=—
=
T=X-Y Z—=T
Y =—
2
Por tanto, la inversa es:
gt R? — R?

Z+T Z-T
(2,1) — (X,Y)z(%,T)

Como X toma valores en Ex = {1,2,3} y Y en Ey = {0, 1,2}, tenemos que:
E,={1,2,3,4,5}, Ep={-1,0,1,2,3}

Tenemos por tanto que:

P[(Z,T) = (z,t)] = P[(X,Y) =g '(2,t)] sig '(zt) € Ex x By

Por tanto, la funcién masa de probabilidad conjunta de (Z,T) es:

Z\T[-1 0 1 2 3
1 [0 0 a0 0
2 0O 0 0 0 0
3 0 0 Y4 0 s
4 0 0 0 0 0
5 10 0 a0 0
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3. (0,5 puntos) A partir de la funcién masa de probabilidad marginal de X + Y,
obtener P[X +Y < 4].

La marginal de Z = X + Y es:

PlZ=1=14
PlZ=2=0
PlZ =3] =1/
PlZ=4]=0
PlZ=5=1/

Por tanto, la probabilidad de que X +Y < 4 es:

PIX+Y <4 =PZ=1+P[Z=2]+PlZ=3+PZ=4="

Ejercicio 3. Realizar los siguientes apartados:
1. (1 punto) Deducir de forma razonada la funcién generatriz de momentos de
una distribucién Gamma. ;Esta definida para todos los niimeros reales?

En Teoria, se ha demostrado que la funcién generatriz de momentos de una
distribucién Gamma es:

Mx(t) = (%)u t<A

2. (1 punto) A partir de la expresién de la funcién generatriz de momentos ante-
rior obtener el momento de orden 2 centrado en la media.

Tenemos que nos estan pidiendo el momento de orden 2 centrado en la media,
es decir, la varianza. En Teoria, se ha demostrado que esta es:

Var[X] = %

10



