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1. Relaciones de Problemas

1.1. Introduccién a la Computacion

Ejercicio 1.1.1. Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V=1{S XY}
T ={a,b}
S=S

1. Describe el lenguaje generado por la gramatica teniendo en cuenta que P viene
descrito por:

S—=XYX
X —aX |bX |e
Y — bbb

Sea L = {ubbbv | u,v € {a,b}*}. Demostraremos mediante doble inclusién que
L = L(G).
C) Sea w € L. Entonces, w = ubbbv con u,v € {a,b}*. Veamos que S == w:

S = XY X = XbbbX

Ademas, es facil ver que la regla de producciéon X — aX | bX | € nos
permite generar cualquier palabra u € {a,b}*. Por tanto, tenemos que
X = u y X = v; teniendo asf que S == ubbbuv.

D) Sea w € L(G). Veamos la forma de w:
S = XY X = XbbbX = ubbbv | u,v € {a,b}"

donde en el ultimo paso hemos empleado lo visto en el apartado anterior
de la regla de produccién X — aX | bX | e. Por tanto, w € L.

2. Describe el lenguaje generado por la gramatica teniendo en cuenta que P viene
descrito por:

S —=aX
X —aX |bX |e

Sea L = {au | u € {a,b}*}. Demostraremos mediante doble inclusién que

L= L(G).
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C) Sea w € L. Entonces, w = au con u € {a,b}*. Veamos que S == w:
S = aX = au

donde en el ultimo paso hemos empleado lo visto respecto a la regla de
produccién X — aX | bX | e. Por tanto, w € L(G).

D) Sea w € L(G). Veamos la forma de w:
S = aX = au|ué€ {a,b}"

donde en el iltimo paso hemos empleado lo visto respecto a la regla de
produccién X — aX | bX | e. Por tanto, w € L.

3. Describe el lenguaje generado por la gramatica teniendo en cuenta que P viene
descrito por:

S — XaXaX
X —aX |bX |e

Sea L = {uavaw | u,v,w € {a,b}*}. Demostraremos mediante doble inclusién

que L = L(G).
C) Sea z € L. Entonces, z = uavaw con u,v,w € {a,b}*. Veamos que S == z:
S = XaXaX = uavaw

donde en el ultimo paso hemos empleado lo visto respecto a la regla de
produccién X — aX | bX | e. Por tanto, z € L(G).

D) Sea z € L(G). Veamos la forma de z:
S = XaXaX = uavaw | u,v,w € {a,b}"

donde en el iltimo paso hemos empleado lo visto respecto a la regla de
produccién X — aX | bX | e. Por tanto, z € L.

4. Describe el lenguaje generado por la gramatica teniendo en cuenta que P viene
descrito por:

S—S5S | XaXaX | e
X —>bX e

Sea el lenguaje L = {biab’ab® | i,j,k € NU {0}}. Demostraremos mediante
doble inclusién que L* = L(G).

C) Seaz € L* = |J L'. Sea n el menor niimero natural tal que z € L". Notan-
ieN

do por n,(z) al nimero de a’s en z, tenemos que n,(z) = 2n. Entonces,

z € L-...-L (nveces), por lo que existen i1, j1, k1, - - ., in, Jn, kn € NU{0}

tales que z = b abab® - ... - birabirabr. Veamos que S == 2
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= Para conseguir el nimero de a’s deseado, empleamos la regla de pro-
duccion S — 5SS y reemplazamos una de las S por XaXaX. Esto lo
hacemos n veces.

» Posteriormente, cada X la sustituiremos tantas veces como sea ne-
cesario por bX para conseguir el nimero de b’s deseado en cada
posicion, y finalizaremos con X — €.

D) Seaz € L(G), y seany(z) el nimero de a’s en z. Entonces, como el niimero
de a siempre aumenta de dos en dos, tenemos que n,(z) = 2n para algin
n € NU {0}. Veamos la forma de z:

= Para llegar a z, hemos tenido que emplear la regla de producciéon
S — 85 = SXaXaX n veces. Una vez llegados aqui, para eliminar
la S (ya que habremos llegado a n,(z) a’s), empleamos la regla de
produccién S — .

= Posteriormente, para cada X, tan solo podemos emplear la regla de
produccién X — bX | € para conseguir el niimero de b’s deseado en
cada posicion.

Por tanto, es directo ver que z € L™ C L*.

Ejercicio 1.1.2. Sea la graméatica G = (V,T, P, S). Determinar en cada caso el
lenguaje generado por la gramatica.

1. Tenga en cuenta que:

V ={S, A}
T ={a,b}
S=5
S — abAS|a
P=< abA — baab
A — b

Sea L = {ua | u € {abb, baab}*}. Demostraremos mediante doble inclusién que

L= L(G).

C) Sea w € L. Entonces, w = ua con u € {abb, baab}*. Veamos que S == w.

Para ello, sabemos que u € {abb, baab}* = |J {abb, baab}'. Sea n el menor
ieN

nimero natural tal que u € {abb, baab}™, es decir, es una concatenacion

de n subcadenas, cada una de las cuales es o bien abb o bien baab. Veamos

que S produce ambas subcadenas:

» Para producir abb, tenemos que S — abAS — abbS.
» Para producir baab, tenemos que S — abAS — baabS.

Como vemos, en cada caso podemos concatenar la subcadena necesaria,
pero siempre nos quedara una S al final. Usamos la regla de producciéon
S — a para eliminarla, llegando asf a w, por lo que S == w y w € L(G).

D) Sea w € L(G). Veamos la forma de w, para lo cual hay dos opciones:

7
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= S — a: En este caso, habremos finalizado la palabra con a, por lo
que habremos anadido la subcadena a a la palabra al final.

= S — abAS: En este caso, también hay dos opciones:

e S — abAS — baabS: En este caso, habremos concatenado baab
con S, por lo que habremos anadido la subcadena baab a la pa-
labra.

e S — abAS — abbS: En este caso, habremos concatenado abb con
S, por lo que habremos anadido la subcadena abb a la palabra.

Por tanto, w es de la forma ua con u una concatenacién de abb’s y baab’s,
es decir, u € {abb, baab}*. Por tanto, w € L.

2. Tenga en cuenta que:
V' = {(ntimero), (digito) }
T={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

S = (numero)

(nimero) — (numero)(digito)
P =<¢ (nimero) — (digito)
(digito) — 0[1]2]3[4]5]6|7[8]9

Tenemos que L£(G) es el conjunto de los nimeros naturales, permitiendo tantos
ceros a la izquierda como se quiera. Es decir (usando la notacién de potencia
y concatenacién vista para lenguajes):

L={0n|ieNU{0}, ne NU{0}}
Demostrémoslo mediante doble inclusién que L = L(G).

C) Sea w € L. Entonces, w = 0'n con i € NU{0} y n € NU{0}. Veamos que
(ntimero) == w:

» En primer lugar, aplicamos |w| — 1 veces la regla de produccién
(nimero) — (numero)(digito) y la regla que lleva de (digito) a uno
de los simbolos terminales, consiguiendo asi en cada etapa reemplazar
la dltima variable presente en la cadena por un digito.

» Finalmente, aplicamos la regla de produccién (nimero) — (digito)
para reemplazar la ultima variable por un digito, que serd el primero
del niimero formado.

Por tanto, (niimero) == w, teniendo que w € L(G).

D) Sea w € L(G). Como la tnica regla que aumenta la longitud es la regla de
produccién (nimero) — (nuimero)(digito), tenemos que w tiene la forma:

(mimero) = (mtimero)(digito) ==

|w|—1 veces

— (numero)(digito) (digito) (digito) =

|w| veces

— (digito) (digito)

Por tanto, tenemos que se trata una sucesién de |w| digitos, lo que nos
lleva a que w € L.
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3. Tenga en cuenta que:

V ={A,S}

T = {a,b}

S=5

P:{S — aS\aA}
A — bA|D

Sea L = {a"b™ € {a,b}* | n,m € N}. Demostraremos mediante doble inclusién
que L = L(G).

C) Sea w € L. Entonces, w = a™™ con n,m € N. Veamos que S == w:

= En primer lugar, aplicamos n—1 veces la regla de produccion S — aS
para obtener a" 1S,

S = a"" 'S
= Para cambiar a la etapa de anadir b’s, aplicamos la regla de produc-
cién S — aA, obteniendo asi a" A,

= Después, aplicamos m — 1 veces la regla de produccién A — bA para
obtener a™b™ 1 A.

» Para finalizar, aplicamos la regla de producciéon A — b para obtener
abm.
Por tanto, S == w, teniendo que w € L(G).
D) Sea w € L(G). Vemos que en la palabra siempre va a haber tan solo una

variable (ya sea S o A). Se empezard con la S, y en cierto momento se
cambiard a la A, sin poder entonces volver a la S.

= Cuando se estd en la etapa en la que hay S, tan solo se pueden anadir
a’s, o bien cambiar a la A.

= Cuando se esta en la etapa en la que hay A, tan solo se pueden anadir
b’s.

Por tanto, tenemos que w estara formada por una sucesion de a’s seguida
de una sucesién de b’s, lo que nos lleva a que w € L.

Ejercicio 1.1.3. Encontrar gramaticas de tipo 2 para los siguientes lenguajes sobre
el alfabeto {a,b}. En cada caso determinar si los lenguajes generados son de tipo 3,
estudiando si existe una graméatica de tipo 3 que los genera.

1. Palabras en las que el nimero de b no es tres.

Tenemos varias opciones:

Que no tenga b’s.

Que tenga una b.

Que tenga dos b’s.

Que tenga 4 o0 mas b’s.
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Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V={SA X}
T = {a,b}
S=S5

S A| AbA| AbAbA | XbXDXDXbX
P=< A — aAlc
X — aX|bX|e

Esta gramatica no obstante es de tipo 2. Busquemos otra que sea de tipo 3.
Sea la gramatica G’ = (V' T, P',S") dada por:

V' ={S,X,Y,Z, W}

T = {a,b}

S'=S
S — ¢e]aS|bX
X = e|aX|bY

P={Y = e|laY|bz
Z — aZ|bW
W — e|alW | bW

Esta si es de tipo 3, y genera el lenguaje deseado.

2. Palabras que tienen 2 6 3 b.
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V ={S, A B}
T = {a,b}
S=2_5

S — AbAVABA
P=<¢ A — dA|c
B — ble

Esta gramatica no obstante es de tipo 2. Busquemos otra que sea de tipo 3.
Sea la gramatica G’ = (V',T", P',S") dada por:

V' ={S, XY, Z,W,V,T}

T' = {a, b}
S'=85
(S — aS| X )
X = by
Y - aY | Z
P = Z — bW
W — aW|el|V
V = T
| T — adl'|e )
10
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Esta gramatica ya es de tipo 3, pero contiene un niimero elevado de variables.
Veamos si podemos reducirlo: Sea la gramatica G” = (V" T", P”,5") dada
por:

V' ={S,X,Y,Z}

T" = {a, b}

S//:S
S — aS|bX

pr_ X — aX|bY
Y — aY |e|bZ
Z — aZle

Notemos que, en esta gramatica de tipo 3, ya hemos conseguido el menor
nimero de variables posibles, que representan las 4 etapas. Como la tltima es
opcional, estd la regla Y — ¢, para asi no agregar la tercera b.

Ejercicio 1.1.4. Encontrar gramaticas de tipo 2 para los siguientes lenguajes sobre
el alfabeto {a,b}. En cada caso determinar si los lenguajes generados son de tipo 3,
estudiando si existe una gramatica de tipo 3 que los genera.

1. Palabras que no contienen la subcadena ab.
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V ={S A}

T ={a,b}

S=3S

P:{S — aA|bS|5}
A — aAle

Notemos ademas que esta gramatica es de tipo 3, y se tiene que:

L(G) = {bd |i,j € NU{0}}

2. Palabras que no contienen la subcadena baa.

Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V ={S, B}
T = {a,b}
S=S5

p_ S — aS|bB|¢
| B — bB|abB|a]le

Notemos ademas que esta gramatica es de tipo 3.

Ejercicio 1.1.5. Encontrar una gramatica libre de contexto que genere el lenguaje
sobre el alfabeto {a, b} de las palabras que tienen més a que b (al menos una mas).

11
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Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V ={S,5}

T ={a,b}

S=29

p_ { S — Sas }
S — S'aS" | aS'hS" | bS'aS | €

Veamos ahora mediante doble inclusién que
L(G) = {w € {a,b}" | No(w) > Ny(w)}

C) Sea w € L(G). Entonces, tenemos en cuenta que todas las reglas de produccién
mantienen el balance entre a’s y b’s excepto:

S — S'aS’ y S — S'as'

En ambos casos, se aniade un a sin anadir un b, por lo que no puede darse que
Ny(w) < Np(w). Tenemos por tanto que N,(w) = N,(w) pero como inicial-
mente estamos forzados a usar S — S'aS’, tenemos que N,(w) > Ny(w). Por
tanto, w € {w € {a,b}* | Ny(w) > Ny(w)}.

D) Sea w € {w € {a,b}* | Ny(w) > Ny(w)}. Entonces, como la palabra vacia
cumple que N,(g) = Ny(¢) y w cumple que N,(w) = Ny(w) + 1, se puede
comprobar que existe un prefijo u de w de forma que N,(u) = Ny(u) + 1y,
ademds, la dltima letra de u es a (que es la que provoco que N,(w) > Ny(w)).
Notemos que el prefijo no tiene por qué ser propio, puede darse u = w. Por
tanto, procedemos a generar u = va, con v € {a,b}* y N,(v) = Ny(v). Veamos
que S == uS'.

En primer lugar, empleamos S = S’aS’. De esta forma, la segunda S’ generard
la parte restante de w, mientras que la a ya generada es la dltima a de u, y la
primera S’ ha de generar v. Para esto, tan solo usaremos las reglas:

S — aS'bS’ | bS'aS' | e

Usando las tres reglas generamos v, por lo que ya tendriamos generado u, y
tan solo faltaria la parte restante sea esta w’. Hay dos posibilidades:

» Si N,(w') = Ny(w'), empleamos el algoritmo empleado para generar v,
en este caso desde la segunda S’.
» Si Ny(w') > Ny(w'), entonces w' toma el papel de w, solo que empleamos

inicialmente la regla S” = S’aS’ en vez de S = S'aS".

De esta forma, repitiendo este proceso podemos generar w, por lo que w €
L(G), teniendo asi esta inclusién.

Ejercicio 1.1.6. Encontrar, si es posible, una gramética regular (o, si no es posible,
una graméatica libre del contexto) que genere el lenguaje L supuesto que L C {a, b}*
y verifica:

12
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1. u € L si, y solamente si, verifica que u no contiene dos simbolos b consecutivos.
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

vV =1{5}
T = {a,b}
S=S5

P={5S — aS|baS|ble}

2. u € L si, y solamente si, verifica que u contiene dos simbolos b consecutivos.
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V ={S,B,F}
T = {a,b}
S=25
S — aS|bB

P=¢ B — bF|aS
F — aF|bF|¢

Notemos que, en este caso, tenemos tres estados:

= S: No hemos encontrado dos b’s consecutivas.

= B: Hemos encontrado una b, y puede ser que nos encontremos la segunda

b.

= [ Hemos encontrado dos b’s consecutivas; ya hay libertad.

Si es cierto que usamos tres variables. Para usar solo dos variables, podemos
hacer lo siguiente. Sea la gramatica G' = (V',T", P',S") dada por:

Vi={S5 X}
T" = {a,b}
S'=5

p_[ S = aS|bS|hX
1 X = aX|bX e

Ejercicio 1.1.7. Encontrar, si es posible, una gramética regular (o, si no es posible,

una graméatica libre del contexto) que genere el lenguaje L supuesto que L C {a, b}*
y verifica:

1. u € L si, y solamente si, verifica que contiene un nimero impar de simbolos a.
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V={S X}
T ={a,b}
S=385

b [ S = axX|bs
1 X = aS|bX e

13
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2. u € L si, y solamente si, verifica que no contiene el mismo nimero de simbolos
a que de simbolos b.

Previamente a hacer este Ejercicio, se recomienda consultar el Ejercicio 1.1.5.

Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V ={S,A B, X}
T = {a,b}
S=25
S — AaA| BbB
p_ A — AdA | X
B — BbB|X
X — aXbX |bXaX |e

Ejercicio 1.1.8. Dado el alfabeto A = {a, b} determinar si es posible encontrar una
gramatica libre de contexto que:

1. Genere las palabras de longitud impar, y mayor o igual que 3, tales que la
primera letra coincida con la letra central de la palabra.

Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V= {S7Caa0baX}

T ={a,b}
S=3S5
S = aC,X | bC X
p_ Co — a|XCX
) G, — b| XDX
X — alb

donde notemos que C, fuerza a que la letra central sea una a, mientras que
Cy fuerza a que la letra central sea una b.

2. Genere las palabras de longitud par, y mayor o igual que 2, tales que las dos
letras centrales coincidan.

Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V ={S X}
T = {a,b}
S=29

S = XSX|C
P=< C — aa|bb
X — alb

14
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Ejercicio 1.1.9. Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V ={S X}
T ={a,b}
S=2S5
S — SS
P = S = XXX

X — aX|Xalb

Determinar si el lenguaje generado por la gramatica es regular. Justificar la respues-
ta.

Sea la siguiente gramatica regular G' = (V’,T", P’, S") dada por:

V' ={S, XY, Z}

T = {a, b}
S'=5
S — aS|bX
b ) X = aX|by
Y = aY |bZ
Z — aZ|bX|e
Tenemos que L£(G) = L(G'), y como G’ es una gramética regular, tenemos

que L(G) es regular. Si es cierto que en el tema 2 aprendemos otras maneras de
demostrarlo mas sencillas, como buscar un autémata finito que lo genere.

Ejercicio 1.1.10. Dado un lenguaje L sobre un alfabeto A, jes L* siempre nume-
rable? ;nunca lo es? jo puede serlo unas veces si y otras, no? Pon ejemplos en este
ultimo caso.

L* es siempre numerable, vedmos por qué. L* es un lenguaje sobre el alfabeto A,
por lo que L* C A* y A* es numerable (visto en teoria), luego L* también lo es.

Ejercicio 1.1.11. Dado un lenguaje L sobre un alfabeto A, caracterizar cuando
L* = L. Esto es, dar un conjunto de propiedades sobre L de manera que L cumpla
esas propiedades si y sélo si L* = L.

eel
L=1L"<+— A
u,v €L = uv el

Es decir, L = L* si y solo si la cadena vacia estd en L y ademas es cerrado para
concatenaciones.

Demostracion. Demostramos mediante doble implicacion.
<) Lainclusién L C L* es obvia, por lo que solo falta demostrar la otra inclusién.

Sea v € L*:

15
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1. Si v = ¢ = v € L por hipdtesis.
2. Siv#e,dn € N tal que

V=a1as...ay,

con a; € L'Vi € {l,...,n}, de donde tenemos que v € L, por ser cerrado
para concatenaciones. Luego L* C L.

=) Hemos de probar dos cosas:

l.ee L*= L.
2. Seanu,v € L=L"— w € L* = L.

]

Ejercicio 1.1.12. Dados dos homomorfismos f : A* — B*, g : A* — B*, se dice
que son iguales si f(z) = g(z), Vo € A*. {Existe un procedimiento algoritmico para
comprobar si dos homomorfismos son iguales?

Si, basta probar que su imagen coincide sobre un conjunto finito de elementos,
los de A:
f(x) =g(x) Vre A" <= f(a)=g(a) Vac A

Demostracion.

<) Seav € A*, In € N tal que v = ayas...a, con a; € AVi € {1,...,n}
f() = flai)f(az)... flan) = glar)g(az) ... g(an) = g(v)

=) Seaa € A= a € A* = f(a) = g(a).
[l

Ejercicio 1.1.13. Sea L C A* un lenguaje arbitrario. Sea Cp = L y definamos los
lenguajes S; y C;, para todo i > 1, por S; = C;* | y C; = S;.

1. ;Es Sy siempre, nunca o a veces igual a Cy7 Justifica la respuesta.

2. Demostrar que Sy = Cj3, cualquiera que sea L.

Observacion. Demuestra que Cs es cerrado para la concatenacion.

Ejercicio 1.1.14. Demuestra que, para todo alfabeto A, el conjunto de los lenguajes
finitos sobre dicho alfabeto es numerable.
Sea A ={aj,as,...,a,}, con n € N. Definimos el siguiente conjunto:

I'={L C A" | L es finito}

Dado un simbolo z ¢ A, definimos el conjunto B = {z}UA. Sea B* numerable, y
buscamos una inyeccién de I' en B*. Dado un lenguaje L € T',sea L = {ly,ls, ..., 1},
conm e Nyl € A*Vie{l,...,m}. Definimos la siguiente funcién:

f: I — B*
L — zlizly... zl,2
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Veamos que f es inyectiva. Sean Ly, Ly € I' tales que f(L;) = f(Ls). Entonces,
2lhzly .. 2lpz = 202l L 2l

Por ser ambas palabras iguales, tenemos que k = k' y [; = I} Vi € {1,...,k}, de donde
Ly = L. Por tanto, f es inyectiva, por lo que I es inyectivo con un subconjunto de
B*, que es numerable. Por tanto, I' es numerable.

1.1.1. Calculo de gramaticas

Ejercicio 1.1.15 (Complejidad: Sencilla). Calcula, de forma razonada, graméticas
que generen cada uno de los siguientes lenguajes:

1. {ue{0,1}* ] |u| <4}
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V={S, X}

T =1{0,1}

S=S9

P:{ S — XXXX}
X — 0]1]e

No obstante, esta gramética es de tipo 2. Busquemos una de tipo 3. Sea la
gramatica G' = (V' 17", P, S") dada por:

T' = {0,1}

S'=5
S — 0X|1X|e

p_ )X ooy v e
Y — 0Z]1Z]¢
Z - 0|1

Tenemos que L(G) = L(G'), y es igual al lenguaje deseado. Tenemos por tanto
que es un lenguaje regular.

2. Palabras con 0’s y 1’s que no contengan dos 1’s consecutivos y que empiecen
por un 1 y que terminen por dos 0’s.

Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V={S XY}
T =1{0,1}
S=9
S — 1X00

P=¢ X — 0Y|e
Y — 0Y|1X|e
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Notemos que esta gramatica es de tipo 2 debido a la primera regla de pro-
duccién. Busquemos una de tipo 3. Sea la gramatica G' = (V', T, P, ") dada

por:

V':{S,X,Y}

T ={0,1}

S'=39
S — 1X

p_) X = OY[F
Y — O0Y|1X|F
F — 00

Tenemos que L(G) = L(G"), y es igual al lenguaje deseado. Tenemos por tanto
que es un lenguaje regular. En esta tltima gramaética, tenemos los siguientes
estados:
= S: Es el estado inicial, empezamos con un 1.
= X: Acabamos de escribir un 1, por lo que ahora tan solo podemos escribir
0’s.
= Y Acabamos de escribir un 0, por lo que ahora podemos escribir tanto
0’s como 1’s.
= F: Ya hemos terminado, y escribimos los dos 0’s finales por la restriccion
impuesta.
3. El conjunto vacio.
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

VvV ={S}
T ={a}
S=5

P={S - S}

4. El lenguaje formado por los nimeros naturales.
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V' = {(ndmero no iniciado), (digito no cero), (digito), (nimero iniciado)}
T =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
S = (numero no iniciado)
(ntimero no iniciado) — (digito no cero) | (digito no cero)(ntimero iniciado)
(numero iniciado) — (digito) | (digito) (nimero iniciado)
(digito no cero) — 1[2]3]4|5]6|7|8]|9
(digito) — 0] (digito no cero)

P =

Notemos que esta gramatica es similar a la descrita en el Ejercicio 1.1.2.2,
pero adaptada para que los numeros naturales no puedan empezar por 0.
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No obstante, esta gramatica es de tipo 2. Busquemos una de tipo 3. Sea la
gramatica G' = (V' T, P', S") dada por:
V' ={S,X,Y,Z}
T' ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
S =8
p_ [ S = O|IN|2N|3N 4N 5N [6N | 7N | 8N | 9N
1N — ON|LIN|2N|[3N|4N |5N |6N |7N |8N | 9N |e
5. {a" € {a,b}* |n =0} U {a™b" € {a,b}* | n > 0}
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V={SX,Y)}
T ={a,b}
S=S

S — X|Y]|e
P=¢ X — aX|e¢
Y — aYb|e
6. {a"v*"c™ € {a,b,c}* | n,m > 0}
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V={SX,Y 7}
T ={a,b,c}
S=3S5
S — aXbbcY
P={ X — aXbb|e
Y — ¢Y e

7. {a"v™a™ € {a,b}* | m,n >0}
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V ={5X}

T ={a,b}

S=2S5

P:{ S — aSa|bX\5}
X — bX|e

8. Palabras con 0’s y 1’s que contengan la subcadena 00 y 11.

Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

vV ={S X}
T ={0,1}
S=5

p_{ 8 — X00XILX|X11X00X
11X o 0X|1X e
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Notemos que esta gramatica es de tipo 2. Busquemos una de tipo 3. Sea la
gramatica G' = (V' T, P', S") dada por:

V'={S,X,A, B, F}

T ={0,1}

S'=S
S — 05|15 X
X — 004|11B

P={ A — 0A|1A|11F
B — O0B|1B]00F
F — OF|1F |

Notemos que:

= 5: No hemos encontrado ninguna subcadena.
= X: Hemos encontrado una subcadena, y ahora buscamos la otra.

= A: Hemos encontrado la subcadena 00, y ahora buscamos la subcadena
11.

B: Hemos encontrado la subcadena 11, y ahora buscamos la subcadena

00.

s [": Hemos encontrado ambas subcadenas.

9. Palindromos formados con las letras a y b.
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V=1{S XY}
T = {a,b}
S=S5

P={5S — aSa|bSble|alb }
Notemos que las reglas S — a | b se han anadido para anadir los palindromos

de longitud impar.

Ejercicio 1.1.16 (Complejidad: Media). Calcula, de forma razonada, graméticas
que generen cada uno de los siguientes lenguajes:

1. {uv € {0,1}* | u™! es un prefijo de v}
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V={S XY}
T={0,1}
S=S

S — XY

P={ X - 0X0|1X1|e
Y = 0Y |1V e

Notemos que X deriva en el palindromo, uu=!, y Y en el resto de la palabra
de v.
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2. {ucv € {a,b,c}" | [u] = |v[}
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V ={S X}
T ={a,b,c}
S=25

p_ S — XSX|c
1 X — alb]c

3. {ul™ € {0,1}* | |u| =n}
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V={S, X}

T ={0,1}

S=5

P:{ S — XSl|z—:}
X = 0]1

4. {a"b"a"™ € {a,b}* | n > 0} (observar transparencias de teorfa)

Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V=1{S XY}
T ={a,b}
S=9
S — a|abaa | aXbaa
Xb — bX
P=< Xa — Ybaa
bY — Yb
aY — aa|aaX

Ejercicio 1.1.17 (Complejidad: Dificil). Calcula, de forma razonada, graméticas
que generen cada uno de los siguientes lenguajes:

1. {a"b™ck € {a,b,c}* | k =m+n}
Sea la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V ={S X}

T ={a,b,c}

S=2S5

P:{ S — aSc|X}
X — bXc|e

2. Palabras que son multiplos de 7 en binario.
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Opcién 1. Hacer un autémata que acepte el lenguaje. Aunque un concepto
del Tema 2, lo anadimos por ser més simple que la segunda opcion. Cada
estado, donde N es el numero que llevamos leido, viene notado por:

¢ Nmod7=1i Vie{0,...,6}

Usamos que:

= Anadirle un 0 al final a un nimero en binario es multiplicarlo por 2.

= Anadirle un 1 al final a un nimero en binario es multiplicarlo por 2
y sumarle 1.

Por tanto, el AFD seria:

Figura 1.1: AFD que acepta los multiplos de 7 en binario.

La gramdtica, por tanto, que genera este lenguaje es G = (V,T, P, S)

dada por:

V=0Q={q, -}

T=A={0,1}

S=q
(@0 — Oqo|lqi]e
@ — Ogz | 1gs
g2 — 0qa|lgs

P=q g — 0g | lq
g1 — Oqi | 1lgo
g — Ogs | lqa
L %6 — 0gs | 1gs

Opcion 2. Un tanto méas complicada, introduce calculos con nimeros bina-
rios. La idea principal es que si x es un niimero natural, entonces:

Tr=(8—-1)z=8r—=x
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= Multiplicar un nimero en binario por 8 es anadirle tres Os al final.
= Restar un niimero binario menos otro es realizarle el complemento a
dos al segundo, sumar los nimeros y descartar el primer 1.

Realizar estas dos operaciones es mas sencillo que multiplicar un nimero
cualquiera en binario por 7. Procedemos por tanto, a:

a) Generar un nimero cualquiera en binario.

b) Multiplicarlo por 8.

c¢) Generar su complemento a 2 en binario.

d) Sumar ambos nimeros.

e) Descarar el bit de acarreo (el més significativo).

Para esta opcién, construiremos la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:

V= {SaN7a7675777Z7Z/7A7D7E7E0>E17E27E[/)>E17F07E7F27LOaLlaX}
T ={0,1}
S=S5

Y P es un conjunto que contiene todas las reglas de produccion que se
mostraran a continuacion.

La idea es:

= Generar entre a y  cualquier nimero en binario, mientras genera-
mos entre [y 7 su complemento a 1 en espejo (es decir, el nimero
invertido). Finalmente, multiplicaremos el de la izquierda por 8 y se
verd reflejado en la izquierda con 1s.

= Posteriormente, usaremos la variable Z para sumarle 1 al comple-
mento a 1 del nimero generado.

= Como no podemos modificar simbolos terminales una vez ya genera-
dos, trabajaremos todo el rato hasta el final con variables, de forma
que A serda un 0 y B un 1.

= Una vez generado el nimero 8x y x en complemento a dos en espejo,
pasaremos a sumar ambos numeros usando para ello las variables
E y L. Los simbolos del niimero en complemento a 2 los iremos
eliminando y en la izquierda controlaremos los bits del niimero que
ya hemos usado con la variable 9.

» Cuando las variables 8 y v “se toquen”, habremos terminado de
sumar y ya sélo quedara eliminar las variables delimitadoras (las
letras griegas) y sustituir A y B por 0 y 1, respectivamente.

Comenzamos ya describiendo las reglas de produccion:

= En primer lugar, creamos el entorno en el que trabajaremos, acep-
tando “0” como numero en binario multiplo de 7:

S — aBNABBB~ | 0

Iremos usando N para generar nuestro nimero a su izquierda y el
complemento a 1 en espejo a la derecha.
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e Las tres Bs ya introducidas a la derecha son para luego compen-
sar la multiplicacion por 8.

e Asi mismo, hemos generado ya B a la izquierda y A a la derecha
para aceptar s6lo nimeros binarios que comiencen por 1.

Usamos ahora la variable N para generar cualquier nimero en binario
a la izquierda, con su complemento a 1 en espejo a la derecha:

N — ANB | BNA | AAA~BZ

Una vez generado el niimero, terminaremos anadiendo 3 As a la iz-
quierda (multiplicar por 8), incluyendo los separadores vy § y la
variable Z, que se encargara de sumar 1 al niimero en complemento
a 1 para pasarlo a complemento a 2.

= Usamos ahora Z para pasar el nimero de la derecha a complemento
a 2:
ZB — BZ

Buscamos el primer 0, por lo que saltamos los 1s.
ZA— 7'B

Hemos encontrado el primer 0, lo cambiamos por 1 y volvemos con
la variable Z’.

BZ' — Z'A
Volvemos a la izquierda, cambiando todos los 1s que saltamos ante-

riormente por 0s.

BZ" — BLg

Una vez llegamos a [, tenemos el nimero en complemento a 1 y
comenzamos con la aritmética (Lo representa que no hemos cogido
ningun nimero y que no nos llevamos nada de la suma anterior).

= Comenzamos ahora con la aritmética, la parte mas complicada de la
gramatica. Distinguimos dos casos:

a) No nos llevamos nada de la operacién anterior (Ly):

LoA — EO
Cogemos un 0 de la derecha y la variable Fj lo transportara a la
izquierda.
AEO — EoA
BE() — E()B
BEy — Eof

Nos movemos hacia la izquierda, buscando § (que indica por
dénde nos quedamos sumando).

5E0—)F0
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Donde la barra indica que hemos “cogido” ¢, la cual tendremos
que soltar en el siguiente digito.
AE, — 6AE]
BEy, — dBE},
Como estamos sumando 0, dejamos el digito invariante, sélo mo-
vemos 0 hacia la izquierda. Usamos la variable E|| para volver,
que indica que no nos llevamos nada de la suma:
E\A — AE|
E\,B — BE]
EyB — BLo
Nos desplazamos hacia la derecha, hasta encontrar 3, ya que des-
pués encontraremos el siguiente digito con el que operar. Como
no nos llevabamos nada, volvemos a L.
Si ahora no nos llevamos nada y en vez de un 0 (una A) hay un
1 (una B), repetimos el proceso pero usando para ello Fy:
LoB — El
AEl — ElA
BE1 — EIB
BE; — Eif
5E1 — E
A continuacién, E; se encontrara con el digito con el que operar:
AE, — 6BE]}
BE, — §AE;

e Sieraun 0 (una A), lo cambiamos por un 1.
e Sieraun 1 (una B), lo cambiamos por un 0 y nos llevamos 1
(que es lo que indica E).

El comportamiento de E] es similar a E{| pero ahora pasando a
Lq:

E1A — AE]

E{B — BE]

BB — BL
Ahora, estamos en el caso en el que nos llevamos un 1 de la
operaci6on anterior (L;), que hemos visto que puede suceder:

LlA — El

Si nos encontramos un 0 llevando 1, es como si nos hubiéramos
encontrado un 1 llevando 0, por lo que no hay nada nuevo que
hacer. Sin embargo, si nos encontramos un 1:

LB — Ej
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Tenemos que tener en mente que el siguiente digito con el que
realizar la suma lo sumaremos con 2 (E, es andlogo a Ey y E
pero ahora “transportando” un 2):

AFEy — E5A
BE; — E)B
BEy = E»f3
0Ey — Ey

A continuacién, Fs, se encontrard con el digito con el que operar:

AE, — §AE,
BE, — 6BE,

Similar al caso de FEy, dejamos el digito invariante pero ahora
tenemos que llevarnos 1 para la siguiente opereacion.

= A poco que se piense, como 8x y su complemento a 2 tienen la misma
cantidad de bits, terminaremos de realizar la operacion cuando nos
llevemos 1 y no queden bits del niimero en complemento a 2, dando
lugar a:

BLiy — X

donde X es una variable finalizadora, que usamos para cambiar las
As por 0s, las Bs por 1s y eliminar las variables auxiliares que nos
quedan (ya hemos eliminado f y « directamente al crear X, por lo
que nos quedan § y «):

AX — X0
BX — X1
0X - X
aX — ¢

Cuando lleguemos a X, habremos “limpiado” la palaba, por lo que
ya podemos quitar todas las variables, generando una palabra de
la gramatica, que forzosamente tiene que ser un multiplo de 7 en
binario (acabamos de multiplicar cualquier niimero por 7). Ademaés,
como con esta gramética podemos multiplicar cualquier niimero por
7, esta genera todos los nimeros que son multiplos de 7 en binario.

Mostramos finalmente un ejemplo de produccion de una palabra mediante
esta gramdtica. Trataremos de generar “14” en binario (la 3% palabra que

26



Modelos de Computacion 1.1. Introduccién a la Computacién

usa menos reglas de produccién para ser creada, tras 0y 7):

S — aBNABBBy - aBANBABBBYy - aBAAAAISZBABBBy —
— aBAAAASSBBZABBBy — a« BAAAASBBZ' BBBBYy —
— aBAAAASBZ' ABBBBy — aBAAAASSLyABBBB~y —
— aBAAAAISEyBBBBYy - aBAAAAE\SBBBBy —
— aBAAAAE\3BBBBY — aBAAASAE,SBBBBy —
— aBAAAVABLyBBBBy — a BAAASASE,BBBy —
— aBAAAVAE,BBBy - aBAAAF\ABBBBy —
— aBAAAE,ABBBBy — aBAASBE,ABBBBy —
— aBAASBAE|SBBBy — a BAASBASLyBBB~y —
— aBAAJBABE BBy — aBAA/BAE,fBB~y —
— a«BAAOIBE|ABBBy — aBAASE\BAGBB~y —
— aBAAE,BABBBY — aBASBE,BABBBy —
— aBASBBEyASBBy — a«BAOBBAE|3BB~y —
— aBAIBBASLyBBy - aBA/BBABFE,By — aBASBBAE By —
— aBAIBBFE1ABBy — aBAIBE,BASBy — aBA/EBBASBy —
— aBAE,BBABBy — aBSBE,BBABBYy — a B BBE,BASB~y —
— aBéBBBE|ABBYy — aBd§BBBAEy3By — aB§BBBABLyBy —
— aBOIBBBABFE,y - aBIBBBAFE v — aBIBBBFE, ARy —
— aBOBBFE\BABy - aBéBE,BBASy — aBdEBBBA)y —
— aBE,BBBABy — adAEBBBABy — aSABE,BBABy —
— adABBE{BASy — adABBBE|ABy — adABBBAE! 3y —
— adABBBABLyy - adABBBAX — adABBBX0 — adABBX10 —
— adABX110 - adAX1110 - ad X 01110 — X 01110 — 01110

Ejercicio 1.1.18 (Complejidad: Extrema (no son libres de contexto)). Calcula, de
forma razonada, gramaticas que generen cada uno de los siguientes lenguajes:

L. {ww | we {0,1}*}
Para este lenguaje, hemos construido la gramatica G = (V, T, P, S) dada por:
V= {Sva75777X7E7E17E07ElaB}
T=40,1}
S=5

P que contiene las reglas de produccion que se mostraran a continuacion.

La idea principal en la gramética es generar entre las variables a y 8 cualqueir
palabra del lenguaje {0,1}". Posteriormente, iremos copiando dicha palabra
a la derecha de § usando para ello las variables E y v, de forma que con v
controlaremos la parte de la palabra de la izquierda que ya hayamos copiado
a la derecha de f3.

Finalmente, usaremos B para eliminar cualquier rastro de las variable auxilia-
res. De esta forma, las reglas de P son:
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= Para generar cualquier palabra entre a y f:

S = aXp
X - 0X |1X | By

» Para coger un 1 y copiarlo a la derecha:

Hemos de estar al final de la parte de la palabra no copiada (luego ha
de ser xE7y siendo = 0 o 1). Posteriormente, avanzamos v a la izquierda
para indicar que dicho 1 ya estd copiado y cambiamos a la variable que
transporta el 1 a la derecha:

1Ey — v1E;}
Posteriormente, movemos dicha variable a la derecha:

Ell — 1E1
FE,0 — 0F;

Cuando lleguemos al final de la palabra de la izquierda, soltamos el 1 al
inicio de la palabra de la derecha:

E\f — E'B1

» Para coger un 0 y copiarlo a la derecha, es una situaciéon andloga pero
usamos otra variable:

0Ey — 70E,

Eyl — 1E,
Eoo — OEO

Eoﬁ — E’ﬁO

» Ahora, explicamos E’, cuya unica funcionalidad es volver al final de la
parte no copiada de la palabra de la izquierda:

1E — E'1
0E" — FE'0
vE' — E~

» La copia de la palabra terminara cuando se de a7y (ya que estard toda
la palabra copiada a la derecha). En dicho caso, eliminamos todas las
variables auxiliares restantes:

aby— B
Bl — 1B
B0 — 0B
BB — ¢
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Puede demostrarse que el lenguaje generado por esta gramatica es el solicitado.
Por la complejidad de la gramatica, nos limitamos a mostrar un ejemplo para
ver de forma intuitiva el buen funcionamiento de la misma.

Trataremos de generar la cadena: 10111011 (es decir, (1011)?):

S—=aXf—alXp— al0XF — al01 X5 — al011X3 — al011EYS —
— al01v1E, S — al01v1E'B1 — al01vE'1581 — al101Ev151 —
5 al0y1E 181 — al0y11E 81 — al0y11E/ 811 — al0y1E 15811 —
5 al0yET1511 — al0EY11811 — alr0E, 11511 — aly01Ey1511 —
5 aly011EyB11 — al7011E/8011 — al701E158011 — al70E 115011 —
— alyE'0115011 — alE~40115011 — ay1E,0113011 — ay10£,115011 —
— ay101E£,15011 — ay1011E,3011 — ay1011E'31011 — ay101E'151011 —
— ay10E'1151011 — ay1E'01151011 — ayE'101151011 — aE~v101131011 —
— B1011581011 — 1B01141011 — 10B1181011 — 101B151011 —
— 1011B/1011 — 10111011

2. {a” € {a}*|n >0}

La idea que hemos tenido para hacer una gramatica que acepte el lenguaje es la
siguiente. Si representamos las 5 primeras palabras del lenguaje (ordenéndolas
por su longitud):

€

a

aaaa
aaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaaaaad

Notemos que podemos ordenar las letras de la siguiente forma (olviddndonos
de €, que no sera relevante):
a
aa aa
aaa aaa aaaq

aaaa aaaa aaaa aaaq

De forma que tenemos 1 grupo de 1 “a”, dos grupos de 2 “a”, 3 grupos de 3

[P W

a”, ...Notemos que dados n grupos de n “a”, sera sencillo construir n + 1

(19

grupos de n 4+ 1 “a”, ya que nos bastara con anadir una “a” a cada grupo y
con duplicar el ultimo grupo de “a”.

Hemos construido una gramatica G' = (V, T, S, P) que simula este comporta-
miento inductivo del lenguaje, con lo que el lenguaje generado por la misma
es el solicitado. Tenemos:

V ={a,B,0,v,0,X,A,E,E,,E,E'.1,R,L, 7}

T=1{0,1}

S=S9
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Donde P es el conjunto de reglas de produccién que contiene todas las reglas
que explicaremos a continuacion.

La idea es que si queremos generar la palabra a"z, que generemos n—1 As entre
a 'y . Tendremos ya creada una letra a y lo que haremos sera que por cada A
que hayamos generado, repitamos el proceso inductivo descrito anteriormente.
Ademas, separaremos los “grupos” de “a” con variables I. Finalmente, para
duplicar un grupo de “a”, usaremos las variables d y o.

Empezamos generando nuestro entorno en el que trabajaremos (o la palabra
vacia):
S — aXplady | e

A continuaciéon, usamos X para generar las As:
X - AX | E

Una vez terminadas de leer las As, generaremos FE, que se encargard de ir
eliminando una A, de realizar el proceso inductivo y de volver al estado inicial,
hasta terminar con todas las As generadas.

Ahora, hacemos que E coja una A, con lo que le dejamos salir de la region
comprendida por a y 3:
AESB — BE

Ahora desplazamos la variable E a la derecha, haciendo que cada vez que entre
en un grupo de “a” (cuando pase una variable /) anada una nueva:

Fa — aF
El = IaF

Cuando la variable E se encuentre con d, habremos terminado de incrementar
las “a”, con lo que tendremos que duplicar ahora el iltimo grupo de “a”. Para
ello, prepararemos un entorno, de forma que entre [ y o vayamos generando
el nuevo grupo de “a”, entre o y J se encuentre las “a” por copiar; y que entre
0 y 7 se encuentren las “a” que ya hayan sido duplicadas.

De esta forma, cuando E se encuentre con J, pasaremos a una variable que
busque [ para colocar delante suya o:

Eé— E,0
ak, — Ea
I1E, — IoR

Ahora, usaremos R para movernos a la derecha tras copiar una letra y L para
movernos a la izquierda con el fin de pegar una letra.

Ra — aR

Nos movemos a la derecha
aRé — Lba
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(APl

Cuando lleguemos a 9, guardamos una “a” més como copiada.
alL — La
Nos moveremos hacia la izquierda buscando ¢ para crear una a:
oL — acR

Pegaremos una a tras o y repetiremos el proceso.

El proceso terminara cuando no haya més “a” entre o y d:
oRS — IE

Cuando hayamos terminado, colocamos una I para hacer efectivo el nuevo
grupo. Finalmente, debemos colocar nuevamente § a la izquierda de ~ para la
siguiente vez que copiemos. Usamos para ello F:

Fa — aoF

Nos movemos a la izquierda buscando v y cuando la encontremos, colocamos
0:

Ey — E'oy
Usaremos finalmente E’ para desplazarnos a la izquierda, tras 3, donde volve-

remos a la variable F/, que reiniciara el proceso descrito para realizarlo nueva-
mente:

aE — F'a
IE — E'I
BE — Ep

Este proceso terminara cuando no queden As por copiar. En dicho caso, pasa-
remos a una variable Z que eliminara todas las variables auxiliares:

ol — 7

De esta forma, Z se mueve a la derecha, eliminando todas las variables y
pasando a través de las letras:

ZB = Z
Z1 — 7
Za — aZ
Z0 — 7
Ly —¢€

Como ejemplo y para comprobar que el lenguaje generado por dicha gramética
funciona es el deseado mostramos el siguiente ejemplo, en el que generamos
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(192

S = aXpflady — aAXPlady — aAAX Blady — aAAEBTIady — aABETLady —
— aABlaFEady — aAflaaEdy — aABlaaE, 6y — aABlaE,ady —
— aABIE,aady — aABloRaady — aAfloaRady — aABloaaRéy —
— aABloalday — aABloLaday — aABlacRaday — aABlacaRday —
— aABlaoLéaay — aABlaao Réaay — aABlaal Eaay — aABlaalaEay —
— aABlaalaaEy — aABlaalaaE' 6y — aABlaalaE ady — aABlaal E'aady —
— aAflaaE Taady — aABIaE alaady — aABIE aalaady —
— aABE'Taalaady — aAEBIaalaady — aBEIaalaady —
— aflaFaalaady — aflaaFalaady — aflaaaElaady —
— aflaaalaFaady — aflAAAlaaFady — aflaaalaaaFEdy —
— aflaaalaaaE,6y — aflaacalaaE,adéy — aflaacalaFE,aady —
— aflaaal Ey;aaady — aflaaalo Raaady — aflaaalcaRaady —
— aflaaaloaaRady — aflaaalcaaaRéy — aflaaaloaalday —
— aflaaaloaladay — aflaaaloLaaday — aflaaalac Raaday —
— aflaaalacaRaday — aflaaalacaaRéay — aflaaalacaldaay —
— afflaaalac Ladaay — aflaaalaac Radaay — aflaaalaacaRéaay —
— aBlaaalaao Léaaay — aBlaaalaaao Réaaay — afBlaaalaaal Eaaay —

— aflaaalaaalaEaay — aflaaalaaalaaEay — aflaaalaaalaaaFEy —

— afilaaalaaal aaaE' 6~y ) afBE'lTaaalaaalaaady — oFEBlaaalaaalaaady —
— ZBlaaalaaalaaady — Zlaaalaaalaaady — Zaaalaaalaaady —
— aZaalaaalaaady — aaZalaaalaaady — aaaZlaaalaaady —

— aaaZaaalaaady (i) aaaaaaaaaZdy — aaaaaaaaasy — aaaaaaaad
» Donde en (%) hemos aplicado reiteradas veces que aE’ — FE’a y que
IE — F'I.

= Donde en (%) hemos aplicado varias veces que ZI — Z y que Za — aZ.

3. {a? € {a}* | p es primo}

Se subira préximamente una gramatica.

4. {a"b™ € {a,b}* | n < m?}

Una vez conocida una graméatica para el lenguaje {a”2 | n € N}, dar una
gramatica para este lenguaje es sencillo. Lo que haremos serd generar primero
un nimero arbitrarios de As (variables) y de bs. Seguidamente, generaremos
tantas Bs como ntumero de b al cuadrado haya (usando para ello la gramdtica
del lenguaje de los cuadrados perfectos), y finalmente, por cada B que tenga-
mos sustituiremos una A por una a, de forma que si se nos gastan las Bs y
no hemos sustituido todas las As, entonces era porque teniamos més as de las
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permitidas en este lenguaje (n > m), con lo que no podremos generar ninguna
palabra. Si por el contrario sustituimos todas las As y nos siguen quedando
Bs, eliminaremos todas las Bs para poder dar una palabra formada solo por
simbolos terminales.

Antes de consultar la gramatica, recomendamos encarecidamente entender pri-
mero la gramatica de los cuadrados perfectos, ya que es mas sencilla y la
usaremos con soltura para dar esta gramaética.

Los pasos que hace esta gramética son:

a)
b)

Primero, genera un nimero indeterminado de As, tras la variable .

Posteriormente, plantea el “entorno” de variables usado en la gramatica
de los cuadrados perfectos, que parte del caso base de tener una b.

Entre a y 3 se generan todas las b que tendra la posibel palabra a generar
(menos una, que se generd en el caso base).

Entre 3 y 7, iremos colocando tantas Bs como nimero de bs al cuadrado
haya.

Para controlar que una b ya le hemos usado para generar el cuadrado, en
vez de borrarla como haciamos en la gramética de cuadrados perfectos,
la metemos entre el espacio comprendido entre ¢ y . De esta forma, el
entorno de trabajo sera similar a:

A .. Abab. . bEpb.. . bGIB...BIB...BI...IB... By

Una vez generadas todas las Bs, usamos la variable Z para borrar todas
las variables auxiliares para generar las Bs, dejando la palabra de la forma

AA...Ab...b3B... BH~

de forma que el nimero de Bs coincide con el cuadrado del nimero de
bs.

Posteriormente, usaremos la variable H para borrar una B y posterior-
mente sustituir una A por una a, hasta que se nos acaben las As (en cuyo
caso la palabra es valida y eliminamos todas las variables dejando sélo
los simbolos terminales) o las Bs (en cuyo caso, habia mas As, con lo que
no generamos la palabra).

De esta forma, damos la gramética G = (V, T, P, S) dada por:

V = {S7 A? a?ﬁ’ 907 (57 ny 0-72/}7 G7 A7 B7 X? ‘[7 E’ EU7 E/7F7 L7 R7 Z7 H7 Hl7ﬁ}
T = {a,b}

Y P el conjunto de todas las producciones explicadas a continuacion.

En primer lugar, aceptamos que € es una palabra del lenguaje. Habiendo con-
siderado dicho caso, comenzamos pues generando todas las As que queramos
al inicio de la palabra:

S— MG | ¢
G — AG

33



Modelos de Computacion 1.1. Introduccién a la Computacién

Cuando hayamos generado todas las As deseadas, situaremos nuestro entorno
de trabajo para generar bs y posteriormente crear tantas Bs como el cuadrado

del nuiimero de bs:
G — baXpBIBdy

Y generaremos tantas bs como queramos con la variable X (notemos que ya
hemos generado una b y una B, el caso base cuando n = 1).

X —=>0X | FE

Cuando hayamos ya generado todas las bs, pasamos a generar las Bs, usando
para ello la variable E, que realizard un comportamiento iterativo, de forma
que coja una b (la situe detrds de ¢), anada una B en cada subgrupo de Bs
(separados por I), que duplique este ultimo subgrupo (utilizando para ello o,
Ly R),y que vuelva con E" a donde empezd, delante de ¢:

a) En primer lugar, la variable E coge una b (la sitia tras ¢):
bEp — pbE

Y se desplaza a la derecha de ¢.

b) Posteriormente, se desplaza a la derecha, anadiendo una B en cada sub-
grupo de Bs, proceso que terminard cuando se encuentre con §:

Eb — bE

Ef — pE

EI — IBE (Anade una B)
EB — BE

Ey— E, 0

c¢) Una vez topada con 4, pasaremos a realizar la copia del tltimo grupo de
Bs, con lo que tendremos que fijar el o que usdbamos en la gramatica de
los cuadrados perfectos. Para ello:

BE, = E,B
IE, = IoR

d) Una vez colocado el o, comienza la copia de las Bs, usando para ello
las variables L, R y el delimitador ¢, que marca las Bs que ya han sido
copiadas:

RB — BR

BR0 — LB (Coge una B)
BL — LB
oL — BoR (Deja la B)

e) El proceso terinard cuando no haya més Bs entre ¢ y § una vez copiada la
ultima B (con lo que tendremos la variable R). En dicho caso, colocamos
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la nueva I que delimita la separacién con el grupo de Bs recién creado y
usamos F para devolver 9 al final del dltimo grupo de Bs:

oRS — IF

EB — BE

Evy — E'éy

f) Una vez colocada 4, volveremos con E’ hacia la izquierda hasta la situa-
cién inicial de F, que es tras ¢:

BE' — E'B

IE" — E'I

BE — E'B

bE' — E'b

oE" — Eyp

Como hemos mencionado anteriormente, la variable E repetira este proceso,
hasta quedarse sin bs por realizar su cuadrado. Hasta este punto, la palabra
generada serd similar a:

M. AbaEeb.. . bGIB...BIB...Bl...IB ... Bdy

donde tenemos tantas Bs como numero de bs al cuadrado (gracias al funciona-
miento de la gramdica de los cuadrados perfectos). A continuacién, usaremos
la variable Z para borrar las variables que ya no nos hacen falta, como «, ¢,

B, Iy o:
aFEp — 7 (No quedan bs por copiar)
Zb—bZ
ZB — B4
Z1 = Z
ZB — BZ
Z6 — H

Ahora, usaremos H para cambiar una A por una a por cada B que borremos:

a) En primer lugar, borramos una B:

BBH — H'B (No es la tdltima)

b) A continuacién, nos desplazamos hacia la izquierda, buscando la primera
A:
BH' — H'B
BH' — H'B
bH' — H'D
aH — H'a (Puede que ya hayamos sustituido alguna)
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¢) Cuando encontremos la primera A, la cambiamos por una a y volvemos
hacia atras buscando ~. Para ello, reutilizaremos 7, anadiendo una nueva
regla a Z:

AH' — aZ
Z~y — Hry

H realizara este procedimiento de forma iterativa, hasta llegar a la tltima B,
operacion sensible, por lo que para realizarla usaremos una nueva variable H:

BBH — Hp (Cojo la tultima)
bH — Hb
aH — Ha

Como se trata de la ultima B, s6lo vamos a sustituir una A en caso de que sea
la ultima, con lo que:

MNAH — ar)

Donde 1 es la tltima variable, la cual se encarga de limpiar toda la palabra
limpiando las variables.

Hemos tenido en cuenta el caso en el que n = m?, pero faltan dos casos por
considerar:

» n < m?, es decir, hay mas Bs que As. En dicho caso, la ultima A a
sustituir no serd consecuencia de quitar la ultima B, sino una anterior,
con lo que quedard una B por eliminar (que podra ser o no la tltima)
que no tenga una A para sustituir. Como n < m?, la palabra es valida.
Anadimos por tanto las reglas:

ANH' — 1)
NH — )

Y la variable 1) debera ser la encargada de eliminar las Bs sobrantes.

» n > m?, es decir, hay més As que Bs. En dicho caso, cuando borremos
la dltima B, no podremos sustituir su A asociada, ya que la regla para
realizar esto es AMAH — a1, con lo que es necesario que sélo quede una
A, cosa que no sucede. En dicho caso, nos quedaremos con una palabra

de la forma: o
MNA ... AHb...bBy

que sera imposible sustituir por un simbolo terminal (no tenemos nin-
guan regla que lo permita). De esta forma, la gramética impide generar
palabras que no se encuentren en el lenguaje.

Finalmente, mostramos el funcionamiento de la variable 1, cuya tnica funcio-
nalidad es eliminar las variables § y + una vez sustituidas todas las As por as
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(en caso de que la palabra sea vélida), y eliminando también las posibles Bs
sobrantes:

va — ay
b — by
Ve —
VB =1

Yy — € (Hemos terminado)

Para esta gramatica no mostraremos un ejemplo de su funcionamiento. Si
algun lector estd dispuesto a realizar un ejemplo de generacion de una palabra
perteneciente al lenguaje o el intento de una palabra que no pertenezca al
lenguaje (con la finalidad de ver que dicha palabra no podré ser generada),
serd de nuestro agrado subir el ejemplo a este documento.

1.1.2. Preguntas Tipo Test

Se pide discutir la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

1. Si un lenguaje es generado por una gramatica dependiente del contexto, en-
tonces dicho lenguaje no es independiente del contexto.

Falso, los lenguajes generados por graméaticas independientes del contexto
estan contenidos en los generados por las gramaticas dependientes del contex-
to, por lo que muchas veces si tenemos un lenguaje generado por una gramatica
independiente del contexto, podremos encontrar una dependiente del contexto
que nos genere el mismo lenguaje.

Por ejemplo, el lenguaje L = {a’b | i € N} puede generarse por una gramética
dependiente del contexto como lo es: G = (V, T, P, S) con

VvV ={S, B}
T = {a,b}

p_ S —aBb
| aBb —aaBb | ¢

Pero sin embargo, podemos dar una gramatica regular (y por tanto, indepen-
diente de contexto) para este lenguaje, como por ejemplo G' = (V. T, P',S)

con.: S S’B
, —a
P_{B —b }

2. Los alfabetos tienen siempre un nimero finito de elementos, pero los lenguajes,
incluso si el alfabeto tiene sélo un simbolo, tienen infinitas palabras.

Falso, dado un alfabeto A, el conjunto relacionado con él y que siempre tiene
infinitas palabras es el conjunto de todas las palabras de A, A*; salvo cuando
A es vacio.
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Sin embargo, podemos dar un ejemplo de alfabeto con un lenguaje finito:

A= {a} L ={aa} C A*

3. Si L es un lenguaje no vacio, entonces L* es infinito.

Verdadero, ya que si L es no vacio, entonces existird una palabra u € L,
luego u* € L* Vi € N. Podemos por tanto construir una aplicacién inyectiva
f N — L* que asigna n € N en u". Concluimos por tanto que L* es infinito.

4. Todo lenguaje con un nimero finito de palabras es regular e independiente del
contexto.

Verdadero, como todo lenguaje regular es a su vez independiente del contexto,
sera suficiente con probar que todo lenguaje finito es regular. Para ello, dado
un lenguaje finito cualquiera L = {uy,us,...,u,}, podemos construir una
gramética generativa de tipo 3 que nos genere dicho lenguaje (suponiendo que
el lenguaje contiene palabras de un cierto alfabeto A):

G=({S},A PS)
P={S—u|ul|...|u}

Con lo que L sera regular.
5. Si L es un lenguaje, entonces siempre L* es distinto de L™.
Falso, si ¢ € L, como por ejemplo ocurre con el lenguaje L = {e}, entonces

tendremos que L* = L*.

6. L) = L.

Falso (salvo si L = (), en cuyo caso es trivial):
LY ={uv|ueL,ved}

En el caso de ser L # (), si u € L estarfamos diciendo que toda palabra de L
puede descomponerse en dos, una de L y otra del vacio, lo que nos lleva a una
contradiccién. Concluimos que L)) = ().

7. Si A es un afabeto, la aplicacién que transforma cada palabra v € A* en su
inversa es un homomorfismo de A* en A*.

Falso, como contraejemplo, trabajaremos con el alfabeto A = {a,b} y supon-
gamos que dicha aplicacién es f, por ser homomorfismo, esta debe cumplir
que:

fluv) = f(u)f(v) Yu,v € A*

Sin embargo, si tomamos u = ab y v = ba, tenemos:
fuv) = f(abba) = abba # baab = f(ab)f(ba) = f(u)f(v)
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10.

11.

12.

Sie € L, entonces LT = L*.

Verdadero:

r'=Jr=r"urLu (UL) YLy (UL) -yr=r

120 122 122 1>1

Donde en (*) hemos aplicado que LY = {e} C L = L'.

. La transformacion que a cada palabra sobre {0, 1} le anade 00 al principio y

11 al final es un homomorfismo.

Falso, como contraejemplo, trabajaremos con el alfabeto A = {0,1} y supon-
gamos que dicha aplicacion es f, por ser homomorfismo, esta deberfa cumplir
que:

fluv) = f(u)f(v) Yu,v € A*

Sin embargo, si tomamos u = v = 1:
f(uv) = f(11) = 001111 # 0011100111 = f(1)f(1) = f(u)f(v)

Se puede construir un programa que tenga como entrada un programa y unos
datos y que siempre nos diga si el programa leido termina para esos datos.

Falso, este problema es conocido como el problema de la parada, y es conocido
que no es posible construir dicho programa.

La cabecera del lenguaje L siempre incluye a L.

Verdadero. Notemos que:

CAB(L) ={ue A" | v e A" ,uv € L}

Veamos ahora que L C CAB(L):

C Sea u € L, entonces u € A* y, tomando v = ¢ € A*, tenemos que uv = u €
L, por lo que u € CAB(L).

Un lenguaje nunca puede ser igual a su inverso.

Falso, todos los lenguajes unitarios (que contienen solo una palabra) son iguales
a su inverso. Como contraejemplo mas elaborado, cualquier lenguaje L que
cumpla que

LC{uc A |ut=u}

sirve de contraejemplo.

39



Modelos de Computacion 1.1. Introduccién a la Computacién

13.

14.

15.

16.

17.

La aplicacién que transforma cada palabra u sobre el alfabeto {0,1} en u® es

un homomorfismo.

Falso, como contraejemplo, suponemos que la aplicacion f transforma cada
palabra u en u3. De ser un homomorfismo, se deberfa cumplir que:

) = f)f(v)  Vuve A

Sin embargo, si tomamos u =0y v = 1:

F(uv) = f£(01) = 010101 # 000111 = £(0)f(1) = f(u)f(v)

De forma general, podemos decir que cualquier aplicaciéon que transforme cada
palabra u en u" para n > 2 (la identidad si que es un homomorfismo) no es
un homomorfismo, por un razonamiento andlogo al anterior.

El lenguaje que contiene sélo la palabra vacia es el elemento neutro para la

concatenaciéon de lenguajes.

Verdadero, sea L. = {¢}, recordamos que:
L1L2 = {UU | u € Ll,U € LQ}
Por tanto:

LL={ev|vel}=1L
LL.={ve|velL}=1L

Para cualquier lenguaje L.

Si L es un lenguaje, en algunas ocasiones se tiene que L* = LT,

Verdadero, como hemos visto anteriormente, es condicién suficiente (se deduce
trivialmente que es necesaria, ya que ¢ € L* siempre) que € € L.

Hay lenguajes con un ntmero infinito de palabras que no son regulares.
Verdadero, sabemos que los lenguajes con un niimero finito de palabras son
regulares, luego cualquier lenguaje que no sea regular deberd tener un nimero
infinito de palabras. Como sabemos la existencia de lenguajes no regulares,

como por ejemplo L = {a'¥/a’t’ | i,j € N}, entonces estos han de tener un
nimero no finito de palabras.

Siun lenguaje tiene un conjunto infinito de palabras sabemos que no es regular.

Falso, el lenguaje L = {a' | i € N\ {0}} tiene un conjunto infinito de palabras
y es regular, ya que podemos dar una gramética generativa de tipo 3:

G = ({S},{a},{S — aS,S — a}, S) que genera dicho lenguaje.
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18.

19.

20.

Si L es un lenguaje finito, entonces su cabecera (CAB(L)) también sera finita.

Verdadero, supongamos que tenemos un lenguaje finito L formado por n € N
palabras y recordamos que C'AB(L) es el conjunto formado por todos los
prefijos de palabras de L. Dada una palabra u € L con |u| = m, esta estara
formada por m letras del alfabeto A:

U= a1as...0n a; € A Yie{l,...,m}
Por lo que aceptara m + 1 prefijos distintos:
3 aq a109 C ayas . ..AQApm—1 aias . . .0y

No obstante, hemos de tener en cuenta que un mismo prefijo puede ser prefijo
de dos palabras distintas de L. En particular, como ¢ es prefijo de todas las
palabras, tendremos que, sin contar ¢, cada palabra de L aportara m prefijos
distintos. Por tanto, el conjunto CAB(L) tendra como méaximo:

CAB(L)| < (Z \ur> 1

uel

donde el +1 se debe a la presencia de € en CAB(L). Sea ahora w € L la
palabra de L con mayor longitud, tenemos que

|CAB(L)| < <Z ]u\) +1< (im\) +1l=n-|w+1

uel i=1

El conjunto de palabras sobre un alfabeto dado con la operaciéon de concate-
nacion tiene una estructura de monoide.

Verdadero, recordamos que un par conjunto-operacién tiene estructura de mo-
noide si:

= Se trata de una operacion interna al conjunto, lo cual es cierto, ya que la
concatenaciéon de dos palabras cualquiera es una palabra.
= La operacion es asociativa, algo que también cumple la concatenacion.

= Existe un elemento neutro del conjunto para dicha operacién, lo cual es
cierto, debido a la existencia de € en cualquier conjunto de palabras dado
por un alfabeto.

La transformacién entre el conjunto de palabras del alfabeto {0,1} que dupli-
ca cada simbolo (la palabra 011 se transforma en 001111) es un homomorfismo.

Verdadero, sea el alfabeto A = {0,1} y f: A* — A* la aplicacién enunciada,
definida por:

f(u) = ararazaz . . . anay, Yu=aias...a, a; €A Vie{l, ... n}
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21.

22.

23.

24.

Para ver que sea un homomorfismo, debemos comprobar que se cumpla

fluv) = f(u)f(v) — Vu,veA”

Para ello, sean u,v € A* palabras de longitud n,m € N respectiavmente,
entonces tendremos que

U= aay...a, a; € A YVie{l,...,n}
U:blbgbm bZEA VZG{l,,m}

De esta forma:

f(uv) = f(a1a2 e anblbg Ce bm) = 11020209 . .. Gnanblblbgbg ce bmbm =
= f(aras...ay)f(bibs ... by) = f(u)f(v)

Con lo que f es un homomorfismo.

Si f es un homomorfismo entre palabras del alfabeto A; en palabras del alfa-
beto de As, entonces si conocemos f(a) para cada a € A; se puede calcular
f(u) para cada palabra u € Aj.

Verdadero, sea f : A} — A} un homomorfismo, este cumplira por tanto que:

fluv) = f(u)f(v) — Yu,ve A

Puede demostrarse facilmente por induccion que si tenemos una palabra u € A}
formada por n letras del alfabeto:

u=aay...a, ;€A Vie{l,...n}
entonces, se tiene que
f(u) = flar) f(az) ... f(an)
Por tanto, el enunciado es cierto.
Si A es un afabeto, la aplicacién que transforma cada palabra v € A* en su
inversa es un homomorfismo de A* en A*.
Falso, la pregunta es idéntica a la pregunta 7.

Sie € L, entonces L+t = L*.

Verdadero, la pregunta es idéntica a la pregunta 8.

Si f es un homomorfismo, entonces necesariamente se verifica f(e) = e.

Verdadero, sea f : A* — A* un homomorfismo y consideramos u € A*. Por
ser f un homomorfismo, tenemos que:

f(u) = fleu) = f(e) f(u)
Con lo que f(e) =e.
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25. Si A es un alfabeto, entonces A" no incluye nunca la palabra vacia.

Considerando A solamente como alfabeto Verdadero. Por definicion del
operador * aplicado a alfabetos, tenemos que:

AT = A"\ {e}

Considerando A como lenguaje Verdadero. Por definicién del operador *
aplicado a lenguajes, tenemos que:

A+:UAZ

121

Por tanto, si u € AT, entonces In € N tal que u € A", por lo que
u=ayas...a, cona; € AVi € {l,...,n}. Como a; € A, entonces a; # ¢
Vie {l,...,n}, conlo que u # ¢.

26. Es posible disenar un algoritmo que lea un lenguaje cualquiera sobre el alfabeto
{0,1} y nos diga si es regular o no.

Esto es falso, y se vera en la asignatura de Modelos Avanzados de Compu-
tacion.
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Figura 1.2: Autémata Finito Determinista del Ejercicio 1.2.1.

b b b
a
(o) (=)
4>
a

Figura 1.3: Autémata Finito Determinista del Ejercicio 1.2.2.

1.2. Automatas Finitos

Ejercicio 1.2.1. Considera el siguiente Autémata Finito Determinista (AFD) dado
por M = (Q, A, 0, qo, F'), donde:

. Q = {QOa q17q2}
« A={0,1}

= La funcién de transicién viene dada por:

6(q0,0) = qu, 5(q0,1) = qo
5(@170) = {2, 5(61171) =qo
5(Q27 0) = {2, 5((127 1) = (2

= F={g}
Describe informalmente el lenguaje aceptado.
Su representacion grafica esta en la Figura 1.2.

Tenemos que el lenguaje aceptado por el autéomata es el conjunto de todas las
palabras que contienen la cadena 00 como subcadena. Es decir,

L= {u100u2 S {O, 1}* ‘ Uy, Ug € {0, 1}*}

Ejercicio 1.2.2. Dado el AFD de la Figura 1.3, describir el lenguaje aceptado por
dicho autéomata.

El lenguaje aceptado por el autémata es el conjunto de todas las palabras que
contienen un nimero par de a’s. Es decir,

L = {u € {a,b}" | ny(u) es par, ny(u) > 0},

Ejercicio 1.2.3. Dibujar AFDs que acepten los siguientes lenguajes con alfabeto

{0,1}:
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1. El lenguaje vacio,

0, 1
—(®)

2. El lenguaje formado por la palabra vacia, es decir, {e},

0,1

3. El lenguaje formado por la palabra 01, es decir, {01},

4. El lenguaje {11,00},

5. El lenguaje {(01)" | i > 0},
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6. El lenguaje formado por las cadenas con 0’s y 1’s donde el ntiimero de unos es
divisible por 3.

Ejercicio 1.2.4. Obtener a partir de la gramdtica regular G = ({S, B}, {1,0}, P, S),
con

] S—=110B
" |B—0B|1B]|¢

un AFND que reconozca el lenguaje generado por esa gramatica.
El autémata obtenido es el de la Figura 1.4.

H@1@1

Figura 1.4: Autémata Finito No Determinista del Ejercicio 1.2.4.

Ejercicio 1.2.5. Dada la gramética regular G = ({S}, {1,0}, P, 5), con
P ={S — 510,S — 0},

obtener un AFD que reconozca el lenguaje generado por esa gramatica.

El lenguaje es:

L = {0(10)" | n € NU {0}}.

El autémata obtenido es el de la Figura 1.5.
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Figura 1.5: Autémata Finito Determinista del Ejercicio 1.2.5.

Ejercicio 1.2.6. Construir un AFND o AFD (dependiendo del caso) que acepte las
cadenas u € {0,1}* que:

1. AFND. Contengan la subcadena 010.

El automata obtenido es el de la Figura 1.6.

0, 1

O ®

Figura 1.6: Autéomata Finito No Determinista del Ejercicio 1.2.6 apartado 1.

2. AFND. Contengan la subcadena 110.

El automata obtenido es el de la Figura 1.7.

0, 1

Figura 1.7: Autéomata Finito No Determinista del Ejercicio 1.2.6 apartado 2.

3. AFD. Contengan simultdneamente las subcadenas 010 y 110.
El estado qq representa que no se ha empezado ninguna de las subcadenas, y el
estado gp representa que se han encontrado ambas cadenas. Hay dos opciones:
Opcién 1 Primero se lee 010 y luego 110. Son los siguientes estados:

= ¢o: Estado inicial, no ha empezado la subcadena 010.

= ¢;: Se ha leido el 0 de la subcadena 010.

= ¢y: Se ha leido la subcadena 01 de la subcadena 010.

= ¢3: Se ha leido la subcadena 010. No ha empezado la subcadena 110.
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1
1

1 0

Figura 1.8: Autémata Finito Determinista del Ejercicio 1.2.6 apartado 3.

= q4: Se ha leido el 1 de la subcadena 110.
= ¢5: Se ha leido la subcadena 11 de la subcadena 110.

= ¢r: Se ha leido la subcadena 110. Se han leido ambas subcadenas.
Opcion 2 Primero se lee 110 y luego 010. Son los siguientes estados:

= ¢o: Estado inicial, no ha empezado la subcadena 110.
» ¢;: Se ha leido el 1 de la subcadena 110.
= ¢5: Se ha leido la subcadena 11 de la subcadena 110.

= g5 Se ha leido la subcadena 110. Se ha leido el 0 de la subcadena
010. Notemos que en este caso podemos agruparlo, puesto que el
ultimo caracter de la subcadena 110 es el mismo que el primero de
la subcadena 010.

= ¢y: Se ha leido la subcadena 01 de la subcadena 010.
= ¢r: Se ha leido la subcadena 010. Se han leido ambas subcadenas.

El autémata obtenido es el de la Figura 1.8.

Ejercicio 1.2.7. Construir un AFD que acepte el lenguaje generado por la siguiente
gramatica:

S — AB, A — aA, A—c, B — bBb, B —b.
El lenguaje generado por la gramatica es:
L= {a"eb*" ™ | n,m e NU{0}}.
El autémata obtenido es el de la Figura 1.9.

Ejercicio 1.2.8. Construir un AFD que acepte el lenguaje L C {a,b,c}* de todas
las palabras con un nimero impar de ocurrencias de la subcadena abc.
El automata tiene los siguientes estados:

= ¢o: Llevo un nimero par de ocurrencias de abe, y no he empezado la siguiente.
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a,b, c

Figura 1.9: Autéomata Finito Determinista del Ejercicio 1.2.7.

Figura 1.10: Autémata Finito Determinista del Ejercicio 1.2.8.

¢1: Acabo de empezar una ocurrencia impar de abc, llevo solo una a.
q2: Estoy en una ocurrencia impar de abc, llevo ab.

g3: Llevo un ntimero impar de ocurrencias de abc, y no he empezado la siguien-
te.

qs: Acabo de empezar una ocurrencia par de abe, llevo solo una a.

¢s: Estoy en una ocurrencia par de abe, llevo ab.

El autémata obtenido es el de la Figura 1.10.

Ejercicio 1.2.9. Sea L el lenguaje de todas las palabras sobre el alfabeto {0, 1} que
no contienen dos 1s que estén separados por un niimero impar de simbolos. Describir
un AFD que acepte este lenguaje.

Sea u € L. Veamos que, a lo sumo, puede tener dos 1’s. Supongamos por reduc-
cién al absurdo que tiene tres 1’s. Entonces, entre la primera y la segunda hay un
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Figura 1.11: Autéomata Finito Determinista del Ejercicio 1.2.9.

numero impar de simbolos, y entre la segunda y la tercera hay un nimero impar de
simbolos. Por lo tanto, entre el primer y el tercer 1 hay:

= Un nimero par de simbolos antes del segundo 1.
» El segundo 1.
= Un nimero par de simbolos entre el segundo y el tercer 1.

Por tanto, como el niimero de simbolos entre el primer y el tercer 1 es impar, en-
tonces u ¢ L. Por lo tanto, u tiene a lo sumo dos 1’s.

Por tanto, los estados son:
= ¢o: No se ha introducido ningtin 1.

» ¢,: Se ha introducido un 1, después de ¢l y antes del siguiente 1 hay un nimero
par de simbolos.

= ¢;: Se ha introducido un 1, después de él y antes del siguiente 1 hay un ntimero
impar de simbolos.

= ¢o: Se han introducido dos 1’s, y no se ha introducido ningin otro.

FE: Estado de error.

El automata obtenido es el de la Figura 1.11.

Ejercicio 1.2.10. Dada la expresion regular (a+¢)b*, encontrar un AFND asociado
y, a partir de este, calcular un AFD que acepte el lenguaje.

El AFND con transiciones nulas obtenido (siguiendo el algoritmo) es el de la
Figura 1.12.

Podemos simplificar este autémata para que asi la transicion al AFD sea mas
sencilla. El autémata simplificado es el de la Figura 1.13.

A partir de este automata simplificado, obtenemos el AFD de la Figura 1.14.

Ejercicio 1.2.11. Obtener una expresion regular para el lenguaje complementario
al aceptado por la gramatica

S — abA | B | baB | ¢, A —bS | b, B — aS.
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Figura 1.12: Autémata Finito No Determinista algoritmico del Ejercicio 1.2.10.

a, e
—

Figura 1.13: Autéomata Finito No Determinista simplificado del Ejercicio 1.2.10.

{C_Im %}

Figura 1.14: Autéomata Finito Determinista del Ejercicio 1.2.10.
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Figura 1.15: Autémata Finito Determinista del lenguaje £(S) del Ejercicio 1.2.11.

Observacion. Construir un AFD asociado.

Esta gramatica es lineal por la derecha. Algoritmicamente, obtenemos el autéma-
ta de la Figura 1.15 para el lenguaje generado por S, L(S).

Ahora, tendriamos que eliminar las transiciones nulas para poder asi aplicar el
algoritmo para hallar la expresién regular. Esto no es sencillo, por lo que vamos a
intentar obtener de forma directa el AFD. Para ello, la gramética dada genera el
mismo lenguaje que las siguientes reglas de produccion, donde hemos eliminado la
variable B:

S — abA | aS | baaS | ¢, A—DbS|b
Eliminamos ahora la variable A:

S — abbS | abb | aS | baaS | €

Veamos ahora que la regla S — abb no es relevante, ya que podemos obtenerla
a partir de S — abbS y S — <. Por tanto, la gramatica dada inicialmente genera el
mismo lenguaje que si estas fuesen las reglas de produccion:

S — abbS | aS | baaS | €

Por tanto, vemos que:

L(G) = {abb, a,baa}".

En consecuencia, la expresion regular asociada a L(G) es:

(abb + a + baa)*
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Figura 1.16: AFND asociado a £(G) del Ejercicio 1.2.11.

0910920930

Figura 1.17: AFD asociado a £(G) del Ejercicio 1.2.11.
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Figura 1.18: Autémata Finito Determinista del lenguaje £(G) del Ejercicio 1.2.11.

El AFND asociado a esta expresion regular es el de la Figura 1.16.

Convirtiendo este automata en un AFD, obtenemos el de la Figura 1.17.

Para que buscar la expresién regular del lenguaje complementario de £(G) sea
mas cémoda, cambiaremos la notacion de cada estado. E1 AFD del lenguaje com-
plementario de L(G) es el de la Figura 1.18.

Buscamos ahora una expresién para £(G). Resolvemos el siguiente sistema:

(po = api + bp;
p1 = ap1 +bpy
p2 =aps+bpy+e
p3 =apy+bE +¢
ps =apy+bE +¢
|\ =aE+bE +¢

De la tltima ecuacién, obtenemos que E = (a + b)*. El sistema queda:

(

po = apy + bps

p1 = apy + bps

p2 = aps+bpo+e

ps =aps+bla+b)*+e¢
ps =apo+bla+b)*+e

\
Sustituyendo p4, obtenemos:
Po = api + bps
p1 = api + bpy

p2 = alapo+bla+b)* +¢€] +bpo + e = (aa+b)py + abla+b)* + a+¢
ps =alapo+bla+0b)" +¢e]+bla+b)*+e=aapy+ (a+¢c)(bla+b)*+¢)
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Figura 1.19: AFD del lenguaje del Ejercicio 1.2.12 apartado 3.

Tenemos que:
p1 = apy + bps = a*bpy = a*b[(aa + b)py + ab(a + b)* + a + €|
Sustituyendo, tenemos que:

po = ala*b[(aa + b)py + ab(a + b)* + a + ¢€]] + blaapy + (a + €)(b(a +b)" +¢)] =
= a"b(aa + b)py + atbab(a + b)* + atba + a*b + baapy + b(a +¢)(b(a +b)* +¢) =

= [a"b(aa + b) + baa]py + aTbab(a + b)* + aTba + a"b+ b(a+ £)(b(a + b)* + ¢) ©

© [a*b(aa + b) + baa]*[atbab(a + b)* + atba + atb + bla + €)(b(a + b)* + )]

donde en (x) hemos aplicado el Lema de Arden. Por tanto, la expresién regular
asociada a L(G) es:

la™b(aa + b) + baal*[aTbab(a + b)* + aTba + a*b+ b(a + £)(b(a + b)* + )]

Ejercicio 1.2.12. Dar expresiones regulares para los lenguajes sobre el alfabeto
{a, b} dados por las siguientes condiciones:

1. Palabras que no contienen la subcadena a,
b*
2. Palabras que no contienen la subcadena ab.

b*a*

3. Palabras que no contienen la subcadena aba.
Este lenguaje viene descrito por el autémata de la Figura 1.19.

Obtenemos la expresién regular asociada al lenguaje del automata de la Figu-
ra 1.19.

G =bg+aq +¢
¢ =aq +bg+¢€
G2 =bqg+alb+¢
E =aE+bE=(a+bE+
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Usando el Lema de Arden, obtenemos que E = ()(a + b)* = (). Sustituyendo,
obtenemos:
g =bg+aq +e

¢ =aq +bg+e¢
G2 =bgy+al+e=0bg+e¢

Sustituyendo ¢z, obtenemos:

Qo =0bg +aq +e¢
@ =aq +b(bgg+¢e)+e

Usando el Lema de Arden, obtenemos que:
q1 = a*[b(bgo + ¢€) + €]
Sustituyendo en la primera ecuacién, tenemos que:

qo = bgo + aa*[b(bgo +¢) + €] + e =
=bgo+a"[bbgy+b+e]+e=
=(b+a"bb)g+atb+el+e -

Y (b4 abb) [at (b +2) + €]

donde en (*) hemos aplicado el Lema de Arden. Por tanto, la expresién regular
asociada al lenguaje del autémata de la Figura 1.19 es:

(b+atbb)*[aT(b+¢) + €]

Ejercicio 1.2.13. Determinar si el lenguaje generado por la siguiente gramatica es
regular:

S — AabB, A —aA|bA e, B — Bab | Bb | ab | b.

En caso de que lo sea, encontrar una expresién regular asociada.

Es directo ver que el lenguaje generado por la graméatica tiene como expresion
regular asociada:

(a+b)*ablab+ b)*.
Por tanto, el lenguaje es regular.

Ejercicio 1.2.14. Sobre el alfabeto A = {0, 1} realizar las siguientes tareas:

1. Describir un autémata finito determinista que acepte todas las palabras que
contengan a 011 o a 010 (o las dos) como subcadenas.

Tenemos los siguientes estados:

= ¢o: No se ha empezado ninguna subcadena.
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Figura 1.20: Autémata Finito Determinista del Ejercicio 1.2.14 apartado 1.

= ¢i: Se ha empezado una subcadena deseada. Tengo el cardcter 0.
= ¢y: Se continta la subcadena deseada. Tengo los caracteres 01.
= g3: Se ha encontrado la subcadena deseada. Tengo los caracteres 011 o
010.
El autémata obtenido es el de la Figura 1.20.
2. Describir un autéomata finito determinista que acepte todas las palabras que
empiecen o terminen (o ambas cosas) por 01.

Tenemos los siguientes estados:

" o No hemos leido nada.

» ¢1: Hemos empezado con un 0, por lo que puede comenzar por 01 (o
terminar por 01).

» ¢y: Hemos empezado con 01, por lo que ya no hay mds restricciones.
» ¢3: No hemos empezado por 01, por lo que ha de terminar por 01.

» ¢4: Ha de terminar por 01, y estamos en 0, por lo que si introduce un 1
puede terminar.

» ¢5: Ha de terminar por 01, y acabamos de leer 01, por lo que podemos
terminar.

El autémata obtenido es el de la Figura 1.21.

3. Dar una expresiéon regular para el conjunto de las palabras en las que hay dos
ceros separados por un nimero de simbolos que es multiplo de 4 (los simbolos
que separan los ceros pueden ser ceros y puede haber otros simbolos delante o
detras de estos dos ceros).

(0 + 1)*0 ((0 4+ 1)(0 + 1)(0 + 1)(0 + 1))* 0(0 + 1)*

Notemos que los dos 0’s en cuestion estdn marcados en rojo para facilitar la
comprension.

4. Dar una expresion regular para las palabras en las que el nimero de ceros es
divisible por 4.

En un primer momento, podriamos pensar en:
(1*01*01*01*01™)*

No obstante, una palabra con 1’s y sin 0’s, que es aceptada por el lenguaje, no
esta contemplada en la expresion regular. La expresion regular correcta es:

(1*01*01*01*0)*1*
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1 1

Figura 1.21: Autémata Finito Determinista del Ejercicio 1.2.14 apartado 2.

Ejercicio 1.2.15. Construye una gramatica regular que genere el siguiente lengua-
je:

Ly ={u € {0,1}" | el nimero de 1’s y de 0’s es impar}.

Tenemos los siguientes estados:

LEy;: Tenemos un error en 0 y 1, ya que el nimero de 0’s y de 1’s es par.

Ey: Tenemos un error en 0, ya que el nimero de 0’s es par. El nimero de 1’s
es impar.

Ey: Tenemos un error en 1, ya que el nimero de 1’s es par. El nimero de 0’s
es impar.

= X: No tenemos errores. El niimero de 0’s y de 1’s es impar.
La gramdtica obtenida es G = ({ Eo1, Fo, F1, X},{0,1}, P, Ey1), donde P es:

Eo1 — 0F; | 1Ey,
Eo — 0X | 1Eq,
E, — 0Ey | 1X,
X = 0E, | 1E; | ¢

Ejercicio 1.2.16. Encuentra una expresion regular que represente el siguiente len-
guaje:

Ly ={0"1" | n > 1,m > 0,n multiplo de 3 y m es par}.
La expresién regular es:
(000)*(11)*
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Figura 1.23: Autéomata Finito Determinista del Ejercicio 1.2.18.

Ejercicio 1.2.17. Disena un autémata finito determinista que reconozca el siguiente
lenguaje:

Ly = {u € {0,1}" | el niimero de 1’s no es miltiplo de 3 y el nimero de 0’s es par}.

Sean ng el nimero de 0’s y n; el nimero de 1’s.
Tenemos la siguiente disposicion de estados:

= Los estados de arriba representan ng mod 2 = 0.

Los estados de abajo representan ng mod 2 = 1.

Los estados de la primera columna representan n; mod 3 = 0.

Los estados de la segunda columna representan ny mod 3 = 1.

Los estados de la tercera columna representan n,; mod 3 = 2.

El estado g;; representa ng mod 2 =14 y n; mod 3 = j.
El automata obtenido es el de la Figura 1.22.

Ejercicio 1.2.18. Dar una expresion regular para el lenguaje aceptado por el
automata de la Figura 1.23.
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Establecemos una ecuacién por cada uno de los estados. El sistema inicial es:

qo = € + aq: + bqy,
@1 = aq; + bga,
¢2 = € +aqo + bq.

Buscamos obtener la expresion regular asociada a ¢q:

¢ = aqi + b+ bagy + bbg, =

=bago + b+ (a+bb)¢ ©

“ (a + bb)*(bago + b)

donde en (*) hemos aplicado el Lema de Arden. Sustituyendo en la ecuacién de go
obtenemos:

po=c+(a+bg =
=&+ (a+ b)(a+ bb)*(bagy + b) =
— = (a B)(a+ D)+ (a + b)(a+ bb)*bagy
© ((a+b)(a+ bb)*ba)(c + (a + b)(a + bb)"b)

donde, de nuevo, en () hemos aplicado el Lema de Arden. Por tanto, la expresién
regular asociada al autéomata es:

((a+ b)(a+ bb)*ba)*(e + (a+ b)(a + bb)*b).
Ejercicio 1.2.19. Dado el lenguaje
L ={ull0 | u e {1,0}"},

encontrar la expresion regular, la gramatica lineal por la derecha, la gramatica lineal
por la izquierda y el AFD asociado.
La expresién regular es:

(0 + 1)*110.
La gramadtica lineal por la derecha es G = ({S, A}, {0,1}, P, S), donde P es:

S 05|15 | A
A = 110.

La gramadtica lineal por la izquierda es G = ({5, A}, {0, 1}, P’, S), donde P’ es:

S — X110
X = X0| X1 |e.

El AFD asociado es el de la Figura 1.24. Sus estados son:

= ¢o: No estoy en la cadena 110 final.
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Figura 1.24: Autémata Finito Determinista del Ejercicio 1.2.19.

» ¢1: He leido un 1 de la cadena final.
» ¢o: He leido un 11 de la cadena final.

= g3: He leido un 110 de la cadena final.

Ejercicio 1.2.20. Dado un AFD, determinar el proceso que habria que seguir para
construir una gramatica lineal por la izquierda capaz de generar el Lenguaje acep-
tado por dicho autéomata.

Sea M = (Q,A,d,q0, F) un AFD. Como @ es finito, podemos enumerar los
estados como @ = {q1, ¢2, . . ., ¢, }. La Gramética Lineal por la Izquierda asociada es
G = (QU{S}, A, P,S), donde hemos supuesto S ¢ ) debido a nuestra enumeracién
de los estados. Las reglas de produccion son:

P=< ¢ — gja Vagi,q; € Q,a € A|d(q;,a) = g
go — E.

Notemos que lo que hacemos es invertir el autémata, obtener la gramatica lineal por
la derecha, y después invertir las reglas de produccién de esta ultima.

Ejercicio 1.2.21. Construir un autémata finito determinista que acepte el lenguaje

de todas las palabras sobre el alfabeto {0,1} que no contengan la subcadena 001.
Construir una gramatica regular por la izquierda a partir de dicho autémata.

Los estados son los siguientes:

= ¢o: No se ha empezado la subcadena 001

= ¢1: Se ha leido un 0 de la subcadena 001.

» ¢o: Se ha leido un 00 de la subcadena 001.

= F: Se ha leido la subcadena 001, por lo que es el estado de error.

El autémata obtenido es el de la Figura 1.25.
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1 0 0,1
1

Figura 1.25: Automata Finito Determinista del Ejercicio 1.2.21.

Respecto a la gramaética regular por la izquierda, usando el algoritmo descrito
en el apartado anterior, tenemos que la gramatica es G = (Q U {S},{0,1}, P, 5),
donde P es:

S = ql|ale,

Qo — ql|qlle
P=< g — q0,

¢ — ¢10] g0,

E — EO|El|gl,

Ejercicio 1.2.22. Sea B,, = {a* | k es miiltiplo de n}. Demostrar que B, es regular
para todo n.

Fijado n € N, la expresiéon regular correspondiente es:

n veces

(a7 a) = (a")

Equivalentemente, usando la notacion de las expresiones regulares de UNIX, la
expresiéon regular seria:
(a{n})”

Ejercicio 1.2.23. Sea A un alfabeto. Decimos que u € A* es un prefijo de v € A*
si existe w € A* tal que uw = v. Decimos que u es un prefijo propio de v si ademas
u # vy u # €. Demostrar que si L es regular, también lo son los lenguajes siguientes:

1. NOPREFIJO(L) = {u € L | ningin prefijo propio de u pertenece a L},

Como L es regular, existe un AFD M = (Q, A, 6, q, F) tal que L = L(M).
Construimos un AFD M’ = (Q U{E}, A,d,qo, F), donde E es un estado de
error (E ¢ Q) y ¢ es:

&'(g,a) = d(q,a) VgeQ\FaeA
8 (q,a) = FE Vge F,ace A
§'(E,a) = E Vae A

Demostramos mediante doble inclusién que NOPREFIJO(L) = L(M').

C) Sea u € NOPREFIJO(L). Entonces, por definiciéon de NOPREFIJO(L),

u € L. Por tanto, 3¢ € F' tal que 0*(qo, u) = ¢. Para ver que u € L(M'),
basta ver que (0')*(qo,u) € F.
Como u no tiene prefijos propios en L, entonces 0*(qo, u’) ¢ F para todo
prefijo propio v’ de u; es decir, en los pasos de calculo desde gy hasta
0*(go,u) no se pasa por ningin estado final. Por tanto, como en esos
casos ¢’ = ¢, entonces 0*(qy,u) = q € F, por lo que u € L(M').
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D) Sea u € L(M'). En primer lugar, tenemos que (8')*(qo,u) € F. Veamos
ahora que los pasos de calculo desde go hasta (0")*(go, u) leyendo u no son
ninguno finales.

Si alguno de ellos fuese final (si u tuviese algtin prefijo propio v € L), en-
tonces desde €l pasariamos a F, y de este estado no final no saldriamos, lle-
gando a contradiccion. Por tanto, u no tiene prefijos propios pertenecien-

tes a L. Ademads, como en estos casos ¢’ = 0, tenemos que §*(qo, u) € F,
luego u € L. De esta forma, u € NOPREFILJO(L).

2. NOEXTENSION(L) = {u € L | u no es un prefijo propio de ninguna palabra de L}.

Como L es regular, existe un AFD M = (Q, A, d,q, F) tal que L = L(M).
Construimos un AFD M’ = (Q, A, §, qo, F”), donde:

F'={qe F|§(qu) ¢ F,Yuc A"}
Demostramos mediante doble inclusién que NOEXTENSION(L) = L(M').

C) Seau € NOEXTENSION(L). Entonces, por definicion de NOEXTENSION(L),

u € L. Por tanto, 3¢ € F tal que 6*(qo, u) = ¢. Para ver que v € L(M'),
basta ver que q € F".
Supongamos por reduccién al absurdo ¢ ¢ F”. Entonces, Jv € A* tal que
6*(q,v) € F. Pero entonces, 0*(qo, uv) = 6*(0*(qo, u),v) = 6*(q,v) € F,
por lo que uv € L y, por tanto, u es prefijo propio de uv, lo cual es una
contradiccién. Por tanto, ¢ € F' y, por tanto, u € L(M').

D) Sea u € L(M'). En primer lugar, tenemos que 0*(qp,u) = q € F' C F,
luego u € L. Veamos ahora que u no es prefijo propio de ninguna palabra
de L.

Supongamos por reducciéon al absurdo que u es prefijo propio de algu-
na palabra de L. Entonces, v € A* \ {e} tal que uv € L. Por tanto,
0*(qo, uv) € F. Pero entonces, 6*(qo, uv) = 6*(0*(qo, u),v) = 6*(q,v) € F.
No obstante, hemos demostrado entonces que ¢ ¢ F’; lo cual es una con-

tradiccion. Por tanto, u no es prefijo propio de ninguna palabra de L vy,
por tanto, u € NOEXTENSION(L).

Ejercicio 1.2.24. Si L C A*, define la relacion = en A* como sigue: si u,v € A*,
entonces u = v si y solo si para toda z € A*, tenemos que (uz € L < vz € L).

1. Demostrar que = es una relacién de equivalencia.

Veamos las tres propiedades de las relaciones de equivalencia:

= Reflexiva: Sea u € A*. Entonces, para todo z € A*, tenemos trivialmente
que (uz € L < uz € L). Por tanto, u = u.

= Simétrica: Sean u,v € A* tales que u = v. Entonces, para todo z € A*,
tenemos que (uz € L < vz € L). Por tanto, para todo z € A*, tenemos
que (vz € L & uz € L), lo cual implica que v = u.

» Transitiva: Sean u,v,w € A* tales que u = v y v = w. Entonces, para
todo z € A*, tenemos que (uz € L < vz € L)y (vz € L & wz € L).
Por tanto, para todo z € A*, tenemos que (uz € L < wz € L), lo cual
implica que u = w.
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Tenemos por tanto que = es una relacién de equivalencia.

2. Calcular las clases de equivalencia de L = {a’b" | i > 0}.

En este caso, A = {a,b}. La primera clase de equivalencia que encontramos
es las palabras que, le anadamos al final lo que le anadamos, no pertenecen al
lenguaje. Es decir:

[u € A" | en u hay una a después de una b V u=a't’, j>i

Por comodidad, ya que b ¢ L, considerando este representante de clase de
equivalencia, notaremos a esta clase de equivalencia con [b]. Ademds, para
cada k € NU {0}, tenemos:

lax] = {a"V" | j € NU{0}}

Veamos en primer lugar que no hay maés clases de equivalencia. Dado u € A*,
si u tiene una a después de una b, entonces u € [b]. En caso contrario, tenemos
u=a't! coni,j e NU{0}.

= Si j > i, entonces u € [b].

» Sij <4, entonces u € [a;_;].

Por tanto, tenemos que no hay mas clases de equivalencia. Veamos ahora que
estas clases de equivalencia son disjuntas.

» Sea u € [b]. Siu tiene una a después de una b, entonces de forma directa
Pk € NU {0} tal que u € [az], ya que las palabras de estas clase de
equivalencia son casos particulares de a*b*. Por otro lado, si u = a’¥’ con
j > i, entonces para que sea de la forma a*T71’ es necesario que k+j = 1,
por lo que k =i — j < 0, luego Pk € NU {0} tal que u € [ay].

En conclusién, vemos que [b] N [ax] = 0 para todo k € NU {0}.

» Sean kq, ko € NU{0} tales que k1 # k. Supongamos que [ay, | N [ax,] # 0.
Entonces, Ju € A* tal que u € [ag,] N [ax,]. Por tanto, tenemos que
u = aMTpt = gk2 22 con 4y, 5o € NU{0}. Igualando las potencias de
a y b, tenemos que k1 +7; = ko+j2 y J1 = J2. Por tanto, k; = ko, lo cual es
una contradiccién. Por tanto, [ax,] N [ax,] = 0 para todo ki, ks € NU {0}
tales que ky # ks.

Por tanto, vemos que las clases de equivalencia de L son [b] y [ax] para todo
k € NU{0}. Notemos que:

= [b] es la clase de equivalencia de las palabras que, le anadamos al final lo
que le anadamos, no pertenecen al lenguaje. Para cualquier par u, v € [b],
tenemos que, para todo z € A*, uz € L < vz € L es cierto por vacuidad,
puesto que en ambos casos uz, vz ¢ L.

= [ap] es la clase de equivalencia de las palabras que pertenecen al lenguaje.
Para cualquier par u,v € [ag], tenemos que, para todo z € A*, uz € L &
vz € L es cierto. Tomando z = ¢, tenemos que u = uz,v = vz € L;
mientras que si z # €, entonces uz,vz ¢ L.
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» [a;] para k # 0 es la clase de equivalencia de las palabras que tan solo
pertenecen al lenguaje al concatenarles b*. Para cualquier par u,v € [ay],
tenemos que, para todo z € A* uz € L < vz € L es cierto. Tomando
z = bF, tenemos que ub®,vb* € L; mientras que si z # b*, entonces
uz,vz ¢ L.

3. Calcular las clases de equivalencia de L = {a’t’ | i,j > 0}.

La primera clase de equivalencia que encontramos es las palabras que, le anada-
mos al final lo que le anadamos, no pertenecen al lenguaje. Es decir:

[u € A* | en u hay una a después de una b

Por comodidad, ya que ba ¢ L, considerando este representante de clase de
equivalencia, notaremos a esta clase de equivalencia con [ba]. Ademas, tenemos
dos clases de equivalencia mas:

[a] = {a’ | i e NU{0}}

[ab] = {a'’ | i e NU{0},j € N}

Veamos en primer lugar que no hay maés clases de equivalencia. Dado u € A*,
si u tiene una a después de una b, entonces u € [ba|. En caso contrario, tenemos
u=a't’ coni,je NU{O}.

» Si j =0, entonces u € [a].

= Sij >0, entonces u € [ab].

Por tanto, tenemos que no hay mas clases de equivalencia. Veamos ahora que
estas clases de equivalencia son disjuntas.

» Sea u € [ba]. Como u tiene una a después de una b, entonces de forma
directa tenemos que u ¢ |[al, [ab]. En conclusién, vemos que [ba] N [a] =
[ba] N [ab] = 0.

» Sea u € [ab]. Como u = a't’ con i,j € NU{0} con j # 0, entonces u ¢ [a].
Por tanto, vemos que [ab] N [a] = 0.

Por tanto, vemos que las clases de equivalencia de L son [ba|, [a] y [ab]; y estas
son disjuntas.

. Demostrar que L es aceptado por un autéomata finito determinista si y solo si
el nimero de clases de equivalencia es finito.

Demostramos mediante doble inclusion.

—>) Supongamos que L es aceptado por un autémata finito determinista.
Sea M = (Q,A,d,q, F) su AFD minimal que acepta L. Supongamos
u,v € A* tales que u = v. Sean:

qu = 5*((]07u> € F7
qv := 0"(qo,v) € F.

Veamos ahora que q,, ¢, son indistingibles, es decir, ¢, = q,.
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» Para todo z € A*, como u = v, se tiene que:
uz € L & vz e L.

Equivalentemente, tenemos que:
(6" (qo, u),2) € F < §*(6"(qo,v),2) € F
Es decir:
0 (qu,2) € F <= 6"(qu,2) € I

Por tanto, ¢, v ¢, son indistinguibles; y como el autémata es minimal,

qu = Qo-
Por tanto, hemos demostrado que si u = v, entonces §*(qo, u) = §*(qo, v),
por lo que el numero de clases de equivalencia es menor o igual que

el nimero de estados de ). Como () es finito, el nimero de clases de
equivalencia también lo es finito.

<) Supongamos que el nimero de clases de equivalencia es finito. Sea el
autémata M = (Q, A, d, qo, F'), donde:

= () es el conjunto de clases de equivalencia de L,

= qo = [¢],

» §([u],a) = [ua]. Veamos que esta bien definida.
Sea u,v € A* tales que u = v, y veamos que, para todo a € A,
ua = va. Como u = v, para todo z € A*, tenemos que:

uz € L s vz e L.
Por tanto, tomando z = az’, con 2z’ € L, tenemos que:
waz € L & vaz € L.

Es decir, ua = va. Por tanto, § estd bien definida.

» F={[ule@|ueL}
Para ver que I esta bien definida, veamos que, si u = v, entonces
u € L <= v € L. Esto es directo tomando z = ¢.

Veamos ahora que L = L(M).
ueL(M) <= (q,u) € F<=§(e]u) € F<=[eu| € F < [u] € F <=

<——u€l

5. (Qué relacion existe entre el nimero de clases de equivalencia y el autémata
finito minimal que acepta L7

Veamos que el autémata descrito en el apartado anterior es minimal. En primer
lugar, hemos de demostrar que no tiene estados inaccesibles.

= Sea ¢ € () una clase de equivalencia de L. Tomando un representante
u € ¢, tenemos que 0*(qp, u) = q. Por tanto, g es accesible.

Veamos ahora que no tiene estados indistingibles.
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= Sean ¢, ¢ € ) clases de equivalencia distintas de L. Tomando represen-
tantes u; € g1, u2 € @2, tenemos que:
6" (g0, w1) = [w] = a1,
6" (qo, uz) = [uz] = qo.
Entonces, como son clases de equivalencia distintas, u; # wus, lo cual

implica que 3z € A* tal que uyz € L y ugz ¢ L o viceversa. Supongamos
sin pérdida de generalidad el primer caso, luego:

Jdze A" |uyze€ L N wz ¢ L 0"(q,umz) €F N 0°(qo,u2z2) ¢ F
Por tanto, ¢; y ¢2 no son indistinguibles.

Por tanto, hemos visto que todos los estados de () son accesibles y no son
indistinguibles, por lo que el automata M del ejercicio anterior es minimal.
Por tanto, la relacion es que el nimero de clases de equivalencia es igual al
nimero de estados del autémata finito minimal que acepta L.

Ejercicio 1.2.25. Dada una palabra u = a; - - - a,, € A*, se llama Per(u) al conjunto

{as(1), -, o) | 0 es una permutacion de {1,...,n}}.
Dado un lenguaje L, se llama Per(L) = [J Per(u). Dar expresiones regulares y
uelL

autématas minimales para Per(L) en los siguientes casos:
1. L =(00+1)",
Tenemos que:

Per(L) = {u € A" | no(u) es par}
Su autémata finito minimal es:

1 1

Este es de forma directa minimal, puesto que sus dos estados son distinguibles
al ser uno final y el otro no. Para obtener la expresién regular, resolvemos el
sistema de ecuaciones:

g = 1g0+0q1 +¢

¢1 = 1g1 + 0go

De la segunda ecuacién, obtenemos ¢; = 1*0qq. Sustituyendo en la primera,
obtenemos:

qo = 1go +0(1"0qo) + ¢
qo = 1qo + 01"0qp + ¢
g = (14+01"0)qp + ¢
g0 = (14 0170)"
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De forma directa, podriamos haber obtenido la siguiente expresiéon regular:
1*(01*01%)*

2. L=(0+1)%0,

Tenemos que Per(L) = {u € A* | ng(u) > 0}. Su autémata finito minimal es:

1 0,1

OO
—

Este es de forma directa minimal, puesto que sus dos estados son distinguibles
al ser uno final y el otro no. Para obtener la expresion regular, resolvemos el
sistema de ecuaciones:

qo = 1qo + O0qq
a=0+1)q +e¢

Tenemos por tanto que ¢; = (0 4 1)*, y sustituyendo en la primera ecuacion,

obtenemos:
qo=1go +0(0+1)" =1"0(0+ 1)
3. L = (01)".
Tenemos que Per(L) = {u € A* | no(u) = ni(u)}. En este caso, veamos

que el lenguaje no es regular usando el Lema de Bombeo. Para todo n € N,
consideramos la palabra z = 0"1", que cumple |z| > n. Si consideramos una
descomposicién z = uvw con |uv| < ny |v| = 1, tenemos que:

u:Ok, v:Ol, w:O”’k’lln, conk+Il<n,l>1

Entonces, tomando i = 2, tenemos que uv?w = 0"*'1" ¢ L. Por tanto, L no
es regular.

. Es posible que, siendo L regular, Per(L) no lo sea?

Como hemos visto en el apartado anterior, el lenguaje L = (01)* es regular, pero
su permutacién no lo es. Por tanto, es posible que, siendo L regular, Per(L) no lo
sea.

1.2.1. Preguntas Tipo Test

Se pide discutir la veracidad o falsedad de las siguientes cuestiones.

* L%

1. Sir y s son expresiones regulares, siempre se verifica que (rs)* = r*s*.

Falso, si r =0y s = 1, tenemos que:
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= La expresién regular (01)* est4 asociada al lenguaje L, = {(01)" | i € N}.

» La expresion regular 0*1* estd asociada al lenguaje Lo = {017 | 4,5 € N}.
Y los lenguajes no son iguales, ya que 011 € Ly \ L;.

2. Siry s son expresiones regulares, siempre se verifica que (r + s)" = r* + s*.

Falso, sir =07y s =1, tenemos que:

» La expresién regular (04 1)* estd asociada al lenguaje Ly = {0,1}".

» La expresién regular 0* + 1* estd asociada al lenguaje Ly = {0} U {1}".

Y como 010 € L; \ Lo, no son iguales.
3. Sir; y ro son expresiones regulares tales que su lenguaje asociado contiene la
palabra vacfa, entonces (ri73)" = (ror1)”
Verdadero, sean R; y Ry los lenguajes asociados a r; y a ry respectivamente,
tratamos de comprobar si
(R1Rp)" = (Re 1)

con la condicién de que € € Ry N Rs.

» Sea u € (R1Ry)", entonces u serd de la forma

U = VIWVaWy . . . VW, v; € R, w; € Ry Vie{l,...,n}
y podemos reescribir « como:
U = EVIW VW3 . . . Vywpe € (RaRy)”

» De forma andloga, si u € (RyR;)", podemos llegar a que u € (R R)".

ES

4. Sir vy s son ex i | i ifi +e) =
) y presiones regulares, siempre se verifica que (r +¢)" = r*.

Verdadero, sea R el lenguaje asociado a r, tenemos que

(RU{e})" = R

con lo que (r+¢)" = r*.

5. Siry s son expresiones regulares, siempre se verifica que r(r + s)* = (r + s)r.

Falso, sean r =0y s = 1, tenemos que:

» 0(0+1)" es la expresion regular asociada al lenguaje

Ly ={0u|ue{0,1}}.

= (0+1)"0 es la expresion regular asociada al lenguaje

Ly ={u0]ue{0,1}}.
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Como 0111 € Ly \ Lo, los lenguajes no son iguales.

6. Si r; y ro son expresiones regulares, entonces ;75 C (r179)", en el sentido de
que los lenguajes asociados estan incluidos.

Falso, si r; = 1y rp = 0, estarfamos afirmando que 1*0* C (10)", lo cual es
falso, ya que 110 es una palabra del lenguaje asociado a la primera expresion
regular pero no al lenguaje asociado a la segunda.

7. Siry, mo y T3 son expresiones regulares, entonces (r; + rg)*rg =rirs +ryrs.

Falso, si 1 = a, ro = by r3 = ¢, estarifamos afirmando que
(a+b)'c=a"c+bc

Pero abc es una palabra del lenguaje asociado a la primera expresion regular
que no es del lenguaje asociado a la segunda expresion.

8. Siry y ry son expresiones regulares entonces: (rir3)" = (11 + ro)".

Verdadero, sean R, y Ry los lenguajes asociados a r; y a ro respectivamente,

tratamos de ver que
(RiR3)" = (R U Ry)"

Lo cual puede demostrarse que es cierto.

9. Siry y ry son expresiones regulares, entonces (r179)" = (ry +1732)".

Falso, ya que si r; = 0 y 5 = 1, estariamos afirmando que
(01)" = (0+1)°

Pero 0 es una palabra del lenguaje asociado a la segunda expresién regular y
no del lenguaje asociado a la primera.

*

10. Si r es una expresién regular, entonces r*r* = r*.

Verdadero, si R es el lenguaje asociado, tenemos que ver que R*R* = R*:
= Sea u € R*R*, entonces u es de la forma:

*

U= V1Vs ... VpUni1Vps2 - - - Uy V1V . . . Upy Uni1Upao, - - - Uy € R

por lo que v; € R Vi € {1,...,m} con lo que u € R*.
Si por contrario u = €, entonces u € R*.
= Sea u € R*, entonces u sera de la forma:

U= ViVy. ..U, v, €ER Vie{l,...,n} n>1

por lo que podemos tomar w = vy ...v, € R* y v; € R C R*, llegando a
que
U= nw v, w € R = ue R'R"
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

e En el caso en el que u € R C R*, entonces u = cu con € € R*.
e Ademads, si u = ¢, entonces u = €€ con € € R*.

Si 7 es una expresiéon regular, entonces () = r + ().

Falso, sea R el lenguaje asociado a r, estarifamos afirmando que
)=R)=RUD=R
lo cual no es cierto, a no ser que r = ().

Si r es una expresién regular, entonces se verifica que r*e = rte.

Verdadero, sea R el lenguaje asociado a r, entonces:
R*U{e} =R = R " U{e}

Si r1 y 7o son expresiones regulares, entonces siempre r(ror1)” = (r179) 1.

Verdadero, sean R; y Ry los lenguajes asociados a r; y a ry respectivamente,
entonces, tratamos de probar que

Ri(RyRy)" = (R1Ry)" Ry
» Sea u € Ri(RyR;)", entonces u es de la forma
U = VoW1V Wals . . . WpUp, v, €E R w; € Ry
con lo que podemos tomar:
U = VoW v Wavy . .. wy, € (R1Ry)”

y tenemos que u = vv, € (R1Ry)" Ry.

» Puede probarse de forma andloga que si u € (R;Ry)" Ry, entonces u €

Ri(RaRy)".

Siry y rg son expresiones regulares, siempre se verifica que r1(rery)” = (r17r2) 1.

Verdadero, la pregunta es idéntica a la Pregunta 13.

. . *
Si r y s son expresiones regulares, entonces (r*s*)" = (r + ).

Verdadero, la pregunta es idéntica a la Pregunta 8.

Si r es una expresién regular, entonces (rr)* C r*.

Verdadero, sea R el lenguaje asociado a r, tratamos de ver que
(RR)" C "
Sea u € (RR)", entonces u es de la forma
U= VU0V, . vpul v vl € ROYie{l,... n}

por lo que u € R*.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Si 1y ro son expresiones regulares, tales que su lenguaje asociado contiene la
’ * *
palabra vacia, entonces (ri79)" = (11 + 72)".

Verdadero, puede probarse de forma similar a como lo hicimos en la pregunta 8.

Si r1, re, T3 son expresiones regulares, entonces ry(ry + r3) = riry + rir;.

Falso, podemos dar un contraejemplo de forma similar a como lo hicimos en
la pregunta 7.

La demostracion de que la clase de lenguajes aceptados por los autématas no
deterministas es la misma que la aceptada por los automatas determistas, se
basa en dado un autémata no determinista construir uno determinista que,
ante una palabra de entrada, explore todas las posibles opciones que puede
seguir el no determinista.

Verdadero, asi se comprueba que todo lenguaje aceptado por un autémata no
determinista puede ser aceptado por uno determinista. No hace falta demos-
trarlo en la otra direccién, ya que un autémata determinista es a su vez no
determinista.

Un autémata finito puede ser determinista y no-determinista a la vez.

Verdadero, ya que todos los autématas deterministas son a su vez no determi-
nistas.

Para transformar un autémata que acepta el lenguaje L en uno que acepte L*,
basta unir los estados finales con el inicial mediante transiciones nulas.

Falso, tenemos que hacer que el estado inicial sean también final, para que la
palabra ¢ sea aceptada por el autémata, en caso de que ¢ ¢ L.

Para pasar de un autémata que acepte el lenguaje asociado a r a uno que acepte
r* basta con unir con transiciones nulas sus estados finales con el estado inicial.

Falso, es la misma pregunta que la 21.

Existe un lenguaje reconocido por un AFD y no generado por una gramatica
independiente del contexto.

Falso, si un lenguaje es reconocido por un AFD, hemos visto en teoria que hay
una gramatica de tipo 3 que genera dicho lenguaje y como las gramaéticas tipo
3 son a su vez independientes del contexto, el enunciado es falso.

Existen lenguajes aceptados por AFD que no pueden ser aceptados por AF no
deterministicos.
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25.

26.

27.

28.

Falso, el conjunto de lenguajes aceptados por un AFD coincide con el conjunto
de lenguajes aceptados por AF no deterministicos, tal y como se ha visto en
teoria.

La clausura de un lenguaje aceptado por un AFD puede ser representado con
una expresion regular.

Verdadero, sea L un lenguaje aceptado por un AFD, conocemos por teoria
que podemos encontrar una expresion regular r asociada a dicho lenguaje. Si
ahora consideramos r*, esta expresion regular estara asociada al lenguaje L*.

Un lenguaje representado por una expresién regular siempre puede ser reco-
nocido por un AF no determinista.

Verdadero, hemos visto en teoria que el conjunto de lenguajes representados
por expresiones regulares coincide con el conjunto de lenguajes reconocidos
por cualquier tipo de AF.

Todo lenguaje regular puede ser generado por una gramatica libre de contexto.

Verdadero, ya que todo lenguaje regular puede ser generado por una gramatica
lineal por la derecha, que a su vez es independiente del contexto.

Un lenguaje con un numero finito de palabras siempre puede ser reconocido
por un AF no determinista.

Verdadero, sea L = {uy,us, ..., u,} un lenguaje finito de n palabras, entonces
podemos considerar el autémata formado por un estado inicial ¢y y para cada
palabra u; con i € {1,...,n} de longitud k = |u,|, anadimos k nuevos estados
a los que llamaremos por ejemplo ¢;; con j € {1,...,k}. De esta forma, si

Ui = Q159 . . . Qi CLijGA VJG{l,,k}
Entonces, anadimos las transiciones §(g;;—1, a;) = ¢;;, entendiendo que g;o = qo

para cualquier ¢ € {1,...,n} y consideraremos que g;; es un estado final.

De manera mas formal, dado un lenguaje finito L = {uy,us,...,u,} sobre
un alfabeto A, construimos el autémata M = (Q, A, 0, qo, F') formado por los
conjuntos:

Q = {qU} U {ql]z (AS {17 s >n}7ji € {17 ) ‘ul‘}}
F=A{q, | ji = lwil}

donde la funcién de transicién o viene dada por:

_JAa} st a=an
5<q07a>_{ @ Si a#ail VZG{l,,n}

_ S g} sioa=ay,
‘5%’@)—{ 0 si oaay Vie{l,....n}gef{l...|ul}
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29.

30.

31.

32.

33.

Es decir, para cada palabra creamos un camino desde el estado inicial a un
estado final que se recorra leyendo dicha palabra.

Alternativamente, podriamos haber dicho que si L = {uj,ug,...,u,} es un
lenguaje finito, entonces podemos considerar la gramatica G = ({S}, A, P, S)
donde P es el conjunto:

P={S —u,S—uy...,5 = u,}

Y argumentar que dicha gramatica puede pasarse a un AF no determinista
por la teoria vista en el Tema 2.

Todo autémata finito determinista de n estados, cuyo alfabeto A contiene m

simbolos debe tener m - n transiciones.

Verdadero, todo estado de un autémata finito determinista debe tener tantas
transiciones como simbolos tenga su alfabeto A de entrada, en este caso, m.
Como en este caso el autémata finito determinista tiene n estados, entonces el
nimero de transiciones del autémata es:

n
E m=n-m
=1

Para que un autéomata con pila sea determinista es necesario que no tenga
transiciones nulas.

No hemos visto autéomatas con pila todavia, esta pregunta no es parte del

Tema 2.

Si r1 y 72 son expresiones regulares, entonces siempre se tiene que (11 + )" =
* * %

(rire)"ry.

Verdadero, puede razonarse buscando la igualdad entre los lenguajes que re-

presentan ambas expresiones.

Si un lenguaje es infinito no se puede encontrar una expresion regular que lo

represente.

Falso, el lenguaje L = {1" | n € N} es infinito por ser N infinito y puede
representarse por la expresion regular 1*.

Si r1 y 79 son expresiones regulares, entonces se verifica que (r + <€)+r§r =

+
ri(ry+¢)".
Falso, si fuera cierto, entonces:
* 4+ +o+ o+ + A
rirg =(ri14¢e)ryg =1 (ro+e)” =1

para cualesquiera r; y ry expresiones regulares.
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34.

Sin embargo, si tomamos 7, = 0 y 7o = 1, 1 es una palabra del lenguaje
asociado a la expresién regular 0*17 pero no lo es del lenguaje asociado a la
expresion regular 071*, al no contener ningin “0”.

El conjunto de palabras sobre el alfabeto {0, 1} tales que eliminando los tres
ultimos simbolos, en la palabra resultante no aparece el patrén 0011 es un
lenguaje regular.

Verdadero, ya que podemos dar un AFD que reconozca dicho lenguaje:

35.

Figura 1.26: Autémata Finito Determinista para la pregunta 34.

El lenguaje formado por las cadenas sobre {0, 1} que tienen un niimero impar
de 0 y un ntmero par de 1 no es regular.

Falso, ya que podemos dar una gramatica G = ({4, B,C,D},{0,1}, P, A)
lineal por la derecha que genere dicho lenguaje. Si entendemos los estados
{A, B,C, D} como:

= A quiere decir que la palabra generada hasta el momento contiene un
nimero par de Os y de 1s.

= B quiere decir que la palabra generada hasta el momento contiene un
numero impar de Os y par de 1s.

» (' quiere decir que la palabra generada hasta el momento contiene un
nimero par de Os e impar de 1s.

= D quiere decir que la palabra generada hasta el momento contiene un
numero impar de Os y de 1s.

Entonces, podemos dar las siguientes reglas de produccién, que son las tinicas
reglas de produccién que contiene P:

A—0B|1C
B—¢|0A|1D
C —1A|0D
D — 1B | 0C
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Notemos que la variable inicial es A ya que € contiene un nimero par de Os y
de 1s.

36. Si L es un lenguaje regular con expresién regular asociada r, entonces L™! es

regular con expresién regular 1.

Cierto. El primer resultado ya se ha visto que es cierto, ya que invirtiendo el
autémata para L obtenemos un autémata para L~!, siendo este tltimo por
tanto regular. Para la expresion regular, veamoslo en primer lugar para las
operaciones basicas. Sean L1, Ly dos lenguajes regulares. Entonces:

(LiUL) ' ={wedA |v'leLLhUuLy={we A |w'teLL}U{wec A |w'el}=
=L7'uLy?
(Lle)il = {w S A" | wil S L1L2} = {w S A* | U)il = W1Wy, W1 € Ll,U}Q < L2} =

:{wglwf1|w1 € Li,wo ELQ}:{wal\wfl ELfl,wz_l €L2_1}:

=Ly'Lt
(L)~ = (U Li) = =Uury = @y

donde para demostrar el tercer resultado se han usado los dos anteriores.

Por tanto, como estas tres son las operaciones basicas para las expresiones
regulares, se tiene que el resultado es cierto.
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1.3. Propiedades de los Lenguajes Regulares

Ejercicio 1.3.1. Determinar si los siguientes lenguajes son regulares o libres de
contexto. Justificar las respuestas.

1. Ly = {0 | i =2j 6 2i = j}
Para todo n € N, consideramos la palabra z = 0?"b" € L; con |z| = 3n > n.

Toda descomposicién z = wvw, con u,v,w € {0,b}*, |[uv| < ny |v] > 1 debe
cumplir que:

u=0" v=0" w=0""F" conl,ke NU{0}, I >1, k+1<n

Para i = 2, tenemos que uviw = QF+2+2n=k=lpn — (2ntlyn ¢ [, va que, como
[ >1:
2n+1#2n y 22n+1)#n

Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, no es regular. Veamos ahora
que si es libre de contexto. Consideramos la gramatica G = ({5, S1, S2},{0,b}, P, S)
con P definido por:

S—>51 ‘ SQ
Sl —>0()Slb|€
SQ%OSbe‘E

Tenemos que G es una gramatica libre de contexto tal que £L(G) = Ly, por lo
que L es libre de contexto.

2. Ly ={uu' |u e {0,1}",|ul < 1000}

Consideramos el lenguaje auxiliar:

Ly = {ue {0,1}* | |ul < 21000}

Veamos que Lj es finito. Como el nimero de combinaciones de n elementos
de {0,1} es 2", entonces el nimero de palabras de longitud menor o igual a

2-1000 es:
2:1000

Ly = > 2 <o
1=0

Por tanto, como Ly C Lf finito, tenemos que Ly es finito y por tanto regular.

3. Ly = {uu' | u € {0,1}",|u| = 1000}

Sabemos que el siguiente lenguaje es independiente del contexto:

Ly ={uu™" [ ue{0,1}7}

Ademas, tenemos que L; = Ly U L3. Supongamos que L es regular. Entonces,
como Ly es regular, tendriamos que L} es regular, lo cual es una contradiccion.
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Por tanto, L3 no es regular. Para ver que es libre de contexto, consideramos
la gramatica G = (V,{0,1}, P, .S) con:

V={S}U{A;|ie{1,...,1000}}

Tenemos que P esta definido por:

S — 01410 ’ 1A11,
A= 04010 | 1A4is, i €{1,...,999),
Aio00 = 0A10000 | 1A1g001 | €

Notemos que, en A;, ya hemos leido i caracteres de u (la palabra que forma
la mitad del palindromo). Una vez hemos llegado a Ajggg, hemos leido 1000
caracteres de u. Por tanto, podemos anadir los que queramos sin restriccion,
y podemos también terminar. Como L3z = L£(G), tenemos que L3 es indepen-
diente del contexto.

4. Ly ={0192k | i=356j =k}
Para todo n € N, consideramos la palabra z = 0"1"2?" € L4 con |z| = 3n > n.

Toda descomposicién z = uvw, con u,v,w € {0,1,2}* |[uv] < ny |v] = 1 debe
cumplir que:

u=0" v=0" w=0Flne? conl,ke NU{0}, I>1, k+I<n

Para i = 2, tenemos que uviw = QFF2In=k=lngn — gn+iing2n ¢ [, va que,
como [ > 1:
n+l#n y n#2n

Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, no es regular. Veamos ahora
que si es libre de contexto. Consideramos la gramatica G = (V, {0, 1,2}, P, S)
donde V' = {S, 51, S2, Ao, Ao} y P esté definido por:

S — S145 | ApSa

S1— 051 | e

Ay — 245 | €

Sy — 1552 | €

Ag — 04 | €

Tenemos que G es una gramatica libre de contexto tal que £L(G) = Ly, por lo
que L4 es libre de contexto.

Ejercicio 1.3.2. Determinar qué lenguajes son regulares o libres de contexto de los
siguientes:

1. {uOu™t | u e {0,1}"}

Para todo n € N, consideramos la palabra z = 0"10™ € L con |z| = 2n+1 > n.
Toda descomposicién z = uvw, con u,v,w € {0,1}*, luv] < ny |v| > 1 debe
cumplir que:

u=0" v=0" w=0""*"110" conl,ke NU{0}, I >1, k+1I<n
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Para i = 2, tenemos que uv‘w = 0FF2+n=k=l1on = 0"+10" ¢ L, ya que, como
[ >1:
n+l#n

Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, no es regular. Veamos ahora
que sfi es libre de contexto. Consideramos la gramética G = ({S},{0,1}, P, S),
con P definido por:

S — 05015101

Tenemos que G es una gramética libre de contexto tal que £(G) = L, por lo
que L es libre de contexto.
2. Numeros en binario que sean multiplos de 4

Tenemos que todos los niimeros en binario que son miltiplos de 4 terminan
en 00, por lo que vienen dados por la siguiente expresién regular:

0"+ (1+0)*00

Notemos que hemos incluido 0%, porque el 0 también es multiplo de 4. Por
tanto, es regular.
3. Palabras de {0,1}" que no contienen la subcadena 0110.

Notemos que podriamos dar un autémata que reconociese ese lenguaje, pero
no es la opcién mas sencilla. Veamos en primer lugar que el lenguaje formado
por las palabras que si contienen la subcadena 0110 es regular dando una
expresion regular asociada a él:

(0 + 1)*0110(0 + 1)*

Como el lenguaje descrito es su complementario y el complementario de un
regular es regular, tenemos que el lenguaje dado es regular.

Ejercicio 1.3.3. Determinar qué lenguajes son regulares y qué lenguajes son libres
de contexto entre los siguientes:

1. Conjunto de palabras sobre el alfabeto {0,1} en las que cada 1 va precedido
por un nuimero par de ceros.
Un reconocedor del lenguaje es el autémata de la Figura 1.27, que tiene los
siguientes estados:
= ¢o: Llevo un ntimero par de ceros consecutivos, puedo leer un 1.
= ¢: Llevo un nimero impar de ceros consecutivos, no puedo leer un 1.

» ¢o: Acabo de leer un 1.

Por tanto, como hemos dado un autémata que reconoce el lenguaje, es regular.
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Figura 1.27: Autémata que reconoce el lenguaje del ejercicio 1.3.3.1.

2. Conjunto {01207 | 4,5 > 0}

Usaremos el Lema de Bombeo para demostrar que no es regular. Para todo

n € N, consideramos la palabra z = 0"1?"0?" con |z| = 5n > n. Toda des-
composicién z = wow, con u,v,w € {0,1}*, |ww| < ny |v| = 1 debe cumplir
que:

u=0" v=0" w=0""F112™" conl,ke NU{0}, I >1, k+1<n

Para i = 2, tenemos que uviw = QFF2Fn=k=l12ng2n — gntl12n02n & [, va que,
como | > 1:
2n#n+n+1

Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, no es regular. Veamos ahora
que es libre de contexto. Consideramos la gramatica G = ({S, X}, {0, 1}, P, S),
con P definido por:

S — 1150 | X,
X — 0X0|e.

Tenemos que G es una gramadtica libre de contexto tal que £(G) = L, por lo
que L es libre de contexto.

3. Conjunto {07190 | 7,5 > 0}

Usaremos el Lema de Bombeo para demostrar que no es regular. Para todo
n € N, consideramos la palabra z = 0"1"0"" con |z = n+n+n?>n. Toda
descomposicién z = uvw, con u,v,w € {0, 1}*, luv| < ny |v| = 1 debe cumplir
que:

u=0" v=0 w=0"F"11"" conl,ke NU{0}, I>1, k+1l<n

Para i = 2, tenemos que uviw = OF+2Hn—k=lingn® — gntiingn® ¢ [ va que,
como [ > 1:
(n4+1)-n=n*+nl #n’

Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, no es regular. Ademas, este
lenguaje no es libre de contexto (algo que atin no podemos demostrar).
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Ejercicio 1.3.4. Determina si los siguientes lenguajes son regulares. Encuentra una
gramatica que los genere o un reconocedor que los acepte.

1. Ly = {0719 | j < i}.

Usaremos el Lema de Bombeo para demostrar que no es regular. Para todo
n € N, consideramos la palabra z = 0""1" € Ly con |z| = 2n + 1 > n. Toda
descomposicién z = wvw, con u,v,w € {0,1}*, |luv| < ny |v| = 1 debe cumplir
que:

u=0" v=0" w=0"""*"  conl,keNU{0}, I>1 k+I1<n

Para i = 0, tenemos que uviw = QFni=k=lin — gnti=lin ¢ [, va que:
n<n+l-l<=lIl<1

Pero esto es una contradiccién, ya que [ > 1. Por tanto, por el reciproco
del Lema de Bombeo, no es regular. Veamos ahora que es libre de contexto.
Consideramos la gramdatica G = ({S},{0,1}, P, S), con P definido por:

S 05|05
S"— 051 ¢

Tenemos que G es una gramatica libre de contexto tal que £(G) = Ly, por
lo que L; es libre de contexto. Notemos que la producciéon S — 05’ fuerza a
que haya al menos un 0 mas que 1, y la produccién S — 05 permite que la
diferencia no sea de una sola unidad, sino que pueda ser mayor.

. Ly ={001°07 | 4,5 > 1}.
Tenemos que un reconocedor de Ly es:

00170*

Por tanto, tenemos que Ls es regular.

. Ly = {010u | v € {0,1}", u no contiene la subcadena 010}.

Sea L' = {u € {0,1}* | u contiene la subcadena 010}. Entonces sabemos que
L’ es regular con reconocedor:

(0+1)*010(0 4 1)*

Por tanto, L' es regular, por lo que esta asociado a una expresion regular, sea
esta 7. Entonces, L3 es regular y estd asociado a la expresion regular:

0107

Ejercicio 1.3.5. Sea el alfabeto A = {0, 1, +, =}, demostrar que el lenguaje

ADD = {2 =y + 2z | z,y, 2 son nimeros en binario, y = es la suma de y y z}
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no es regular.

Usaremos el Lema de Bombeo para demostrar que no es regular. Para todon € N,
consideramos la palabra w = [1" = 0+ 1"], donde hemos empleado los corchetes para
facilitar la notacién (ya que el = lo estamos usando para igualdades entre cadenas y
entre nimeros en binario). Tenemos que |w| = n+ 3+ n > n. Toda descomposicién
w = wow, con u,v,w € {0,1,4+,=}*, |[uv| < ny |v] > 1 debe cumplir que:

u=1" v=1" w=[1"* "=041"] conl,ke NU{0}, I >1, k+1<n

Para i = 2, tenemos que uviw = [1¥2Fn=F=l = 04 17] = [1"* = 04 1"] ¢ ADD,
ya que, como [ > 1, en nimeros binarios:

"o F1m = 1"
Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, no es regular.

Ejercicio 1.3.6. Determinar si los siguientes lenguajes son regulares o no:

1. L={uvut|u,ve{0,1}}.

Veamos en primer lugar que L = {0,1}* por doble inclusién:

C) Se tiene trivialmente que L C {0,1}*.

D) Sea w € {0,1}*. Entonces, podemos tomar u = € y v = w para obtener
w € L.

Por tanto, tenemos que L es regular, con reconocedor:

(0+1)"

2. L es el lenguaje sobre el alfabeto {0, 1} formado de las palabras de la forma
u0v donde u™! es un prefijo de v.

Usaremos el Lema de Bombeo para demostrar que no es regular. Para todo
n € N, consideramos la palabra z = 1"01" € L con |z| = 2n + 1 > n. Toda
descomposicién z = wvw, con u,v,w € {0,1}*, |luv| < ny |v| = 1 debe cumplir
que:

u=1% v=1" w=1"* o1 conl,ke NU{0}, I>1, k+1<n

Para i = 2, tenemos que uviw = 1¥2+n=k=lg1n = 17+H(1" ¢ [ ya que, como
[ >1:
n+1 # n <1n+l)71 — 1n+l # 1"

Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, no es regular.

3. L es el lenguaje sobre el alfebeto {0, 1} formado por las palabres en las que el
tercer simbolo empezando por el final es un 1.

Este lenguaje es regular, con reconocedor:

(0+1)*1(04+1)(0+ 1)
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@D 0,1

Figura 1.29: Autémata que reconoce el lenguaje del ejercicio 1.3.7.2.

Ejercicio 1.3.7. Obtener autématas finitos deterministicos para los siguientes len-
guajes sobre el alfabeto {0, 1}.

1. Palabras en las que el nimero de 1 es multiplo de 3 y el niimero de 0 es par.
El estado ¢;; para i =10,1,2y 7 = 0,1 indica que:
= ng(u)mod3 = i,
» no(u)mod2 = j.
Entonces, el autémata es el de la Figura 1.28.
2. {(01)* | i >0}
El autémata es el de la Figura 1.29.
3. Ly = {(0%1%) | i > 0}

Veamos que este lenguaje no es regular con el Lema de Bombeo. Para todo
n € N, consideramos la palabra z = 0?"1?" € Lz con |z| = 4n > n. Toda
descomposicién z = wvw, con u,v,w € {0,1}*, |[uv| < ny |v| = 1 debe
cumplir que:

u=0" v=0" w=0"""""  conllkeNU{0},I>1 k+I1<n
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.@ ) AFND asociado a 3.

(a) AFND asociado a 7.

Figura 1.30: AFND asociados a las expresiones regulares ry y 7.

(a) AFD asociado a ;. (b) AFD asociado a .

Figura 1.31: AFD asociados a las expresiones regulares r1 y 7.

2, tenemos que uvlw = QFFAFI-k=l12n — g2ntly2n 4 1.0 va que,
1

2n+1+#2n

Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, no es regular. Por tanto, no
es posible construir un autémata finito deterministico que reconozca Ls.

Ejercicio 1.3.8. Dar una expresion regular para la intersecciéon de los lenguajes
asociados a las expresiones regulares (01 + 1)"0y (10 + 0)". Se valorard que se cons-
truya el autéomata que acepta la interseccién de estos lenguajes, se minimice y, a
partir del resultado, se construya la expresion regular.

Sear; = (01+1)*0 y ro = (104 0)*. Construimos los AFND asociados a r1 y 79,
mostrados en las figuras 1.30a y 1.30b, respectivamente.

Para poder aplicar el algoritmo de interseccion de autéomatas, antes hemos de
convertir los automatas en AFD. Los AFD asociados a r; y 79 son los de las figuras
1.31a y 1.31b, respectivamente.

Por tanto, el AFD que acepta la interseccion de los lenguajes asociados a ry y 79
es el de la Figura 1.32.
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0,1

Figura 1.32: AFD que acepta la interseccion de los lenguajes asociados a 1y y 3.

0 0
()
1 1

Figura 1.33: AFD minimal que acepta la interseccién de los lenguajes asociados a
ryre.

0,1

Para minimizarlo, consideramos en primer lugar que los siguientes estados son
indistinguibles:
qe = {1920, E1q21, 1o B>, 11 B, By Fs}

Estos son indistinguibles puesto que desde ninguno de ellos se puede llegar a un
estado final. Por tanto, el AFD minimal es el de la Figura 1.33.

Tenemos que es minimal, puesto que todos los estados son alcanzables y no hay
estados distinguibles:

= (11q9 es distinguible del resto de estados por ser el tinico estado final.

= gg es distinguible de q10¢20 ¥ 10921, ya que leyendo un 0:
0(¢e,0) =qr ¢ F 6(q10920,0) = 0(q10921,0) = qu1q20 € F
= 10420 Y 10421 son distinguibles, ya que leyendo 10:
0(q10420, 1) = q11G20 € F 0(q0qo1,1) =qe ¢ F

Por tanto, el AFD minimal que acepta la interseccion de los lenguajes asociados a
r1 vy ry es el de la Figura 1.33. Para obtener la expresion regular asociada, resolvemos
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b,c b, c
a
a

Figura 1.34: AFD que acepta palabras con ntimero par de a’s.

el sistema de ecuaciones:

710920 = 0¢11920 + 1G10921
¢11920 = Ogp + 1q10g21 + €
q10921 = 0q11g20 + 1qE

qe = 0qr + 1gg = (0 + 1)gg

Por el Lema de Arden, como qg = (0+1)gg +0, tenemos que gz = (0+1)*() = 0.
Sustituyendo en las ecuaciones anteriores, obtenemos:

q10920 = 0q11G20 + 1q10g21
11920 = 1qiogo1 + €
q10921 = 0¢11G20

Sustituyendo g1pge; en la segunda ecuacién, obtenemos:
q11q20 = 1q11G20 + € = q11G20 = 10q11920 + € = (10)"e = (10)"
Sustituyendo ambos en la primera ecuacion, obtenemos:
¢10920 = 0(10)" + 101120 = 0(10)" 4 10(10)" = (0 + 10)(10)"
Por tanto, la expresién regular asociada al AFD minimal de la Figura 1.33 es
(0+10)(10)*.

Ejercicio 1.3.9. Construir un Autémata Finito Determinista Minimal que acep-
te el lenguaje sobre el alfabeto {a,b,c} de todas aquellas palabras que verifiquen
simultaneamente las siguientes condiciones.

1. La palabra contiene un ntimero par de a’s.
2. La longitud de la palabra es un multiplo de 3.
3. La palabra no contiene la subcadena abc.

La condicién 1 se puede cumplir con el autémata de la Figura 1.34.
La condicién 2 se puede cumplir con el autémata de la Figura 1.35.
La condicién 3 se puede cumplir con el autémata de la Figura 1.36.
El automata producto tiene los siguientes estados:

Q ={aibjei, | i €{0,1},7 € {0,1,2},k € {0,1,2,3}}

F= {&oboco, apbocy, aoboc2}
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Figura 1.35: AFD que acepta palabras de longitud multiplo de 3.

Figura 1.36: AFD que acepta palabras que no contienen la subcadena abc.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1) aoboco aob()q a0b002 a0b003 a0b1 Co a0b1 C1 a0b1 Co a0b1 C3 a0b200 a0b201 ClobgCQ a0b263
a a1b101 a1b101 a16101 a1b103 albgcl a16201 (leQCl a1b203 a16001 a1b001 a1b001 (116003
b Qobl Co a0b1 Co Clobl Co aobl C3 a0b260 a0b202 aonCO a0b2C3 aobocg a0b002 aoboCQ a0b003
C a0b1 Co aobl Co (Z()bl C3 a0b1 C3 aonCO (Z()bQCO a0b203 a0b203 (Z()boCO aoboco a0b003 a0b003

|

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
) a1b000 a1b001 a1b002 a1b003 a1b100 a1b101 a1b102 a1b103 a1b200 a1b201 a1b202 a1b203
a aoblcl a0b101 a0b161 aoblcg agbgcl (IonCl aobgcl a0b203 (IoboCl aobgcl a0b001 (106003
b a1b100 a1b1C2 a16100 a1b103 a1b2C0 a16202 aleCQ a1b2C3 CllboCO a1b002 alb()CQ ClleCg
C a1b100 a1b1CO a1b103 a1b103 a1b200 a1b200 a1b203 a1b263 a1b000 a1b000 a1b0C3 a1b003

Tabla 1.1: Transiciones del autémata producto para el ejercicio 1.3.9.
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X

:

© 3 O Ot W N

10

13
14
15
17
18
19
21
22

X

XX | X

23 X

XX XXX X|X|X|X|X[|X

XXXXEXXXXX

XXX |X|X|X|X|X]|X

XX X[ X|X|X]|X]|X

XXX |X|X|X]|X

XXX | X]|X]|X

X | X[ X|X|X

C3 X X

XXX XX XXX XXX X|X]X|X]|X
RO X | X[ X[ X[ X|X|X|IX|X|IX[X|IX[|X]|X[|X]X]|X
WX XXX XIX|IX[IX|X]|X[|X|X[|X[|X]|X]|X
Y XX | X|IX[XIX[X]IX[X]|X|X]|X|X]|X]|X
XX | X|X[X|IX|IX]IX|IX[|X]|X|X]|X]|X

X XXX XX XXX X[ X]|X]|X

O X | X | X|X[IX|IX|IX[|X|X[|X]|X|X

—_
)
—_
—_
—_
w
—_
W~

15 17 18 19 21

Tabla 1.2: Tabla de minimizacién del autémata producto para el ejercicio 1.3.9.

El autéomata producto es M = (Q, {a,b, c},d, agboco, F'), donde 6 viene dado por
la Tabla 1.1. Ademas, todos sus estados son accesibles.

En primer lugar, vemos que los estados de la forma a;b;c3 son indistinguibles,
puesto que desde ellos no se puede llegar a un estado final. Por tanto, los agrupamos
en un unico estado cs.

La minimizacion del automata producto se muestra en la Tabla 1.2.

Por tanto, el autémata minimal que acepta el lenguaje del ejercicio 1.3.9 es M,
pero unificando los estados previamente descritos en c3. Debido al gran nimero de
estados (19), el grafo de dicho autémata no se muestra.

Ejercicio 1.3.10. Encontrar un AFD minimal para el lenguaje
(a + b)*(aa + bb)(a + b)*

Para ello, primero construimos el AFND asociado a la expresién regular, mos-
trado en la Figura 1.37.

Convertimos el AFND en un AFD, mostrado en la Figura 1.38.

No obstante, este no es minimal. En primer lugar, vemos que los estados qoq1q3
¥ og2qs son indistinguibles, ya que para cualquier palabra w € {a, b}*:

6(qoqqs,w) € F §(qoqeqs, w) € F

Por tanto, notemos ¢r = {q0q1q3, ¢og2q3 }- El AFD minimal es el de la Figura 1.39.

= gr es distinguible del resto de estados por ser el tinico estado final.
= ¢oq1 Y qoge son distinguibles, ya que leyendo un a:

d(qoq1,a) = qr € F 5(qoq2,a) = qoq1 & F'
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Figura 1.39: AFD minimal asociado a la expresion regular (a + b)"(aa + bb)(a + b)".
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Figura 1.40: AFD asociado al lenguaje a™b* del ejercicio 1.3.11.1.

= oy ¢oq:1 son distinguibles, ya que leyendo un a:
0(q0,a) = qoqn ¢ F 0(qoqu,a) = qr € F
= ¢y V qoqe son distinguibles, ya que leyendo un b:

0(qo,b) = qoq2 € ' 0(qoq2,b0) = qr € F

Por tanto, el AFD minimal es el de la Figura 1.39.

Ejercicio 1.3.11. Para cada uno de los siguientes lenguajes regulares, encontrar el
autémata minimal asociado, y a partir de dicho autémata minimal, determinar la
gramatica regular que genera el lenguaje:

1. atbt

En primer lugar, construimos el AFD asociado al lenguaje, mostrado en la
Figura 1.40.

Veamos que este es minimal:

g2 es distinguible del resto de estados por ser el tinico estado final.

= (o v ¢1 son distinguibles, ya que leyendo un b:

6(qo,b) =E ¢ F q,b) =g e F

qo v F son distinguibles, ya que leyendo un ab:

0*(qo,ab) = g2 € F 0" (E,ab) =E ¢ F
= ¢, v F son distinguibles, ya que leyendo un b:
Sq,b)=q@eF §Eb=E¢F

Por tanto, el AFD minimal es el de la Figura 1.40. La gramética regular que
genera el lenguaje es G = ({qo, ¢1,¢2}, {a, b}, P,{qo}) con P:

qo — aqy
q1 — aqy | bgo
@ —>bgy | €
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- @) ©
() Y .
Figura 1.41: AFND asociado al lenguaje a(a + b)*b del ejercicio 1.3.11.2.

a b

Figura 1.42: AFD asociado al lenguaje a(a + b)*b del ejercicio 1.3.11.2.

2. ala+b)"b

En primer lugar, construimos el AFND asociado al lenguaje, mostrado en la
Figura 1.41.

Convertimos el AFND en un AFD, mostrado en la Figura 1.42.

Veamos que este es minimal:

= ¢, es distinguible del resto de estados por ser el tinico estado final.

= (o v ¢1 son distinguibles, ya que leyendo un b:
0(qo,b) = E¢F  6(q,b) = gz € F
= (o v F son distinguibles, ya que leyendo un ab:
0*(qo,ab) = q1q2 € F 0 (E,ab)=E ¢ F
= ¢, v F son distinguibles, ya que leyendo un b:
0(q1,0) = q1g2 € F o(Eb)=E¢F

Por tanto, el AFD minimal es el de la Figura 1.42. La gramética regular que
genera el lenguaje es G = ({qo, ¢1, 42}, {a, b}, P,{qo}) con P:

qo — aq1
q — aq | bgo
@ —bg | aq | €
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:C, y?z

Figura 1.43: AFD asociado al lenguaje £(G) del ejercicio 1.3.12.

Ejercicio 1.3.12. Considera la gramatica cuyas producciones se presentan a conti-
nuacion y donde el simbolo inicial es S:

S —zN |z
N —=yM |y
M — zN | z

1. Escribe el diagrama de transiciones para el AFD que acepte el lenguaje £(G)
generado por G.

Las siguientes producciones generan el mismo lenguaje:

S —aN
N —yM|e
M — zN | e

Por tanto, el AFD asociado al lenguaje L£(G) es el de la Figura 1.43.

2. Encuentra una gramatica regular por la izquierda que genere ese mismo len-

guaje L(G).

La expresion regular asociada al lenguaje L(G) es:
z(yz)"(y +¢)
Sea G' = ({S,N, M, F},{z,y,z}, P,F) con P:

F—-N|M
N — Sz | Mz
M — Ny
S—e

Tenemos que G’ es una gramética regular por la izquierda, y L(G") = L(G).

3. Encuentra el AFD que acepte el complementario del lenguaje £(G).

Intercambiando los estados finales por no finales y viceversa en el AFD de la
Figura 1.43, obtenemos el AFD asociado al complementario del lenguaje £(G),
mostrado en la Figura 1.44.

92



Modelos de Computacion 1.3. Propiedades de los Lenguajes Regulares

X,z

O O Swe- O O 250

z

Y,z

Figura 1.44: AFD asociado al lenguaje £(G) del ejercicio 1.3.12.

g | X

q2 X X

g3 | x| (90,43) | ¥ ‘
qo0 q1 q2

Tabla 1.3: Tabla de minimizacién de M.

Ejercicio 1.3.13. Determinar autématas minimales para los lenguajes L(M;) U

L(MQ) y L(Ml) N L(MQ) donde,
= Ml = ({Qm qi1, 42, q3}a {CL, ba C}> 517 qo, {QQ}) donde

0l @ @ g
a|q1 g1 93 g3
bl @1 @1 g3
C 143 43 do (g3

. M2 = ({Qm q1, 492, q3}7 {CL, bv C}a 527 qo, {QQ}) donde

Ol o @ g
a\|qr g1 493 g3
blar @ @ ¢
C 1493 43 Qo g3

En primer lugar, minimizamos M; y Ms. La miminizacién de M; se muestra en
la Tabla 1.3.
Por tanto, {q1, g3} son indistinguibles, por lo que el AFD minimal asociado a M,

S M{n = ({q07 q1, q2}7 {aa b7 C}7 5171’ qo, {Q2}) donde:

a0 @1 @
a |q1 g1 q1
g2 q1 q1
g1 g1 9o

La miminizacién de M, se muestra en la Tabla 1.4.
Por tanto, el AFD minimal asociado a My es MJ* = M, minimal. A continua-
cién, construimos los autématas finitos deterministas asociados a L(M;) U L(Ms) y

L(My) N L(Ms).

93



Modelos de Computacion 1.3. Propiedades de los Lenguajes Regulares

qr | X

EIE:

g3 | x | x| x|
G 91 4

Tabla 1.4: Tabla de minimizacién de Ms.

| (90,90) (90,01 (90,95) (90,45) (q1.40) (a1,4) (a1,95) (91,45) (g2.40) (92,45) (42,45) (go, %)
naq anq g nas nag; ng 04 0nas g nag; N3 0
P 425 025 0205 nag; 0 015 04 “q 015 1G5 0
N4 s Q4 nas N4 N4 Q4 04 Q045 G045 9040 Q03

o o

Tabla 1.5: Transiciones del autémata producto para L(My), L(M,).

1. L(M,) U L(My)
En primer lugar, construimos el AFD asociado a L(M;) U L(M,). Sea este
M = (Q,{a,b,c},9, (g, q), F), donde:
= § viene dada por la Tabla 1.5.

Los estados accesibles son:
{9090, 0043 1190, 141> 1145 (143, 42415 4205}

La minimizacion de M se muestra en la Tabla 1.6.

Por tanto, el AFD minimal asociado a L(M;) U L(Ms) es M™ = M, el cual se
puede ver en la Figura 1.45.

2. L(M;) N L(Ms)

Ya tenemos del apartado anterior el AFD minimal asociado a L(M;). La mi-
nimizacién de L(M;) se muestra en la Tabla 1.7.

Por tanto, el AFD minimal asociado a L(M5) es ya minimal. A continuacién,
construimos el AFD asociado a L(M;)NL(Ms). Seaeste M = (Q, {a, b, c}, 0, (g0, ), F),

donde:
qQoqz | X
Qe | X | X
ng, | X X X
Qg | X X X X
Gq; | X X X X X
g, | X X X X X X
Qg | X X X X X X x|

QWi G0 0l Wb 0d Gz Ra
Tabla 1.6: Tabla de minimizaciéon de M para L(M;) U L(Ms).
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Figura 1.45: AFD minimal asociado a L(M;) U L(M,).

1| X

@ | x| x

g3 | x| x| x|
do 41 42

Tabla 1.7: Tabla de minimizacién de Ms.
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Q03
Qg | X X
Qg | X X
) (1105, 119p)
M| > ( ) (40t 1))
Q19,0143 P
s x| x| o) |G| o)
(141, 143) (04, 1) (191, 1145)
(404, 14p) LA
724 X X X X X X
@g | x| x X X X x| (q045; 9040) |
Q) Qo3 q190 Q4] Qs 01q; ¢2q;

Tabla 1.8: Tabla de minimizaciéon de M para L(M;) N L(Ms).

g o ¢

a|lqg 9 G
bl o
Clq1 @1 9o

Tabla 1.9: Transiciones del autémata minimal para L(M;), L(Ms).

. Q:{qu;|Z:071aQYJ:07172a3}
= F={(gq) =013}
= ¢ viene dada por la Tabla 1.5.

Los estados accesibles son los mismos que antes:
{9090, 093 0190, 1101 0192, 0105, 4261+ 4245}

La minimizacion de M se muestra en la Tabla 1.8.

Por tanto, notando por = a la relaciéon de indistinguibilidad, tenemos que:

qué = QOQ6 = do ChQi = CJ1Q6 = Q1QQ = qlqé =q CDQi = Q2Q§, =42

Por tanto, el AFD minimal asociado a L(M;)NL(Ms) es M™ =
donde:

(@Q,{a,b,c}, 6™, qo, F)

Q =19, 0%, 0% ¢1, 9, ©29), 2G5 }-
F = {q2, 20}}

Los estados accesibles son {qo, ¢1, ¢2}.

0" viene dada por la Tabla 1.9, donde solo la definimos para los estados
accesibles.

El AFD minimal asociado a L(M;) N L(M;) es el de la Figura 1.46.
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Figura 1.47: AFND con transiciones nulas asociado a la expresion regular a*b*+b*a*.

Ejercicio 1.3.14. Dado el conjunto regular representado por la expresiéon regular
a*b* 4 b*a*, construir un autémata finido deterministico minimal que lo acepte.

El AFND con transiciones nulas asociado a la expresion regular dada es el de la
Figura 1.47.

El AFD asociado a la expresion regular dada es el de la Figura 1.48.

Veamos ahora que el AFD de la Figura 1.48 es minimal.

» El estado E es distinguible de cualquier otro estado pues ser el tinico estado
que no es final.

Figura 1.48: AFD asociado a la expresion regular a*b* + b*a*.
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=0 %3

Figura 1.49: AFD minimal asociado a L; = (01 + 1)

1

D2

Figura 1.50: AFD minimal asociado a Ly = 01(01 + 1)".

Veamos que ¢z es distinguible del resto de estados finales. Leyendo a, tenemos
que:
0(q1qs,a) = q1qu € F,
0(q2q3,0) = qu € F
0(qs,a) = E ¢ F, ) )
(o) = B (qs,a) = qs € I,
(004162439495, @) = q1qs € F.

De forma analoga leyendo b, tenemos que ¢4 es distinguible del resto de estados
finales.

El estado g1q4 es distinguible de ¢2q3 ¥ 09192939495 leyendo ba.
= Finalmente, ¢oq192¢394q5 es distinguible de ¢2q3 leyendo ab.
Ejercicio 1.3.15. Sean los lenguajes:
1. Ly = (01 +1)%00
2. Ly =01(01 4+ 1)"

construir un autémata finito deterministico minimal que acepte el lenguaje Ly \ Lo,
a partir de autématas que acepten Lq y Lo.

Veamos que L; N Ly = ). Sea z € L;. Entonces, z es admitida por la expresién
regular (01 4+ 1)*00, por lo que termina en 0. Por tanto, z ¢ Lo, ya que todas las
palabras de L terminan por 1. Por tanto, Ly N Ly = 0y Ly \ Ly = L;. Aun asf,
haremos el proceso algoritmico para obtener el AFD minimal asociado a L; \ Ls.

El AFD asociado a L es el de la Figura 1.49.
El AFD asociado a Lo es el de la Figura 1.50.
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Figura 1.51: AFD asociado a Ly \ Lo.

11 X
92PE X X
qop2 X X
(Q1PE> q1p1)
X X
hopE (%Pm CIOPQ)
(qoPE; qoPo)
X X X X
Nhbe (CJOPE, %Pz)
qEPE X X X X X X
doPo q1p1 92PE qop2 9QPE 1PE

Tabla 1.10: Tabla de minimizacién de L; \ Ls.
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1 0,1

Figura 1.53: AFD que acepta el lenguaje L del Ejercicio 1.3.16.

El AFD asociado a Ly \ Ls es el de la Figura 1.51.
La minimizacién del AFD de la Figura 1.51 se muestra en la Tabla 1.10.
Por tanto, notando por = a la relacion de indistinguibilidad, tenemos que:

qoPo = qoPE = qoP2 ¢1P1 = Q1PE

El AFD minimal asociado a L; \ Ls es el de la Figura 1.52. Como vemos, este
autémata es isomorfo al autémata de la Figura 1.49 que aceptaba L, como ya
habiamos predicho.

Ejercicio 1.3.16. Dados los alfabetos A = {0,1,2,3} y B ={0,1} y el homomor-
fismo f de A* en B* dado por:

f(0) =00, f(1)=01, f(2)=10, [f(3)=11

Sea L el conjunto de las palabras de B* en las que el niimero de simbolos 0 es par y
el de simbolos 1 no es miltiplo de 3. Construir un autémata finito determinista que
acepte el lenguaje f~!(L).

El AFD que acepta a L se desarroll6 en el Ejercicio 1.2.17. Se muestra no obstante

de nuevo en la Figura 1.53.
El AFD que acepta a f~!(L) es el de la Figura 1.54.

Ejercicio 1.3.17. Determinar un autémata finito deterministico minimal para el
lenguaje sobre el alfabeto A = {a, b, ¢} dado por la expresién regular b(a + b)* + cb*.

El AFD asociado a la expresion regular dada es el de la Figura 1.55.
Veamos que es minimal:
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Figura 1.54: AFD que acepta el lenguaje L del Ejercicio 1.3.16.

Figura 1.55: AFD asociado a la expresién regular b(a + b)" + cb*.
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Figura 1.57: AFD minimal asociado a los muiltiplos de 2 del Ejercicio 1.3.19.

» [ es distinguible de cualquier otro estado puesto que desde él no se puede
llegar a un estado final.

= o es distinguible de ¢; y ¢2 puesto que no es final.
= ¢ es distinguible de ¢ leyendo a.

Ejercicio 1.3.18. Determinar si las expresiones regulares siguientes representan el
mismo lenguaje:

1. L1 = (b+ (c+a)a*(b+¢) (c+a)a*
2. Ly =b*(c+a)((b+ c)b*(c+a))a*
3. Ly ="b"(c+a)(a*(b+c)b*(c+a))a*

Justificar la respuesta.

Veamos en primer lugar que Lo # Ly, L. Sea la palabra u = caaccaaa. Tenemos
que u € Ly, Ly pero u ¢ Lo. Por tanto, Ly # Ly, Ls.

Veamos ahora que L; = L3 obteniendo el autémata finito minimal asociado a
cada uno de ellos y viendo que es igual. Este se encuentra en la Figura 1.56.

Ejercicio 1.3.19. Construir un autémata finito determinista minimal que acepte
el conjunto de palabras sobre el alfabeto A = {0,1} que representen nimeros no
divisibles por dos ni por tres (en binario).

El AFD asociado a los multiplos de 2 se muestra en la Figura 1.57.

El AFD asociado a los multiplos de 3 se muestra en la Figura 1.58.

El autémata descrito en el enunciado es el autémata producto de los comple-
mentarios a los dos anteriores, mostrado en la Figura 1.59.

La minimizacion del autémata de la Figura 1.59 se muestra en la Tabla 1.11.

Por tanto, notando por = a la relacion de indistinguibilidad, tenemos que:

qoPo = q1Po =: Po
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Figura 1.58: AFD minimal asociado a los multiplos de 3 del Ejercicio 1.3.19.

Figura 1.59: AFD asociado al lenguaje del Ejercicio 1.3.19.

@ipr | X

41Po X

dop2 X X X

qopr | X X X X

@ps | X % X x x|

GoPo ¢1P1 q1Po  qoP2  G1P1

Tabla 1.11: Tabla de minimizacion del autémata de la Figura 1.59.
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Figura 1.60: AFD Minimal asociado al lenguaje del Ejercicio 1.3.19.

Por tanto, el autémata minimal asociado al lenguaje del enunciado es el de la
Figura 1.60.

Ejercicio 1.3.20. Determinar una expresién regular para los siguientes lenguajes
sobre el alfabeto {0, 1}:

» Palabras en las que el tercer simbolo es un 0.

= Palabras en las que el antepentultimo simbolo es un 1.

Construir un autémata finito minimal que acepte la intersecciéon de ambos lenguajes.

Respecto al leguaje de las palabras en las que el tercer simbolo es un 0 (llamémos-
lo Ly), su expresién regular es:

0+1)(0+1)0(0+1)"

Respecto al leguaje de las palabras en las que el antepentltimo simbolo es un 1
(lamémoslo Lj), su expresién regular es:

O0+1)*1(0+1)(0+1)
Opcion 1: Autémata Producto.

Obtendremos el AFD de L; de forma directa, mostrado en la Figura 1.61.
Podriamos optar con construir el AFD de Lo de forma directa, pero construi-
remos un AFND que acepte el lenguaje y luego lo convertiremos a AFD. El
AFND se muestra en la Figura 1.62, cuyos estados son:

= ¢o: No estamos en la cadena final, por lo que podemos leer 0’s y 1’s.

= ¢;: Acabo de empezar la cadena final. He leido un 1.

= 9: Estoy en la cadena final. El leido el 1 y el segundo simbolo.

= ¢3: Hemos terminado la cadena final.
Convertimos ahora el AFND de la Figura 1.62 en un AFD, representado en la
Figura 1.63.

El AFD de la Figura 1.63 acepta el lenguaje Lo, y es idéntico al que podriamos
haber razonado de forma directa. Veamos qué representa cada estado:
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0,1

0,1
—A Do

S

0,1

Figura 1.61: AFD minimal que acepta el lenguaje L; del ejercicio 1.3.20.

0,1

0,1 0,1

Figura 1.62: AFND que acepta el lenguaje Ly del ejercicio 1.3.20.

QOCh q293

Figura 1.63: AFD que acepta el lenguaje Ly del ejercicio 1.3.20.
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qoq1 X
409192 X (Goa59Ga)
QG2 | (Go5aFTs) X X
409149293 X X X X
qo4293 X X X X X
909193 X X X X X X
4093 X X X X X X X
qo0 qoq1 dod192  qoq2 404919293 4qo4293 Goq14s3

Tabla 1.12: Tabla de minimizacion del autémata de la Figura 1.63.

» go: No estamos en un candidado a ser cadena final. Si leemos un 1, em-
0 )
pezaremos la que puede ser la cadena final.

= ¢oq1: Hemos leido un 1, por lo que hemos empezado la posible cadena
final. Llevamos 1.

= (oq1q2: Hemos leido un 1 y un 1. Llevamos 11 de cadena final.

= (oqo: Hemos leido un 1 y un 0. Llevamos 10 de cadena final.

= (0q192q3: Hemos leido un 1, un 1 y un 1. Llevamos 111 de cadena final.

= (0q2q3: Hemos leido un 1, un 1 y un 0. Llevamos 110 de cadena final.

» §0q1q3: Hemos leido un 1, un 0 y un 1. Llevamos 101 de cadena final.

= (oq3: Hemos leido un 1, un 0 y un 0. Llevamos 100 de cadena final.
Lo complejo de hacerlo de forma directa seria ver las transiciones desde los
estados finales. Razonando cudl es la cadena final leida, podriamos haberlo
hecho de forma directa, pero el AFND nos ha ayudado a hacerlo de forma

algoritmica. La minimizacion del autémata de la Figura 1.63 se muestra en la
Tabla 1.12, donde vemos que este era minimal.

Como vemos, obtener el autémata producto sera complejo, puesto que tendra
8 -5 = 40 estados. Por tanto, optamos por la segunda opcion.
Opcion 2: Expresion Regular.

La expresiéon regular del lenguaje interseccién ha de ser la siguiente:
04+1)(04+1)0(0+1)"1(0+1)(0+1)

Observacion. Notemos que esta expresion regular no contempla las palabras
de longitud menor o igual a 5. Estudiemos estas:

» Si |z| =5, es necesario que el tercer simbolo sea un 0 y el antepenultimo
(5—2 = 3) un 1. Por tanto, como el tercer simbolo no puede tomar ambos
valores a la vez, no hay palabras de longitud 5.

» Si |z| = 4, es necesario que el tercer simbolo sea un 0 y el antepenultimo
(4—2 = 2) un 1. Por tanto, estas palabras son de la forma (041) 10 (0+1).

= Si |z| = 3, es necesario que el tercer simbolo sea un 0 y el antepeniltimo
(3—2=1) un 1. Por tanto, estas palabras son de la forma 1 (0+ 1) 0.

106



Modelos de Computacion 1.3. Propiedades de los Lenguajes Regulares

0,1

Figura 1.64: AFND que acepta la interseccion de los lenguajes del ejercicio 1.3.20.

Figura 1.65: AFD que acepta la interseccion de los lenguajes del ejercicio 1.3.20.

» Si |z| < 3, no podemos considerar el tercer simbolo, por lo que no hay
palabras de longitud menor que 3.

Por tanto, la expresién regular correcta seria:
O+1)O+1)00O+1)"1(0+1)(0+1)+(0+1)100+1)+1(0+1)0

No obstante, obtener el autémata finito minimal asociado a esta expresion
regular seria muy complejo, por lo que no consideramos dichas palabras.

El AFND que acepta el lenguaje interseccion se muestra en la Figura 1.64.
Convertimos ahora el AFND de la Figura 1.64 en un AFD, representado en la
Figura 1.65.

Ejercicio 1.3.21. Construir un autémata finito minimal para los siguientes lengua-
jes sobre el alfabeto {0,1}:

1. Palabras que contienen como subcadena una palabra del conjunto {00, 11}2.

Han de contener una subcadena del conjunto {0000,0011,1100,1111}. Para
ello, construimos el autémata de la Figura 1.66.

La minimizacion del autémata de la Figura 1.66 se muestra en la Tabla 1.13.

Por tanto, tenemos que todos los estados finales eran indistinguibles. Notando-
los por gr, el autémata minimal es el de la Figura 1.67.
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Figura 1.66: AFD que acepta el lenguaje del ejercicio 1.3.21.1.

q
q2
qs
q4
ds
de
qr7
qs
d9
qi0
q11
qi2

XIX|X| X[ X|X|X|X[X]X[|X]X

XXX X[ X|X|IX|X]|X]|X]|X

XX XX X|X|X|X|X]|X

XXX X|X]|X|X|X]|X

XX | X|X|X|X|X|X

XX | X|X|X]|X|X

XX | X|X|X]|X
X | X | X|X]|X

X | X | X|X

)
o
[
—
)
)
[
w
)
o~

95 46 47 48 49 qio (11

Tabla 1.13: Tabla de minimizacion del autémata de la Figura 1.66.
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Figura 1.67: AFD minimal que acepta el lenguaje del ejercicio 1.3.21.1.

2. Palabras que contienen como subcadena una palabra del conjunto {0011, 1100}.

El AFD minimal que acepta este lenguaje es el de la Figura 1.68.
Ejercicio 1.3.22. Responda a los siguientes apartados:

1. Construye una gramatica regular que genere el siguiente lenguaje:

Li ={u€{0,1}" | el ntimero de 1’s y el ntimero de 0’s en u es par }

Este es muy similar al Ejercicio 1.2.15. Tenemos los siguientes estados:

S: La cadena leida es correcta, ya que el numero de 0’s y de 1’s es par.

= Fj: Tenemos un error en 0, ya que el nimero de 0’s es impar. El nimero
de 1’s es par.

= Fj: Tenemos un error en 1, ya que el nimero de 1’s es impar. El nimero
de 0’s es par.

Ey1: Tenemos un error en 0 y en 1, ya que el nimero de 0’s y de 1’s es
impar.

La gramdtica obtenida es G = ({Eo1, Eo, E1,S},{0,1}, P,S), donde P es:

S — 0Ey | 1E; | e,
Ey — 0S| 1B,

E, — 0Eqy | 15,
Eo1 — 0E, | 1E,

El automata finito determinista minimal asociado a la gramatica obtenida es
el de la Figura 1.69.
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Figura 1.68: AFD minimal que acepta el lenguaje del ejercicio 1.3.21.2.

0
(F——(=)
111 11
O~ O

0

Figura 1.69: AFD minimal asociado a L; del Ejercicio 1.3.22.
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@D 0,1

Figura 1.70: AFD minimal asociado a Ly del Ejercicio 1.3.22.

2. Construye un autémata que reconozca el siguiente lenguaje:

Ly ={0"1" | n > 1,m > 0,n multiplo de 3, m par }

Sean los siguientes estados:

" go: n,m = 0.

» ¢i:n mod 3=1,m=0.

» gp:n mod 3 =2, m=0.

» g3:n moéd 3=0,n>1, m=0.
» gi:n mod 3 =0, m méd 2 =1.
» ¢gs:n mod 3 =0, m mdd 2 =0.

El autémata finito determinista asociado a Ls es el de la Figura 1.70.

3. Disena el AFD minimo que reconoce el lenguaje (Ly U Lg).

Resolvemos mediante autémata producto, tal y como se muestra en la Figu-
ra 1.71.

La minimizacion del autémata de la Figura 1.71 se muestra en la Tabla 1.14,
que informa de que el autémata de la Figura 1.71 ya era minimal.

Ejercicio 1.3.23. Sobre el alfabeto {0, 1}:

1. Construye una gramatica regular que genere el lenguaje L; de las palabras
tales que:

= Si |u| < 5 entonces el nimero de 1’s es impar.
» Si |u| > 5 entonces el nimero de 1’s es par.

= 7 tiene al menos un simbolo 1.
Sean los siguientes estados:

= qo: Estado inicial.

» g;ny parad € {1,...,4}: Si u es la cadena leida, tenemos que |u| = i pero
ni(u) = 0, por lo que no es valido.
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Eoq
Sqy
Eogs

Eoiqs
Eogs
Eoqo

Sqs
Eiq
Sqs

E\E
EnE
EoE
SE

Figura 1.71: AFD asociado a (L; U Ls) del Ejercicio 1.3.22.

X
X X
X X X
X X X X
X X X X X
X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X X
X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X S5 X
)

X X X X X X X X X X X X
X 54 X X X X x| (SBSq) | x X X X X

b
X X X X X X X X X X X X X
Sqo Eoq S¢x Fogs St Eonqa Eogs Eoge Sq3 Eiqy S¢s E\E EnE EE

Tabla 1.14: Tabla de minimizacién del autémata de la Figura 1.71.
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Figura 1.72: AFD asociado a L; del Ejercicio 1.3.23.

» gj; para j € {1,...,4}: Si u es la cadena leida, tenemos que |u| = j y
ni(u) es impar. Son estados finales.

» ¢r: Siu es la cadena leida, tenemos que |u| > 5y ny(u) es impar.

» g;p para j € {1,...,4}: Si u es la cadena leida, tenemos que |u| = j y
ni(u) es par. Ademas, ny(u) > 0.

= ¢p: Si u es la cadena leida, tenemos que |u| > 5y ni(u) es par. Ademas,

ni(u) > 0. Es un estado final.

El AFD asociado a L es el de la Figura 1.72.

Si el AFD de la Figura 1.72 es M = (Q,{0,1}, 9, qo, F'), entonces la gramatica
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0,1

Figura 1.73: AFD minimal asociado a Ly del Ejercicio 1.3.23.2.

pedida es G = (Q,{0,1}, P, q), donde P es:

(g — Oquvy | 1aqur,
avv — 0qany | 1gar,
qnv — O0gsny | 1gar,
@nv — 0qany | laur,
qnv — Oquny | 1qr,
qr — 0qr | 1gp,
qp — Ogp | 1q1 | €,
qir — 0qor | 1gop | €,
q2r — 0gsr | 1gsp | €,
qsr — 0qur | 1qup | €,
qar — Oqr | 1gp | €,
q2p — Oqsp | 1qar,
gsp — Oqup | lqur,
(@ — Ogp | 1q;

2. Construye un autéomata que reconozca el lenguaje Lo dado por:

Ly ={0"1" | n > 0,m > 1,m es multiplo de 6}

El autémata finito determinista asociado a Lo es el de la Figura 1.73.

3. Disena el AFD minimo que reconozca el lenguaje (L; U Ly).

Razonando, llegamos a que Ly C L;. Por tanto, L1 U Ly = Ly, por lo que el
AFD minimal asociado a Ly U Ly es el de la Figura 1.72.

Ejercicio 1.3.24. Encuentra para cada uno de los siguientes lenguajes una gramati-
ca de tipo 3 que lo genere o un autémata finito que lo reconozca:
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0,1

Figura 1.75: AFD minimal asociado a Ly del Ejercicio 1.3.24.

» L, ={ue{0,1}" | u no contiene la subcadena “0101”}.
» Lo ={0190% | 4> 1,k > 0,i impar , k multiplo de 3y j > 2} .

Disena el AFD minimo que reconoce el lenguaje (L; N Ly).

El AFD minimal asociado a L; es el de la Figura 1.74.

El AFD minimal asociado a Lo es el de la Figura 1.75.

El AFD asociado a (L; N Lg) es el de la Figura 1.76. Notemos que todos los
estados de la forma ¢;, F se han agrupado en un tnico estado F, ya que todos ellos
son indistingubles puesto que no se puede llegar desde ellos a ningtn final.

La minimizacion de este autémata se muestra en la Tabla 1.15.

Figura 1.76: AFD asociado a (L; N Lg) del Ejercicio 1.3.24.
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qipP1 X
q1Po
q2p2
dops3
q1P4
q1Ps X
q1P6 X X

E| x X X X X X X x|

qoPo @1iP1 @1Po 2P2 qopP3 q1iPa q1Ps  q1Ps

X | X | X|X|X
XX | X[ X|X]|X
X | X | X|X]|X
X | X | X|X

X

Tabla 1.15: Tabla de minimizacion del autémata de la Figura 1.76.

Figura 1.77: AFD minimal asociado a (Ly N Ly) del Ejercicio 1.3.24.

El AFD minimal asociado a (L1 N L) es el de la Figura 1.77. Como podemos ver
en el AFD minimal de la Figura 1.77, este es isomorfo al de la Figura 1.75, por lo
que Ly N Ly = Ls. Esto es algo que podriamos haber deducido al principio, ya que
Ly C Ly.

Ejercicio 1.3.25. Dado el alfabeto A = {a, b, ¢}, encuentra:

[P

1. Un AFD que reconozca las palabras en las que cada “c” va precedida de una
“a” O una ((b”‘

2. Una expresion regular que represente el lenguaje compuesto por las palabras

[P

de longitud impar en las que el simbolo central es una “c”.

Veamos que este lenguaje no es regular usando el lema de bombeo. Para todo
n € N, tomamos la palabra z = a"ca™ € L, con |z| = 2n+ 1 > n. Toda

Figura 1.78: AFD minimal asociado al lenguaje del Ejercicio 1.3.25.1.
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Figura 1.80: AFD minimal asociado a L; del Ejercicio 1.3.26.

descomposicién de z en wvw, con u,v,w € {0,1}*, |uv| < ny |v| > 1 debe
tener:

w=ad" wv=d, w=a""lea" conl,ke NU{O}{>1,k+1<n
Para i = 2, tenemos que uv’w = a**2tn=k=legn = g"tleg™ ¢ L ya que, como
[ > 1, n+1+# n, por lo que ¢ no es el simbolo central. Por lo tanto, por el

contrarreciproco del lema de bombeo, L no es regular; y por tanto no podemos
encontrar una expresion regular que lo represente.

3. Una gramaética regular que genere las palabras de longitud impar.

Sea G = ({S, X}, A, P,S), donde P es:

S = aX | bX | X,
X > aS |bS|cS|e.

Tenemos que L(G) = {w € A* | |w| es impar}.

Ejercicio 1.3.26. Construir automatas finitos para los siguientes lenguajes sobre
el alfabeto {a, b, c}:

1. L;: palabras del lenguaje (a + )" (b+c)".
El AFND asociado a Ly es el de la Figura 1.79.
El AFD minimal asociado a L es el de la Figura 1.80.

(1)) (1P

2. Ls: palabras en las que nunca hay una “a” posterior a una “c”.

Vemos que Ly tiene el mismo AFD que el de la Figura 1.80, por lo que L = Lo.

3. (L1 \ L) U (Lo )\ Ly)
Como Lj = Ly, tenemos que (L; \ L) U (La \ Ly) = 0.
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Figura 1.81: AFD minimal asociado a L del Ejercicio 1.3.27.

1 1

@.

0

Figura 1.82: AFD asociado a f~(L) del Ejercicio 1.3.27.

Ejercicio 1.3.27. Si f: {0,1}" — {a,b,c}" es un homomorfismo dado por
f£(0) = aab f(1) = bbe

dar autématas finitos deterministas minimales para los lenguajes L y f~'(L) don-
de L C {a,b,c}" es el lenguaje en el que el niimero de simbolos a no es miiltiplo de 4.

El autémata finito minimal asociado a L es el de la Figura 1.81, donde ¢; repre-
senta el estado en el que n, mdd 4 = 7. Empleando un distino niimero de cadenas
de a’s, vemos que los estados son distinguibles, por lo que es minimal.

Empleando el algoritmo, el AFD asociado a f~'(L) es el de la Figura 1.82. No
obstante, vy debido a que hay estados inaccesibles, este no es minimal. E1 AFD
minimal asociado a f~*(L) es el de la Figura 1.83.

Ejercicio 1.3.28. Si L; es el lenguaje asociado a la expresién regular 01(01 +1)" y
Ly el lenguaje asociado a la expresion (1 + 10)*01, encontrar un autémata minimal

Figura 1.83: AFD minimal asociado a f~'(L) del Ejercicio 1.3.27.
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1
0
—{ 4o 0 q1 1 @
1
0
0,1

Figura 1.84: AFD minimal asociado a Ly del Ejercicio 1.3.28.

1
AR
)0 ") @

Figura 1.85: AFND asociado a Ly del Ejercicio 1.3.28.

que acepte el lenguaje Ly \ Lo.

El AFD minimal asociado a L es el de la Figura 1.84.

El AFND asociado a Lo es el de la Figura 1.85.

El AFD asociado a Ly es el de la Figura 1.86.

El autémata asociado a Ly \ Lo es el de la Figura 1.87, donde hemos agrupado
los estados de la forma E, ¢; en E (ya que todos esos son indistinguibles puesto que
no son finales y no se puede llegar a ellos desde un estado final).

Ejercicio 1.3.29. Sean los alfabetos A; = {a,b,c,d} y Ay = {0,1} y el lenguaje
L C Aj; dado por la expresién regular (0 4+ 1)"0(0+1), calcular una expresién regular
para el lenguaje f~'(L) donde f es el homomorfismo entre A} y A% dado por

flay=01 fo)=1  f(c)=0  f(d) =00

El AFND asociado a L es el de la Figura 1.88.

El AFD minimal asociado a L es el de la Figura 1.89.

El AFD asociado a f~(L) es el de la Figura 1.90.

Para obtener la expresién regular asociada a f~!(L), planteamos el sistema de
ecuaciones siguiente:

90 = bgo + cqoq + aqogz + dqoq142
qoq1 = (¢ +d)qoq1g2 + (@ + b)qoge
q00q1¢2 = (¢ + d)qoq1q2 + (a +b)qoga + €
qoq2 = cqoq1 + bgo + aqoga + dqoq1g2 + €

Seria necesario resolver el sistema para obtener la expresion regular.
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Figura 1.86: AFD minimal asociado a Ly del Ejercicio 1.3.28.

Figura 1.87: AFD minimal asociado a L; \ Ly del Ejercicio 1.3.28.

0,1

0,1

Figura 1.88: AFND asociado a L del Ejercicio 1.3.29.
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Figura 1.89: AFD minimal asociado a L del Ejercicio 1.3.29.

c,d

a,b

Figura 1.90: AFD asociado a f~1(L) del Ejercicio 1.3.29.
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Figura 1.92: AFD asociado a la expresion regular del Ejercicio 1.3.30.

Ejercicio 1.3.30. Obtener un autémata finito determinista para el lenguaje aso-
ciado a la expresién regular: (01)" + (010)*. Minimizarlo.

El AFND asociado a la expresion regular es el de la Figura 1.91.

El AFD asociado a la expresion regular es el de la Figura 1.92; donde las tran-
siciones que faltan son nulas.

La minimizacion del automata se encuentra en la Tabla 1.16.

Por tanto, como todos los estados del AFD de la Figura 1.92 son distinguibles,
este es minimal.

Ejercicio 1.3.31. Dado el lenguaje L asociado a la expresién regular (01 +011)" y
el homomorfismo f : {0,1}" — {0,1}" dado por f(0) = 01, f(1) = 1, construir una
expresion regular para el lenguaje f~!(L).

El AFND asociado a la expresion regular es el de la Figura 1.93.

El AFD asociado a la expresién regular es el de la Figura 1.94.

El AFD asociado a f~*(L) es el de la Figura 1.95.
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q194
q29s
q39e
q2
qs
q4
ds

de
FE

X
X X

X X X

X X X X

X X X X X

X X X X X | X

X X X X X | X | X

X X X X X | X | X | X

x | x X x | x [ x [ x [ x| x]
o 194 QG295 G3qe G2 43 44 G5 (e

Tabla 1.16: Minimizacion del autémata del Ejercicio 1.3.30.

Figura 1.93: AFND asociado al lenguaje L del Ejercicio 1.3.31.

Figura 1.94: AFD asociado al lenguaje L del Ejercicio 1.3.31.
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1 (B)

Figura 1.95: AFD asociado a f~(L) del Ejercicio 1.3.31.

Figura 1.96: AFD minimal asociado a f~!(L) del Ejercicio 1.3.31.

No obstante, este no es minimal, puesto que tiene estados inaccesibles. E1 AFD
minimal asociado a f~*(L) es el de la Figura 1.96.

Para obtener la expresién regular asociada a f~!(L), planteamos el sistema de
ecuaciones siguiente:

g0 = 0qogs + 1E + ¢
qoqs = Oqogqs + 1qo + €
E=(0+1)E

Por el Lema de Arden, tenemos que E = (0+1)*0 =0 y qgog3 = 0*(1go +¢). Por
tanto, tenemos que:

qo=00"(1go +¢) +e=0"(1gp +¢) +e =
= qo = (071)*(0" +¢)

Por tanto, la expresién regular asociada a f~1(L) es (071)*(0" + ¢).

Ejercicio 1.3.32. Dar expresiones regulares para los siguientes lenguajes sobre el
alfabeto A; = {0, 1,2}:

1. L dado por el conjunto de palabras en las que cada 0 que no sea el iltimo de
la palabra va seguido por un 1 y cada 1 que no sea el tltimo simbolo de la
palabra va seguido por un 0.
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0,1,2

Figura 1.97: AFD minimal asociado a L del Ejercicio 1.3.32.

El AFD minimal asociado a L es el de la Figura 1.97.

Para obtener la expresion regular asociada a L, planteamos el sistema de ecua-
ciones siguiente:

qo = O0q1 + 1g2 +2qo + ¢
G =1¢p+ (0+2)E+¢
@=014+2)E+0q¢ +¢
E=(0+1+2E

Por el Lema de Arden, tenemos que £ = (0 + 1 + 2)*) = 0, por lo que
qo = 0g; + €. Por tanto:

@1 =10q +¢)+ 00 +e=1(0¢ +¢) +ec =
= q1 = (10)"(1 +¢)

Por tanto, la expresién regular asociada a L es:

0(10)*(1+¢e) + 1(0(10)* (1 + &) + &) +2¢0 + & =
0(10)"(14+¢) +10(10)* (1 +e)+1+2q + ¢ =
[ *
=[0
[

(10)* (1 +¢) +10(10)* (1 +&) + 1 +¢] + 290 =
(10)" 4+ 10(10)* +¢](1 +¢€) +2¢0 =
(14¢)0(10)" +¢](1 +¢) + 2 =

= 2"[(1 +)0(10)" +¢](1 + &)

2. Considera el homomorfismo de A; en A, = {0, 1} dado por f(0) = 001, f(1) =
100, f(2) = 0011. Dar una expresién regular para f(L).

La expresién regular asociada a f(L) es:

(001)*[(100 + £)001(100001)* + £](100 + ¢)

3. Dar una expresién regular para LL™!.

Una expresién regular para L~! es

(1+2)[(01)*0(1 + &) + ¢]2*
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Figura 1.98: AFD minimal asociado a Ly del Ejercicio 1.3.33.

Por tanto, una expresién regular para LL ™! es:
2*[(14+)0(10)* +€](1 + &) (1 +¢)[(01)*0(1 + ) + ¢]2*

Ejercicio 1.3.33. Dados los lenguajes
Li={017|i>1,jesparyj>2}
Ly ={190F | k> 1,j es impar y j > 1}
Encuentre:

1. Una gramadtica regular que genere el lenguaje L;.
El AFD minimal asociado a L; es el de la Figura 1.98.
La gramatica regular asociada a Ly por tanto que lo genera es G = (V, {0, 1}, P, qo)
donde P es:

V= {QO7(117Q2:Q3}

g0 — Oq1
—0 1
p— q1 Cll\ q2
2 — 1g3
Q3—>1Q2|5

2. Una expresion regular que represente al lenguaje Ls.
El AFD minimal asociado a Ly es el de la Figura 1.99.

La expresién regular asociada a Ly se obtiene resolviendo el sistema de ecua-
ciones siguiente:

qgo = 1g; + OF
¢1 = 1go + 0go
@2 =0¢+1E+¢
E=(0+1)E

Por el Lema de Arden, tenemos que £ = (0+ 1)*0 = () y ¢go = 0*¢ = 0*. Por
tanto:
¢ =1gy + 00" =1¢gy + 07
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Figura 1.99: AFD minimal asociado a Ly del Ejercicio 1.3.33.

0

Figura 1.100: AFD asociado a Ly Ls del Ejercicio 1.3.33.

Por tanto, la expresién regular asociada a Lo es:
o = 1(1go +0") = (11)"(10")

3. Un automata finito determinista que acepte las cadenas de la concatenacion
de los lenguajes Li y Ly. Aplica el algoritmo para minimizar este autémata.

El AFD asociado a LiLs es el de la Figura 1.100. Este es:

j os impary j' > 1,k > 1} =

LyLy = {0°174'0% | i > 1,j es par y j > 2
>3,k>1}

= {0'190% | i > 1,5 es impar y j

Este autémata vemos de forma directa que es minimal, puesto que desde cada
estado para llegar al tinico estado final hemos de leer una cadena distinta.

Ejercicio 1.3.34. Considerar los AFD M; = ({A,B,C,D,E, F,G,H},{0,1},6,, A, {C})

y My = ({A",B",C",D',G'},{0, 1}, 69, A’, {D’'}) donde 07 y d2 estén definidas por las
Tablas 1.17 y 1.18 respectivamente. Determinar si ambos autématas finitos generan
el mismo lenguaje.

Como M, tiene mas estados, comenzamos minimizando este autémata. Veamos
cuales son sus estados accesibles:

{A,B,F\G,C,E,H} =Q\ {D}
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D EF F G
¢ H C ¢
G FE

Q QL

es!

Tabla 1.17: Transiciones del autémata M; del Ejercicio 1.3.34.

h|A B C D &

0|G" B D A B
1y¢" A B D D

Tabla 1.18: Transiciones del autémata My del Ejercicio 1.3.34.

Por tanto, tenemos que el inico estado no accesible es D. La tabla de minimalizacion
se encuentra en la Tabla 1.19.
Por tanto, notando por = a la relacion de indistinguibilidad, tenemos que:

H=2B A=F
Por tanto, el autémata minimal de M es:
M = {{(AE), (BH),C, F.G},{0,1},67™, (AE), {C}}

donde ™" estd definida por la Tabla 1.20.
Como podemos ver, M™™ y M, son isomorfos, con isomorfismo f dado por:

f((AE)) = A (inicial)
f(c)y=0 (final)
f(BH)) =G
f(F)=C"
f(G) =B
Por tanto, tenemos que L(M;) = L(M,).

Ejercicio 1.3.35. Comprobar si los autématas de las Figuras 1.101a y 1.101b ge-
neran el mismo lenguaje.

En primer lugar, vemos que g3 es distinguible del resto, pues que es el tinico
estado desde el cual no se puede llegar a un estado final. La tabla de minimalizacién
de M, se encuentra en la Tabla 1.21.

B | x

Clx| x

FE X | X
Flx| x |x]|x
G| x| x |x]|x|x
H | x[(BA)] x| x]x]x]

A B C FEF F (G

Tabla 1.19: Minimalizacién del autémata M; del Ejercicio 1.3.34.

128



Modelos de Computacion 1.3. Propiedades de los Lenguajes Regulares

gmn | (AE) (BH) C F &
0 (BH) G (AE) C G
1| F ¢ C G (AB)

Tabla 1.20: Transiciones del autémata M™" del Ejercicio 1.3.34.

(b) Autémata My del Ejercicio 1.3.35.

(a) Autémata M del Ejercicio 1.3.35.

Figura 1.101: Autématas del Ejercicio 1.3.35.

q1 X

qo X X

qs X X X

Q4 X X (q1,95) | %

qs X (90, 6) X X | %

G | (q2,q4) | X X x | x| x|
4o q1 a2 43 44 Qs

Tabla 1.21: Minimalizacién del autéomata M; del Ejercicio 1.3.35.

Figura 1.102: Autémata minimal asociado a M; del Ejercicio 1.3.35.
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g1 | X

@ | X | X

gz | X | % X

qa | X X X

gs | X | X (CI37C]6) X X

g6 | X | X X (q2,¢5) | x | x

gr | x| x X X x | x| x|
o Q1 q2 qs 44 Q45 Qe

Tabla 1.22: Minimalizacién del autémata M del Ejercicio 1.3.36.

Por tanto, el autémata minimal de M es el de la Figura 1.102.

Como vemos, el autémata minimal de M es isomorfo al AFD asociado a M, (ya
que cuenta con un estado de error con las transiciones restantes) con isomorfismo f
dado por:

f(q0g6) = po (inicial)
flags) = m
f(g2q4) = p2 (final)

Por tanto, tenemos que L(M;) = L(M,).

Ejercicio 1.3.36. Minimizar el automata de la Figura 1.103.

En primer lugar, vemos que q; es distinguible del resto, pues que es el tnico
estado desde el cual no se puede llegar a un estado final. La tabla de minimalizacién
de M se encuentra en la Tabla 1.22.

Por tanto, si notamos por = a la relacién de indistinguibilidad, tenemos que:

44 = q1 45 = q2 ds = q3
Por tanto, el autémata minimal de M es el de la Figura 1.104.
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Figura 1.104: Autémata minimal asociado a M del Ejercicio 1.3.36.

Ejercicio 1.3.37. Si L; y Ly son lenguajes sobre el alfabeto A, entonces la mezcla
perfecta de estos lenguajes se define como el lenguaje:

{w | w :albl---akbk | ay...a € Ll,bl...bk c Lg,ai7bi GA}
Demostrar que si Ly y Ly son regulares, entonces la mezcla perfecta de Ly y Lo es

regular.

Vamos a definir un autéomata finito determinista que acepte la mezcla perfecta
de Ly y Lo. Sean los autématas M; = (Q1, A, 61,4}, Fi) el autémata asociado a
Ly My = (Qa, A, 62,3, F») el autémata asociado a Ly. Definimos el autémata
M = (Q, A, 6, qo, F') como sigue:

Q= Q1 x Q2 x {Ly,Ls}
F:F1XF2X{£1}

qo = (Q(1)>Q(Q)>£1)
5(((]17(]27£1>7a) = (51<QI7Q>7(]27£2> Vae A
5(((]17Q27£2)7G) = (q1752(QQa a)aﬁl) Va € A

Notemos que el estado (¢;, gj, L) indica que en el autémata M; se estd en el esta-
do ¢;, en el autémata M, se estd en el estado ¢; y, ahora mismo, debemos leer un
simbolo de la de L.

Veamos ahora que L(M) genera la mezcla perfecta de Ly y Lo, para lo cual antes
notamos que, para todo u € A*, con |u| = 2n, (n € N), tenemos que:

6" ((q1, g2, £1),u) = (61 (q1,w1), 05(q2, u2), £1)
donde:
= u; es la subcadena de u formada por los simbolos en posiciones impares.
= uy es la subcadena de u formada por los simbolos en posiciones pares.
Por tanto, demostremos el resultado por doble inclusién:

C) Sea u € L(M). Entonces, §((q},q2, L1),u) € F, de lo que deducimos que |u =
2n|, con n € N. Por tanto, definiendo u; y us como antes, tenemos que:

5*((Qévqg7£1)vu) = (5T(Qé’u1)75>2k(qg>u2)v£1) €EF=F xIFx {‘Cl}
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Por tanto, uy € Ly, us € Ly y, por tanto, u pertenece a la mezcla perfecta de
L1 y LQ.

D) Sea u € A* tal que u pertenece a la mezcla perfecta de L; y Lo. Entonces,

U = ayby - -agby, con uy = ay...ap € L1y us = by...bp € Ly. Por tanto,
como |u| = 2k, con k € N, tenemos que:

5*((Q(1]JQ(2)7£1)7U> - (5I(qéaul>765(Q(Q)7u2)7£1) S F — Fl X F2 X {El}
Por tanto, u € L(M).

Por tanto, el autémata M acepta la mezcla perfecta de L; y Lo, por lo que es
regular.

Ejercicio 1.3.38. Si L es un lenguaje, sea L, el conjunto de palabras que son las
mitades de palabras de L y L-1; el conjunto de palabras que son las dos terceras
partes de palabras de L. Es decir:

L, ={z|3y e A" |z| =|y|,zy € L}
Loy, ={zz |3y € A, |z] = |y| = |2], 2yz € L}

Demostrar que si L es regular, entonces L., también lo es, pero que L-i;; no es
necesariamente regular.

Como L es regular, sea M = (Q,A,d,qo, F) el autémata finito determinista
asociado a L. Definimos el autémata M’ = (Q, A, 6, qo, F') donde:

F'={qeQ|3u,ve A" |u|l = |v],6"(q,u) = q,0"(q,v) € F}

Es decir, F’ contiene los estados que se encuentran a mitad de camino entre el estado
inicial y un estado final. Veamos que L/, = L(M'):

C) Sea u € Ly,. Entonces, existe v € A* tal que |u| = |v| y uwv € L. Entonces:
6 (qo, uv) = 6*(6*(qo, u),v) € F = 6*(qo,u) € F'
Por tanto, u € L(M’).

D) Sea u € L(M'). Entonces, 6*(qo,u) € F’. Por tanto, existe v € A* tal que
jul = Jo] y:

8" (0"(qo, u),v) = 6" (qo,uv) € F = uv € L(M) = u € L,

Por tanto, L., = L(M'), con lo que es regular.

1.3.1. Preguntas Tipo Test

Se pide discutir la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
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1. El lema de bombeo puede usarse para demostrar que un lenguaje determinado
es regular.

Falso, el lema de bombeo nos dice que si un lenguajes es regular, entonces este
cumple una determinada propiedad. Podemos usar su contrarreciproco para
ver que si una palabra del lenguaje no cumple dicha propiedad entonces el
lenguaje no es regular, pero no nos sirve para determinar si un lenguaje lo es
0 no.

2. Todo lenguaje con un numero finito de palabras es regular.

Verdadero, ya que si tenemos L = {vy, v, ...,v,} un lenguaje finito de n € N
palabras, entonces podemos construir la gramatica G = ({S}, A, P, .S) con A el
alfabeto sobre el que esta definido L y P el siguiente conjunto de producciones:

P:{S—>U1‘U2| |Un}

Con lo que G es una gramatica regular de forma que L = L(G), con lo que es
regular.

3. La interseccion de lenguajes regulares es siempre regular.

Verdadero. Como hemos visto en teoria, si tenemos dos lenguajes regulares,
entonces podemos construir un autémata finito determinista para cada uno de
ellos y construir el automata producto, que genera la intersecciéon de ambos
lenguajes, con lo que el lenguaje como resultado de intersecar los dos lenguajes
es regular.

4. La demostracion del lema de bombeo se basa en que si leemos una palabra
de longitud mayor o igual al nimero de estados del autémata, entonces en el
camino que se recorre en el diagrama de transicion se produce un ciclo.

Verdadero, si tenemos un autémata finito determinista de n estados que re-
conoce un lenguaje regular, si leemos una palabra de longitud m con m > n,
entonces en el “camino de lectura” de la palabra, hemos de pasar por m + 1
estados, con lo que pasaremos por al menos un estado dos veces o mas, con lo
que el autémata tendra un ciclo.

5. Es mas facil determinar si una palabra pertenece a un lenguaje regular cuan-
do éste viene dado por una expresion regular que cuando viene dado por un
automata finito determinista.

Falso, si tenemos un autémata finito determinista que acepta el lenguaje en
cuestion, ver si la palabra esté en el lenguaje sera tan sencillo como ir rea-
lizando las transiciones entre estados en el automata leyendo la palabra y
comprobando si al final llegamos a un estado final o si no. Por otra parte,
puede suceder que ver si una palabra estd en un lenguaje o no a partir de la
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expresion regular puede que sea sencillo, pero si consideramos una expresion
regular muy compleja, posiblemente no sea tan facil determinar si la palabra
estd en el lenguaje o no. En cualquier caso, reconocer si una palabra esta en
el lenguaje por un autémata finito determinista es siempre el proceso mas
sencillo.

6. En la demostracion de que todo autéomata finito tiene una expresion regular
que representa el mismo lenguaje, el conjunto Rfj se define como el lenguaje
de todas las palabras que llevan al autémata del estado ¢; al estado g; pasando
por el estado nimero k, gy.

Falso, (se trata de una pregunta del Tema 2) ya que Rfj se define como el
conjunto de todas las palabras que llevan al automata del estado ¢; al estado
¢; pasando por estados de numeraciéon menor o igual que k, pero no necesa-
riamente por g.

7. El conjunto de todas las expresiones regulares es un lenguaje regular.

Falso, si consideramos que la buena parentizacién® forma parte de las expre-
siones regulares, podemos demostrar que el conjunto de todas las expresiones
regulares no es un lenguaje regular usando el Lema de bombeo:

Sean € Ny a € A, consideramos? z = ("a[+a)|". Es decir:
z={((..(((a+a)+a)+a)...+a)+a)+a)

donde hay n paréntesis de apertura y n paréntesis de cierre y notemos que
|z| = n. Supongamos que hay u,v,w € A* tales que z = wvw con |v| > 1y
|uv| < n. Entonces, u = (¥, v="conh> 1, k+h<ny:

w=(""""a4+a)+a)+a)...+a)+a)+a)=("""Ta[+a)]"

Sin embargo, uv’w = vw = (""a[+a)]", que no es una expresién regular
correcta por no estar bien parentizada (k > 1), con lo que dicho lenguaje no
es regular.

8. A partir de la demostracién de que si R es regular y L un lenguaje cualquie-
ra, entonces R/L es regular, se puede obtener un algoritmo para construir el
autémata asociado a R/L.

Falso en general: si el lenguaje L es finito o regular, si que nos dice cémo
podemos construir el autémata asociado a R/L, pero si no puede suceder
que no seamos capaces de hacerlo, por tener L infinitas palabras y no poder
considerar en el autéomata todas ellas.

9. En un autémata finito no-determinista, si intercambio entre si los estados fi-
nales y no finales obtengo un autémata que acepta el lenguaje complementario.

'El poner paréntesis.
2Donde hemos usado corchetes para diferenciarlos de los paréntesis del lenguaje.
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10.

11.

12.

13.

14.

Falso, ya que un autémata finito no determinista puede que no tenga definidas
alguna transicion desde un estado leyendo algin caracter (lo que en el determi-
nista asociado significaria ir a un estado de error), con lo que al realizar dicho
cambio en el autémata no determinista, no consideramos dichas transiciones.
Para ver esto mas claro, consideramos el autémata finito no determinista de
la Figura 1.105, que acepta el lenguaje:

L={0lu|ue{0,1}}

Figura 1.105: Autémata finito no determinista para la pregunta 9.

Si realizamos el cambio mencionado en la pregunta, entonces consideramos
ahora como conjunto de estados finales F' = {qo, q1}, con lo que segin esta
pregunta, el nuevo autémata deberia reconocer el lenguaje:

L={w|w#0lu Yue{0,1}"}

Sin embargo, 110 € L y si intentamos leer esta palabra en el nuevo autémata
finito no determinista, no la reconoce, como resultado de la falta de transiciones
en el automata de la Figura 1.105, como habiamos enunciado anteriormente.

Si en un autémata finito no hay estados distinguibles de nivel 2, ya no puede
haber estados distinguibles de nivel 4.

Todo lenguaje generado por una gramatica lineal por la derecha es también
generado por una gramatica lineal por la izquierda.

Verdadero, se vi6 en el Tema 2.

Un autéomata finito determinista sin estados inaccesibles ni indistinguibles es
minimal.

Verdadero, gracias a un resultado visto en teoria.

Si L es una lenguaje sobre el alfabeto A, entonces CAB(L) es siempre igual al
cociente L/A*.

Verdadero, por definicién de CAB(L) y de L/A*:
L/A* ={ue A" | Jv € A" verificando uv € L} = CAB(L)

El lenguaje de las palabras sobre {0, 1} en las que la diferencia entre el niimero
de ceros y unos es impar es regular.
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15.

16.

17.

Verdadero, ya que se puede reconocer por el automata de la Figura 1.106.

@.

0,1
Figura 1.106: Autémata finito determinista para la pregunta 14.
Donde usamos el estado ¢o para representar que la diferencia entre el nimero

de ceros y unos es par y ¢; para representar que la diferencia entre el nimero
de ceros y unos es impar.

En un autémata finito cualquiera, si las transiciones dan lugar a un ciclo, en-
tonces el lenguaje aceptado es infinito.

Falso, solo serd cierto si tras salir de dicho ciclo se puede llegar a un estado
final. Para ilustrar este caso, observamos el autémata finito determinista de la

Figura 1.107.
-©

Figura 1.107: Autémata finito determinista para la pregunta 15.

En el autémata hay presente un ciclo y este reconoce el lenguaje {0}.

La expresion recursiva que se emplea para obtener la expresion regular asocia-

da a un autémata finito determinista es: rfj = Tfjfl —i—rf@il)(rf,;_ll)(k_l))*rf];_ll)j.

Falso, aunque se trata de una pregunta del Tema 2, la expresion correcta es:
ko k=1 | k—1/ k—1\* k—1
Ti; =Ty T (rpe ) Tkj

v

Cuando se construye la expresion regular asociada a un autémata finito deter-
minista, 7’ no puede ser nunca vacio.

13

Falso, si puede serlo.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

El conjunto de las palabras {u0011v™! | u,v € {0,1}"} es regular.

Verdadero, para verlo mas claro (usando que puede u # v):
{u0011v™" | u,v € {0,1}*} = {u0011w | u,w € {0,1}"}

Y podemos reconocer este lenguaje mediante la gramatica lineal por la dere-
cha G = ({S,A},{0,1}, P, S) con P el conjunto que contiene las siguientes
producciones:

S =05 | 1S | 0011A
A= 0A|1A | ¢

Si L es un lenguaje finito, entonces su complementario es siempre regular.

Verdadero, ya que si L es finito, entonces es regular, con lo que podemos cons-
truir un autémata finito determinista que reconozca dicho lenguaje. Una vez
que obtengamos dicho autémata finito determinista M = (Q, A, 6, qo, F),
bastard considerar el autémata M’ = (Q, A, 0, qo, @ \ F), autémata finito de-
terminista que aceptard el lenguaje L(M') = L.

En un autémata finito determinista la relacion de indistinguibilidad es una
relacién de equivalencia.

Verdadero, cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva, tal y como
se ha visto en teoria.

En un autémata finito determinista siempre debe de existir, al menos, un es-
tado de error.

Falso, el automata que hicimos para la pregunta 14 que podemos ver en la
Figura 1.106 era un autémata finito determinista totalmente valido y no tenia
estados de error.

El conjunto de los niimeros en binario que son multiplos de 7 es regular.

Verdadero, como vimos en el Ejercicio 1.1.17.2 y en el AFD de la Figura 1.1.
Hay situaciones en las que los estados inaccesibles de un AFD cumplen una
funcién especifica.

Falso, no se puede llegar nunca a un estado inaccesible, por lo que son irrele-
vantes en el reconocimiento de una palabra.

Si R es un lenguaje regular y L un lenguaje independiente del contexto, en-

tonces R/L es regular.

Verdadero, ya que no hace falta exigir hipotesis sobre L, sea cual sea dicho
lenguaje, mientras que R sea regular, R/L sera regular.
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25.

26.

27.

Si en un autémata dos estados son distinguibles de nivel n, entonces seran
distinguibles de nivel m para todo m > n.

Verdadero, ya que dos estados son distinguibles de nivel n si y solo si existe
una palabra u € A* de longitud menor o igual que n tal que en el conjunto
{6*(p,u),0%(q,u)} hay un estado final y otro no final, por lo que si p y ¢ son
distinguibles de nivel n por la dicha existencia de una palabra u € A*, entonces
seran indistinguibles de nivel m para m > n, ya que podemos considerar la
misma palabra que considerdbamos para el caso de n, por ser |u] < n < m.

Si h es un homomorfismo y h(L) no es regular, podemos concluir que L no es
regular.

Verdadero, es la implicacién contrarreciproca de “si h es un homomorfismo y
L es regular, entonces h(L) es regular”, vista en teoria.

El lenguaje de todas las palabras en las que los tres primeros simbolos son
iguales a los tres ultimos es regular.

Verdadero, supongamos que trabajamos sobre el alfabeto A = {ay,...,a,}.
Sabemos que hay un nimero finito de combinaciones para coger tres simbolos
de dicho lenguaje: n® combinaciones distintas. Podemos pues, construir una
aplicacién biyectiva f : {1,2,...,n%} —+ A x A x A. De esta forma, podemos
considerar la gramatica:

Siendo P el conjunto de producciones que contienen las siguientes producciones
que vamos a describir.

S va a poder generar cada una de las n® sucesiones de 3 simbolos sobre A,
cada una seguida de una variable A; siendo 7 el indice de dicha combinacién.
Posteriormente, todas las variables A; podran generar un numero indefinido
de ceros y unos en cualquier orden, teniendo que terminar con la combinacién
de los 3 simbolos correspondiente al indice i:

S F)AL | f(24s | ... | Fn) A
A — 0A; [ 1A | f(1)

Aps — 04,3 | 1A,3 | f(ng)

Y tenemos que G es una gramatica regular por la derecha, por lo que el lenguaje
que genera es regular.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

Si un lenguaje verifica la condicién que aparece en el lema de bombeo para
lenguajes regulares, ya no hay forma de demostrar que no es regular.

Falso, el lenguaje puede verificar la condicién del lema de bombeo y no ser
regular. Sin embargo, puede ser posible demostrar que no es regular por otros
métodos.

Si f es un homomorfismo entre alfabetos f : A7 = A5 y L C A} no es regular,
podemos concluir que f(L) tampoco es regular.

Todo lenguaje que cumple la condicién del lema de bombeo para lenguajes
regulares puede ser aceptado por un autémata finito no determinista.

Falso, anteriormente comentamos que un lenguaje puede verificar la condicién
del lema de bombeo y no ser regular.

No existe algoritmo para saber si el lenguaje generado por una gramatica re-
gular es finito.

Falso, si existe. En primer lugar, hemos de eliminar los estados inaccesibles
y los estados desde los que no se puede llegar a un estado final (estados de
error). Una vez hecho esto, si el autémata finito determinista resultante tiene
ciclos, entonces el lenguaje es infinito, ya que podemos ir dando vueltas por el
ciclo y generando palabras infinitas. Si no hay ciclos, entonces el lenguaje es
finito.

Dos autématas finitos deterministas con diferente niimero de estados y que
aceptan el lenguaje vacio tienen el mismo ntiimero de estados finales.

Falso, solo seria cierto si todos los estados son alcanzables, ya que los autématas
de las Figuras 1.108 y 1.109 ambos aceptan el lenguaje vacio y el nimero de

estados finales es distinto.
0,1

Figura 1.108: Autémata finito determinista 1 para la pregunta 32.

—) 0,1 0,1

Figura 1.109: Autémata finito determinista 2 para la pregunta 32.

Si A es un alfabeto y L un lenguaje cualquiera distinto del vacio, entonces se
verifica que A*/L = A*.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Verdadero, si recordamos la definicién de A*/L:
A*/L ={u € A" | Ju € L verificando uv € A*}

C) Es trivial, por ser A*/L un lenguaje.
D) Sea u € A*, como L # (), existird v € L, con lo que uv € A* por ser el
conjunto de todas las palabras, con lo que u € A*/L.

Si Rfj son los lenguajes que se usan en la construccién de una expresion regular
: 4 : : : i—1 pj—1 J
a partir de un automata finito, siempre se verifica que R R}~ C Rj;.

El lema de bombeo es 1til para demostrar que la interseccion de dos lenguajes
regulares no es regular.

Existe un algoritmo para determinar si el lenguaje generado por una gramatica
regular es infinito.

Existe un algoritmo para determinar si el lenguaje generado por una gramética
regular es finito o infinito.

La interseccion de dos lenguajes regulares da lugar a un lenguaje independien-
te del contexto.

Verdadero, ya que la interseccion de dos lenguajes regulares da lugar a un
lenguaje regular (tal y como veiamos en la pregunta 3), que a su vez es inde-
pendiente del contexto.

Si un lenguaje es infinito no se puede encontrar una expresiéon regular que lo
represente.

Falso, debido a la existencia de lenguajes regulares infinitos. Por ejemplo,
podemos considerar L = {a’ | ¢ € N}, un lenguaje infinito por ser biyectivo
con N:

L ={¢,a,aa,aaa,aaaaq,...}

Y este puede ser representado por la expresion regular (a)”.

En un autémata finito determinista sin estados inaccesibles la relacion de in-
distiguibilidad entre los estados es una relacién de equivalencia.

Verdadero, tal y como vimos en teoria.

En un autémata finito determinista, si no hay dos estados que sean indistin-

guibles entre si, entonces el autéomata es minimal.

Falso, salvo si el autémata no tiene estados inalcanzables, en cuyo caso es
verdadero.
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Dada una gramaética lineal por la derecha, siempre existe otra gramética lineal
por la izquierda que acepte el mismo lenguaje.

Verdadero, tal y como vimos en la teoria del Tema 2.

Si R es un lenguaje regular y L un lenguaje cualquiera, entonces R/L es siem-
pre un lenguaje regular.

Verdadero, tal y como hemos visto en la teoria.

Si un lenguaje cumple la condicién del lema de bombeo para conjuntos regu-
lares no nos asegura que sea un lenguaje regular.

Verdadero, ya que la propiedad del lema de bombeo es una condicién necesaria,
no suficiente.

Existe un algoritmo para determinar si los lenguajes generados por dos gramati-
cas regulares son iguales o no.

Verdadero. En teoria hemos visto que si tenemos dos lenguajes, Ly y Lo ge-
nerados por dos autématas finitos de terministas, M; y My (respectivamen-
te), entonces podemos construir el autémata finito para el lenguaje diferencia
simétrica Ly A Ly = (L1 \ Ly) U (La \ Ly), y aplicarle el algoritmo de si el
lenguaje que genera es vacio (en cuyo caso, Ly = Lsg). Ademds, como tene-
mos un algoritmo para pasar de gramaticas regulares a automatas, podemos
mecanizar todo este proceso.

El conjunto de cadenas aceptado por un autémata finito no determinista con
transiciones nulas no puede ser generado por una gramatica independiente del
contexto.

Falso, el conjunto de cadenas acpetadas por un autémata finito no determinista
con transiciones nulas es un lenguaje regular, que puede ser generado por una
gramatica regular por la derecha, que a su vez es independiente del contexto.

El lenguaje resultado de la unién de dos lenguajes regulares con un ntimero
infinito de palabras puede ser representado mediante una expresion regular.

Verdadero, ya que la unién de dos lenguajes regulares es regular, con lo que
puede ser representado mediante una expresion regular, independientemente
de la cardinalidad de los lenguajes.

Una expresién regular siempre representa a un lenguaje que puede ser genera-

do por una gramética independiente del contexto.

Verdadero, ya que una expresion regular siempre representa a un lenguaje que
puede ser generado por una gramatica regular por la derecha, que a su vez es
independiente del contexto.
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49.

20.

51.

92.

23.

o4.

25.

26.

Existe un algoritmo para comprobar si son iguales los lenguajes aceptados por
dos autématas finitos diferentes.

Verdadero, en caso de ser automatas finitos determinisitas, es el razonamiento
que ya hicimos en la pregunta 45. En caso de ser autématas finitos no deter-
ministas, existe un algoritmo para pasarlos a deterministas y en cuyo caso,
podemos aplicar el algoritmo ya mencionado.

Si en un autéomata finito no determinista intercambio entre si los estados fina-
les y no finales obtengo un autémata que acepta el lenguaje complementario
del aceptado por el autémata original.

Falso, esta pregunta ya fue respondida anteriormente, en la pregunta 9.

Si L es un lenguaje regular, entonces el lenguaje LL™! es también regular.

Verdadero, ya que si L es regular, entonces L' es regular; y la concatenacién
de lenguajes regulares sigue siendo regular.

El lema de bombeo para lenguajes regulares es tutil para demostrar que un
lenguaje determinado no es regular.

Verdadero, puede ser 1til para demostrar que un lenguaje no es regular, aunque
puede haber casos en los que no nos dé informacién sobre si es regular o no,
al tratarse de una condicion necesaria para los lenguajes regulares.

Si un lenguaje tiene un conjunto infinito de palabras sabemos que no es regular.

Falso, el lenguaje L = {a’ | 1 € N} tiene un conjunto infinito de palabras (es
biyectivo con N) y es regular, ya que puede representarse mediante la expresion
regular (a)”.

Un autéomata finito determinista sin estados inaccesibles ni indistinguibles es
minimal.

Verdadero, tal y como comentamos anteriormente en la pregunta 12.

El conjunto de las palabras {u0011v~! | u,v € {0,1}"} es regular.

Verdadero, tal y como comentamos anteriormente en la pregunta 18.

Existe un algoritmo para determinar si el lenguaje generado por una gramatica
regular es infinito.

Verdadero, como razonamos en la pregunta 31.
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57. Para cada autémata finito no determinista M existe una gramética indepen-

8.

29.

diente de contexto G tal que L(M) = L(G).

Verdadero, ya que sabemos que para cada autémata finito no determinista M
existe una gramética regular por la derecha G tal que £L(M) = L(G) y sabemos
que las gramaticas regulares por la derecha son a su vez independientes del
contexto.

El lenguaje formado por las cadenas sobre {0, 1} que tienen un nimero impar
de 0 y un ntmero par de 1 no es regular.

Falso, ya que podemos construir un autéomata finito determinista que acepte
el lenguaje, tal y como vemos en la Figura 1.110.

Figura 1.110: Autéomata finito determinista para la pregunta 58.

Donde pensamos en los estados como:

= (o, la palabra tiene un niimero par de ceros y de unos.

= ¢, la palabra tiene un ntimero impar de ceros y niimero par de unos.
= (o, la palabra tiene un nimero par de ceros y nimero impar de unos.
= (3, la palabra tiene un nimero impar de ceros y de unos.

Elegimos como estado inicial gy ya que la palabra € tiene un ntimero par de
ceros y de unos.

Si L es un lenguaje regular, entonces la cabecera de L (CAB(L)) es siempre
regular.

Verdadero, si L es un lenguaje regular, existird un autémata finito determinista
M = (Q,A,0d,q,F) que reconozca dicho lenguaje. Consideramos ahora el
autémata M’ = (Q, A, d, qo, F'), un autémata igual que M con la diferencia
de que g € F’ si y solo si existen dos palabras u,v € A* tales que:

0 (qo,u) =q N 0%(q,v) € F
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60.

61.

62.

Es decir, si ¢ es un estado alcanzable y se encuentra en el camino previo a un
estado final, de forma que la palabra que se lee desde ¢y hasta ¢ sera un prefijo
de alguna palabra de L.

En un autémata finito determinista, si no hay dos estados que sean indistin-
guibles entre si, entonces el autémata es minimal.

Falso, es necesario exigir ademas que no haya estados inalcanzables.

La interseccion de dos lenguajes regulares da lugar a un lenguaje independien-
te del contexto.

Verdadero, ya que la interseccion de dos lenguajes regulares da lugar a un
lenguaje regular, que a su vez es independiente del contexto.

Si un lenguaje es infinito no se puede encontrar una expresion regular que lo

represente.

Falso, pregunta que ya fue contestada en la pregunta 39.
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S S
N /N
a A b a Ay
/\ VRN
a 1 a Ay b
| |

Figura 1.111: Arboles de derivacién para aab usando la Gramatica del Ejercicio 1.4.1.

1.4. Gramaticas Independientes del Contexto

Observacion. Salvo que se indique lo contrario, las letras en maytusculas representan
variables, las letras en mintsculas representan terminales y la S representa el simbolo
inicial.

Ejercicio 1.4.1. Determinar si la siguiente gramatica es ambigua y si el lenguaje
generado es inherentemente ambiguo:

S — Al ’ A2
Al — CLAlb | CLAl ‘ e
A2 — &Agb ’ Agb ‘ IS
La gramatica dada es ambigua puesto que hay palabras con méas de un arbol de
derivacion. Por ejemplo, la palabra aab tiene los dos posibles arboles de derivacion
que se muestran en la Figura 1.111.
Veamos ahora que no es inherentemente ambiguo. La producciéon de A; produce

las palabras de la forma a‘b’, con i > j. La produccién de A, produce las palabras
de la forma a’t’, con i < j. Por tanto, la gramética genera el lenguaje:

L={aV |i,j e NU{0}, i>j}U{a'V |i,j e NU{0}, i< j}=
={a'V | i,j e NU{0}}
Este lenguaje es regular con expresion regular asociada:
a*b*
Por tanto, como es regular, tenemos que no es inherentemente ambiguo.

Ejercicio 1.4.2. Sea la gramatica

S —aSA|e
A—bA|e

1. Demostrar que es ambigua.

Tomemos como palabra aabb. Esta palabra tiene dos arboles de derivacién,
como se muestra en la Figura 1.112.
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//

A S
AN, AN
\ /\ JING N
e b a S A b A
/\A VA |

€

Figura 1.112: Arboles de derivacién para aabb usando la Gramatica del Ejerci-
cio 1.4.2.

2. Dar una expresion regular para el lenguaje generado.

En primer lugar, hemos de considerar que € € L. Ademas, todas las palabras
de longitud positiva empiezan por a. por tanto, la expresion regular para el
lenguaje generado por la graméatica es:

atb* +¢

3. Construir una gramatica no ambigua que genere el mismo lenguaje.

Una primera opcién seria obtener el automata y pasar este a gramatica. No
obstante, consideramos directamente la gramatica G = (V, {a, b}, P, S), con:

V ={S A, B}
S —aAle
P={A—adA|B
B —0bB | ¢

Veamos ahora que esta gramética no es ambigua. Sea z € L.

= Si z = ¢, entonces la tnica derivacién posible es S = .

» Si z # ¢, entonces z = a'l’, con 4,5 € NU {0}, i > 1. Para obtener la
primera i (ya que i > 1) hemos de usar la produccién S — aA. A partir
de aqui, hemos de usar la produccién A — aA i — 1 veces. Por ultimo,
hemos de usar la produccion A — B para producir las b’s y la produccion
B — bB j veces. Por ultimo, hemos de usar la produccion B — ¢ para
terminar. Por tanto, la tinica derivacién posible es:

S=adA=aA=...=dA=dB=dbB=..=dVVB=dl
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(expresién) (expresién)

PO RN P BN
(identificador) — — (expresién) (expresion) —  (identificador)
| | | |
a (identificador)  (identificador) b
| |
b a

Figura 1.113: Arboles de derivacién para a — b usando la Gramaética del Ejerci-
cio 1.4.3.

Ejercicio 1.4.3. Considera la gramatica G = (V, T, S, P) donde

V' = {(expresién), (identificador) }
T ={a,b,c,d,—}

S = (expresion)

(expresién) — (identificador)
p_ (expresién) — (identificador) — (expresion)
(expresién) — (expresion) — (identificador)
(identificador) — a | b | c| d

1. Demuestra que esta graméatica no puede ser empleada para describir un posible
lenguaje de programacion, teniendo en cuenta que la sustracién no es una
operacién conmutativa, y que (a —b) —d # a — (b — d).

El lenguaje generado tiene como expresion regular:

(a+b+c+d)(—(a+b+c+d)

Por tanto, debido a que no tenemos paréntesis, en el lenguaje de programacién
no podriamos obtener el resultado de a — (b — d).

2. jEs ambigua la gramatica G?7 jEs la ambigiiedad inherente al lenguaje gene-
rado por G7 Justifica adecuadamente la respuesta.

Para ver que la gramatica es ambigua, consideramos la palabra a — b. Esta
palabra tiene dos arboles de derivacion, como se muestra en la Figura 1.113.

La ambiguedad no es adherente al lenguaje generado por la gramatica, ya que

este lenguaje es regular. Por tanto, el lenguaje no es inherentemente ambiguo.

3. (Es posible modificar G de manera que la nueva gramatica pueda ser usada pa-
ra generar el lenguaje de las expresiones aritméticas correctas con el operador
de resta?

Si, podemos anadir paréntesis a la graméatica para que sea capaz de generar el
lenguaje de las expresiones aritméticas correctas con el operador de resta. La

147



Modelos de Computacion 1.4. Gramaticas Independientes del Contexto

S

|
AN,

N PR
/N 1N

O —
Q
S
=
o — O

6

Figura 1.114: Arboles de derivacién para a® usando la Gramatica del Ejercicio 1.4.4.

a
—(®)
Figura 1.115: AFD que acepta el lenguaje de la variable A de la Gramatica del

Ejercicio 1.4.4.

gramética modificada serfa G = (V,{a,b,c,d,—,(,)}, P, S), con:

vV ={S,I}
_JI—=alblcl|d
ST (I-9)|(S-1)

Ejercicio 1.4.4. Dada la gramatica

S—A|B
A—aaAle
B — aaaB | €

1. Demostrar que es ambigua.

La variable A genera palabras de la forma a? y la variable B genera palabras
de la forma a3. Por tanto, la palabras de la forma a% tienen dos arboles de
derivacién, como se muestra en la Figura 1.114.

2. Construir un autémata finito deterministico que acepte el mismo lenguaje.

El autémata que genera las palabras de la forma a? es el que se muestra en

la Figura 1.115, mientras que el autémata que genera las palabras de la forma
a®" es el que se muestra en la Figura 1.116. El autémata producto es el que se
muestra en la Figura 1.117.

3. Construir una gramatica lineal por la derecha, a partir del autémata deter-
ministico, que genere el mismo lenguaje.
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a

Figura 1.116: AFD que acepta el lenguaje de la variable B de la Gramatica del

Ejercicio 1.4.4.
()=o)

Figura 1.117: AFD que acepta el lenguaje de la Gramatica del Ejercicio 1.4.4.

La gramatica lineal por la derecha que genera el lenguaje del automata de la
Figura 1.117 es G = (V, {a}, P, S), con:

V' = {qopo, 171, GoP2; 100> GoP1; G1P2 }
(qopo — aqupy | €

q1p1 — aqop2

qop2 — aqipo | €

¢Q1po — aqops | €

qopr — aqip2 | €
L @1P2 — agoPo

4. Demostrar que la gramatica resultante no es ambigua.

Como el autémata del que proviene es determinista, la gramatica obtenida no
es ambigua; ya que para cada estado y simbolo solo hay un posible estado al
que ir.

Ejercicio 1.4.5. Dar una gramaética libre de contexto no ambigua que genere el
lenguaje
L={dva"|(i=3)Vv(k=10}

Este ejercicio no es tan directo y requiere explicacion. La idea es expresar L como
union de tres lenguajes disjuntos:

1. L = {a'Va*V' | i, e NU{0}, k,l e N\ {0},i=jAk#I}
2. Ly ={a'tia*¥ | i,5,k, 1 € N\ {0},i #jAk=1}
3. Ly = {ata*¥ | i,j,k, 1 e N\ {0},i=7Ak=1}U{e}.
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3 3
Vemos de forma directa que Ly = |J L;. Veamos ahora que () L; = (. Sea

i=1 i=1
z = a'Vad*b € L. Si todos los exponentes son distintos de 0, entonces vemos de
forma directa que tan solo puede pertenecer a uno de los L;. Si z = ¢, tan solo
puede pertenecer a Ls. Por ultimo, tan solo queda contemplar que la palabra sea de

la forma aPb?. En este caso, tan solo puede pertenecer a L.

Por tanto, tenemos que:

3 3
ULi=L (Li=0
i=1

i=1
Damos ahora una gramética para cada uno de los lenguajes.
1. Sea Gy = (V4,{a,b}, P, S), con:

Vi = {Sy, A1, By, B, BY}
(S; — A By

Ay — aAib|e

Py ={ By —aBb| B¢ | B
By — aBf{ | a

| BY — bBS | b

Notemos que A; genera la parte de la forma a't’ con 7,5 € NU{0}, i = j. B
inicialmente genera la parte de la palabra de la forma a*'b" con k', I’ € NU{0},
k' = I', pero necesariamente se emplea B¢ o BY para terminar la palabra, y
estas afiaden respectivamente a’s o b’s (al menos una), de forma que se fuerza
aque k,l € N\ {0}, k # L.

Ademas, es no ambigua puesto que la la forma de la palabra fija qué produc-
ciones hemos de emplear.

De esta forma, £(G1) = L.
2. Sea Gy = (Vo,{a,b}, P, S,), con:

Vo = {52, As, By, A5, A3}

( Sy — Ay By

Ay — aAyb | AS | AY
P, =( By — aBsb | ab

AS — aAf | a

[ A — bAY | b

La demostraciéon de que L£L(G3) = Ly es andloga a la de G;. Notemos que en
este caso, como la regla By — € no esta presente, se fuerza a que k, [ # 0.

Ademas, de igual forma, se trata de una gramatica no ambigua.

Por tanto, L(G5) = Ls.
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S
/ \
S a S
/1IN /\
a S b S b
a a
Figura 1.118: Arboles de derivacién para aab usando la Gramatica del Ejerci-

cio 1.4.6.1.

3. Sea G3 = (V5,{a,b}, Ps, S3), con:

‘/é = {S?n 03}

Sg — 0303 ’ £
P; =

C3 — aCsb | ab

Notemos que la regla S — ¢ se anade para que € € L3. C3 genera la parte de
la palabra de la forma a'b’ con i € N\ {0}, por lo que se tiene.

Ademas, es no ambigua puesto que la la forma de la palabra fija qué produc-
ciones hemos de emplear.

Por tanto, £(G3) = Ls.
Como son tres lenguajes disjuntos cuya unién es L, y como cada una de las

gramaticas es no ambigua, tenemos que la gramatica G = (V,{a,b}, P,S) es no

ambigua, con:
V=ViulWhuV;u{S}

P:P1UP2UP3U{S—)51|SQ|53 }

Ejercicio 1.4.6. Determinar cuales de las siguientes gramaticas son ambiguas y, en
su caso, comprobar si los lenguajes generados son inherentemente ambiguos:

1. S—aSb|Sb|aS|a

La gramatica dada es ambigua. Por ejemplo, la palabra aab tiene dos érboles
de derivacién, como se muestra en la Figura 1.118. No obstante, este es un
lenguaje regular con expresion regular asociada:

aa*b*
Por tanto, el lenguaje generado no es inherentemente ambiguo.

2. S —aaS | aaaS | a

La gramética dada es ambigua. Por ejemplo, la palabra a” tiene dos arboles
de derivacién, como se muestra en la Figura 1.119. No obstante, este es un
lenguaje regular con expresion regular asociada:

(aa + aaa)*a

Por tanto, el lenguaje generado no es inherentemente ambiguo.
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a/a/S\S S
a/a/ \S aa//a/ \S
N i

a a S
a

a

7

Figura 1.119: Arboles de derivacién para a’ usando la Gramaética del Ejerci-

cio 1.4.6.2.
S S
/\ |
a S X
| /\
X X a
a a

2

Figura 1.120: Arboles de derivacién para a® usando la Gramética del Ejerci-

cio 1.4.6.3.

3. S —=aS|aSh| X,
X — Xala

La gramdtica dada es ambigua. Por ejemplo, la palabra a? tiene dos arboles
de derivacién, como se muestra en la Figura 1.120.

El lenguaje generado por esta gramatica es:

L ={aa"™b" | n,m € NU{0}}

Consideramos ahora la gramatica G = (V. {a, b}, P, S), con:

V ={S, A B}
S —aA
P=¢A—dA|B
B —aBb|e

Esta gramatica no es ambigua. Sea z € L, por lo que sera de la forma z =
aa™™p". Para obtener la primera a hemos de usar la produccién S — aA.
A partir de aqui, hemos de usar la produccion A — aA m veces. Por ultimo,
hemos de usar la produccion A — B para producir las a’s y b’s y la produccién
B — aBb n veces. Por ultimo, hemos de usar la produccion B — ¢ para
terminar. Por tanto, la tinica derivacién posible es:

S=aA=aA=...=aaB = aa""V"B = aa"T"b"
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Ejercicio 1.4.7. Dar graméticas libres de contexto no ambiguas (cuando sea posi-
ble) pa2ra los siguientes lenguajes sobre el alfabeto A = {a, b, ¢}:

1. Ly ={a'¥ck|i#jVj#k}

2. Ly = {(ab)i(bc)’ | 4,5 > 0}

La gramdtica que genera el lenguaje Ly es G = (V,{a,b,c}, P, S), con:

V:{SaX}
S —=abS|X
Sl X = beX | e

Esta no es ambigua. Sea 2z € L, por lo que serd de la forma z = (ab)’(bc)’.
Para obtener la parte de (ab)’ hemos de usar la produccién S — abS i veces.
A partir de aqui, hemos de usar la produccién S — X para producir las b’s y
c’s y la produccion X — becX j veces. Por ultimo, hemos de usar la produccién
X — ¢ para terminar. Por tanto, la tinica derivacién posible es:

S = abS = ababS = ... = (ab)'X = (ab)'(bc)X = (ab)'(bc)’ X = (ab)'(bc)’

3. Ly ={a'b"™c | 4,5 > 0}

La gramadtica que genera el lenguaje L3 es G = (V,{a,b,c}, P, S), con:

V={S,AC}
S — AC
P=C¢A—aAb|e
C —bCc|e

Esta no es ambigua. Sea z € L, por lo que serd de la forma z = a'b"i¢/.
Para obtener la parte de a’b’ hemos de usar la produccién A — aAb i veces.
A partir de aqui, hemos de usar la produccion A — ¢. Por otro lado, para
obtener la parte de ¢/ hemos de usar la produccién C — bCc j veces. Por
ultimo, hemos de usar la produccion C' — € para terminar.

4. L, definido como el conjunto de palabras que comienzan por aab y terminan
por bbc y tales que estas dos subcadenas no aparecen nunca en el interior de
la palabra (sélo estan al principio y al final).

Notemos que, como el enunciado no es totalmente preciso, consideramos aabbc ¢
L4. El AFD que acepta el lenguaje Ly es el de la Figura 1.121.

153



Modelos de Computacion 1.4. Gramaticas Independientes del Contexto

Figura 1.121: AFD que acepta el lenguaje Ly.

La gramdtica que genera el lenguaje Ly es G = (V,{a,b,c}, P, qo), con:

V = {40, q1, 92, 3, 4, G5, G6 G7, I8}
(g0 — aq

a1 — aq

q2 — bgs

q3 — aqr | bgy | cqs

P = q— agr|bgs | cqs

¢ — bgs | cqs | agr

6 — €

qr — aqg | bgy | cqs

L3 — ags | cqs

donde no hemos introducido la variable E ni las producciones asociadas con
ella debido a que esta variable es inttil. Esta gramatica es no ambigua puesto
que proviene de un AFD.

Ejercicio 1.4.8. Dada la gramatica

{S — 01510105 | 1015 | €

1. Determinar si es ambigua.

La gramatica dada es ambigua. Por ejemplo, la palabra 010101 tiene dos arbo-
les de derivacién, como se muestra en la Figura 1.122.

2. Construir un autémata finito determinista asociado.

La expresiéon regular asociada al lenguaje generado por la gramatica es:

(01 + 010 + 101)*
El AFND asociado es el de la Figura 1.123.
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S
7N
01//0/\5 0/1/ \S
PN /IN

1 0 1 S o 1 S
g :

Figura 1.122: Arboles de derivacién para 010101 usando la Gramética del Ejerci-
cio 1.4.8.

Figura 1.123: AFND que acepta el lenguaje de la Gramatica del Ejercicio 1.4.8.
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Figura 1.124: AFD que acepta el lenguaje de la Gramatica del Ejercicio 1.4.8.

El AFD asociado es el de la Figura 1.124, donde las transiciones que faltan
son transiciones a un estado de error. Este no se anade para evitar confusion,
y no afectard al siguiente apartado.

3. Calcular la gramatica lineal por la derecha que se obiene a partir del autémata.
. Es ambigua la gramatica resultante?

La gramatica lineal por la derecha que se obtiene a partir del AFD es G =
(‘/7 {Oa 1}7 P7 QO)a con:

V' = {40, 1162, 9043, 909192, Q04394 Q091925 G4 G5 }
G — 0q1g2 | 1qa | €
Q192 = 1qogs
q0q3 — 1q4 | 0goq1q2 | €
q0q192 = 0q12 | 190q3qa | €
70G391 = 0g0q1G2gs | 1q4 | €
40919205 — 0q192 | 1q0q394 | €
q4 — Ogs
L g5 — 1qo

Esta es no ambigua, puesto que proviene de un AFD.
Ejercicio 1.4.9. Considerar la siguiente gramatica:

S — AlB
A—0A]e
B—0B|1B |«

1. Demostrar que la graméatica dada no es ambigua.

La expresiéon regular asociada al lenguaje generado por la gramatica es:
0*1(0+ 1)*
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S

/\

S 1 A
!

1

Figura 1.125: Arboles de derivacién para 1 usando la Gramética del Ejercicio 1.4.9.

La gramatica dada no es ambigua. Sea z € L, por lo que sera de la forma
2z =0"1u, coni >0y u e {0,1}*. En primer lugar, para obtener el 1 central,
hemos de usar la produccién S — A1B. A partir de aqui, hemos de usar la
produccién A — 0A i veces. Después, usamos las reglas de B para obtener la
palabra wu.

2. Encontrar una gramatica para el mismo lenguaje que sea ambigua y demostrar
su ambigiiedad.

Consideramos la gramatica G = (V, {0, 1}, P, S), con:

vV ={S, A}
_JS—05[1A]1
A= 0A 14| ¢

Notemos que esta es ambigua, puesto que si consideramos la palabra 1, esta
tiene dos arboles de derivacion, como se muestra en la Figura 1.125. Notemos
que si quitamos la regla S — 1, la gramatica no seria ambigua y generaria el
mismo lenguaje que la gramatica original.

Ejercicio 1.4.10. Considerar la siguiente gramatica G = ({5, A}, {a, b}, P, S), con

) S —aAa|bAa
A= aAa|bAa ¢

1. Describir el lenguaje generado por la graméatica.

Tenemos que:

L(G) =A{ua" | n € N\ {0},u € {a,b}", |u| =n}

2. Demuestra que el lenguaje generado por la gramaética no es regular, pero si
independiente del contexto.

Tenemos que es independiente del conexto, pero no sabemos si es regular o
no. Para demostrar que no es regular, usamos el Lema de Bombeo. Para cada
n € N, consideramos la palabra z = b"a™, con |z| = 2n > n. Entonces, para
toda descompisicion z = wvw con u,v,w € {a,b}*, [uv| < ny |v| > 1 se tiene
que:

u:bk, v:bl, w =kl con0<k+Ii<n, 1 >1
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Entonces, para i = 2, tenemos que uv?w = bF2+n—k=lgn — pr+lgn ¢ [, va que
n + | # n. Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, el lenguaje no es
regular.

3. Normaliza la gramatica GG en la Forma Normal de Greibach, y determina todas
las derivaciones més a la izquierda para la cadena ab®a®.

En primer lugar, vemos que todas las producciones son tutiles. Buscamos aho-
ra eliminar las producciones nulas. Para esto, vemos que la tnica produccion
variable anulable es A. Eliminando las producciones nulas, obtenemos las si-
guientes reglas de produccion:

| S—aAa|bAa | aa | ba
| A= aAa | bAa|aa | ba

Para que esté en forma normal de Greibach, necesitamos que todas las reglas
sean de la forma A — aa, con a € T, o € V*. Por tanto, las producciones
resultantes para que esté en forma normal de Greibach son:

S — aAC, | bAC, | aC, | bC,
P={ A—aAC,|bAC, |aC, | bC,
C,—a

Esta gramatica, efectivamente, esta en forma normal de Greibach. Para la
cadena ab’a®, las derivaciones mas a la izquierda son:

S = aAC, = abAC,C, = abbAC,C,C, = abbaC,C,C,C, = abbaC,C,C,C, = ab*a’

Ejercicio 1.4.11. Obtener la forma normal de Greibach para la siguiente gramatica:
G == {{Sl, SQ, Sg}, {(Z, b, C, d, 6}, Sl, P}

donde:

S1 — 515¢ | 83 | S3b53

P = SQ — 5151 | d
53 — SQB
Vemos que esta gramética no tiene producciones nulas. Eliminamos las produc-

ciones unitarias. Para esto, vemos que las tinicas producciones unitarias son S; — S

y S3 — Sse. Por tanto, eliminamos estas producciones unitarias y obtenemos las si-
guientes reglas de produccion:

Sl — 51520 | SQ@ ‘ Sngg
P = SQ — 5151 | d
Sg — 526

Eliminamos ahora los simbolos terminales de las producciones que no son de la
forma A — z, z € T. Para esto, introducimos variables auxiliares. Las producciones
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resultantes son:

(S — S155C. | S2C, | S3C,S3
Sy — d | 515

S3 — S,

Cy—b

C.—c
(Ce — e

Eliminamos ahora las producciones de la forma A — B1By...B,, con n > 3.
Para esto, introducimos variables auxiliares. Las producciones resultantes son:

(S) — 81Dy | S5O, | S3Ds
Sy — d | S1.5

S3 — S0,

Cy—b

C.—c

C.—e

D, — 5,C.

Dy — S5

\

Llegados a este punto, tenemos la gramatica en Forma Normal de Chomsky, por
lo cual ya podemos aplicar el algoritmo para la obtencion de la Forma Normal de
Greibach.

Ejercicio 1.4.12. Pasar a forma normal de Greibach la gramatica
S — AAA| B

A—aA|B
B — ¢

Obtenemos en primer lugar las variables anulables, que son H = {S, B, A}. Como
S € H, tenemos que ¢ € L(G). Tras aliminar las producciones nulas y anadir las
producciones correspondientes, obtenemos las siguientes reglas de produccion:
S— AAA | AA|A|B
A—aAla|B
Como B es una variable inutil, eliminamos las producciones que contienen a B
y obtenemos las siguientes reglas de produccién:
S— AAA| AA| A
A—aAla

Eliminamos ahora las producciones unitarias (S — A), y obtenemos las siguientes
reglas de produccién:

S AAA| AA|aA|a
A—dAla

Llegados a este punto, podemos aplicar el algoritmo para la obtencién de la
Forma Normal de Greibach.
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Ejercicio 1.4.13. Determina si los siguientes lenguajes son regulares o indepen-
dientes del contexto. Encuentra una gramatica que los genere.

1. Ly ={a'¥c* |i,j >0,k <i+j}
Veamos que no es regular usando el Lema de Bombeo. Para cada n € N;
consideramos la palabra z = a"b"c**~!, con |z| = 4n — 1 > n. Entonces, para

toda descomposicién z = uvw con u,v,w € {a,b,c}*, luv| < ny |v] =1 se
tiene que:

u:ak, U:al, w = a" kel con0<k+Ii<n, 1 >1

Entonces, para i = 0, tenemos que uv’w = aft=*=lpncn = gn=lpne?nt ¢ [,
ya que:
Mm—1<2n—-l<= -1l<-l<=1<1

Por tanto, llegamos a una contradiccién, por lo que L; no es regular. Veamos
que es independiente del contexto. Para esto, vemos en el lenguaje descrito
que, por cada ¢, hay un @ o un b. Ademas, como la desigualdad es estricta, hay
al menos un @ o un b (o ambos) que no esta balanceado con un ¢. Consideramos
por tanto los siguientes lenguajes, que nos seran de ayuda:

@) Lauz. Se da la igualdad. Cada c estd balanceada con un a o un b, y cada
a y cada b estan balanceados con un c.

b) L1a. k < i+ j. Cada c estd balanceada con un a o un b. Cada b estd
balanceada con un ¢, y al menos un a no esta balanceado con un c.

¢) L. k < i+ j. Cada c estd balanceada con un a o un b. Cada a estd
balanceada con un ¢, y al menos un b no esta balanceado con un c.

d) Lyg- k < i+ j. Cada c estd balanceada con un @ o un b. Al menos un a
no esta balanceado con un ¢, y al menos un b no esta balanceado con un
C.

Vemos que Li, N LiyNLig =0,y que Ly = L1, U Ly, U Ly4,. Veamos en primer
lugar las gramaticas que generan cada uno de estos lenguajes:

Lenguaje auxiliar L,,,) Este lenguaje es:
Lowe = {a'Vc" | 4,5,k >0,k =i+ j}

Notemos que este es una primera aproximacion, donde cada ¢ estd balan-
ceada con un a o un b y, ademas, cada a y cada b estan balanceados con
un c. La gramética que genera este lenguaje es:

Gauz = (‘/;L’u,.'lh {CL, b7 C}> Pauxv Saux)
‘/au:c = {Sauxa Xaua:}

P o Saux _> aSa’Lt.Z‘C ‘ Xaua:
) Xawe = bXguac | €

Esta gramética no nos es estrictamente necesaria, pero nos sera de ayuda
para obtener las gramaticas que generan los lenguajes Li,, L1y ¥ Ligp.

160



Modelos de Computacion 1.4. Gramaticas Independientes del Contexto

Notemos que S — aSc genera un a balanceada con un ¢, y X — bXc
genera un b balanceado con un c. Estas dos reglas habran de mantenerse
para que cada c esté balanceada con un a o un b.

Lenguaje Li,) En este lenguaje, se mantiene que cada ¢ estd balanceada con
un a o un b y que cada b esta balanceada con un c. Sin embargo, al menos
un a no estd balanceado con un c. La gramatica que genera este lenguaje

es:
Gla = (‘/iav {C(,, bv C}, Pla; Sla)

Via = {514 X1a, ALa}

S1a = aS1ac | A1aX1a
Pio =1 X4 = bXquc | €

Ay = aAi, | a

Lenguaje L;;) En este lenguaje, se mantiene que cada ¢ estd balanceada con
un a o un b y que cada a esté balanceada con un c. Sin embargo, al menos
un b no esta balanceado con un c. La gramatica que genera este lenguaje

€s:
Glb = (‘/Ib7 {CL, b7 C}? Plb) Slb)

Vi = {S1s, X16, Buo }
Sy — aSwe | X
Py = X1 — bXupe | Bu
By — bByy | b

Lenguaje Li,) En este lenguaje, se mantiene que cada ¢ estd balanceada
con un a o un b. Sin embargo, al menos un a no estda balanceado con un
¢y al menos un b no esté balanceado con un c. La gramatica que genera
este lenguaje es:

Giap = (Vlab, {a, b, C}, Prap, Smb)
Viab = {S1atr X1abs Atab, Biav}
Stap = aS1apC | ArapXiap
Xiab = bX1apc | Biap
Arap = aAiap | @
Biap =+ bBiay | b

Plab:

Como L; = L1, U Ly, U L1y v son disjuntos, la gramatica que genera L, es
la “unién” de las gramaticas que generan L., L1y ¥ L14p, que describimos a
continuacion:

G = (V,{a,b,c}, P,S)
V=V, UV U Vi U {S}
P=P,UPy,UPuU{S— S| Sw| S }

A modo de resumen, y reduciendo el nimero de variables, la gramatica que
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genera L; es:
G = (V,{a,b,c}, P,S)
V =1{S, A, B, X14, X1p, X1ap}
(S —aSc| AX, | AXaw | X1
A—=aAla
B —bB|b
X1 = bXq4c | e
Xip = bXypc | B
( Xi1ap = b X | B

Notemos ademds que esta graméatica es no ambigua, por lo que L; no es inhe-
rentemente ambiguo. Ademés, como L(G) = Ly, Ly es independiente del con-
texto.

2. Ly ={(ab)icid | j=i—1,i>1}

Opcién 1) Usando de forma directa el Lema de Bombeo.
Veamos que no es regular usando el Lema de Bombeo. Para cada n € N,
consideramos la palabra z = (ab)"c"~'d, con |z| = 2n+n—1+1=3n > n.
Entonces, para toda descomposicién z = wvw con w,v,w € {a,b,c}*,
luv| < ny |v| > 1, hay varias posibilidades:
» u = (ab)k, v = (ab)l y w = (ab)" * " tdcon 0 < 2k+21 < n, 1 > 1.
» u = (ab)k, v = (ab)layw = blab)" *"1c"td con 0 < 1+2k+2l < n,

[ >0.

» u = (ab)ka,v = b(ab)! y w = (ab)"*~=1c""1d con 0 < 2+2k+20 < n,
[>0.

» u = (ab)ka, v = b(ab)lay w = b(ab)"*172c""1d con 0 < 3+2k+2l <
n, [ > 0.

Como vemos, hay muchas casuisticas a considerar, por lo que considera-
mos la siguiente opcién.

Opcién 2) Empleando que, si Ly es regular, entonces Ly ! es regular.

Supongamos por reduccién al absurdo que Ly es regular. Entonces, L;'
es regular, que es:

Lyt ={dd(ab)" | j=i—1,i> 1}

Veamos que L,' no es regular usando el Lema de Bombeo. Para cada
n € N, consideramos la palabra z = dc"(ab)", con |z| = 1 +n —
1+ 2n = 3n > n. Entonces, para toda descomposicion z = uvw con
u,v,w € {a,b,c}*, luv| <ny |v| =1, hay varias posibilidades:

a) u=dc, v=cyw=c"1F lab)" con 0 < 1+k+1<n, 1 >1.
En este caso, si ¢ = 2, tenemos que:

UUQ’LU _ dckCZlcn—l—k—l(ab)n — dck+2l+n—1—k—l(ab>n — dcn+l_1(ab)n ¢ L2—1

yaquen—+1—1%#n—1 puesto que [ > 1.
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b) u=c,v=dc yw=c"1Fab)"con0<1+k<n, k>0
En este caso, si ¢ = 0, tenemos que:

w’w = "R (ab)" ¢ Lyt

puesto que no comienza por d.

Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, Ly no es regular,
llegando a una contradiccién y por tanto Lo no es regular.

La gramatica que genera L es:

G = (V. {a,b,c,d}, P,S)
V ={S A B,C}
S — Xd
- {X — abXc | ab

Notemos que la produccion X — ab provoca ese par ab que no esta balanceado
con un c. Por tanto, esta gramatica genera Lo, y como se trata de una graméatica
independiente del contexto, Lo es independiente del contexto.

3. Ly = {abicd’ | j=2-i,1<i<10}

Dado z € L3, tenemos que:

2] < |abed*®| =1+10+1+2-10 = 32

Por tanto, se trata de un lenguaje finito, y por tanto regular. Sea este lenguaje:

Ly = {ab'cd?, ab*cd?, ab*cd®, ab*cd®, ab®cd™®, ab®cd™?, ab"cd™, ab®cd'®, ab®cd"®, ab'®cd*®}

Por tanto, la gramatica que genera L3 es:

G = (V. {a,b,c,d}, P, S)
vV ={S}
P={S—abced”|i=1,2,...,10

Elige una de ellas que sea independiente del contexto y pasala a forma normal de
Chomsky.

Consideramos la gramatica que genera Ls:
G = (V. {a,b,c,d}, P,S)
V ={S A B,C}

) S—=Xd
1 X — abXc|ab
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Eliminamos en lugar los simbolos terminales de las producciones que no son de
la forma A — z, z € T. Para esto, introducimos variables auxiliares. La gramatica
resultante es:

G = (V,{a,b,c,d}, P, S)

V ={S A B,C, X, X5}

S — XCy

X — C,CoXC. | C,Cy
C,—a

C,—b

C.—c

(Cq — d

Para eliminar las producciones de la forma A — B1Bs...B,, con n > 3, intro-
ducimos variables auxiliares. La gramatica resultante es:

G = (V,{a,b,c,d}, P, S)
V ={S,A,B,C, X, X}
(S — XCy

X — C,Dy | C,Cy
Dy — CyDsy
Dy — XC,
C,—a

C,—b

C.—c

Cy—d

\

Ejercicio 1.4.14. Dadas las siguientes gramaticas determinar si son ambiguas vy,
en caso de que lo sean, determinar una gramética no ambigua que genere el mismo
lenguaje.

l. E— E+FE| ExE | (F) |z |y (alfabeto de simbolos terminales {z, y, +, *, (, ) }
y simbolo inicial E).

Esta gramatica es ambigua. Por ejemplo, la palabra x + y+ x tiene dos arboles
de derivacién, como se muestra en la Figura 1.126.

2. S — 5S4+ | SSx | x|y (alfabeto de simbolos terminales {x,y, +, *} y simbolo
inicial )

Ejercicio 1.4.15. Una gramatica independiente del contexto generalizada es una
gramatica en el que las producciones son de la forma A — r donde r es una expre-
sion regular de variables y simbolos terminales. Una gramética independiente del
contexto generalizada representa una forma compacta de representar una gramatica
con todas las producciones A — «, donde « es una palabra del lenguaje asociado a
la expresion regular ' y A — r es una produccion de la gramatica generalizada. Ob-
servemos que esta gramatica asociada puede tener infinitas producciones, ya que una
expresion regular puede representar un lenguaje con infinitas palabras. El concepto
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/f\E N
/N /N

E
x  FEF + FE E 4+ FE

Figura 1.126: Arboles de derivacién para x + y + x usando la Gramatica del Ejerci-
cio 1.4.14.

de lenguaje generado por una gramatica generalizada se define de forma analoga al
de las gramaticas independientes del contexto, pero teniendo en cuenta que ahora
puede haber infinitas producciones. Demostrar que un lenguaje es independiente del
contexto si y solo si se puede generar por una gramatica generalizada.

Demostraremos por doble implicacion.

=)

Supongamos que L es independiente del contexto. Entonces, existe una gramati-
ca independiente del contexto G = (V, T, P,.S) que genera L. Como es inde-
pendiente del contexto, cada regla de produccién sera de la forma:

A= q, conAeV, ae(VUT)”

Como « es una sucesion de variables y simbolos terminales, podemos conside-
rar que « es una expresion regular. Por tanto, G es una gramatica generalizada.

Supongamos que L es generado por una gramética generalizada G = (V, T, P, S).
Entonces, cada regla de produccion sera de la forma:

A—r, con A € V, r expresion regular

Para cada una de las reglas de produccion, distinguimos casos:

» Sir = (), eliminamos esa regla de produccién.

= Sir =g, esta es una regla aceptada en una gramatica independiente del
contexto.

= Sir =a, cona €T, esta es una regla aceptada en una gramatica inde-
pendiente del contexto.

= Sir = s+t con s,t expresiones regulares, entonces la eliminamos y
anadimos la regla A — s | t.

= Sir = st, con s,t expresiones regulares, entonces la eliminamos y anadi-
mos las variables auxiliares {A1, Ay} y las reglas A — A1 A, A — s,
AQ — 1.
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= Sir = s* con s expresion regular, entonces la eliminamos y anadimos la
variable auxiliar {B} y las reglas A — B, B — sB | ¢, donde la B ha
sido necesaria para asegurarse de que se cumple la clausura de Kleene.

Tras aplicar el algoritmo por primera vez, llegamos a otra gramética genera-
lizada, a la que le volvemos a aplicar el algoritmo. Repitiendo este proceso,
llegamos a una gramatica independiente del contexto que genera L, por lo que
L es independiente del contexto.

Ejercicio 1.4.16. Demostrar que los siguientes lenguajes son independientes del
contexto:

1. Ly = {u#w | u! es una subcadena de w, u,w € {0,1}*}.

Sea z € L;. Entonces, z = u#vu'vy, con u,vy, vy € {0,1}*. Consideramos
ahora la gramética G = (V,{0,1,#}, P, S), con:

V ={S, A B}
S —S0|S1]A
P={A—040|1A1|B
B — BO| Bl | #

Notemos que:

= La variable S genera Auvs.
1

= La variable A genera uBu™".
= La variable B genera #uv;.
2. Ly = {us#ust# ... #ux | k € N\{0}, cada u; € {0,1}*, y para algtn ¢, j se tiene que
u; =u;'}
En primer lugar, para ayudarnos, usaremos la siguiente regla de produccién,
que genera cualquier u, € {0,1}*:
X —=>0X|1X |e
Sean ahora i, 7 € N de forma que u; = uj’l. Buscamos en primer lugar generar

todas las palabras del principio que son anteriores a u;, es decir, todas las u,
con p < 7. Esto lo hacemos con la siguiente regla de produccion:

A— X#A e
De esta forma, tenemos:

A= uHFusFt . . Fui#

Ahora, generamos todas las palabras del final que son posteriores a u;, es decir,
todas las u, con p > j. Esto lo hacemos con la siguiente regla de produccién:

B — B#X | ¢
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De esta forma, tenemos:
B :*> #Uj+1# ce #'Lbk

Ahora, generamos u; y u; con la siguiente regla de produccion:

P — 0P0|1P1 Parte ui:uj_l
P—0]1]|e Sii=j
P #A Sij£q

Unimos ahora todo en una gramatica G = (V, {0, 1, #}, P, S),conV = {S, A, B, P, X'}
y P las reglas de produccion siguientes:

S — APB

A— X#A e

B — B#X | ¢

P—0PO|[1P1|0]|1]c|#A

X 50X |1X |e

Esta gramatica es independiente del contexto, y tenemos Ly = L(G), luego Lo
es independiente del contexto.

Ejercicio 1.4.17. Sobre el alfabeto {0, 1} dar una gramatica no ambigua que genere
todas las palabras en las que el nimero de Os es el doble que el de 1s.

Ejercicio 1.4.18. Sea el lenguaje L = {u#v | u,v € {0,1}*, u # v}. Demostrar
que L es independiente del contexto.

En todos los casos, emplearemos la regla de produccion siguiente por comodidad:
T — 0|1 Simbolo terminal
Sea n = |u|, m = |v|. La palabra que buscamos generar es:
ay - ap#by -+ by, ap, b, € {0,1} Vp e {1,....,n}, Vge {1,...,m}
Distinguimos en funcién de u, v:

» Sia; =0 Vie{l,...,min{n,m}}:

Si tuviésemos n = m, entonces u = v, por lo que hemos de tener n # m. Gene-
ramos por tanto palabras de la forma u#v con n # m. Notemos que todas las
palabras de este apartado cumplen efectivamente que n # m, pero no todas las
palabras con n # m cumplen la condicién de este apartado. Las palabras con
n # m que no cumplen la condicién del apartado se podran entonces generar
con las reglas de produccién de este apartado con las del siguiente. Por tanto,
la gramdtica que generaremos es ambigua.

Buscamos genarar entonces palabras de la forma u#v con n # m. En este
caso, alguna de las dos palabras tiene mas simbolos que la otra, por lo que no
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hemos de preocuparnos de que sean distintas, ya que esto se tiene al ser de
distinta longitud. Estas palabras se generan con:

A—TAT Parte de la misma longitud
A — X # Fuerza a que |u| > |v|
A— #Xo Fuerza a que |v| > |ul

Xo1 = TXo1 | T Genera z € {0,1}*\ {e}

» Sidie{l,...,min{n,m}} tal que a; # b;:

Si el primer simbolo distinto esta en la posicién i, buscamos generar una pa-
labra de la forma:

ar-c- @1 G Qip1 -Gy FHFobreobiog by bipg by
. ~ s N~ S ~ JVH/—/VH_/
3° 4° 50 6° 30 20 1°

a,, b, € {0,1} Vpe {1,....,n}, YVge{1,....,m}, m,ne N, a; # b

Las reglas de produccion son las siguientes:

C—CT Parte 1°

C — Cy0 Parte 2°, b; =0, por lo que a; =1
C— i1 Parte 2°, b; =1, por lo que a; =0
Cy — TCyT Parte 3°, b; =0, por lo que a; =1
C1 — TCT Parte 3°, b; =1, por lo que a; =0
Co — 1X# Parte 4°, b; = 0, a; =1

Cy — OX# Parte 4°, b; = 1, a;, =0

Xy — TX, Parte 5°

Xy — # Parte 6°

Por tanto, la gramatica que genera L es:

G = (V,{0,1,#}, P.5)
V ={S,A X0, C,Co Cp, Xy}
S AlC
T—-0]|1
A — TAT | Xou#t | #Xo1
Xog > TXn | T
C—CT|Cy|Cy1
Co — TCoT | 1X 4
C, = TCT|0Xy
Xy = TXy | #

Ejercicio 1.4.19. Demostrar que si una gramatica G estd en forma normal de
Chomsky, entonces si w € L(G) el nimero de pasos de derivacién de toda genera-
cién de esta palabra es 2|w| — 1.
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Sabemos que, si G estd en forma normal de Chomsky, ¢ ¢ L(G). Por tanto, si
w € L(G), entonces |w| > 1. Sea |w| = n € N, de forma que:

W= a0y - Gy, a; € TVie{l,...,n}

Como la gramatica esta en forma de Chomsky, todas las producciones son de la
siguiente foma:

A — BC B,CeV
Ai_>ai aiET

De esta forma, por un lado hemos de usar n producciones del segundo tipo
para poder llegar asi a los simbolos terminales. Ademas, debemos conseguir las n
variables que nos permiten llegar a simbolos iniciales. Sea k el nimero de veces que
empleamos una produccién del primer tipo (que son las tinicas que nos permiten
aumentar en 1). Como cada produccién de este tipo aumenta en 1 el nimero de
variables, y usando que partimos con una variable (el simbolo inicial), necesitamos
que:

l+k=n=k=n-1

Por tanto, el nimero total de pasos de derivacion es 2n — 1, es decir, 2|w| — 1.

Ejercicio 1.4.20. Dar gramaticas independientes del contexto no ambiguas para
los siguientes lenguajes sobre el alfabeto {0, 1}:

1. Ly, El conjunto de palabras w tal que en todo prefijo de w el nimero de Os es
mayor o igual que el niimero de 1s.

Sea w € Ly, con |w| =n € N. Para cada i € {1,...,n} notamos:

W; = @109 -+ a;, W= aiay---a,

Como w € Ly, es necesario que No(w;) = Ny(w;) Vi€ {1,...,n}.

2. Lo, El conjunto de palabras w en las que el niimero de Os es mayor o igual que
el nimero de 1s.

Ejercicio 1.4.21. Sea L = {017 | 4,5 € NU {0}, i # j,2i # j}. Demostrar que L
es independiente del contexto.

Notemos que se pide @ # 7 A 2i # j. Como ¢ # j , puede darse que sea mayor o
menor. Distinguimos:

1. i>j:

Tenemos que 2i > 25 > j, por lo que 2i # j. Por tanto, tan solo habrd que
imponer ¢ > j. Las reglas de produccién son:

Sl —>0S11 ‘ AO
A0—>0A0 | 0
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2. 1< g:

En este caso, como 2i # j, caben dos posibilidades también:

a) i <2<y
Tan solo habra que garantizar que 2¢ < j. En este caso, las reglas de
produccién son:
Sy — 05211 | Ay
A — 1A, |1

b) i < j < 2i
Hemos de garantizar ambos casos. Inicialmente forzaremos a que 2i = 7,
durante el proceso de derivacion solo permitiremos mantener ese balance
o anadir a la vez tan solo un 1y un 0 (lo que provocaria j < 2i sin llegar
a provocar i = j). Por si esta segunda regla no se emplea, forzaremos a
terminar con 01. Las reglas de producciéon son:

Ss— 0X11| X
X — 0X11|0X1 |01

Por tanto, consideramos la gramética G = (V,{0,1}, P, S), con:

V ={S, 51, 5,53, Ag, A1, X }
(S — 51| S| 53
S1— 0511 | Ap
So — 05,11 | Ay
P=<A;— 04,0

A — 1A |1

Sy — 0X11| X
[ X = 0X11|0X1]01

Ejercicio 1.4.22. Supongamos la siguiente gramatica:

G = (V,T, P, (SENT))
V = {(SENT), (IF - THEN), (IF - THEN - ELSE), (ASIG)}
T = {if, condicion, then, else, a := 1}
(SENT) — (ASIG) | (IF - THEN) | (IF - THEN - ELSE)
(IF - THEN) — if condicion then (SENT)
(IF - THEN - ELSE) — if condicion then (SENT) else (SENT)
(ASIG) — a:=1

P =

1. Demostrar que la gramatica es ambigua.
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2.

La siguiente gramatica genera el mismo lenguaje que la anterior:

G = (V,T, P, (SENT))
V = {(SENT)}
T = {if, condicion, then, else, a := 1}
(SENT) — a == 1
P = ¢ (SENT) — if condicion then (SENT)
(SENT) — if condicion then (SENT) else (SENT)

Una palabra que pertenece al lenguaje con mas de un arbol de derivacién es:

if condicion then if condicion then a := 1 else a ;=1

Ambos arboles de derivacion se muestran en la Figura 1.127.

Dar una gramatica no ambigua que genere el mismo lenguaje.

1.4.1. Preguntas Tipo Test

Se pide discutir la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

1.

Si un lenguaje de tipo 2 viene generado por una gramatica ambigua, siempre
puedo encontrar una gramatica no ambigua que genere el mismo lenguaje.

. En una gramatica de tipo 2 ambigua no puede existir una palabra generada

con un unico arbol de derivacién.

. Dada una gramatica independiente del contexto, siempre se puede construir

una gramatica sin transiciones nulas ni unitarias que genere exactamente el
mismo lenguaje que la gramatica original.

. Una gramatica independiente del contexto es ambigua si existe una palabra

que puede ser generada con dos cadenas de derivacion distintas.

. Un lenguaje inherentemente ambiguo puede ser generado por una gramética

ambigua.

. El lenguaje de las palabras sobre {0,1} con un nimero impar de ceros es

independiente del contexto.

Si en una produccién de una gramatica independiente del contexto, uno de los
simbolos que contiene es 1til, entonces la produccion es util.

. Todo arbol de derivacién de una palabra en una gramatica independiente del

contexto estd asociado a una unica derivacion por la izquierda.

. Para poder aplicar el algoritmo que hemos visto para transformar una gramati-

ca a forma normal de Greibach, la gramética tiene que estar en forma normal
de Chomsky necesariamente.
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(SENT)
|
(IF - THEN)
=
if 7 condicion  then (SENT)

(IF - THEN - ELSE)

NN

if 7 condicion then (SENT) else (SENT)

(ASIG) (ASIG)

a:=1 a:=1
(a) Arbol de derivacién 1.

(SENT)

(IF - THEN - ELSE)

N T

if —condicion  then (SENT) else ~ (SENT)
| |
(IF - THEN) (ASIG)
N \
if =~ condicion then (SENT) a:=1
|
(ASIG)
|
a:=1

(b) Arbol de derivacién 2.

Figura 1.127: Arboles de derivacién para la palabra if condicion then if
condicion then a := 1 else a := 1.
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10

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Sélo hay una derivacion por la derecha asociada a un arbol de derivacién.

Si una gramética independiente del contexto no tiene producciones nulas ni
unitarias, entonces si u es una palabra de longitud n generada por la gramatica,
su derivacion se obtiene en un nimero de pasos no superior a 2n — 1.

Cada arbol de derivacién de una palabra en una gramaética de tipo 2, tiene
asociada una tnica derivacion por la izquierda de la misma.

Existe un lenguaje con un niimero finito de palabras que no puede ser generado
por una gramatica libre de contexto.

La gramatica compuesta por las reglas de produccion S — AA, A — aSa,
A — a no es ambigua.

Para poder aplicar el algoritmo que transforma una gramatica en forma normal
de Greibach es necesario que la gramatica esté en forma normal de Chomsky.

Un lenguaje libre de contexto es inherentemente ambiguo si existe una gramati-
ca ambigua que lo genera.

La gramatica compuesta por las reglas de produccion S — A, A — aSa,
A — a es ambigua.

Para generar una palabra de longitud n en una gramética en forma normal de
Chomsky hacen falta exactamente 2n — 1 pasos de derivacion.

Es imposible que una gramatica esté en forma normal de Chomsky y Greibach
al mismo tiempo.

En una gramatica independiente del contexto, si una palabra de longitud n es
generada, entonces el niimero de pasos de derivaciéon que se emplean debe de
ser menor o igual a 2n — 1.

El algoritmo que pasa una gramética a forma normal de Greibach produce
siempre el mismo resultado con independencia de cémo se numeren las varia-

bles.

La gramatica compuesta por la siguientes reglas de produccion

{S—A|BA|SS, B—a|b, A— a} esambigua.

Si una palabra de longitud n es generada por una gramatica en forma normal
de Greibach, entonces lo es con n pasos de derivacién exactamente.

En una gramaética independiente del contexto puede existir una palabra que es
generada con dos derivaciones por la izquierda distintas que tienen el mismo
arbol de derivacién.

Una gramatica independiente del contexto genera un lenguaje que puede ser
representado por una expresién regular.

Para cada autémata finito no determinista M existe una gramatica indepen-
diente de contexto G tal que L(M) = L(G) .

173



Modelos de Computacion 1.4. Gramaticas Independientes del Contexto

27.

28.

29.

30.

31.

Para que un automata con pila sea determinista es necesario que no tenga
transiciones nulas.

El algoritmo que pasa una gramatica a forma normal de Greibach produce
siempre el mismo resultado con independencia de como se numeren las varia-

bles.

El conjunto de cadenas generado por una gramética independiente del contexto
en forma normal de Greibach puede ser reconocido por un autémata finito no
determinista con transiciones nulas.

La interseccién de dos lenguajes regulares da lugar a un lenguaje independiente
del contexto.

Si L1 y Ls son independientes del contexto, no podemos asegurar que Li N Ly
también lo sea.
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1.5. Automatas con Pila

Ejercicio 1.5.1. Determinar una gramatica que acepte el lenguaje N (M) por el
criterio de pila vacia, donde,

M = {{Qm q1}7 {CL, b}7 {ZU’ X}7 5: qo, ZO7 Q)}

y donde
6(qo0, @, Zo) = {(q0, X Zo)}
6(q0; @, X) = {(q0, XX), (q1,€) }
6(qo, b, Zo) = {(q0, X Zo) }
6(qo, b, X) = {(g0, XX)}
0(q1,a, X) ={(q1,¢)}
6(q1, e, Zo) = {(q1,€) }

y el resto de transiciones son el conjunto vacio.

En el estado qg, vemos que cada a o b va anadiendo una X a la pila. En el estado
q1, cuando hay X tan solo se pueden leer a’s para eliminar la X de la pila, hasta
llegar al simbolo inicial de la pila, que se elimina. Por tanto, el lenguaje aceptado
por este automata por el criterio de pila vacia es:

N(M) = {ua"™ | n € N\ {0}, u € {a,b}", |u| = n}
La gramatica que acepta este lenguaje es:
G = ({S},{a,b}, P, S5)
P={S—aSa|bSa|aa|ba}

Ejercicio 1.5.2. Construir un autémata con pila que acepte el lenguaje siguiente,
indicando si los autématas son deterministas:

{a'd"|i>0}u{a" |i=0}u{b |i=0}

1. Por el criterio de estados finales.

Sea el autémata M = ({qo, 1,42}, {a, b}, {Zo, A, B, X'}, 6, q0, Zo, {qo})- La fun-
cién de transicién 0 la desollaremos poco a poco. En primer lugar, desde la
configuracion inicial, si leemos una a podriamos estar en alguno de los dos
primeros casos, mientras que leyendo una b estariamos en el tercer caso. Por
tanto, las transiciones iniciales son:

5(q07 a, ZO) =
5(Q07 ba ZO) =

(90, AZy), (q1, X Zo)}
(90, BZy)}

=

Indiquemos ahora las transiciones que se realizan en el estado ¢;. Ademas de
las iniciales, para los dos ultimos casos anadimos:

6(Q07a’7 A) = {(QO7A)}
6(qo, b, B) = {(q0, B)}
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Respecto al primer caso, el estado ¢; se leen a’s, mientras que en el estado ¢
se leen b’s. Para controlar que el nimero sea el mismo, anadimos un simbolo
X a la pila por cada a leido y lo eliminamos por cada b leido.

0(q1,a, X) = {(q1, XX)}
6(q1,0, X) = {(q2,¢)}
(g2, b, X) = {(q2,¢) }
(g2 €, Zo) = {(qo0.€) }

Ademas, este automata no es determinista, puesto que:

‘5((]07(17 ZO)‘ =2 2 1
2. Por el criterio de pila vacia.

Razonandolo de forma directa Sea el autémata dado por

M = ({QO7 qi1, q2}7 {CL, b}a {ZO> Aa B> X}7 57 qo, ZD7 @)

donde la funcién de transicién ¢ la desollaremos poco a poco. En primer
lugar, desde la configuracion inicial, si leemos una a podriamos estar en
alguno de los dos primeros casos, mientras que leyendo una b estariamos
en el tercer caso. Por tanto, las transiciones iniciales son:

d(qo, a, Zo) = {(q0, A), (q1, X Zo) }
(g0, b, Zo) = {(q0, B)}

Indiquemos ahora las transiciones que se realizan en el estado ¢y (ademds
de las iniciales), por ser estos los casos més sencillos.

d(qo, a, A) = {(q0, A), (q0,€) }
(g0, b, B) = {(q0, B), (90, €)}

Respecto al primer caso, el estado ¢; se leen a’s, mientras que en el estado
g2 se leen b’s. Para controlar que el niimero sea el mismo, anadimos un
simbolo X a la pila por cada a leido y lo eliminamos por cada b leido.

(g1, a, X) = {(q1, XX)}
6(q1, 0, X) = {(q2,€)}
6(q2, b, X) = {(qo,€) }
(g2, €, Zo) = {(g2:€) }

Ademas, este autémata no es determinista, puesto que:
|(5(C]O,CL, ZO)| =221

176



Modelos de Computacion 1.5. Autématas con Pila

Razonandolo de forma algoritmitca Lo obtendremos a partir del anterior
empleando el algoritmo para pasar de un autémata con pila por el criterio
de estados finales a uno por el criterio de pila vacia. Para ello, anadimos
un nuevo estado ¢y que sera el unico estado final y que se alcanzara desde
qo cuando la pila esté vacia. Para ello, sea el automata M"™ dado por:

M" = ({QO7q17q2} U {qg’qs}v {a’ b}v {Z()vA’B?X} U {ZS}’& Q(T)L’Zg)lvw)

donde la funcién de transiciéon ¢ viene dada por las transiciones de M
mas las siguientes:

0ap,e,Zy) = {(q0, Zo)}
8(qo, e, H) = {(gs, H)} VH € {Zy,A,B, X, Z'}
d(qs,e, H) = {(gs,¢) VH € {Zy, A, B, X, Z]'}

Como el autémata M de criterio de estados finales no era determinista,
este tampoco lo sera.

Ejercicio 1.5.3. Obtener a partir de la gramética G = ({S,T},{a,b,c,d}, P, S),
con

P={S —abS, S—cdT, T =0T, T — b}

un autémata con pila que acepta por el criterio de estados finales el lenguaje gene-
rado por esa gramatica.

El lenguaje generado es regular, con expresion regular asociada:
(ab)* cd b*

Por tanto, puede ser aceptado por un AFD. La extensién a APND es directa,
por lo que el autéomata es:

M = {{qo, ...} {a.b,c,d}, {Zo}. 6. q0, Zo, {as}}

donde la funcién de transicién 6 viene dada por:

6(qo, a, Zo) = 0(q1, Zo)
6(q1,b, Zo) = 0(qo, Zo)
(g0, ¢, Zo) = 6(q2, Zo)
6(qa, d, Zo) = 0(q3, Zo)
6(g3, b, Zo) = 6(q4, Zo)
(qa, b, ZO) = 0(q4, Z0)

Ejercicio 1.5.4. Demostrar que los siguientes lenguajes son libres del contexto y
obtener para cada uno de ellos un autémata con pila no determinista que pueda ser
usado como reconocedor:

L Ly ={a’ | p,q=>1; p>q}.

177



Modelos de Computacion 1.5. Autématas con Pila

Por Estados Finales Sea el autémata M siguiente:
M = ({Q(b qi1, q2}7 {a7 b}? {207 X}? 57 q0, ZU7 {Q2})

La funcién de transiciéon ¢ viene dada por:

d(qo; @, Zo) = {(q0, X Zo) }

6(q0, a, X) = {(q0, XX)}
6(q0, b, X) = {(q1,)}
5(611,5 X)={(q,e)}
6(q1,e, X) = {(a,¢)}

En este caso, en la pila por cada a introducimos una X, mientras que por
cada b la quitamos. Ademas, al menos una X se quita sin haber leido una
b, por lo que al menos hay una a més que b.

Por Pila Vacia Sea el automata M siguiente:
M = ({QO, qi, QQ}a {a7 b}7 {ZO7 X}7 57 qo, ZO> (D)
La funcién de transicion ¢ viene dada por:

(g0, a, Zo) = {(q0, X Zo) }

6(qo, a, X) = {(q0, XX)}
6(q0,b, X) = {(q1,¢)}
6(q1,0, X) = {(q1,¢)}
6(q1,e, X) = {(g2.¢)}
(g2, 6, X) = {(g2,¢)}
(g2, €, Zo) = {(q2,€) }

En este caso, tan solo seria necesario vaciar la pila en los estados finales
para obtener el equivalente con el criterio de pila vacia.

2. Ly=A{a’V" | p,q > 1; p<q}.
Por Estados Finales Sea el autémata M siguiente:
M = ({QO7 q1, q2}> {a7 b}7 {Z()a X}v 57 qo, ZO7 {Q2})

La funcién de transiciéon ¢ viene dada por:

(g0, a, Zo) = {(q0, X Zo) }

En este caso, en la pila por cada a introducimos una X, mientras que por
cada b la quitamos. Ademas, al menos una b se lee tras haber quitado
todas las X de la pila, por lo que al menos hay una b mas que a.
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Por Pila Vacia En este caso, en vez de pasar a ¢y, podemos vaciar la pila en
q1- Sea el autémata M siguiente:

M = ({QO7 qi1, q2}7 {(l, b}7 {Z()? X}7 57 qo, ZO7 @)

La funcién de transicion 6 viene dada por:

(g0, a, Zo) = {(q0, X Zo) }

(g0, a, X) = {(q0, XX)}
(g0, 0, X) = {(aq1,€)}

6(q1,0, X) = {(q1,¢)}

0(q1,0, Zo) = {(q1, Zo), (q1,€)}

3. Ly={aPbla" |p+q=1r>1}.
Hemos de distinguir los casos en los que ¢ o p son 0. Sea el autémata M por
el criterio de pila vacia:

= (Q U {q0}7 {Cl, b}7 BU {Zo}, 57 qo, ZOa Q)
donde, inicialmente, Q = B = (), y la funcién de transicién ¢ la iremos dando

en cada caso.

= Sip=0, entonces ¢ > r > 1. Tenemos que:
e Anadimos {¢:} a Q.
e Anadimos {X} a B.

Ademas, anadimos las siguientes transiciones:

(g0, b, Zo) = {(q0, X Zo)}

6(qo, b, X) = {(q0, X X)}
(g0, a, X) = {(q1,¢)}
6(q1,a, X) = {(q1, )}
6(q1,e, X) ={(q1,¢)}
0(q1,¢, Zo) = {(q1.¢)}

» Si g =0, entonces Ly = {a™ | n > 2}, que es un lenguaje regular. Por
tanto:

e Anadimos {g:} a Q.

Ademas, anadimos las siguientes transiciones:

6(qo, a, Zo) = {(q2, X Z0) }
5(q27a7X) - {(q275)}
(g2, €, Z0) = {(q2, Z0), (q2,€) }

= Sip,q > 1, entonces anadimos las siguientes transiciones:

(g0, a, Zo) = {(q0, X Zo) }
(g0, a, X) = {(qo, X X)}

Ademas, hemos de usar todas las reglas que introducimos en el caso de
p = 0 a excepcién de la primera.
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Ejercicio 1.5.5. Considera el lenguaje siguiente:
L={a'¥c"|i,jeN}
1. Haciendo uso de resultados matematicos concretos, identifica a que tipos de

lenguajes NO pertenece L.

Demostraremos que este lenguaje no es regular haciendo uso del reciproco del
Lema de Bombeo. Para cada n € N, consideramos la palabra z = a"b"c*" € L.
Toda descomposicién de z en la forma z = wvw con |uv| < ny |v| > 1 ha de
cumplir que:

u:ak,v:al,w:a”’k’lbncM 0<k+l<n, [ >1

Para i = 2, tenemos que uv?w = a"t"c® ¢ L, ya que:
n+l+n=2n<=1=0

Pero sabemos que [ > 1, por lo que hemos llegado a una contradiccion. Por
tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, L no es regular.

2. Encuentra, si es posible, un reconocedor para las cadenas de ese lenguaje.

Como reconocedor, sea la gramética G = ({S, X}, {a,b,c}, P, S), con:

] S—=aSc|X
]l X = bXe | be

Ejercicio 1.5.6. Considerar el lenguaje L en el alfabeto {0, 1} de todas las palabras
en las que el nimero de 0 es el doble que el niimero de 1.

1. Construir un autémata con pila que, por el criterio de estados finales, acepte
el lenguaje L.

En este caso, es mas sencillo razonarlo por el criterio de la pila vacia, por lo
que estableceremos simplemente que cuando la pila contenga el simbolo inicial,
podamos ir a un estado final. Sea el automata M siguiente:

M = ({QU7 qi1, q2}7 {07 1}7 {Z07 X7 Y}7 67 qo0, ZOa {C]2})

Veamos qué significan los estados y los elementos del alfabeto de la pila:

= Zy: Indica que el balance es el correcto; que el nimero de 0’s es el doble
que el de 1’s.

= X: Implica sobrante de 1’s, y se compensa con un 0. Por cada 1 leido,
anadimos dos X X a la pila, puesto que ha de compensarse con dos 0’s.
Cada 0 leido elimina un X de la pila.

= Y Implica sobrante de 0s, y dos Y'’s se compensan con un 1. Por cada 0
leido, anadimos un Y a la pila, puesto que ha de compensarse con un 1.
Cuando se introduzca un 1, en el caso de que haya dos Y’s cosecutivas
en la pila, se eliminan sin problema. En el caso de que haya una Y pero
no dos, se quita la Y y se anade un X a la pila. Esta distincién se hace
mediante el estado ¢;.
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= y: Es el estado final. Cuando en la pila esté el simbolo inicial, se podra
llegar a él.

Describamos ahora formalmente la funcién de transicién ¢. Cuando hay equi-
librio (estado go y pila con Zp), tenemos que:

(g0, 1, Zo) = {(qo0, XX Zo) }
(90,0, Zo) = {(q0, Y Zo)}

Veamos qué ocurre cuando no estamos en equilibrio:

(g0, 1, X) = {(q0, XX X)}
6(0, 0, X) = {(q0,¢)}
(g0, 1,Y) = {(q1,€)}
6(0,0,Y) = {(q, YY)}

El caso a estudiar ahora es el estado ¢;. Tenemos que:

0(q1,6,Y) = {(qo,€)}
6(q1, ¢, Zo) = {(q0, X Zo) }

Notemos que nunca se va a alcanzar el estado ¢; teniendo una X en la pila;
puesto que esto implicaria que se ha colocado una Y sobre una X, algo que
no es posible.

Finalmente, el estado final ¢, se alcanza cuando la pila se puede vaciar:

6(qo0, €, Z0) = {(q2,€)}

2. Construir una gramaética libre de contexto en forma normal de Chomsky que
genere el mismo lenguaje.

Ejercicio 1.5.7. Considerar el lenguaje L en el alfabeto {a,b} de todas aquellas
palabras en las que el nimero de simbolos a es distinto del niimero de simbolos b.
1. Construir un autémata con pila que acepte dicho lenguaje.

Sea el autémata M = ({qo, @1}, {a,b},{Zo, A, B}, 6,90, Zo, {1 }) que acepta el
lenguaje por el criterio de estados finales. Veamos qué representa cada simbolo
de la pila:

» Zy: Indica que N, (u) = Ny(u).

» A: Indica que Ny(u) > Ny(u).

» B: Indica que Ny(u) > Ny(u).
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Ademas, como el estado final es ¢, siempre que en la pila haya una A o B, se
podré llegar a ¢;. La funcién de transicion ¢ viene dada por:

6(qo; a, Zo) = {(q0, AZ0o)}
(g0, a, A) = {(q0, AA)}
(g0, a, B) = {(q0. )}
6(qo, b, Zo) = {(q0, BZo)}
(g0, b, A) = {(qo,€)}
6(qo, b, B) = {(q0, BB)}
(g0, A) = {(a1,€)}
(g0, €, B) = {(q1,€)}

2. Construir una gramatica en forma normal de Chomsky a partir de dicho
automata.

Ejercicio 1.5.8. Considera el siguiente lenguaje:
L={dVca|i>1, j>k>1}

1. Construir un autémata con pila que acepte dicho lenguaje por el criterio de
pila vacia.

Sea el autémata M = ({qo, 1}, {a,b,c}, {Zo, A, X}, 6, qo, Zo,0) que acepta el
lenguaje por el criterio de pila vacia. La funcién de transicion ¢ viene dada

por:
(g0, a, Zo) = {(q0, AZ0)}
6(qo, a, A) = {(q0, AA)}
(g0, b, A) = {(q0, X A)}
(g0, b, X) = {(q0, XX)}
6(qo, ¢, X) = {(q1,¢)}
6(qi, ¢, X) = {(q1,¢)}
6(q1,8,X) = {(q1,¢)}
o(q1,a, A) = {(q1,¢)}
6(q1,¢, Zo) = {(q1,¢)}

2. Transformar dicho autémata en uno que lo acepte por el criterio de estados
finales.

Sea el autémata My = ({¢0, g0, q1, 95}, {a, b, ¢}, {20, A, X, Z3}, 0,40, Z8 {ar})

que acepta el lenguaje por el criterio de estados finales. A las transiciones de
M anadimos:

5(613787 ZO) {(qO,ZO >}
5(Q17€7Z0) {<Qf’ )}
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Ejercicio 1.5.9. Construir un autémata con pila que acepte el lenguaje:
L={dbcd |i+1=7j+k}
Sea el autémata M = ({qo, 1,2, 43,q},{a,b,¢,d},{Zs, X, Y}, 6, qo, Zo, D) que

acepta el lenguaje por el criterio de pila vacia. La funcién de transicién § viene dada
por:

d(qo, a, Zo) {(q0, X Zy)}

d(qo, a, X) = {(q0, XX)}
6(qo; €, Zo) ={(a1,20)}
d(qo, €, X) {(@1, X)}
6(q1, b0, X) ={(q1,€)}
d(q1, b Zo) ={(q1,Y Z)}
6(q1,0,Y) = {(q:, YY)}

o(qu, e, Zo) {(q2, Z0)}

(

(

(

(

(

(

(

(

0(q1,e, X) = {(g2, X)}
6(q1,6,Y) = {(a,Y)}
(g2, ¢,Y) ={(g2, YY)}
(g2, c, Zo) {(q2.Y Zy)}
(g2, ¢, X) ={(a2,€)}
(¢2,6,Y) ={(gs5,Y)}
(g2,€, Z0) = {(g3, Z0)}
(g2, €, X) = {(g3, X)}
0(g3,d,Y) = {(gz,€)}
6(q3, d, Zo) = {(g3, X Z0) }
d(gs,d, X) = {(g3, XX)}
(g3, €, Zo) = {(q,e)}

S S S

donde las transiciones marcadas en rojo no modifican la pila, sino que tan solo pasan
al siguiente estado.

Ejercicio 1.5.10. Sea el alfabeto A = {0,1} y para u € {0,1}", sea u la palabra
obtenida a partir de u cambiando los 0 por 1 y los 1 por 0. Considerar el lenguaje

L={ue{0,1}" |ut=1u}.

1. Dar una gramatica en forma normal de Chomsky que acepte L.

Sea la gramatica G = ({S},{0,1}, P, S), con:

P={S—-051|150 ¢

Aunque £(G) = L, no es una gramatica en forma normal de Chomsky. Para
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obtener ficha formal, sea G’ = ({S, Cy, C1},{0,1}, P, S), con:

(S — CyCy | C1Cy | CoDy | C1LDy
D, — SC;

Dy — SC

Co—0
\ C;—1

T
I

2. Dar un autémata con pila que acepte L por el criterio de estados finales.

Partiendo de la gramatica G (por tener menos producciones), sea el autémata
M = ({q},{0,1},{S,0,1},6,4,S,0) que acepta el lenguaje por el criterio de
pila vacia. La funcion de transicién ¢ viene dada por:

6(q,€,S) = {(q,081),(q,150), (¢,¢)}
6(¢,0,0) = {(q,e)}
6(¢,1,1) = {(q,2)}

Este autémata acepta el lenguaje por el criterio de pila vacia, pero buscamos
uno que lo haga por el criterio de estados finales. Para ello, sea el autémata

My = ({a5: 4, a5}, {0, 1}, {5, 0,1, Z¢'}, 4, a5, Zg', {as}) que acepta el lenguaje
por el criterio de estados finales. A las transiciones de M anadimos:
0(ag. e, Z5) = {(a,52Z5)}
0(q.e, Z5) = {(ay,€)}

Ejercicio 1.5.11. Considerar el siguiente lenguaje:
L={0"1°|r<s<2r}

1. Construir un autémata con pila que acepte dicho lenguaje.

Cada 0 introducirda AB en la pila, y cada 1 solo podra quitar o A o B, de
forma que tenemos asi asegurado que s < 2r. Ademas, todas las A’s han de
ser quitadas por un 1, de forma que r < s. Las B’s pueden ser quitadas al leer
un 1 o sin leer nada, de forma que quitando todas son leer nada llegariamos a
r = s, mientras que sin quitar ninguna llegariamos a s = 2r.

Sea entonces el autémata M = ({qo,q1},{0,1},{Z, A, B}, 9,40, Zo,0) que
acepta el lenguaje por el criterio de pila vacia. La funciéon de transicién ¢
viene dada por:

6(q0, 0, Zo) = {(q0, ABZy)}
(g0, 0, 4) = {(q0, ABA)}
0(qo, €, A) = {(q1, A)}

6(qo, €, Zo) = {(a1, Zo)}
o1, 1, A) = {(q1,€)}
6(q1, 1, B) = {(q1,¢)}
6(q1.¢, B) = {(q1,¢)}
0(q1.¢, Zo) = {(q1.¢)}
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2. Construir, a partir de dicho autéomata, una gramatica libre de contexto que
acepte el mismo lenguaje.

3. Eliminar simbolos y producciones inttiles de la gramética.

Ejercicio 1.5.12. Construir autématas con pila que acepten los siguientes lengua-
jes, siendo estos deterministas en caso de que sea posible.

1. El conjunto de todas las palabras u con el mismo nimero de sibolos a y b, y
tal que en todo prefijo el nimero de simbolos a es menor o igual que el nimero
de stmbolos b.

Sea el autémata M = ({qo,qr},{a,b},{Zo, B}, 9, qo, Zo, {qr}) que acepta el
lenguaje por ambos criterios (pila vacia y estados finales). Veamos qué repre-
senta cada simbolo de la pila:

» Zy: Indica que N,(u) = Ny(u).
» B: Indica que N,(u) < Ny(u).

= Notemos que no es necesario un simbolo para indicar que N, (u) > Ny(u),
ya que no en este caso tendriamos un prefijo que no cumple la condicién
dada.

Veamos la funcion de transicion d:

d(qo, b, Zy) = {<QOaBZO)}
(g0, b, B) = {(q0, BB)}
5(%7@ B) ={(q,¢)}
6(qo, €, Zo) = {(qs,€)}

donde hemos hecho uso de que la palabra ha de comenzar por una b.

Este automata, no obstante, no es determinista. Buscaremos por tanto un
autémata determinista que lo acepte. Para empezar, como no cumple la pro-
piedad prefijo (baba € L, y su prefijo ba € L), sabemos que no podremos hacer
uso del criterio de pila vacia. Por tanto, buscaremos un autémata que acepte
el lenguaje por el criterio de estados finales.

El primer problema que le vemos a nuestro autémata es que no podemos saber
cuando hemos quitado la tltima B de la pila, pudiendo asi quitar Z; o pasar a
un espado final. Esto lo solventamos anadiendo una variable, A, que nos indica
la primera b anadida. De esta forma, al quitar A de la pila, sabremos que la
palabra es aceptada, por lo que podremos pasar a un estado final.

El segundo problema que nos encontramos ahora es que la palabra vacia no
seria aceptada, ya que el estado inicial a priori no era final. Por tanto, el estado
inicial sera el estado final.

Por tanto, el autémata M = ({q,qs},{a,b},{Z0, A, B},0,q¢, Zo,{qs}) acepta
el lenguaje por el criterio de estados finales y es determinista. La funcién de
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Ejercicio 1.5.13. Dado el autémata con pila M =

transicién ¢ viene dada por:

(qr,b, Zo) = {(q. AZo) }
6(q,b, A) = {(q, BA)}
d(q,b, B) = {(q, BB)}
6(q,a, B) = {(q,¢)}

(
= {(gr.€)}

donde, de nuevo, hemos hecho uso de que, cuando la palabra esta en equilibrio
(en la pila hay un Zj), se ha de leer una b.

d(q,a, A)

. L={atc*|i=j Vv j=k}.
Notaremos por ¢; a los estados que indican que ¢ = j, y por p; a los estados

que indican que j = k. Por tanto, el autémata M que acepta el lenguaje por
ambos criterios (pila vacia y estados finales) es:

M = ({q07 s 7p3}7 {CL, b7 C}7 {ZOJ X}7 67 qo, ZOa {p37 Q3})

donde la funcién de transicién o viene dada por:

(g0, €, Zo) = {(po, Zo)}

»43,Po, - - -

6(qo, a, Zo) = {(q0, X Zo) } d(pos a, Zo) = {(po, Zo) }
6(qo, a, X) = {(q0, XX)} 6(po, €, Zo) = {(p1, Z0) }

5(QU757i) - {(QI7/Z)} (S {ZOaX} 5(]7 b ZO) {(plaXZO)}
5(Q17b7X):{(Q175)} 5(]7 b X)_{(plaXX)}
0(q1, €, Zo) = {(q2, Z0)} 0(p1,e,1) = {(p2,9)} i€ {Z,X}
6(q2, ¢, Zo) = { (g2, Zo)} 0(p2, ¢, X) = {(p2,€)}

(g2, €, Zo) = {(g3,€)} 5(29275 Zo) = {(ps,€)}

No obstante, este autémata no es determinista. Aunque algunos aspectos
podrian solventarse, el indeterminismo inicial para saber si i = j 0 7 = k
intuitivamente vemos que no se puede evitar.

donde

6(qo0, 0, Zo) = {(q0, AAZo)}
6(qo0, 0, A) = {(q0, AAA)}
6(q0,0, B) = {(q1,¢)}
6(q1,, B) = {(q,¢)}
0(q1.¢, Zo) = {(q0, A)}
(g0, 1, Zo) = {(q0, BZo)}
(g0, 1, 4) = {(q0,)}
d(q0, 1, B) = {(q0, BB)}

({q07 Ch}v {07 1}a {Z07 A7 B}a 57 qo, Z0> @),

Encontrar una gramaética libre de contexto que genere el mismo lenguaje que este

autémata acepta por el criterio de pila vacia.
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Este ejercicio es muy similar al Ejercicio 1.5.6, por lo que se recomienda consul-
tarlo antes. El lenguaje aceptado por M por el criterio de pila vacia es:

L(M) = {u € {0,1}" [ No(u) = 2Ny (u)}
Ejercicio 1.5.14. Encontrar un autéomata con pila que acepte el siguiente lenguaje
= {uwvv'u"! | u,v € {0,1}"}
Sea Ly = {ww™ | w € {0,1}"}. Veamos por doble inclusién que L; = Ly:

C) Sea z € L. Entonces, z = uvv™'u~! para u,v € {0,1}". Sea ahora w = uv, de

forma que w~! = v~'u~!. Por tanto, z = ww™! € L.

D) Sea z € Lo. Entonces, z = ww™! para w € {0,1}". Tomando u = w, v = &,
tenemos que z = uvv tu~! € L.

Por tanto, sea el autémata M = ({qo, ¢1 },{0,1},{Z0, 0,1}, 9, qo, Zo, D) que acepta
el lenguaje por el criterio de pila vacia. La funcién de transicion ¢ viene dada por:

(40,0, Zo) = {(q0,0%0) }
6(q0, 1, Zo) = {(q0,1%0) }
6(90,0,0) = {(q0,00)}

(

(

(

(g0, 1, 1) = {(qo, 11)}

(0,0, 1) = {(q0, 01)}

9(qo0,1,0) = {(q0,10)}

8(qo, e,1) = {(qr,1)} i€{0,1,7}
(q1,0,0) = {(q1, )}

5((]1 L1) ={(q1,9)}

0(q1,€, Zo) = {(q1,€)}

Tenemos que:
E(M) == L2 - Ll

Ejercicio 1.5.15. Construir un autémata con pila determinista que reconozca el
lenguaje L = Ly N Ly sobre el alfabeto A = {0, 1,2}, donde

» [ es el conjunto de todas las palabras u € A* tales que en todo prefijo u’ de
u, la cantidad de simbolos 0 es mayor que la cantidad de 1.

= [5 es el lenguaje de todas las palabras sobre A que contienen la subcadena
0102.

Sigamos dos caminos de resolucion.

Sin haber estudiado el Tema 6. De forma directa El lenguaje Ly es regular,
por lo que podremos obtener un APND que lo acepte por el criterio de estados
finales, sin modificar en ningiin momento la pila. El lenguje L; no es regular,
y lo mas sencillo en este caso seria obtener un APND que lo acepte por el
criterio de pila vacia con un tunico estado. Por tanto, haremos un APND que
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Figura 1.128: Autémata que acepta Ls.

acepte L1 N Ly por el criterio de pila vacia, gestionando la pila segiin L; y los
estados segiin Lo. La pila solo se podréd vaciar de forma completa (quitar el
simbolo inicial) en el estado final de Ls.

Construyamos en primer lugar el AFD que acepta Lo, tal y como se ha visto
en temas anteriores. Este se encuentra en la Figura 1.128.

Sea ahora el autémata que acepta Ly N Ly por el criterio de pila vacia M dado

por:

M = ({qo7 cee vq4}’ {O’ 1, 2}7 {ZU, X}, 5a q0, 207 ®)

donde:

Zy: Indica que Ny(u) = Ny (u).
X: Indica que No(u) > Ni(u).

No es necesario un simbolo para indicar que No(u) < N;(u), ya que no
en este caso tendriamos un prefijo que no cumple la condicién dada por
L.

Al leer un 2 no se vera afectada la pila.

En ¢4, donde ya habremos leido la subcadena 0102, se podra vaciar la
pila (tanto las X como el Zj).

La funcién de transiciéon ¢ viene dada por:

6(q0,0, Zo) = {(q1, XZ)} 0(q3,0,X) = {(q, XX)}
6(q0,1, %) =10 0(g3, 1, X) = {(q,e)}
0(q0,2,20) ={(q0, Zo)} 0(q3,2, X) = {(qs, X)}
5(qo,i,X) =0 i€{0,1,2} §(qs,i,Zy) =0  ie€{0,1,2}
6(q1,0,X) = {(q, XX)} 6(q1,0, X) = {(q, XX)}
6(q1,1,X) = {(g,€)} 6(qa; 1, X) = {(q, )}
0(q1,2,X) ={(q,X)} 0(q4,2,X) = {(q, X)}
o(qr,i,20) =0  i€{0,1,2} 6(q4,0,Zo) = {(qs, XZ0)}
6(q2,0, X) = {(g3, XX)} 0qu, 1, Z9) =10

6(q2,1, X) = {(q,e)} 0(q1,2, Zo) = {(qs, Z0)}
6(q272aX) = {(q )}

0(g2,0, Zo) = {(g3, XZ0)} 0(qs,6,X) ={(qs,8)}
6(q2,1,Zy) =10 0(qa;e,Zo0) = {(qs,€)}
0(q2,2, Zo) = {(q0, Z0)}

donde algunos aspectos a tener en cuenta han sido:
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= En gy no se puede tener una X en la pila, puesto que si se tiene una X
en la pila, se ha leido un 0, luego estamos en q;.

= En ¢1,¢q3 no se puede tener una Z; en la pila, puesto que solo se llega
a ese estado poniendo una X, y ninguna transicién que se quede en ese
estado quita la X de la pila.

= Teniendo un Zj en la pila no se puede leer un 1, puesto que no cumpliria
la condicion de L.

Usando el Tema 6 Como L; es independiente del contexto y Lo es regular, po-
demos obtener un autémata con pila determinista que acepte Ly N Lo por el
criterio de estados finales.

En primer lugar, sea M, = ({po,ps}, {0, 1,2}, {Zo, X}, 61,0, Zo, {ps}) el APND
que acepta Ly por el criterio de estados finales. La funcién de transicién d; vie-
ne dada por:

61(po, 0, Zo) = {(po, X Zo) }

d1(po, 0, X) = {(po, XX)}

51(19071,X) {(po, )}

d1(po, €, X) = {(ps, X)}

01(p,2,A) ={(p, D)} Vp € {po.ps}, A€ {Z, X}

No obstante, este no es determinista. El problema radica en que, al leer un 1,
no podemos saber si es el que provoca que quede una Zy en la pila (sin ser
vélido), o que siga habiendo X’s en la pila. Usaremos una variable nueva para
indicar que tan solo hay un 0 més que 1’s en la pila. Sea por tanto el autémata
que acepta L; por el criterio de estados finales M; dado por:

M1 = ({poapf}a {Oa 17 2}7 {Z07 Xa Y}7 5lap07 ZOa {pf})

donde la funcién de transiciéon d; viene dada por:

01(po, 0, Zo) = {(ps,Y Z0)}

51(19 0,Y) = {(pf7XY)}

o1(ps, 1, X) ={(py. )}

0(p, 2, A) ={(p,A)} Vpe{po,ps}, A€{Z, X, Y}

donde la condicién del enunciado se garantiza, al no dejar introducir un 1
cuando este vaya a causar que haya el mismo niimero de 0’s que de 1’s (cuando
haya una Y en la pila). Este autémata, ademads, es determinista.

En segundo lugar, sea My = ({qo,---,q},{0,1,2},01,q0,{qs}) el AFD de la
Figura 1.128 que acepta Ls.

Buscamos ahora calcular la interseccion de ambos lenguajes. Para ello, sea
= (Q, A, B,d,(q0,p0), Zo, F') el autémata con pila que acepta Ly N Ly por
el criterio de estados finales, donde:

. Q = {p07pf} X {q07 s 7q4}~
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= A=1{0,1,2}.
« B={Z,X, Y}
= = {(qupf)}-

La funcién de transiciéon 6 viene dada por:

0((p,q),a,A) ={((r,;s),a) | (r,a) € 61(p,a, A), s =0d2(q,a)} V(p,q) €Q, a€ A, A€EB

Notemos ademas que no hay transiciones nulas por no haberlas en M;. Ademas,
como M es determinista, entonces |01 (p, a, A)| = 1, luego podemos escribir las
transiciones de M de forma més sencilla:

6((p,q),a, A) ={((r,5),a) | (r,a) = 01(p,a, A), s=0d2(q,a)}
={((r,s),a) | (r,a) =0(p,a,A), s=10d(q,a)} V(p,q) €Q, acA AcB

Por tanto, vemos ademas que M es determinista.
Ejercicio 1.5.16. Encontrar autématas con pila para los siguientes lenguajes:

1. L1 = {aibjck | Z+k:j7 Za]7k>0}

Sea el autéomata M = ({qo, ¢1, 92}, {a, b, c},{Zo, A, B}, 9, qo, Zo, D) que acepta
el lenguaje por el criterio de pila vacia. La funciéon de transicién § viene dada
por:

6(qo, a, Zo) = {(QOaAZO)}
(g0, a, A) = {(qo0, AA)}
5(9 ) (g1, A)}

(q0.€. Zo) = {(a1, Z0)}
(q A) ={(q1,9)}

(g1, bZo) {(q1,BZy)}
6(q1,b, B) ={(q:1, BB)}
(
(
(
(
(
(
(g2,

(=%

4]

%

q, €, Zo) = {(q2, Z0)}
6(q1,e,A) = {(q2; A)}
6(q1,¢, B) = {(q2, B)}
(g2, c, B) = {(q2,6)}
(g2, ¢, Zo) = {(q2, AZo)}
(g2, ¢, A) = {(q2, AA)}
0 e, %) = {(q2,€)}

2. L = {0"1m2p0q1n | g=p+m, m=21, np,qg= O}.

Sea el autémata M = ({qo, ..., q},{0,1,2},{Z, X, Y}, 0, qo, Zo, D) que acepta
el lenguaje por el criterio de pila vacia. La funciéon de transicién § viene dada
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por:

6(0, 0, Zo) = {(g0, X Zo)}
9(q0, 0, X) = {(q0, XX)}
(g0, 1, X) ={(q1, Y X)}
(g0: 1, Zo) = {(q1,Y Zo) }
0(q1, 1, X) ={(q1, Y X)}
6(q1, 1Y) = {(q, YY)}
0(q1,6,Y) = {(q2,Y)}
0(q2,2,Y) = {(q, YY)}
6(q2,6,Y) ={(g3,Y)}
(g3, 0,Y) = {(gs,2)}
d(qs, e, X) = {(q1, X)}
(g, 1, X) = {(q€)}
(g, €, Z0) = {(qs,€)}

Ejercicio 1.5.17. Dado el alfabeto A = {0, 1},

1. Construir un autémata con pila que acepte por el criterio de estados finales el
conjunto de palabras con el triple de ceros que de unos.

Sea el aUtémata M = ({QO> q1, 42, Qf}a {Oa 1}7 {Z07 A> B}7 57 do, ZO> {qf}) que
acepta el lenguaje por el criterio de estados finales. La funcion de transicion ¢

viene dada por:

(g0, 1, Zo) = {(q0, AAAZy)}
(90,0, Zo) = {(q0, BZy) }
(g0, 1, A) = {(q0, AAAA)}
(90,0, A) = {(q0,)}

(g0, 1, B) = {(q1,€)}
(90,0, B) = {(q0, BB)}
6(q1,e, B) = {(g2,¢)}
(g1, €, Zo) = {(q0, AAZy)}
6(g2,€, B) = {(qo,¢)}
(g2, Zo) = {(90, AZo) }
(g0, €, Zo) = {(qr, Zo)}

2. Construir una gramatica independiente del contexto asociada al autémata.

Ejercicio 1.5.18. Construir autématas con pila (si es posible, deterministas) que
acepten por el criterio de pila vacia los siguientes lenguajes sobre el alfabeto {0, 1}:

1. L={0"1"|n>1}U{0"1> | n>1}.
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Sea el autémata M = ({qo,q1,q2},{0,1},{Zo, A}, 9, qo, Zo, D) que acepta el
lenguaje por el criterio de pila vacia. La funcién de transiciéon ¢ viene dada

por:
(g0, 0, Zo) = {(q0, AZ0) }
6(q0,0, A) = {(qo0, AA) }
(g0, 1, A) = {(q1,¢), (g3, €) }
6(q1, 1, A) = {(q1,¢)}
(g2, 1,4) = {(g3.¢)}
(g3 €, A4) = {(q2,¢)}
6(q1, €, Zo) = {(q2,€)}
(g2, €, Zo) = {(q2,¢)}

Ademads, aun sin saber si L puede ser aceptado por un autémata determinista
por el criterio de estados finales, veamos que no puede ser aceptado por un
automata determinista por el criterio de pila vacia por no cumplir la propiedad
prefijo. Para cada n € N (tan solo serfa necesario verlo para uno), z = 0"1%" €
L,y el prefijo 2/ = 0"1™ € L, con 2’ # z. Por tanto, no se cumple la propiedad
prefijo, y no puede ser aceptado por un autémata determinista por el criterio
de pila vacia.

Maés atn, en el Ejercicio 1.6.19 se demostrara que L no es determinista, luego
no puede ser aceptado por un autémata determinista por el criterio de estados
finales.

2. L ={0"1m0™1" | n,m > 1}.

Sea el autémata M = ({qo,...,q3},{0,1},{Zy, X, Y}, 0, qo0, Zo, D) que acepta
el lenguaje por el criterio de pila vacia. La funciéon de transicién § viene dada

por:
4(g0, 0, Zo) = {(g0, X Z0)}
6(g0, 0, X) = {(q0, XX)}
(g0, 1, X) = {(a1, Y X)}
0(q1, 1Y) = {(¢1, YY)}
0(q1,0,Y) = {(qe,¢)}
6(g2,0,Y) = {(qe,€)}
(g2, 1, X) = {(gs,€)}
(g3, 1, X) = {(gs,¢)}
6(g3: €, Zo) = {(gs,€) }

Como podemos ver, en este caso el autémata es determinista.
Ejercicio 1.5.19. Dado el autémata con pila dado por las transiciones (R es el
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simbolo inicial):

6(q1,0, R) = {(q1, BR)} ¢
6(q1,1, B) ={(q1,GB)} 0
6(q1,1,G) ={(g, G)} 0
(g2, €, R) = {(q2,€)} 0
o(q1,¢,G) = {(q2,G)} 0
6(q1,0,G) ={(g2, G)} ¢

Construir una gramatica indep

(@1, 1, R) = {(q1,GR)} 6(q1,0,B) = {(q1, BB)}
(91,0,G) ={(q1, BG)} (q1,1,G) = {(q1,GG)}
(¢2,0,B) ={(g2:6)}  0(q2,2,G) = {(a2,¢)}
(q1,6,R) = {(q2, R)}  d(q,¢, B) = {(q2, B)}
(¢1,0,R) ={(g2, R)}  (q1,0, B) = {(q2, B)}
(1,1, R) ={(g2, R)}  d(q1,1, B) = {(q2, B)}

endiente del contexto (siguiendo el procedimiento

explicado en clase) que acepte el mismo lenguaje. Eliminar simbolos y producciones

inutiles.

Ejercicio 1.5.20. Construir autématas con pila (si es posible, deterministas) que
acepten por el criterio de estados finales los siguientes lenguajes sobre el alfabeto

{0,1}:

1. L={017]j>i>1}.

Sea el autémata M = ({qo,q1,qr}, {0, 1}, {20, A}, 6, 90, Zo, {qr}) que acepta

el lenguaje por el criterio
dada por:

de estados finales. La funcién de transicién ¢ viene

(90,0, Zo) = {(q0, AZ0)}
6(q0,0, A) = {(q0, AA)}
(0,1, 4) = {(q1,¢)}
6(q1,1,4) = {(q1,9)}
6(q1,¢e, Zo) = {(ar, Z0)}
d(qr. 1, Zo) = {(ar, Zo)}

Vemos ademaés que el autémata es determinista.

Sea el autéomata M = (

S L={0190" | 4,5 > 1} U {101 | i,j > 1}

{q07 q1, 42, Qf}v {Oa ]-}a {ZOa X7 Y}7 6a qo, ZOa {Qf}) que

acepta el lenguaje por el criterio de estados finales. La funcién de transicion ¢
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viene dada por:

4(0, 0, Zo) = {(g0, X Zo)}
(g0, 1, Zo) = {(q0, Y Zo)}
6(q0,0, X) = {(g0, XX)}
(90, 1,Y) = {(q, YY)}
(g0, 1, X) = {(q1, X)}
(90, 0,Y) = {(q1,Y)}
0(q1, 1, X) = {(q1, X)}
6(q1,0,Y) = {(q1,Y)}
6(q1,0,X) = {(ge,€)}
0(q1,1,Y) = {(qe;€) }
6(g2,0,X) = {(qa,€)}
0(q2, 1Y) = {(go,€)}
(g2, €, Zo0) = {(ay,¢)}

Vemos ademas que el autémata es determinista.

Ejercicio 1.5.21. Construye un autémata con pila determinista por el criterio de
estados finales que reconozca el lenguaje:

L = {ucv | u,v € {a,b}" y n° de subcadenas “ab” en u es igual al n° subcadenas “ba” en v}

. Es posible encontrarlo por el criterio de pila vacia?

Sea el autéomata M = ({qo, ..., q1,qr}, {a, b, c},{Zo, X}, 0,90, Zo, {qr}) que acep-
ta el lenguaje por el criterio de estados finales. La funcién de transicién ¢ viene dada
por:

6(qo, a, Zo) = {(q1, Zo) } (g0, b, Zo) = {(q0, Zo)}
0(q1,a, Zo) = {(aq1, Zo)} 0(q1,b, Zo) = {(q0, X Zo)}
6(q0, @, X) = {(q1, X)} 6(q0,b, X) = {(q0, X)}
6(q1, 0, X) = {(q1, X)} 6(q1, b, X) = {(qo0, XX)}
(g0, ¢, X) = {(g2, X)} o(ar, ¢, X) = {(g2, X)}
(g2, a, X) = {(ga, X)} (g2, b, X) = {(g3, X)}
(g3, a, X) = {(qa,€) } 6(g3, b, X) = {(g3, X) }
(g2, €, Zo) = {(a5, Z0) }

6(qr,a, Zo) = {(ar, Z0) } (qr,b, Zo) = {(g3, Z0)}
(g3, a, Zo) = {(q2,€)} (g3, b, Zo) = {(g3, Z0) }
(a3, €, Zo) = {(ar, Z0)}

No obstante, este autémata no es determinista. Este problema ya nos lo hemos
encontrado varias veces en el presente documento, y podemos solventarlo incluyendo
una variable que indique cuando vamos a llegar a Zy. Ademads, es necesario incluir un
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nuevo estado final, q}, que asegure que, tras alcanzarse el equilibrio de subcadenas
“ab” y “ba”, no pueda introducirse una a tras una b.

Sea por tanto el autémata M = ({qo, - - -, @, 45, ¢4}, {a, b, c}, { Zo, X, Y }, 0, g0, Zo, {4y, 4} })

que acepta el lenguaje por el criterio de estados finales. La funcién de transicion o
viene dada por:

6(qo, a, Zo) = {(q1, Zo) } 6(q0, b, Zo) = {(q0, Z0) }
6(q1, a, Zo) = {(a1, Zo)} (a1, b, Zo) = {(q0,Y Zo)}
d(qo, a, X) = {(q1, X)} 6(qo0, b, X) = {(q0, X)}
6(q1,a, X) = {(q1, X)} 6(q1,b, X) = {(qo, XX)}
6(qo; ¢, X) {(q2, X)} 0(qr, ¢, X) = {(q2, X) }
(g2, a, X) = {(q2, X)} 6(g2, b, X) = {(g3, X) }
(g3, a, X) = {(g2,€)} 6(g3,0, X) = {(g3, X)}
(qr. a Zo) {(ar. 20)} 6(qr. b, Zo) = {(g3. Zo)}
6(g3,a, Zo) = {(q2,€)} 6(q3, b, Zo) = {(g3, Z0) }
(g0, a,Y) = {(q1,Y)} (90, 0,Y) = {(q0.Y)}
6(q1,a,Y) = {(q1,Y)} 6(q1,0,Y) = {(q0, XY)}
6(q0,¢,Y) = {(q2,Y)} 0(q1,¢,Y) ={(g2,Y)}
0(g2,a,Y) = {(q2,Y)} 0(g2,b,Y) = {(g3,Y)}
0(gs,a,Y) ={(qr, Zo)} 6(qs,b,Y) = {(g3,Y)}
5(qf’a7 ZO) = {<Qf? ZO)} 5(qf? b, ZO) = {(QSH Z(])}
d(qy, b, Zo) = {(d}, Z0)}

Este nuevo automata es determinista, y acepta el lenguaje L por el criterio de
estados finales. Ademads, no es posible encontrar un autémata por el criterio de pila
vacia, ya que L es aceptado por un autémata determinista por estados finales, y
no tiene la propiedad prefijo. Por ejemplo, tomando z = abcbaa € L, tenemos que
u = abcba € L es un prefijo de de z,u # z que pertenece al lenguaje. Por tanto, no
es posible.

Ejercicio 1.5.22. Sea el lenguaje sobre el alfabeto A = {a,b, ¢, d}, dado por las
siguientes reglas:

1. a y b son palabras del lenguaje.

2. Cualquier sucesion no vacia de palabras del lenguaje es una palabra del len-
guaje.

3. Si u es una palabra del lenguaje, entonces cudd es una palabra del lenguaje.

Decid de qué tipo es el lenguaje generado. Segun sea el tipo del lenguaje, crear un
autémata finito minimal o un autémata con pila que lo acepten.

Sea la siguiente gramdtica libre de contexto G = ({S}, {a,b,c,d}, P, S) de ma-
nera que L£(G) es el lenguaje descrito. Iremos dando las reglas de produccién de la
gramatica.
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1. Como a y b son palabras del lenguaje, anadimos las reglas S —ay S — b.

2. Como cualquier sucesion no vacia de palabras del lenguaje es una palabra del
lenguaje, anadimos la regla S — S.S.

3. Por 1ltimo, si v es una palabra del lenguaje, entonces cudd es una palabra del
lenguaje. Anadimos la regla S — cSdd.

Por tanto, las producciones de la gramatica son:
S—alb|SS|cSdd

Por tanto, vemos que el lenguaje es independiente del contexto. Para ver que no
es regular, aplicaremos el reciproco del Lema de Bombeo. Para cada n € N, tomamos
la palabra z = c"ad*" € L(G), con |z| > n. Cada descomposicién de z = uvw, con
u,v,w € A* Juv| < ny Jv] = 1, cumple:

u:ck, v:cl, w=c"""lad® con0<k+1<n, I >1
Por tanto, para ¢ = 0, tenemos que:
ww = " lad®™ ¢ L(G)

yvaquen —1[ <n < 2n,y esto provoca que no pueda ser una palabra del lenguaje.
Por tanto, no es regular.

El automata con pila que acepta el lenguaje por el criterio de pila vacia es el
siguiente:

= ({q}7 A’ {S’ a’? b’ Ca d}’ 57 qa Sa @)

donde la funcién de transicién § viene dada por:

d(g.¢,5) = {(g,a), (¢,b), (¢, 59), (g, cSdd)}
d(q,i,1) = {(q,e)} Vie A
Ejercicio 1.5.23. Describir autéomatas con pila para los siguientes lenguajes so-
bre el alfabeto A = {a,b,c} (si es posible hacerlos determistas e indicar si se ha
conseguido):
1. Palabras de longitud impar con una b en el centro.
Sea el autémata M = ({qo, ¢1},{a, b, c},{Zo, X}, 9, q0, Zo, D) que acepta el len-
guaje por el criterio de pila vacia. La funciéon de transicién ¢ viene dada por:
5((]0,2'7 Zo) = {(qo,XZO)} Vz S A
5(qo, 3, X) ={(qo, XX)} Vie A
(g0, b, 1) = {(q1,9)} Vi€ {Zo, X}
5(q1,@,X) ={(q,e)} Vie A
(g1, Zo) = {(q1,¢)}

No obstante, este automata no es determinista, ya que en ¢y, con una X en
la pila, y leyendo una b, podemos llegar a dos configuraciones distintas. De
manera intuitiva, vemos que no es posible construir un autémata determinista
para este lenguaje.
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2. L={a"b"c* |n=m VvV n <3}
Sea el autémata M dado por:
M = ({q007 qo1, 4902, 403, 4f, q67 q/17 qgv q;‘}a {a7 ba 6}7 {Z()a Aa Apa Ba C}v 57 qoo, ZOa {Qf7 q}})

que acepta el lenguaje por el criterio de estados finales. Los estados que no
son “prima” representan el caso de n < 3, y los estados “prima” representan
que se ha de obligar a que n = m. La funcién de transiciéon § viene dada por:

6(qo0, @, Zo) = {(qo1, ApZo)}
d(qo1, a, Ap) = {(qo2, A4,)}
6(goz, a, A) = {(qos, AA)}
0(go3, a, A) = {(g0, AA)}
d(qo, a, A) = {(ap, AA)}
0(q0, b, A) = {(d1, e)}
5(Q1>b A) = {<‘117 e)}
0(q1, b, Ay) = {(ay,2)}

5( . ¢ Zy) = (nyzo)}
d(qoo, b, Zo) = {(qr, BZo)}
6(qoo, ¢; Zo) = {(qr,CZ0)}
d(qo1, 0, A4y) = {(qy, BAy)}
(qo1, ¢, A ) {(q £ CA )}
6(qo2, 0, A) = {(qy, BA)}
0(qo2: ¢, A) = {(q, CA)}
6(qos,b, A) = {(qy, BA)}
0(qos, ¢, A) = {(qr, CA)}
d(qr, b, B) = {(qr, BB)}
d(qy, ¢, B) = {(qs,CB)}
(g, c,C) = {(qr,CC)}

Notemos que, en el caso de n < 3, estamos continuamente en un estado final
qr, y es la pila la que controla qué se puede leer.

Tenemos que L = L(M), y ademas, el autémata es determinista.

Ejercicio 1.5.24. Supongamos un operador ® que puede aparecer en el cédigo de
un lenguaje de programaciéon con la siguiente estructura:

®(u,v);
donde
» u € {0,1}" es una cadena de simbolos binarios que determina:

1. La operacién que se ejecutard. Si el nimero de 0’s en la cadena u es
igual al nimeros de 1’s se realiza una suma, en caso contrario se hace un
producto.
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2. El nimero de operandos de ® (numero de ocurrencias de la subcadena
“10” en u).

» v € {a,b,c}" es una cadena donde cada simbolo representa un operando de ®.

Construir, si es posible:

1. Un autémata finito determinista que reciba como entrada la cadena u y le
indique al ordenador si realiza una suma (estado final) o si realiza un producto
(estado no final).

El lenguaje que deberia aceptar el autéomata es:
L ={u€{0,1}" | No(u) = Ni(u)}

No obstante, este lenguaje es facil comprobar mediante el reciproco del Lema
de Bombeo que no es regular. Por tanto, no es posible construir un autémata
finito determinista que acepte este lenguaje.

2. Construir un autémata con pila determinista por el criterio de pila vacia defi-
nido sobre el alfabeto de entrada

44 2 W\ W W, 2 «n»Y o« 77 44 77 (19 N} (1))
A= { ® 7, ( > ) ) 9 9 9 0 1 a b C }
que reciba como entrada una expresion del conjunto
* *
{@(u,0); | u e {0,1}, ve {abc}}

y nos informe si estd bien construida sintacticamente (de acuerdo con lo espe-
cificado anteriormente) y si el nimero de operandos es correcto.

Sea M el autémata con pila que acepta el lenguaje por ambos criterios (pila
vacia y estados finales):

M = ({q07 <y s, C.é}? Aa {Z07 X}a 57 qo, ZOv @)

donde la funcién de transiciéon ¢ viene dada por:

(g0, ®, Zo) = {(q1, Zo) }
(a1, (; Zo) = {(q2, Z0) }

(g2, 0, Zo) = {(q2, Zo) }
(g2, 1, Zo) = {(g2, Z0)}
3(q5, 0, Zo) = {(q2, X Zo)}
d Q271,ZO) {(a5, Z0)}
6(q2,0, X) = {(q2, X)}

2,1, X) = {(¢5 X)}
0(q5,0, X) = {(g2, X X)}
d(ga, 1 ,X) {(a, X)}

g3, 1)} Vi€ {Zo, X}
q3,1)} Vi€ {Zy, X}
(g3,€)} Vie{a,b,c}
(@1, Zo)}

(¢5,€)}

198

)
)
o

qs,? )
Q))

(
(
(
(
(
(
d(q ,17
(
(
(
(
(
(
(@13, %0) =

r—"ﬁ/—*—\



Modelos de Computacion 1.5. Autématas con Pila

Ejercicio 1.5.25. Construir un autémata con pila (si es posible, determinista) que
reconozca el siguiente lenguaje:

={a'¥cF|i=2j v j=2k}
Sea la siguiente gramatica:

=({S,A,C,X,Y} {a,b,c}, P,YS)
(S — XC| AY)
A—aA|e
P=¢C—cCle

X = aaXb|e
Y = bbYc|e

Como L(G) = Ly, tenemos que el autémata con pila que acepta el lenguaje por
el criterio de pila vacia es el siguiente:

M = ({q}7 {a7 b7 0}7 {57 A7 C? X7 K CI/’ b7 C}7 57 q? S? ®>
donde la funcién de transiciéon ¢ viene dada por:

:9) ={(g, XC), (¢, AY)}
A) = {(q,a4),(¢,€)}
q,€,C) ={(q,cC), (q,¢)}
X) =
V)=

d(q,e
(
(
(g,e (¢,aaXb),(g,¢)}
(
(
(
(

0(q, €

S &9 O

q,€ {(q,0bYc), (¢,€)}
d(q, aa)—{(q, e)}
d(q,b,0) = {(g,¢)}
(q,c,c) = {(g:¢)}

No obstante, vemos que este automata no es determinista. Aunque ciertos in-
determinismos podrian quitarse, no es posible hacerlo en su totalidad, ya que no
sabemos si ¢ = 25 o j = 2k. Por tanto, intuitivamente vemos que no es posible
construir un autémata determinista para este lenguaje.

Ejercicio 1.5.26. Considerar el lenguaje L sobre el alfabeto {a, b, ¢, d} definido por:
L={a™"cPd" |m+n>=p+q}
1. Construye una gramética libre de contexto que genere L.
2. Construye un autémata con pila determinista que reconozca las cadenas del

anterior lenguaje L por el criterio de estados finales.

Aunque se puede obtener a partir de la gramatica del apartado anterior, lo
mas directo es construir un autémata directamente. Sea el autémata M que
acepta el lenguaje por el criterio de estados finales:

M = ({QOa -y g3, Qf}a {aa b7 c, d}7 {Z(b X}v 57 do, ZO7 {qf})
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La funcién de transiciéon § viene dada por:

(g0, a, Zo) = {(q0, X Z0) }

(qo, a, X) = {(qo0, XX)}
6(qo,e,1) = {(q1,9)} Vie{Zy, X}
(a1, b, Zo) = {(q1, X Z0)}

6(q1,b, X) = {(q, XX)}

d(q1, ¢, z) ={(q. 1)} Vie{Zy, X}
0(q2, ¢, X) = {(g2,€)}

(g2, .1) = {(g5,0)} Vi€ {Z,X}
0(gs, d, X) = {(gs,)}

6(gs, € )— {(gr, D)} Vie{Zo, X}

Ejercicio 1.5.27. Construye un autémata con pila que acepte el lenguaje sobre el
alfabeto A = {a, b} de todas aquellas palabras en las que el niimero de simbolos a
es distinto al nimero de simbolos b.

Hecho en el Ejercicio 1.5.7.

Ejercicio 1.5.28. Dado el siguiente lenguaje libre de contexto:

L={(01)'(10) | j >i>1}
1. Encuentra una gramatica libre de contexto que lo genere.
Sea la gramdtica G = ({5, 5'},{0,1}, P,S) donde P es el conjunto de produc-
ciones:
S — 01510
S"— 01510 | S'10 | €

2. Transforma la gramatica anterior a un autémata con pila que acepte las cade-
nas del lenguaje L por el criterio de pila vacia.

Sea el autémata M = ({q},{0,1},{0,1,5,5},0,q,S,0) que acepta el lenguaje
por el criterio de pila vacia. La funcién de transicion § viene dada por:
0(g,€,8) = {(q,015'10)}
d(g,¢,5") = {(q,015'10), (¢, S'10), (g, €) }
6(¢,0,0) = {(q,)}
0(¢,1,1) = {(q,€)}

3. Transforma el automata con pila anterior para que acepte las cadenas por el
criterio de estados finales.

Sea el autéomata M’ = ({q,qg.qs},{0,1},{0,1,5,5", Z3}, 0,40, Z, {qar}) que
acepta el lenguaje por el criterio de estados finales. A las transiciones anterio-
res, anadimos:

0(q0,¢, Zy) = {(a,577)}
6(q,e,Z5) = {(ay,€)}
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4.

Encuentra un autémata con pila determinista que acepte las cadenas del len-
guaje L por el criterio de estados finales.

Sea el autémata M” = ({qo, ..., 3,97}, {0,1},{Z0, X}, 6, 90, Zo, {qr}) que acep-
ta el lenguaje por el criterio de estados finales. La funcién de transicién 0 viene
dada por:

(90,0, Zo) = {(q1, Z0) }
(g1, 1, Zo) = {(g0, X Z0)}
6(0,0, X) = {(q1, X)}
(g1, 1, X) = {(q0, XX)}
6(qo, 1, X) = {(gs, X)}
(g3, 0, X) = {(ga;€)}
(g2, 1, X) = {(gs, X)}
(g2, €, Zo) = {(ar, Z0)}
d(qr,1, Zo) = {(as, Zo) }
6(g3, 0, Zo) = {(qr, Zo)}

1.5.1. Preguntas Tipo Test

Se pide discutir la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

1.

La clase de los lenguajes aceptados por los automatas con pila deterministas
es igual a la clase de los lenguajes generados por las gramaticas de tipo 2.

Una palabra es aceptada por un autémata con pila por el criterio de pila vacia
si en algiin momento, cuando leemos esta palabra, la pila se queda sin ningin
simbolo, con independencia de la cantidad de simbolos que hayamos leido de
la palabra de entrada.

. Un autémata con pila siempre acepta el mismo lenguaje por los criterios de

pila vacia y de estados finales.

. Todo lenguaje aceptado por un autémata con pila determinista por el criterio

de estados finales es también aceptado por una autémata con pila determinista
por el criterio de pila vacia.

. Para que un autémata con pila sea determinista es suficiente que desde cada

configuracion se pueda obtener, a lo mas, otra configuraciéon en un paso de
calculo.

Si un lenguaje de tipo 2 verifica la propiedad prefijo y es aceptado por un
autémata con pila determinista por el criterio de estados finales, entonces
también es aceptado por un autémata con pila determinista por el criterio de
pila vacia.

Para todo autémata con pila existe otro autémata con pila que acepta el mismo
lenguaje y tiene un solo estado.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Si un lenguaje es aceptado por una autémata con pila determinista por el
criterio de estados finales, entonces también es aceptado por un autémata con
pila determinista por el criterio de pila vacia.

. En un autémata con pila determinista no puede haber transiciones nulas.

Si L es independiente del contexto determinista y $ ¢ L entonces L.{$} es
aceptado por un autémata con pila determinista por el criterio de pila vacia.

El conjunto de las palabras {u0011u™" | u € {0,1}"} es libre del contexto
determinista.

En la construccion de una gramatica independiente del contexto a partir de
un autémata con pila, la variable [p, X, q] genera todas las palabras que llevan
al autémata desde el estado p al estado ¢ sustituyendo X por el simbolo inicial
de la pila.

En un autéomata con pila determinista no puede haber transiciones nulas.

Todo autémata con pila determinista que acepta un lenguaje por pila vacia se
puede transformar en otro autémata determinista que acepte el mismo lenguaje
por el criterio de estados finales.

Para que un lenguaje independiente del contexto sea determinista ha de veri-
ficar la propiedad prefijo.

El lenguaje compuesto por las instrucciones completas del lenguaje SQL cum-
plen la propiedad prefijo.

En el algoritmo para pasar un autémata con pila a graméatica que hemos visto,
si el autémata tiene 3 estados, entonces la transicién (p, XY ZU) € §(q, ¢, H)
da lugar a 4% producciones.

El lenguaje {0°1%2¢ | i, j > 0} es independiente del contexto determinista.

Si tenemos un lenguaje L aceptado por un Autémata con Pila por el criterio
de estados finales, podemos encontrar otro AP que reconozca L por el criterio
de pila vacia.

La propiedad prefijo no tiene ninguna relacion con el hecho de que un lenguaje
sea aceptado por un autémata con pila determinista por estados finales.

Para toda gramatica libre de contexto GG siempre se puede encontrar un automa-
ta con pila que acepte el lenguaje generado por G.

Si un lenguaje independiente del contexto cumple la propiedad prefijo, entonces
puede ser aceptado por un autémata con pila determinista por el criterio de
pila vacia.

La descripcion instantanea de un automata con pila nos permite saber el estado
activo, lo que queda por leer de la cadena de entrada, lo que se ha consumido
de la cadena de entrada y lo que nos queda en la pila.
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24

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Un automata finito determinista se puede convertir en un autémata con pila
que acepta el mismo lenguaje por el criterio de pila vacia.

El conjunto de cadenas generado por una gramatica libre de contexto en forma
normal de Greibach puede ser reconocido por un autémata finito no determi-
nista con transiciones nulas.

Los lenguajes independientes del contexto con la propiedad prefijo son siempre
reconocidos por un autémata con pila determinista por el criterio de pila vacia.

Puede existir un lenguaje con pila determinista que no sea aceptado por un
automata con pila determinista por el criterio de estados finales.

Existe un algoritmo para transformar una gramatica regular G' en un autémata
con pila que acepte las cadenas del lenguaje generado por G por el criterio de
pila vacia.

Un autémata con pila determinista no puede tener transiciones nulas.

El conjunto de cadenas generadas por una gramatica independiente del con-
texto en forma normal de Chomsky puede ser reconocido por un autémata
finito no determinista con transiciones nulas.

Para que un lenguaje sea aceptado por una autémata con pila determinista
por el criterio de pila vacia tiene que verificar la propiedad prefijo.

Un autémata finito determinista se puede convertir en un autémata con pila
que acepta el mismo lenguaje por el criterio de pila vacia.

Un autémata con pila determinista no puede tener transiciones nulas.

Todo lenguaje aceptado por un automata con pila determinista por el criterio
de estados finales es tambien aceptado por un automata con pila determinista
por el criterio de pila vacia.

Si tenemos un autémata con pila en el que (p,e) € §(q,a,C), entonces para
construir una gramética independiente del contexto que genere el mismo len-
guaje que acepta el autémata, debemos de anadir la produccién [p,C,q] — a
(segin el procedimiento visto en clase).

Para que un autéomata con pila sea determinista es necesario que no tenga
transiciones nulas.

El lenguaje L = {u € {0,1}" | u = u'} es independiente del contexto, pero
no determinista.
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1.6. Propiedades de Lenguajes Indep. del Contex-
to

Ejercicio 1.6.1. Proporcione ejemplos de los siguientes lenguajes:

1. Un lenguaje que no es independiente del contexto.

Sea el lenguaje siguiente:

L={a"bt"c" | n >0}

Veamos que no es independiente del contexto mediante el reciproco del Lema

de Bombeo. Para cada n € N, consideramos la palabra z = a"b"c" € L, con

|z| = n. Consideramos ahora cualquier descomposicién de z en cinco partes
*

z = wvwzxy, con u, v, w, r,y € {a,b,c}”, de forma que |vwzx| < ny jvz| > 1.

Como |vwz| < n, entonces no es posible que contenga los tres simbolos a, b, ¢;
y como |vx| > 1, va contiene al menos uno de los tres simbolos, pero no los
tres. Por tanto, al bombear vx anadiremos alguno de los tres simbolos pero no
los tres, rompiendo el equilibrio. En concreto, tenemos que:

wwry ¢ L
Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, L no es independiente del
contexto.
2. Un lenguaje independiente del contexto pero no determinista.

3. Un lenguaje que es independiente del contexto determinista, pero que no es
aceptado por un automata con pila determinista que tiene que vaciar su pila.

Es necesario que el lenguaje dado no cumpla la propiedad prefijo. Un ejemplo
valido es:

L = {ucv | u,v € {a,b}" y n° de subcadenas “ab” en u es igual al n° subcadenas “ba” en v}

tal y como se vio en el Ejercicio 1.5.21.

4. Un lenguaje que es aceptado por un autémata con pila determinista que tiene
que vaciar su pila, pero que no es un lenguaje regular.

Un ejemplo es el lenguaje:

L={a"b"|n>1}

Veamos en primer lugar que no es regular. Para ello, aplicamos el Lema de
Bombeo. Para cada n € N, consideramos la palabra z = a"b™ € L, con |z| =
2n > n. Consideramos ahora cualquier descomposicién de z en tres partes
z = uvw, con u, v, w € {a,b}", de forma que |v| > 1y |uv| < n. De esta forma:

u=a" v=d w=A"F" conk+1l<nl>1

204



Modelos de Computacion 1.6. Propiedades de Lenguajes Indep. del Contexto

Al bombear v con i = 2, tenemos que:
UUQUJ _ ak—l—?lan—k—lbn — an—l—lbn ¢ L

ya que n + [ # n por ser [ > 1. Por tanto, por el Lema de Bombeo, L no es
regular.

No obstante, si es aceptado por el siguiente autémata con pila determinista
por el criterio de la pila vacia:

M = ({Q(b q1}7 {CL, b}7 {ZO’ X}7 57 qo, ZO; Q))

con la funcién de transicién o dada por:

(g0, a, Zo) = {(q0, X Zo) }
6(qo, a, X) = {(qo, XX)}
6(qo, b X) ={(q1,¢)}
0(q1,0,X) ={(q1,¢)}
5((11;5 Zo) = {(q1,¢)}

Ejercicio 1.6.2. Encontrar cuando sea posible, un autémata con pila que acepte el
lenguaje L, donde:
1. L={ww!|we {a,b}"}.

Sea el autémata con pila M = ({qo, q1,qr}, {a, b}, {Zo, A, B}, 9, g0, Zo, {ar})
que acepta L por ambos criterios (tanto por pila vacia como por estados fina-
les), con la funcién de transicién ¢ dada por:

(g0, a, Zo) = {(q0, AZo)}
(4o, b, Zo) {(q0, BZy)}

4(qo, = {(q, AA)}
0(qo, {(q0, BB)}
}
0(qo, b, A) = {(q0, BA)}
d(qo, €, 1) ={(q1,7)} Para i € {Z,, A, B}

0(q1,a, A) = {(q1,€)}
0(q1,0,B) = {(q1,¢)}
0(q1, €, Zo) = {(q5,€)}

2. L={ww|w e {a,b}"}.

Veamos que no es posible demostrando que no es independiente del contex-
to por el reciproco del Lema de Bombeo. Para cada n € N, consideramos la
palabra z = a"b"a™b™ € L, con |z| > n. Consideramos ahora cualquier des-
composicién de z en cinco partes z = wvwzxy, con u,v,w,x,y € {a,b}", de
forma que |vwz| < ny vz > 1.

(
(
(g0, a,A) =
( )
5(61 B) = {(q0, AB)
( )
(
(
(
(

Como |vwz| < n, hay varias posibilidades:
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a) vwz estd contenido entero en la primera mitad de la palabra (reciproca-
mente con la segunda). Al bombear v y 2 con i = 2, se rompe el equilibrio
entre las dos mitades, teniendo asi que uv?wa?y ¢ L.

b) vwx corta a ambas mitades, es decir, contiene la subcadena ba. Como
lvwz| < n, tenemos que es de la forma b*a! con k+1 < n. Como |vz| > 1,
al menos uno de los dos no es nulo. Supongamos que v # ¢ (en el caso
contrario se haria el mismo razonamiento con ). Entonces, v contiene
al menos una b, por lo que al bombear v y x con ¢ = 2, se rompe el
equilibrio entre las dos mitades, ya que el nimero de b’s en la primera
mitad es mayor que en la segunda. Por tanto, uv?wz?y ¢ L.

2

En cualquier caso, con i = 2 tenemos que wv’wz?y ¢ L, por lo que L no es

independiente del contexto.

3. L={ab"c" |l +m=n}.

Sea el autémata con pila M = ({qo, q1, q2, ¢r}, {a, b, ¢}, {Zo, X}, 9, 0. Zo, {qr})
que acepta L por ambos criterios (tanto por pila vacia como por estados fina-
les), con la funcién de transicién § dada por:

(g0, @, Zo) = {(q0, X Zo) }
(g0, a, X) = {(q0, XX)}

d(qo,€,7) = {(q1,7)} Para i € {Zy, X}
0(qu, b, Zo) = {(q1, X Zo)}
0(q1,b, X) = {(q1, XX)}

%

(
(
(
(
(
(q1,¢ ) = {(qo,1)} Para i € {Zy, X'}
(g2, ¢, X) ={(a2,€)}

5(612’5 ZO) {(Qf? )}

4. L ={a™b"c™ | n < m}.

Demostraremos que no es independiente del contexto por el reciproco del Lema

de Bombeo. Para cada n € N, consideramos la palabra z = a"b"c" € L, con

|z| = n. Consideramos ahora cualquier descomposicién de z en cinco partes
*

z = uvwzxy, con u,v,w, z,y € {a,b,c}”, de forma que |vwz| < ny |jvz| > 1.

Como |vwz| < n, hay varias posibilidades:

a) Si vwzx tan solo contiene a’s, entonces al bombear v y x con i = 2,
se rompe el equilibrio entre el nimero de a’s y ¢’s, teniendo asi que
w?wz?y ¢ L.

b) Siwvwz tan solo contiene ¢’s, entonces al bombear vy x con i = 2, se rompe
el equilibrio entre el nimero de a’s y ¢’s, teniendo asi que uv?wz?y ¢ L.

¢) Si vwz tan solo contiene b’s, entonces al bombear v y = con i = 2, se
tiene que hay mas b’s que a’s (n > m), teniendo asi que uv?wz?y ¢ L.

d) Si vwzx contiene a’s y b’s, entonces al bombear v y x con i = 2 se da
alguno de los siguientes casos:
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= Si v +# ¢, entonces v contiene al menos una a, por lo que al bombear
vy x con i = 2, se rompe el equilibrio entre el niimero de a’s y ¢’s,
teniendo asi que uwv?wz?y ¢ L.
= Si z # €, entonces x contiene al menos una b, por lo que al bombear
vy x con i = 2, se tiene que hay mas b’s que a’s (n > m), teniendo
asi que uwv*wz?y ¢ L.
e) Si vwx contiene b’s y ¢’s, entonces al bombear v y x con i = 2 se da
alguno de los siguientes casos:
= Si v # g, entonces v contiene al menos una b, por lo que al bombear
vy x con i = 2, se tiene que hay mas b’s que a’s (n > m), teniendo
ast que uwv?wz?y ¢ L.
= Six # ¢, entonces x contiene al menos una ¢, por lo que al bombear
vy x con i = 2, se rompe el equilibrio entre el nimero de a’s y ¢’s,
teniendo asi que uwv?wz?y ¢ L.

f) Como |vwz| < n, no se puede dar que a la vez contenga a’s y ¢’s, por lo
que no se da este caso.

2

En cualquier caso, con i = 2 tenemos que wv’wz?y ¢ L, por lo que L no es

independiente del contexto.
Ejercicio 1.6.3. Demostrar que los siguientes lenguajes no son libres de contexto:
1. Ly = {a” | p es primo}.

Demostraremos que no es independiente del contexto por el reciproco del Lema
de Bombeo. Para cada n € N, sea p,, el n-ésimo nimero primo, que sabemos
que existe y, ademas, p, > n. Consideramos la palabra z = a’* € Lq, con
|z| = pn = n. Consideramos ahora cualquier descomposicién de z en cinco
partes z = uwvwzy, con u, v, w, z,y € {a}’, de forma que [vwz| < ny |vz| > 1.

Tomemos ahora 7 = p,, + 1. Entonces, al bombear v y x, tenemos que:
juvwa'y| = [wvwzy| + (i = Dlz| = pu + po - [v2] = pa(1+ [v2]) > p

Por tanto, tenemos que p, es un divisor no propio de |uv'wz'y|, por lo que
w'wz'y ¢ Ly. Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, L; no es
independiente del contexto.

2. Ly={a"” |n>1}.

Demostraremos que no es independiente del contexto por el reciproco del Lema
de Bombeo. Para cada n € N, consideramos la palabra z = av’ e Ly, con
|z2| = n* > n. Consideramos ahora cualquier descomposicién de z en cinco
partes z = uwvwzy, con u, v, w, z,y € {a}", de forma que [vwz| < ny |vz| > 1.

Tomemos ahora ¢ = 2. Entonces, al bombear v y x, tenemos que:

uw'wa'y| = [uvwzy| + (i — Dlvz| = n* + |va|

Como |vwz| < n, tenemos que:

lw'wz'y| =n* + vr| <KnP+n<nP+n+1< (n+1)?
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Ademads, como |vz| > 1, tenemos que:
n? < |uv'wa'y| < (n+ 1)

Por tanto, tenemos que |uv'wz'y| no es un cuadrado perfecto, por lo que
wv'wzr'y ¢ Ly. Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, Ly no es
independiente del contexto.

Ejercicio 1.6.4. Considerar el lenguaje siguiente:
L={0"vu 1" |u € {0,1}"}
1. Encontrar un autémata con pila que acepte, por el criterio de pila vacia, el

lenguaje L.

Sea el autémata con plla M = ({QO7 q1, 42,43, qf}7 {07 1}7 {ZU7 XJ OJ 1}7 67 qo, Z07 {qf})
que acepta L por ambos criterios (tanto por pila vacia como por estados fina-
les), con la funcién de transicién § dada por:

(40,0, Zo) = {(q0, X Z0)}

6(qo0, 0, X) = {(q0, X X)}

d(qo, &,1) = {(q1,7)} Para i € {Zy, X'}
i, 1,1) = {(q1, 10) } Para i € {Zy, X, 1,0}
0(q1,0,7) = {(q1,00)} Para i € {Zy, X, 1,0}
3(q1,e,1) = {(q2,7)} Para i € {Zy, X, 1,0}
0(q2,1,1) = {(g2.€)}

6(g2,0,0) = {(g2,€)}

6(q2,e,1) = {(g3,7)} Para i € {Zy, X'}
0(gs, 1, X) = {(g3,¢)}

0(gs, €, Zo) = {(qs,€)}

2. Encontrar un autémata que acepte L.

Ejercicio 1.6.5. Considerar la gramatica libre de contexto dada por las siguientes
producciones:

S — aABb|aBA | e

A—aS|bAAA

B — aABB |aBAB | aBBA|bS

Determinar si las cadenas aabaab y las cadenas bbaaa son generadas por esta gramati-
ca

1. Haciendo una busqueda en el arbol de todas las derivaciones, pasando previa-
mente la gramética a forma normal de Greibach.

En primer lugar, eliminamos las producciones nulas:
S — aABb| aBA

A—aS|bAAA | a
B — aABB |aBAB | aBBA|bS | b
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S

aABC, / \ aBA
aaSBC aaBC, aaABBA aaBABA aaBBAA
| PN | | |
X aabC, aabSCh X X X

| SN

X aaba ABC,C,  aabaBAC,

X X

Figura 1.129: Arbol que muestra que aabaab no es generada por la gramatica.

Obtenemos ahora la forma normal de Greibach:

S — aABC)y | aBA

A —aS|bAAA | a

B — aABB |aBAB |aBBA|bS | b
C,—b

Vemos ahora que la cadena aabaab no es generada por la gramatica en la
Figura 1.129.

Por otro lado, la cadena bbaaa vemos de forma directa que no es generada por
la gramatica, ya que no se puede llegar a una cadena que empiece por b.

2. Mediante el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami.
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a a b a a b
Ci,A|C,,A|Cy,B | Cy,A| Cy, A C’b,B‘

Dy Dy Dy Dy Dy

0 S 0 0

A 0 0

Dyg 0

0

Tabla 1.23: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena aabaab.

b b a a a
Cy,B|Cy,B|CyA|CyA|Cy A \
Dy Dy Dy Dy

Tabla 1.24: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena bbaaa.

Pasamos ahora la gramatica a forma normal de Chomsky:

S — CyDy | CyDy

A—C,S|CDs|a

B — C,Dy | CoDs | CoDg | CpS | b
Dy — AD;,

Dy — BA

D3 — ADg

Dy — ADy

Ds — BDqg

D¢ — BD,

D, — BC,

Dy — AA

Dy — BB
Dy — AB

C,—a

C,—b

En la Tabla 1.23 vemos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena
aabaab, que nos muestra que no es generada por la gramatica.

En la Tabla 1.24 vemos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena
bbaaa, que nos muestra que no es generada por la gramatica.

Ejercicio 1.6.6. Determinar qué lenguajes son regulares y/o libres de contexto:
1. {0™ |n>1}.

No es independiente del contexto, como ya demostramos en el Ejercicio 1.6.3.2.
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2. {0"1"0"1" | n > 0},

Veamos que no es independiente del contexto por el reciproco del Lema de
Bombeo. Para cada n € N, consideramos la palabra z = 0"1"0"1" € L, con

|z| = 4n > n. Consideramos ahora cualquier descomposicién de z en cinco
partes z = wvwzry, con u,v,w,z,y € {0,1}", de forma que |vwz| < ny
lvx| > 1.

Como |vwz| < n, considerando que la palabra z estd dividida en cuatro partes
iguales cada una de longitud n, caben dos opciones:

a) vwz estd contenido entero en una de las partes.

b) vwx corta dos partes consecutivas.

En cualquier caso, no corta a las cuatro partes. Por tanto, al bombear v y
x con i = 2, se rompe el equilibrio entre las cuatro partes, teniendo asi que
w*wz?y ¢ L.

Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, L no es independiente del
contexto.

3. {0"10m10™™ | n,m > 0}.

Veamos que es independiente del contexto. Sea la gramética libre de contexto
G = ({S,X},{0,1}, P, S), con P dada por:

S —050]1X
X —-0X0]|1

Como L(G) = {0"10™10™"™ | n,m > 0}, tenemos que L es independiente del
contexto. Veamos ahora que no es regular por el Lema de Bombeo.

Para cada n € N, consideramos la palabra z = 0710"10*" € L, con |z| =
4n 4+ 2 > n. Consideramos ahora cualquier descomposicion de z de la forma
z = uvw, con u,v,w € {0,1}", de forma que |v| > 1y Juv| < n. De esta forma:

u=0% v=0" w=0"*"0"10*" conk+Il<nl>1

Al bombear v con i = 2, tenemos que:
U/U2w — 0k+2lon—k—l10n102n — On+110n102n ¢ L

yva que n + [+ n # 2n por ser [ > 1. Por tanto, por el reciproco del Lema de
Bombeo, L no es regular.

4. Conjunto de palabras en las que toda posicion impar estd ocupada por un 1.

Este lenguaje es regular. Sea el alfabeto del lenguaje A, con 1 € A.

A= {1,@17...,6Ln_1}

Entonces, el lenguaje tiene como expresion regular:

(I (14+a+as+-+a,1) (1+¢)
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b b a 0 d 1
AGC |AGC |C | B|Cy|C]

A 0 | Dy| 0| Dy

P | S [0 |B

S 0 | Do

P | S

S

Tabla 1.25: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena bba0Od1.

Ejercicio 1.6.7. Comprobar si las palabras bba0Odl y cbaldl pertenecen al lenguaje
generado por la gramética

S — AaB | AaC

A— Ab| Ac|b]c

B — BdC' | 0

C—CeB|1

usando para ello:

1. El algoritmo de Cocke-Younger-Kasami.

En primer lugar, pasamos la gramética a forma normal de Chomsky:

S — ADy | AD,

A— AC, | AC. | b|c

B — BD, |0

C—CDs|1

Cy — i Para i € {a,b,c,d, e}
Dy — C,B

D, - C,C

Dy — C,C

Ds — C.B

En la Tabla 1.25 vemos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena
bba0d1, que nos muestra que si es generada por la gramética, con derivacion:

S = ADy = AC,C,B = AC,C,BDy; = AC,C,BC;C = bba0d1

En la Tabla 1.26 vemos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena
cbaldl, que nos muestra que no es generada por la gramatica.

2. El algoritmo de Early.
Para la cadena bbaOd1, tenemos que:
0) Registros|0]: (0,0, S, e, AaB), (0,0, S, ¢, AaC), (0,0, A, e, Ab), (0,0, A, e, Ac),
(0,0,A,¢e,0), (0,0,A,¢,¢).
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c b a 1 d 1
AC. | A,C, | Cy | C Cy C"

0 S 0|0

S 0 0

0 0

0

Tabla 1.26: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena cbaldl.

1) Registros[1]: (0,1, A,b,¢), (0,1,5,A,aB), (0,1,5,A,aC), (0,1, A, Ab),
(0,1,A, A, c).

2) Registros[2]: (0,2, A, Ab,¢), (0,2,5, A,aB), (0,2,5,A,aC), (0,2, A, A, b),
(0,2, A, A, c).

3) Registros[3]: (0,3, S, Aa, B), (0,3, S, Aa,C), (3,3, B, e, BdC), (3,3, B, ¢,0),
(3,3,C,e,CeB), (3,3,C, ¢, 1).

4) Registros[4]: (3,4, B,0,¢), (0,4, S, AaB,¢), (3,4, B, B,dC).

5) Registros[5]: (3,5, B, Bd,C), (5,5,C,e,CeB), (5,5,C,¢,1).

6) Registros|6]: (5,6,C,1,¢), (3,6, B, BdC,¢), (5,6,C,C,eB), (0,6, S, AaB,¢),
(3.6, B, B, dC).

Por tanto, la cadena bbaOd1 es generada por la gramatica, con derivacion:

S = AaB = AaBdC = Abal0dl = bba0dl

Para la cadena cbaldl, tenemos que:

0) Registros|0]: (0,0, S, ¢, AaB), (0,0, S, ¢, AaC), (0,0, A, e, Ab), (0,0, A, ¢, Ac),
(0,0, A,¢,b), (0,0,4,¢,c).
J: (

1) Registros[1]: (0,1, A4,¢,¢e), (0,1,5,A,aB), (0,1,S5,A,aC), (0,1,A, A,Db),

(0,1,A, A c).

2) Registros[2]: (0,2, A, Ab,¢), (0,2, 5, A,aB), (0,2,5,A,aC), (0,2, A, A, b),
(0,2, A, A, c).

3) Registros[3]: (0,3, S, Aa, B), (0,3, S, Aa,C), (3,3, B, e, BdC), (3,3, B, ¢,0),
(3,3,C,e,CeB), (3,3,C, e, 1).

4) Registros[4]: (3,4,C,1,¢), (0,4, S, AaC¢), (3,4,C,C,eB).
5) Registros[5]: No hay registros.
6) Registros[6]: No hay registros.

Por tanto, la cadena cbaldl no es generada por la gramética.
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Ejercicio 1.6.8. Dada la gramética G = ({a,b,¢,d},{S, A, B,C, D}, S, P) con pro-

ducciones:

S—AB|C
A — aAb | ab
B — c¢Bd | cd
C — aCd | aDd
D — bDc | be

determinar mediante el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami si las palabras abbced

y aabbed son generadas.

En primer lugar, eliminamos las producciones unitarias:

S — AB | aCd | aDd
A — aAb | ab

B — cBd | cd

C — aCd | aDd

D — bDc | be

Ahora, obtenemos las producciones en forma normal de Chomsky:

S — AB | C, X1 | Co Xy
A— C X3 | CC

B — C.X,| C.Cy

C — Co X1 | CoXy

D — X5 | CyC.

X1 — CCy

Xy, — DCy

X3 — ACY

X, — B(Cy

X5 — DC,

C; —i Para i € {a,b,c,d}

En la Tabla 1.27 vemos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena
abbced, que nos muestra que si es generada por la gramatica. La derivacién es:

S = Cy,Xo = aDCy = aCyXs5d = abDC.d = abCyC.C.d = abbced
En la Tabla 1.28 vemos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena

aabbed, que nos muestra que si es generada por la gramatica. La derivacion es:

S = AB = (C,X3C.Cy = aACycd = aC,Cybed = aabbed
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a b b c ¢ d
Co | Cy | Cy | Co | C C’d‘
Al 0O | D|0|B

X3 @ X5 (Z)

O | D0

0| Xy

S

Tabla 1.27: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena abbccd.

a a b b c d
Co | Cu | Cy| Cy | C, Cd\
| A|l0O|D|B

0| X5 0 | X

AL 0|0

010

S

Tabla 1.28: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena aabbcd.

Ejercicio 1.6.9. Determinar si son regulares y/o independientes del contexto los
siguientes lenguajes:

1. {uuu | u e {0,1}"}.

Veamos que no es independiente del contexto por el reciproco del Lema de
Bombeo. Para cada n € N, consideramos la palabra z = 0"1"2"0"0"1" € L,

con |z| = 6n > n. Consideramos ahora cualquier descomposicién de z en
cinco partes z = uvwzy, con u,v,w,z,y € {0,1}", de forma que |vwz| < ny
lvx| > 1.

Como |vwz| < n, considerando que la palabra z estd dividida en seis partes,
caben dos opciones:

a) vwzx estd contenido entero en una de las partes.

b) vwax corta dos partes consecutivas.
En cualquier caso, no corta a tres partes. Por tanto, en el caso de que vwzx
comienze por 0’s (reciprocamente con 1’s), no podremos bombear 0’s de dos

partes distintas, rompiendo entonces el equilibrio. Por tanto, tenemos que:

wwa’y ¢ L

Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, L no es independiente del
contexto.

2. {uvtww™! | u,w € {0,1}"}.
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Veamos que si es independiente del contexto. Sea la gramatica libre de contexto
G=({S,A,B,C},{0,1}, P,S), con P dada por:

S — AB

A — 040 | 1A1 | C
B —0B0|1B1|C
C—0]1]e

Como L(G) = {uu ww™ | u,w € {0,1}"}, tenemos que L es independiente
del contexto. Veamos ahora que no es regular por el Lema de Bombeo.

Para cada n € N, consideramos la palabra z = 0"1?"0" € L, con |z| = 4n > n.
Consideramos ahora cualquier descomposicion de z de la forma z = uvw, con
u,v,w € {0,1}", de forma que |v| > 1y |uv|] < n. De esta forma:

u=0" v=0" w=0"Fl2" conk+Ii<nl>1

Al bombear v i = 2 veces, tenemos que:
u712w — 0k‘+2l0n—k—l12n0n — On+l12n0n ¢ L

ya que n + [ # n. Por tanto, por el reciproco del Lema de Bombeo, L no es
regular.

3. {uwtw | u,w € {0,1}" y |u| < 3}
Consideramos los lenguajes auxiliares:

Ly = {uu™ Ju e {0,1}", |u| <3}
Ly={w|we{0,1}}

Tenemos que L; es regular por ser finito, y Ly es regular tener expresion regular
(0 4+ 1)*. Por tanto, L es regular por ser la concatenacion de dos lenguajes
regulares.

Ejercicio 1.6.10. Construir una gramatica independiente del contexto para el len-
guaje mas pequeno que verifica las siguientes reglas:

1. Cualquier sucesién de digitos de {0,1,2,...,9} de longitud mayor o igual a 1
es una palabra del lenguaje.

2. Siug,...,u, (n > 1) son palabras del lenguaje, entonces (uy +- - -+ u,) es una
palabra del lenguaje.

3. Siug,...,u, (n > 1) son palabras del lenguaje, entonces [ug * - - - % u,] es una
palabra del lenguaje.

Comprobar por el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami si las palabras: (0+ 1) 3y
[(0 4+ 1)] son generadas por la gramatica.
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Sea la gramdtica buscada G = ({0,1,2,...,9,4+,%,(,)},{S,1I,%, N, D}, S, P),
con P dada por:
S—N[(X)][[IT]
N—ND|D
D—o0]1|2]---]9
M| S
E=X+3|S

Ejercicio 1.6.11. Encuentra una gramatica libre de contexto en forma normal de
Chomsky que genere el siguiente lenguaje:

L = {ucv | u,v € {0,1}" y n° de subcadenas “01” en u es igual al n® subcadenas “10” en v}

Comprueba con el algoritmo CYK si la cadena 010c101 pertenece al lenguaje gene-
rado por la gramatica.

Ejercicio 1.6.12. Encuentra una gramatica libre de contexto en forma normal de
Chomsky que genere el siguiente lenguaje definido sobre el alfabeto {a,0,1}:

L = {auava | u,v € {0,1} " yu=v""}

Comprueba con el algoritmo CYK si la cadenas aOa0a y alaOa pertenecen al len-
guaje generado por la gramética.

Sea u,v € {0,1}*, con u = v~!. Entonces, u™! = (v™!)~! = v. Por tanto, tenemos

que:
L = {auau"a | u € {0,1}"}
Sea por tanto la gramatica G = ({a,0,1},{S, X}, S, P), con P dada por:

S = aXa
X = 0X0|1X1|a

Pasamos ahora la gramatica a forma normal de Chomsky:
S — C,D;
X = CoDy | C1D3 | a
D, — XC,
Dy — Xy
Ds — X4
Cy —i Para i € {a,0,1}

En la Tabla 1.29 vemos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena
a0ala, que nos muestra que si es generada por la gramatica. La derivacion es:

S = aXa= a0X0a = alala

En la Tabla 1.30 vemos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena
alaOa, que nos muestra que no es generada por la gramatica.
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a 0 a 0 a
Ca, X [ Co | Co, X | Co | Cu, X |

D2 Q) D2 Q)

0 X 0

0 D,

S

Tabla 1.29: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena a0aOa.

a 1 a 0 a
Co, X | C1 | Cp, X | Cy C’a,X‘

D5 0 D, 0

0 0 0

0 0

0

Tabla 1.30: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena alaOa.

Ejercicio 1.6.13. Encuentra una gramatica libre de contexto en forma normal de
Chomsky que genere los siguientes lenguaje definidos sobre el alfabeto {a,0,1}:

L, = {auava | u,v € {0,1}" yu™' = v}

Ly = {uvu | u € {0,1}" yu™! = v}

Comprueba con el algoritmo CYK si la cadena aOa0Oa pertenece a L, y la cadena
011001 pertenece al lenguaje L.

En primer lugar, y razonando como en el ejercicio anterior, tenemos que:

Ly = {auau™"a | u € {0,1}7}
Ly = {uu"u|u e {0,1}7}

Ejercicio 1.6.14. Sea la gramatica G = ({a, b}, {S, A, B}, S, P) siendo P:

S — AabB
A—aA|bAle
B — Bab| Bb|ab|b

1. ;Es regular el lenguaje que genera G?
Veamos el lenguaje generado por A y B. Notando por L(A) y L(B) a los
lenguajes generados por A y B respectivamente, tenemos que:
L(A) = {a,b}"
L(B) = {ab,b}*

Por tanto, £(G) es regular por ser concatenacién de lenguajes regulares, con
expresion regular:

(a+b)*ab(b+ ab)™
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a a b a b b
C,, A C,, A Cy, A, B Ca,A | G, A,B| Gy, A B |

A A B, X; A A B, X; | A, B, X,

A A A B, X, | AB,X,

A [A S5 B, X, | AB,S X,

AS | S ABX,
AS

Tabla 1.31: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena aababb.

a a b a
C,A| C,,A |C,,AB|C, A \
A A, B, X, A
A A
A

Tabla 1.32: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena aaba.

2. Transforma G a una gramatica equivalente en Forma Normal de Chomsky.

En primer lugar, eliminamos las producciones nulas:

S — AabB | abB
A—aA|bAlalb
B — Bab| Bb|ab|b

En segundo lugar, como no hay producciones unitarias, pasamos a forma nor-
mal de Chomsky:
S — AX; | CXo
A—=CA|CLAlalb
B — BX3| BC, | C,Cy | b
X; = C, Xy
Xo = CyB
X3 — C,Ch
C; —i Para i € {a,b}
. Aplicando el algoritmo CYK, determinar si las siguientes cadenas pertenecen

a ccL(G): aababb, aaba.

En la Tabla 1.31 vemos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena
aababb, que nos muestra que si es generada por la gramatica.

En la Tabla 1.32 vemos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena
aaba, que nos muestra que no es generada por la gramética (notemos que
podemos copiarlo de forma directa de la Tabla 1.31).

. Muestra el arbol de derivacién para generar las palabras del apartado anterior
que pertenecen a L(G).
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S
SN
A Xy
/ N\ / N\
Cq A Cq Xo
N

a C, A a C, B
| |
b b

a b

Figura 1.130: Arbol de derivacion para la cadena aababb.

El arbol de derivacién (aunque no es tnico) de aabaab € L(G) se muestra en
la Figura 1.130.

Ejercicio 1.6.15. Dada la gramética G = ({a,b,¢,d},{S, A, B,C, D, E}, S, P) con

producciones:

S AB|C | BE
A —aAb|e

B —c¢Bd|e

C — aCd | aDd
D —bDc e

determinar mediante el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami si las palabras abbced

y aabbed son generadas por esta gramatica.

En primer lugar, eliminamos las producciones y variables inttiles. Como desde
E no podemos llegar a simbolos terminales, eliminamos E y las producciones que lo

contienen.

S—AB|C
A —aAb|e
B —c¢Bd|e
C — aCd | aDd
D —bDc e

Eliminamos ahora las producciones nulas:

S — AB | C | Acd | abB | abed
A— aAb|ab

B — ¢Bd | cd

C — aCd | aDd | ad

D — bDc | be
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a b b c c d
C, | Cy | Cy | C. C. Cy ‘
A 0 | D| 0 |B,Cuy
X4 (Z) X6 (Z)
O | D| 0
0 | X3
S, C

Tabla 1.33: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena abbccd.

Eliminamos ahora las producciones unitarias:

S — AB | Acd | abB | abed | aCd | aDd | ad
A — aAb | ab

B — ¢Bd | cd

C —aCd|aDd | ad

D — bDc | be

Aplicamos ahora el algoritmo para obtener la Forma Normal de Chomsky:

S — AB | AC.y | CoX1 | CoCheq | CoXo | Co X5 | CCy
A— C Xy | C,Cy
B — C.X5 | C.Cqy
C— CoXo | C. X3 | CuCy
D — Cp X | CC.
Cea — C.Cy
Coca = CpCea
X, — CyB
Xo — CCOy
X3 — DCy
Xy — ACG,
X5 — BCy
X¢ — DC,
Cy —i Para i € {a,b,c,d}
En la Tabla 1.33 vemos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena
abbced, que nos muestra que si es generada por la gramatica. La derivacién es:

S=C,X3=aDC;= aCyXed = abDC\.d = abCy,C.cd = abbced
En la Tabla 1.34 vemos el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena

aabbed, que nos muestra que si es generada por la gramatica. La derivacion es:

S = AB = C,X,C.C; = aACycd = aC,Cybcd = aabbed
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a a b b c d
C,| C, | Cy Cy C, Cy ‘
O A]|D D B,C.q

0 | Xya| 0| X1, Chea, X3

Al 0|0

0| 0

S

Tabla 1.34: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami para la cadena aabbcd.

Ejercicio 1.6.16. Demostrar que si L; es independiente del contexto y Ly es regu-
lar, entonces L; N Ly es independiente del contexto.

Sea L; independiente del contexto y Ly regular, ambos sobre el alfabeto A. Por
ser L; independiente del contexto, existe un APND M; = (Q1, 4, B, 01, ¢, F1) que
acepta L; por el criterio de los estados finales. Por ser Ly regular, existe un AFD
My = (Q2, A, b2, ¢, F») que acepta Ly. Construimos el siguiente autémata con pila:

M = (Q7A7Ba(57QO7F)

donde:
= Q= Q1 X Qo
" do = (qé,qé)-
s F=F X F,.

= Describamos ahora ¢ en funcion de d; y ds:

((p,q),a,X) ={((r,s),) | (r,a) € d1(p,a, X), s =102(q,a)} VY(p,q) €Q, a€ A, XEB
6((p,q), e, X) ={((r,q),a) | (r,a) € di(p,e, X)} V(p,q) €@, X€B

De esta forma, como M acepta L; N Ly por el criterio de los estados finales,
tenemos que Ly N Ly es independiente del contexto.

Ejercicio 1.6.17. Si L; y L, son lenguajes sobre el alfabeto A, entonces se define
el cociente Ly/Ly = {u € A* | 3w € Ly tal que uw € Ly} . Demostrar que si L,
es independiente del contexto y Lo regular, entonces L;/Ly es independiente del
contexto.

Ejercicio 1.6.18. Si L es un lenguaje sobre {0,1}, sea SUF(L) el conjunto de los
sufijos de palabras de L:

SUF(L) = {u e {0,1}" | Jv € {0,1}", tal que vu € L}.

Demostrar que si L es independiente del contexto, entonces SUF(L) también es
independiente del contexto.

Ejercicio 1.6.19. Demostrar que L = {0°1% | 4 > 0} U {0°1% | 4 > 0} es indepen-
diente del contexto, pero no es determinista.

Tenemos que es independiente del contexto por ser unién de lenguajes indepen-
dientes del contexto. Veamos ahora que no es determinista.
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1.6.1. Preguntas Tipo Test

Indicar si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

1.
2.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.
17.

18.

La interseccién de lenguajes libres de contexto es siempre libre de contexto.

Existe un algoritmo para determinar si una palabra es generada por una
gramatica independiente del contexto.

. El lenguaje {a‘b’c'd’ | i,j > 0} es independiente del contexto.

. Existe un algoritmo para determinar si una gramatica independiente del con-

texto es ambigua.

. Existe un algoritmo para comprobar cuando dos gramaéticas libres de contexto

generan el mismo lenguaje.

. El lenguaje L = {0°192% | i <1i < j < k} es independiente del contexto.

Si el lenguaje L es independiente del contexto, entonces L~! es independiente
del contexto.

. Existe un algoritmo que permite determinar si una gramatica independiente

del contexto genera un lenguaje finito o infinito.

. Existe un algoritmo para determinar si una gramatica independiente del con-

texto es ambigua.

En el algoritmo de Earley, la presencia del registro (2,5, A,CD, adS) implica
que a partir de C'D se puede generar la subcadena de la palrba de entrada que
va del carédcter 3 al 5.

Existe un algoritmo para comprobar si el lenguaje generado por una gramatica
libre de contexto es regular.

El algoritmo de Earley se puede aplicar a cualquier graméatica independiente
del contexto (sin producciones nulas ni unitarias).

El conjunto de palabras {a"0"c’ | i < n} es independiente del contexto.

Si Ly y Lo son independientes del contexto, entonces L — Ly es siempre inde-
pendiente del contexto.

Hay lenguajes que no son independientes del contexto y si verifican la condicién
que aparece en el lema de bombeo para lenguajes independientes del contexto.

El conjunto de palabras {u011u | u € {0,1}"} es independiente del contexto.

El conjunto de palabras que contienen la subcadena 011 es independiente del
contexto.

En el algoritmo de Cocke-Younger-Kasami calculamos los conjuntos V;; que
son las variables que generan la subcadena de la palabra de entrada que va
desde el simbolo en la posicién ¢ al simbolo en la posicién j.
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19

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
30.

31.

32.

33.

34.

35.

Un lenguaje puede cumplir la negacion de la condicion que aparece en el lema
de bombeo para lenguajes independientes del contexto y ser regular.

Existe un algoritmo para comprobar si el lenguaje generado con una gramatica
independiente del contexto es finito o infinito.

Si Ly y Lo son lenguajes independientes de contexto, entonces (LyLy U L) es
independiente del contexto.

Si Ly y Ly son lenguajes independientes de contexto, entonces (L; — Ls) es
independiente del contexto.

Existe un algoritmo para determinar si una palabra u tiene més de un arbol
de derivacién en una gramatica independiente del contexto G.

La interseccion de dos lenguajes independientes de contexto con un nimero
finito de palabras produce siempre un lenguaje regular.

El complementario de un lenguaje con un nimero finitos de palabras es siempre
libre de contexto.

Todo lenguaje aceptado por un autémata con pila por el criterio de estados
finales cumple la condicion que aparece en el lema de bombeo para lenguajes
libres de contexto.

No existe algoritmo que para toda gramaética libre de contexto G nos indique
si el lenguaje generado por esta gramatica L(G) es finito o infinito.

Si Ly y L son lenguajes independientes de contexto, entonces (LjLy U Ly)*
puede ser representado por un autémata con pila.

Existe un algoritmo para determinar si un autémata con pila es determinista.

La demostracion del lema de bombeo para lenguajes independientes del contex-
to se basa en que si las palabras superan una longitud determinada, entonces
en el arbol de derivacién debe de aparecer una variable como descendiente de
ella misma.

La unién de dos lenguajes independientes contexto puede ser siempre aceptada
por un autémata con pila.

El complementario de un lenguaje libre de contexto con una cantidad finita
de palabras no tiene porque producir otro lenguaje libre de contexto.

El lema de bombeo para lenguajes libres de contexto es ttil para demostrar
que un lenguaje determinado no es libre de contexto.

La interseccién de dos lenguajes independientes del contexto da lugar a un
lenguaje aceptado por un autémata con pila determinista.

No existe algoritmo que reciba como entrada una gramatica independiente del
contexto y nos devuelva si el lenguaje generado por esta gramética es finito o
infinito.
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36.

37.
38.

39.

40.

41.
42.

43.

En el algoritmo de Cocke-Younger-Kasamisi A € Vioy B€ V3,y C — AB,
podemos deducir que C' € V; 4.

Si L es independiente del contexto, entonces L~! es independiente del contexto.

No existe un algoritmo que nos diga si son iguales los lenguajes generados por
dos gramaticas independientes del contexto G y Gbs.

La interseccion de dos lenguajes infinitos da lugar a un lenguaje independiente
del contexto.

La unién de dos lenguajes independientes del contexto puede ser aceptado por
un autémata con pila.

El lenuaje L = {0°172% | 1 < i < j < k} es independiente del contexto.

Si L1 y Ls son independientes del contexto, no podemos asegurar que Li N Ly
también lo sea.

Si un lenguaje satisface la condicion necesaria del lema de bombeo para len-
guajes regulares, entonces también tiene que satisfacer la condicion necesaria
del lema de bombeo para lenguajes independientes del contexto.
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