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MC. Examen XII

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Determinar cuales de los siguientes lenguajes sobre el al-
fabeto {0, 1} son regulares y/o independientes del contexto. Justificar las respuestas.

1. Ly = {u0"u™" | ue{0,1}*,n >0}
2. L= {01 | 1<i<j<2i)

3. Ly = LL' donde L es el conjunto de las palabras que contienen la subcadena
“01” y L’ el conjunto de palabras que contienen la subcadena “00”.

4. Ly = {01190°17 | i,j > 1}

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Construir un autémata con pila determinista que acepte
el lenguaje L sobre el alfabeto {0,1} dado por las palabras de longitud mayor o
igual que 1 que:

= Si empiezan por 0, tienen mas 0’s que 1’s.
= Si empiezan por 1, tienen mas 1’s que 0’s.

A partir del autémata anterior construir un autémata con pila que acepte las pa-
labras de L que, ademés tengan un nimero par de 0’s. Se valorara que se haga
con el procedimiento visto en clase para la interseccion de un lenguaje regular y un
lenguaje independiente del contexto.

Ejercicio 3 (1.25 puntos). Comenta si existe alguna dificultad en realizar un algorit-
mo que lea como entrada un lenguaje cualquiera sobre el alfabeto {0, 1} y determine
si el lenguaje es finito.

Ejercicio 4 (1.25 puntos). Cuando se construye una gramatica lineal por la derecha
a partir de un autémata finito determinista, ;puede ser ambigua dicha gramatica?
Justifica la respuesta. jPuede ser un lenguaje regular inherentemente ambiguo?

Ejercicio 5 (1.25 puntos). Sea G una gramética independiente del contexto cual-
quiera, si construimos un grafo en el que los nodos son las variables y existe un
enlace de la variable A a la variable B si existe una produccion A — aB[3, donde
a,B € (VUT)* y dicho grafo tiene un ciclo, jqué conclusiéon importante podemos
extraer sobre el lenguaje generado por la gramatica?

Ejercicio 6 (1.25 puntos). ;Puede tener un autémata finito determinista transicio-
nes nulas? ;jpuede tener un autémata con pila determinista transiciones nulas? En
ambos casos, si la respuesta fuese afirmativa di bajo qué condiciones pueden existir
esas transiciones nulas.
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Soluciones

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Determinar cuales de los siguientes lenguajes sobre el al-
fabeto {0, 1} son regulares y/o independientes del contexto. Justificar las respuestas.

1. Ly = {u0"u | ue{0,1}*,n > 0}

Veamos en primer lugar que no es regular usando el reciproco del lema de
bombeo. Para cada n € N, sea z = 1"01" € Ly, con |z] = 2n+ 1 > n.
Cualquier descomposicién z = uvw con |uv| < ny |v| = 1 debe cumplir:

u=1% v=1 w=1"%01" con0<k+1<n yil>1

Bombeando con 7 = 2 obtenemos:
U’U2UJ _ 1k12lln—k—101n — 1n+l01n g_f Ll

Por tanto, por el reciproco del lema de bombeo, L; no es regular. No obstante,

si es independiente del contexto, puesto que es generado por la gramética
G = ({S,X},{0,1}, P,S) con P dado por:

S 0580|181 ] X
X —=0X |e

2. Ly = {0119 |1 <i<j<2i}

Veamos en primer lugar que no es regular usando el reciproco del lema de
bombeo. Para cada n € N, sea z = 0"1" € L, con |z| = 2n > n. Cualquier
descomposicién z = vvw con |uv| < n'y |v| > 1 debe cumplir:

u=0" v=0 w=0""*"" con0<k+1<n yl>1

Bombeando con ¢ = 2 obtenemos:
U'UQUJ — 0k02l0n—k‘—l1n — On-‘rlln ¢ L2

ya que n + [ > n. Por tanto, por el reciproco del lema de bombeo, Ls no es

regular. No obstante, si es independiente del contexto, puesto que es generado
por la gramatica G = ({S},{0,1}, P,S) con P dado por:

S — 081081101011

En vez de dar una gramatica, se podria pensar en dar un APND que lo acep-
tase. Este se encuentra disponible en el Ejercicio 1.5.11 de las relaciones, por
lo que no se ha incluido aqui (ademés de por ser una solucién bastante més
compleja).

3. Ly = LL' donde L es el conjunto de las palabras que contienen la subcadena
“01” y L' el conjunto de palabras que contienen la subcadena “00”.
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Sabemos que L, I’ son regulares con expresiones regulares asociadas:

L=(0+1)*01(0+1)*
L'=(0+1)"00(0 + 1)*

Por tanto, L3 es regular, ya que la concatenacion de dos lenguajes regulares
es regular. De hecho, su expresion regular asociada es:

Lz = (0+1)*01(0 + 1)*00(0 + 1)*

4. Ly ={0V0V | 4,5 > 1}

Demostremos que no es independiente del contexto (y por tanto tampoco
regular) usando el reciproco del lema de bombeo para lenguajes independientes
del contexto. Para cada n € N, sea z = 0"1"0"1" € Ly, con |z| = 4n > n.
Consideramos ahora cualquier descomposicién z = uvwzy con |vwzx| < n'y
|lvx| > 1. Considerando cada una de las 4 partes de z, como |vwz| < n, vow
estard entera contenida en una o dos de las partes, pero no pertenecerd a mas
de dos. Por tanto, al bombear con i > 1, como |vx| > 1, se bombeard algin
caracter que provoque un desequilibrio, teniendo entonces que:

w'wz'y ¢ Ly
Por tanto, por el reciproco del lema de bombeo, L, no es independiente del
contexto, y por tanto tampoco regular.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Construir un autémata con pila determinista que acepte
el lenguaje L sobre el alfabeto {0,1} dado por las palabras de longitud mayor o
igual que 1 que:

= Si empiezan por 0, tienen mas 0’s que 1’s.
= Si empiezan por 1, tienen mas 1’s que 0’s.

A partir del autémata anterior construir un autémata con pila que acepte las pa-
labras de L que, ademds tengan un nimero par de 0’s. Se valorara que se haga
con el procedimiento visto en clase para la intersecciéon de un lenguaje regular y un
lenguaje independiente del contexto.

Para el primer apartado, consideramos los estados:

= ¢: Estado inicial. Desde él, se decidira si la palabra empieza por 0 o por 1, y
por tanto qué camino tomar.

= ¢o: La palabra ha empezado por 0, pero No(u) < Ni(u), por lo que no es un
estado final.

» ¢;: La palabra ha empezado por 1, pero Ni(u) < Ny(u), por lo que no es un
estado final.

. q(’;: La palabra ha empezado por 0, y Nyo(u) > Ni(u), por lo que es un estado
final.
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. q{: La palabra ha empezado por 1, y Ny(u) > Ny(u), por lo que es un estado
final.

Ademas, la variable 0 de la pila se usard para contar el nimero de 0’s que
llevamos, y la variable 1 para contar el nimero de 1’s. Las respectivas variables con
el subindice i se usaran para notar que son el ultimo que provoca la diferencia, y
que al leer el simbolo contrario se provocara la igualdad, pasando por tanto a un
estado no final.

Por tanto, el autémata con pila que acepta L por el criterio de estados finales es:

M = ({Q7 4o, 41, q({a q{}a {Oa ]-}7 {ZOa 07 17 Oia 1Z}a 67 q, ZOa {Q(])cv Q{})

donde la funcién de transicién ¢ viene dada por:

Il
A A N S S A A A —A—
“m

/\/‘\/k&\ /N 7N
)
(@)
H,_/

)

)
)
8(gg,0,0:) 4,0 )}
8(g51.0;) = {(q0,)}
(90, 0,1) = {(qo. €)}
6(q0,1,1) = {(q0, 11)}
3(qo, 0, Zy) = (qO,OiZO)}
6(q0, 1, Zo) = {(q0, 120) }
5(4f,0, 1):{(%, )}
w1 - (.0}
8(af, 0, 1,) = {(q1,)}
w1 - { ()
6(q1,1,0) = {(a1,€)}
6(q1,0,0) = {(q1,00)}
(. 1.20) = { (ol 1:20) }
0(q1,0, Zo) = {(q1,020)}

Para el segundo apartado, consideramos en primer lugar el AFD de la Figura 1
que acepta el lenguaje Ly de las palabras con un niimero par de 0’s.

Sea M' = ({po,p1},{0,1},8",po, {p1}) el AFD de la Figura 1. Para construir el
autémata con pila que acepta la interseccion de L y L por el criterio de estados
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1 1
0
0

Figura 1: Autémata finito determinista que acepta el lenguaje Ly de las palabras
con un numero par de 0’s.

finales, consideramos el autémata con pila siguiente:

M" = (Q x P,{0,1}, B, 4", (qo,po),Zo,{<qupo> , <qf,p1>})
B = {Zy,0,1,0;,1;}
P = {po,Pl}
Q= {Q>QOaQ1aQ(J)c’q{}

donde la funcién de transicion 6” viene dada por:

§"((¢,p),a,X) ={((d',0'(p,a)), @) | (¢q,a, X) = {(d',a)}}  V(¢,p) € @xP,ac{0,1},X € B

Ejercicio 3 (1.25 puntos). Comenta si existe alguna dificultad en realizar un algorit-
mo que lea como entrada un lenguaje cualquiera sobre el alfabeto {0, 1} y determine
si el lenguaje es finito.

Si, hay diversos problemas.

1. En primer lugar, el hecho de “leer” un lenguaje no es sencillo, y hay distin-
tas alternativas. El lenguaje se puede dar mediante una expresion matematica
(0™1™, por ejemplo), se puede dar mediante una gramética, se puede dar me-
diante una expresién semantica (“las palabras que empiezan por 0 y acaban
por 17), etc. Ademads, en funcién del tipo de lenguaje, se podria dar de otras
formas, como autématas o una expresion regular.

2. Por otro lado, en la asignatura hemos visto algoritmos para resolver este hecho
si el lenguaje es regular o independiente del contexto. No obstante, no hay un
algoritmo para determinar de qué tipo es un lenguaje, por lo que no sabriamos
qué opcion tomar.

3. En el caso de que el lenguaje sea regular y, ademas, tuviésemos un reconocedor
suyo, si se podria. Distinguimos en funcién del reconocedor:

= AFD: Se eliminarian los estados inalcanzables y se comprobaria si hay un
ciclo. Si hay ciclos, el lenguaje es infinito; en caso contrario, es finito.

» Expresiéon regular, gramatica regular o AFND: Se convertiria a AFD y se
aplicaria el mismo procedimiento.

No obstante, aunque el lenguaje fuese regular, si no tuviésemos un reconocedor,
no podriamos determinar si es finito o no; ya que no hay un algoritmo que,
dado un lenguaje regular, te proporcione un reconocedor del mismo.
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4. En el caso de que el lenguaje fuese independiente del contexto y, ademas,
tuviésemos un reconocedor suyo, si se podria. Distinguimos en funcién del
reconocedor:

= Gramaética independiente del contexto: Tras eliminar producciones y simbo-
los inutiles y producciones unitarias y nulas, se construye un grafo en el
que los nodos son las variables y existe un arco de la variable A a la
variable B si existe una produccién A — aBf, donde «, 5 € (V UT)*. Si
el grafo tiene un ciclo, el lenguaje es infinito; en caso contrario, es finito.

= APND: Se obtiene la gramética independiente del contexto asociada y se
aplica el procedimiento anterior.

No obstante, aunque el lenguaje fuese independiente del contexto, si no tu-
viésemos un reconocedor, no podriamos determinar si es finito o no; ya que
no hay un algoritmo que, dado un lenguaje independiente del contexto, te
proporcione un reconocedor del mismo.

5. En el caso de que el lenguaje no fuese independiente del contexto, no conocemos
ningin algoritmo que determine si es finito o no.

Ejercicio 4 (1.25 puntos). Cuando se construye una gramética lineal por la derecha
a partir de un autéomata finito determinista, ;puede ser ambigua dicha gramatica?
Justifica la respuesta. jPuede ser un lenguaje regular inherentemente ambiguo?

No, debido al determinismo del AFD. Dado un AFD M = (Q, A, 6, q, F), la
gramética lineal por la derecha G = (V, T, P, S) asociada a M es:

V=aQ
T=A
S =q

{q—>aq’ si 6(q,a) = ¢
P = .
q—¢e siq€eF

De esta forma, £(G) = L(M). Sea ahora z € L(G), y veamos que tan solo hay
una derivacién para z.

= Si z es la palabra vacia, y como desde ¢g tan solo podemos, o introducir un
simbolo de A o aplicar ¢y — ¢, la tnica derivacién es gy = €.

» Si|z| 21,y 2=aay...a, con a; € A, entonces para generar a; desde ¢
podemos aplicar cualquier regla de las de la forma gy — a1¢’ tal que (g, a1) =
¢, y por ser el autémata determinista esta transicién es unica, luego tan solo
hay una unica derivacién para a;. De forma andloga, para generar as desde ¢,
tan solo hay una tunica derivacién, y asi sucesivamente hasta a,,. La derivacion
unica derivacién para z, por tanto, es:

go = a10™(qo, a1) = a1a20"(qo, a1a2) = ... = a1as ... a0 (o, 10z ... ay) = a1as...a, = 2

donde, al terminar, hacemos uso de que 6*(qo,2) = 0*(qo, m1az...a,) € F,
luego podemos aplicar 6*(qo, aias . .. a,) — €.

9
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Ejercicio 5 (1.25 puntos). Sea G una gramadtica independiente del contexto cual-
quiera, si construimos un grafo en el que los nodos son las variables y existe un
enlace de la variable A a la variable B si existe una produccion A — aBf3, donde
a,f € (VUT)* y dicho grafo tiene un ciclo, jqué conclusién importante podemos
extraer sobre el lenguaje generado por la gramatica?

Si la gramatica no tiene simbolos ni producciones inttiles, ni producciones uni-
tarias, ni producciones nulas, entonces el lenguaje generado por la gramatica es
infinito. Supongamos que el ciclo se encuentra entre las variables A y B. Esto im-
plica que desde A se puede derivar B, y desde B se puede derivar A, y al no haber
producciones unitarias siempre estaremos anadiendo simbolos o variables, y al no
haber producciones nulas estas variables no se pueden eliminar sin incluir un simbolo
terminal. Por tanto, siempre se podra seguir anadiendo simbolos y variables, y por
tanto el lenguaje es infinito.

Notemos que es importante que la gramatica no tenga simbolos ni producciones
inttiles, ya que el ciclo podria estar entre variables intutiles, y por tanto no afectar
al lenguaje generado por la gramatica. De igual forma, es importante que no haya
producciones unitarias, ya que si A — B y B — A habria un ciclo entre ellas pero
no se estarfa anadiendo simbolos o variables, y por tanto el lenguaje podria ser
finito. Por tltimo, es importante que no haya producciones nulas, ya que aunque
haya ciclos entre variables, si se puede eliminar una variable sin anadir un simbolo
terminal, el lenguaje podria ser finito.

Ejercicio 6 (1.25 puntos). jPuede tener un autémata finito determinista transicio-
nes nulas? ;jpuede tener un autémata con pila determinista transiciones nulas? En
ambos casos, si la respuesta fuese afirmativa di bajo qué condiciones pueden existir
esas transiciones nulas.

Por definicién, dado un AFD M = (Q, A, 0, qo, F'), la funcién de transicién 0 es
tal que § : @ x A — Q. Por tanto, no puede haber transiciones nulas, ya que ¢ ¢ A.

Por otro lado, dado un APND M = (Q, A, B, 9, qo, Zo, F'), la funcién de transiciéon
0 es una funcién del tipo:

d:Q x (AU{e}) x B— P(Q x B)

Este es el caso general por lo que si puede haber transiciones nulas en un APND
general. En los APD, se exige que en cada configuracién, leyendo cierto simbolo de
AU {e} tan solo se pueda llegar a una configuracién. Es decir, se exige que:

10(q,a,X)| <1 Vge Q,ae AU{e}, X €B

Ademas, no puede haber transiciones nulas desde configuraciones que ya tienen
una transicion para cierto simbolo del alfabeto. Es decir, para cada ¢ € Q, X € B
si 0(q,a, X) # 0 para algin a € A, entonces 0(q,e, X) = ). Bajo estas condiciones,
pueden existir transiciones nulas en un APD.
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