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MC. Examen X

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Decir cuales de los siguientes lenguajes sobre el alfabeto
{a, b, c} son regulares y/o independientes del contexto. Justificar las respuestas.

L Ly={dv"c":(k=nV m=n) A k+m+n>2}
2. Ly={a"™c": (k=n V m=n) A k+m+n <2}
3. Ly={d*b™c" : k+m+n>2}

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Construir autématas con pila que acepten los siguientes
lenguajes sobre el alfabeto {a, b, ¢}, procurando que sean deterministas cuando sea
posible.

1. Li={a¥c:i#j Vv j+k}

2. Lo: conjunto de palabras u tales que en todo prefijo de u el niimero de a’s mas
el nimero de 0’s es menor o igual al doble del nimero de ¢’s.

Ejercicio 3 (1.25 puntos). Decir si las siguientes afirmaciones sobre expresiones
regulares son verdaderas o falsas. Justificar las respuestas:

1. (rr4e)(r+e)=r*
2. (7"17’1 + 7rire + 1oy + 7"27“2)* = (7“1 + 7'2)*(7“1 + 7"2)

Ejercicio 4 (1.25 puntos). Pon ejemplos de lenguajes que cumplan las siguientes
condiciones:

1. Un lenguaje independiente del contexto y no regular L y un homomorfismo f,
tal que f(L) es regular.

2. Un lenguaje independiente del contexto y no regular tal que su complementario
es independiente del contexto.

3. Un lenguaje independiente del contexto L y otro regular R, tal que RN L no
es independiente del contexto.

Ejercicio 5 (1.25 puntos). Describe la funcién ELIMINA,(A) en el algoritmo para
pasar una gramatica a forma normal de Greibach.

Ejercicio 6 (1.25 puntos). Describe el paso de “Terminacién” en el algoritmo de
Early.

Ejercicio 7 (1 punto). Dado un autémata finito determinista M que acepta el
lenguaje L, determinar cémo se construiria un autémata finito (puede ser no deter-
minista) que acepta el lenguaje:

Ciclo(L) = {vu :uwv € L}

. Es cierto que si Ciclo(L) es regular, entonces L es siempre regular?

Observacion. Este ejercicio es opcional y sirve como nota complementaria (sélo su-
ma). Tiene una dificultad mayor y no es recomendable hacerlo sin haber terminado
antes las otras preguntas.
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Soluciones

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Decir cuales de los siguientes lenguajes sobre el alfabeto
{a, b, c} son regulares y/o independientes del contexto. Justificar las respuestas.

1. Ly ={db"c":(k=nV m=n) A k+m+n > 2}

Sea L} el siguiente lenguaje:
Ly ={ue{a,b,c}* | |u] > 2}

Este es un lenguaje regular por ser el complementario de uno regular (por ser
finito). Definimos los siguientes lenguajes auxiliares:

L = {d"b"c" : k = n}

L} = {d"b"c" - m = n}

Ambos lenguajes, L? y L3, son independientes del contexto porque podemos
construir sencillamente un APND que los acepta (por ejemplo, por el criterio
de la pila vacia). Por tanto, como los lenguajes independientes del contexto
son cerrados por unién, tenemos que L? U L? es independiente del contexto.
Ademas, como la interseccion de un lenguaje regular y uno independiente del
contexto es independiente del contexto, tenemos que:

Ly = (LU L}) N L es independiente del contexto

Aunque no se pide (ya habriamos terminado), daremos la gramética que genera
Ly. Tendremos S — A | B, que representan:

» A:k=nyk+m+n > 2. Sus producciones son:

A — aAc|aA'c| bbA
A= bA" | e

s B:m=nyk+m+n > 2. Sus producciones son:

B — aaB" | B"B’
B — bB'c| be
B" = aB" | ¢

Por tanto, una gramatica independiente del contexto que genera L es:

S—A|B

A — aAc | aA'c| bbA’
A A |

B — aaB" | B"B'

B" — bB'c| be
B" —aB" | ¢
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Veamos ahora que no es regular por el reciproco del Lema de Bombeo. Para
cada n € N, tomamos la palabra z = """ € L; pues N,(z) = N.(2) = n,
con |z| = 3n+1 = n. Toda descomposicién de z = uvw con u, v, w € {a,b,c}*,
luv| < ny |v] = 1 debe cumplir que:

k l n—k—lbn—l—lcn

u=a", v=a, w=a , 0<k+l<n, 1 >1

Bombeando con i = 2, obtenemos la palabra:
UUQ’LU — ak+lalanfkflbn+1cn — an+lbn+1cn ¢ Ll
pues n + [,n 4+ 1 > n. Por tanto, L; no es regular.

2. Ly={d*vmc": (k=n V m=n) A k+m+n<2}
Tenemos la siguiente inclusiéon entre lenguajes:

Ly C {a"b™c" i k+m+n <2} C{u€ {a,b,c} | |ul <2}

El tltimo lenguaje es finito, con un total de 32 = 9 palabras. Por tanto, L, es
finito y por tanto regular.

3. Ly = {akv™c" : k+m+n > 2}
Sea L} el lenguaje regular con expresién regular a*b*c*, y L3 el siguiente len-
guaje:
12 = {ue {a,b,c}" | [u] > 2}

El lenguaje L% es regular por ser el complementario de uno regular (por ser
finito). Por tanto, como los lenguajes independientes del contexto son cerrados
por interseccién, tenemos que:

L3z = LN L3 es regular

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Construir autématas con pila que acepten los siguientes
lenguajes sobre el alfabeto {a, b, c}, procurando que sean deterministas cuando sea
posible.

1. Ly ={a'¥cF:i#tj Vv j#k}
Hay varias opciones, aunque como el lenguaje es inherentemente ambiguo no
podremos conseguir un autémata determinista.

Opcién 1 A partir de la gramatica independiente del contexto que genera L.
La gramdtica que lo genera es G = (V,{a,b,c}, P, S), con:
V={8X, XYY A B,C}
(S — XC | AY
X —aX'b
X' —-aX'b|A| B
Y = bY'e
Y =»0Y'e|B|C
A—aAla
B —bB|b
| C—cC|c
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Por tanto, el automata es:
M = ({q}7 {a7 b7 C}? {a7 b? C} U V? 67 q? S? @)
donde la funcién de transicién § es:

d(q,e,D) ={(¢,a) | D — a € P} para D € V
d(q,i,i1) = {(q,€)} parai€ {a,b,c}

Opcién 2 Autémata resultante de una intersecciéon con un lenguaje regular.

Definimos los siguientes lenguajes:

Ll ={u e {a,b,e}" | Na(u) # Now) Vv Ny(u) # No(u)}

L? regular con expresion regular atb e’

Tenemos que L; = L{ N L2. El AFD de L? se muestra en la Figura 1.

@

a b c
c

OnOp0
a
a,b

Figura 1: AFD de L2.

Para el APND de L}, tendremos varios estados. El estado inicial seré qo,
al que iremos con una transiciéon nula a q; y ¢o. El estado ¢; representa
las palabras con N,(u) # Ny(u), y el estado ¢y las palabras con Ny(u) #
N.(u). Ambos estados, cuando efectivamente se cumpla dicha condicién,
irdn a un estado de aceptacién gy en el que no podremos anadir més
caracteres. El autémata que lo acepta por el criterio de estados finales
serfa;

M = ({QO7 q1, 492, Qf}a {CL, b7 C}7 {ZO7 A7 B7 C}7 57 qo, ZO7 {Qf}>

donde la funcién de transicién ¢ la daremos por partes. Las transiciones
nulas son:

d(qo,€, Z0) = {(q1, o), (a2, Zo)}
8(qie,5) = {(qr,4)} paraic {1,2},j€{A,B,C}
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En ¢;, las transiciones son:

6(q1,a, Zo) = {(q1, AZo)}
o(q1;a, A) = {(q1, AA)}
6(q1,a,B) = {(q1,¢)}
6(q1,b, Zo) = {(q1, BZo)}
6(q1, 0, A) = {(q1,€)}
6(q1,b, B) = {(q1, BB)}
6(q1,c,i) = {(q1,7)} parai€ {Zy, A, B}

En ¢, las transiciones son:

6(q2, 0, Zo) = {(a2, BZo) }
(g2, b, B) = {(q2, BB)}
6(q2,0,C) = {(q2,€) }
6(q2 ¢, Zo) = {(q2,CZo)}
(g2, ¢, B) = {(a2,€)}
8(q2, ¢, C) = {(q2, CC)}
6(q2,a,1) = {(q2,1)} paraie {Zy, B,C}

El estado de aceptacién ¢f, como hemos mencionado, no tiene transicio-
nes. Por tanto, y nombrando M’ = (@', {a,b,c},d,po, F') al AFD de la
Figura 1, el autémata con pila que acepta L; = L1 N L? por el criterio de
estados finales es:

MU = (Q/ X Q, {a, b, C}, {Zg,A, B, O},éﬂ, Zo, F, X {Qf})

donde la funcién de transicién ¢” viene definida, para cada estado (p, q) €
Q' x Q y cada simbolo del alfabeto de la pila D € {Z,, A, B, C}:

o"((p,q),e,D) ={((p,q¢), @) | (¢, ) € 0(q,¢, D)}
0"((p.q),1, D) ={((¢),d), ) | 8'(p,i) =p" N (¢',a) €0(q,i,D)} i€ {ab,c}

2. Lo: conjunto de palabras u tales que en todo prefijo de u el nimero de a’s mas
el niimero de b’s es menor o igual al doble del nimero de ¢’s.

Tenemos que, para cada prefijo v de u, se cumple que:
Ny(v) + Nyp(v) < 2N (v)

Podemos por tanto interpretarlo como que una ¢ permite que haya 2 simbolos
de {a,b}, y que un simbolo de {a,b} no puede aparecer sin haber aparecido
antes una c. Por tanto, el automata con pila M que acepta Lo por el criterio
de estados finales es:

= ({Q}7 {a7 b? C}7 {Z07 X}a 67 4o, Zo, {Q})
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donde la funcién de transicién § es:

6(q, ¢, Zo) = {(q, XX Z)}
(g, ¢, X) = {(¢, XX X)}
(q,a, X) ={(q,¢)}
(g0, X) = {(g,¢)}

Ademas, notemos que es un automata determinista.

Ejercicio 3 (1.25 puntos). Decir si las siguientes afirmaciones sobre expresiones
regulares son verdaderas o falsas. Justificar las respuestas:

L. (rr+e)*(r+e¢) =

En primer lugar, tenemos que:
(rr+e)*(r+¢e)=0r)(r+e)

Sea L el lenguaje asociado a r. Demostrémoslo mediante doble inclusion:

C) Sea u perteneciente al lenguaje asociado a (rr)*(r + €). Entonces, In €
NuU {0} tal que:
we (LL)" (LU{e})

Por tanto, u es de la forma u = v1vs - - - V2,V2n41 con v; € L para todo
Jj=1,...,2ny voy1 € LU {e}; es decir, vo,11 € L 0 V941 = . Si
Vans1 = €, entonces u € L*", y si v9,41 € L, entonces u € L*"*1. En
cualquier caso, u € L*, por lo que pertenece al lenguaje asociado a r*.

D) Sea u € L*. Entonces, u es de la forma u = vjvy---v, con v; € L para
todoi =1,...,n. Si n es par, entonces u € (LL)"* = (LL)"*{e}, y si es
impar entonces u € (LL)"2L. En cualquier caso:

€ (LL)*(LUu{e})
que es el lenguaje asociado a (rr)*(r + ¢).
Por tanto, es cierto.

2. (Tl’/’l + 172 + 971 + T’QTQ)* = (Tl + 7’2)*(7"1 + 7“2)

En primer lugar, tenemos que:

(riry + rrg + rory + ror)* = [(r1 + 12)(r1 + 12)]*

Por tanto, se reduce a demostrar:

[(r1 + 72)(r1 +1r2)]" = (r1 + 1r2)*(r1 + 72)

Sea L; el lenguaje asociado a r1 v Lo el asociado a ry. Entonces, tan solo es
cierto si ¢ € (L1 U Ly).
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» Sie ¢ (LU Ly), entonces € pertenece al lenguaje asociado a la expresion
regular de la izquierda, pero no pertenece al asociado por la expresion
regular de la derecha.

» Sie € (L1 U L), entonces se reduce a demostrar:
(1 +m2)e|™ = (r1 +re)'e <= (r1 +1r2)" = (r1 +12)"
Lo cual es cierto.

Ejercicio 4 (1.25 puntos). Pon ejemplos de lenguajes que cumplan las siguientes
condiciones:

1. Un lenguaje independiente del contexto y no regular L y un homomorfismo f,
tal que f(L) es regular.

Sea L = {a'b’ | i € NU {0}}, el cual sabemos que es independiente del contexto
y no regular. Sea f : {a,b}* — {0}* dado por:

{f(w) |uel}=

{f(u)]| I e NU{0} |u=a'b'} =
={f(@'V') |i e NU{0}} =

{f(a)'f(b)" |i € NU{0}} =

{

Este lenguaje sabemos que es regular, con expresion regular asociada (00)*.

2. Un lenguaje independiente del contexto y no regular tal que su complementario
es independiente del contexto.

El complementario de un lenguaje independiente del conexto, por norma ge-
neral, no tiene por qué ser independiente del conexto. No obstante, los que
son deterministas si son cerrados por complementarios, por lo que buscaremos
un lenguaje independiente del contexto determinista que no sea regular. Por
ejemplo, sea el lenguaje:

L={a'"|ieNU{0}}
Este lenguaje sabemos que es independiente del contexto determinista no re-

gular. Ademds, por la teorfa, sabemos que L es también independiente del
contexto determinista.

3. Un lenguaje independiente del contexto L y otro regular R, tal que RN L no
es independiente del contexto.

No es posible, ya que RN L siempre sera independiente del contexto.
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Ejercicio 5 (1.25 puntos). Describe la funcién ELIMINA,(A) en el algoritmo para
pasar una gramatica a forma normal de Greibach.

Dada una variable A, esta funcién busca eliminar todas las producciones de la
forma A — Aa, con a € (V UT)* ya que esta no se encuentra en las condiciones
de la forma normal de Greibach.

Para esto, anadimos la variable B4, y, para cada una de las producciones de
la forma A — Aa, con a € (V UT)* la eliminamos y anadimos la produccién
B A —7 aB A | Q.

Por 1ltimo, cuando ya no queden producciones de dicha forma, para cada produc-
cién de la forma A — 8 (donde 8 ya no comenzara por A) anadimos la produccién

A— ﬁBA

De esta forma, ya no tendremos producciones de la forma A — Aa, con o €
(V UT)*; y no habremos cambiado el lenguaje generado.

Ejercicio 6 (1.25 puntos). Describe el paso de “Terminacién” en el algoritmo de
Early.

Este proceso se aplica sobre cada uno de los registros que se denominan comple-
tos; es decir, que son de la forma:

(7;7j7A7 a? 5)

donde la clave es que el objetivo es la cadena vacia. Por tanto, ese registro nos
informa que A — « es una produccién, y « genera uli + 1,...,j].

Por tanto, buscamos en Registros[i| registros de la forma (h, i, B, v, Ad), que nos
informan que B — ~vAJ, donde v genera ulh + 1,...,i|. Para cada uno de estos
registros, tenemos que vA genera ulh + 1, j], luego introducimos en Registros[j] el
registro:

(h,j, B,vA, )

Ejercicio 7 (1 punto). Dado un autémata finito determinista M que acepta el
lenguaje L, determinar cémo se construiria un autémata finito (puede ser no deter-
minista) que acepta el lenguaje:

Ciclo(L) = {vu : wv € L}

. Es cierto que si Ciclo(L) es regular, entonces L es siempre regular?

Observacion. Este ejercicio es opcional y sirve como nota complementaria (sélo su-
ma). Tiene una dificultad mayor y no es recomendable hacerlo sin haber terminado
antes las otras preguntas.
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