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1 Introduccion

Vamos a tratar el problema del corte maximo.

Trabajaremos con la siguiente notacién: G es un grafo, con conjunto de vértices
V' y conjunto de aristas E. No podremos utilizar que |E| <= W < |V|?,
ya que trabajaremos con un grafo que puede tener varias aristas entre 2 nodos.
Utilizaremos la codificacién del grafo que primero lista los vértices y después las
aristas (ambas con su respectiva codificacién).

Definimos un corte en un Grafo como la separacién de V' en conjuntos disjuntos
de vértices. Cuando hablemos del tamano de un corte, hablamos del nimero
de aristas que se borran al separar el grafo en 2. Los cortes los representaremos
como conjuntos disjuntos de vértices, y los notaremos por Vi y V5

Con esta notacién fijada, podemos definir el problema:

Dado un grafo G y un entero k, decidir si existe un corte de tamano mayor o
iqual que k.

2 Pertenece a NP
Veamos que es NP: Sea 2 una codificacién del grafo (< V > # < E >), seguida
del entero k. Sea y la codificacion de dos listas de vértices, que representan el

corte.

Como los vértices aparecen con la misma codificacién en z, podemos decir con
seguridad que |y| < p(]z|) para p un polinomio.

Consideremos el siguiente algoritmo: (Suponemos < y >=<V; > # < V5 >)



inicializar contador < 0 // 0(1)
Para cada u € V; hacer // O(|z])

Para cada v € V, hacer // O(|z])

Si (u,v) € E entonces // O(|z|)
contador < contador +1  // O(log |z|)

Si contador > k entonces

Retornar 1 // Certificado vdlido
Else

Retornar 0 // Certificado invdlido

Estéa claro que este algoritmo define un verificador polinémico para el problema
de decisién asociado al corte maximo. Por tanto, el problema de decisién esta
en NP.

3 Es completo para NP

Vamos a realizar una reduccién en espacio logaritmico del problema NAESAT
(Not all equal 3SAT) al problema del corte maximo.

Supongamos que tenemos un conjunto de variables U = {p1,...p,} y un con-
junto de clausuras C' = {cy, ...cp, }, en donde las clausuras tienen exactamente 3
variables. n := card(U), m := card(C).

Construiremos un grafo a partir de estos datos para realizar la reduccién:

3.1 Reduccidn:

Para simplificar el lenguaje, diremos que el grafo tiene una arista (u,v) de v a
v si existe la arista de u a v.

La idea es representar por Vi a las variables que reciben valoracién verdadero,
y por V5 a las que reciban valoracién falso.

Si creamos un grafo G = (V, E), en donde los nodos representan a una variable
o la negacién de una variable (V = {z1,...,z,, 21,...,72,}) y las aristas las
construimos de la siguiente manera:

Por cada vez que aparezca una variable en una cldusula, anadimos una arista
entre la variable y su complementario.

Para cada cldusula ¢ = (ly,l3,13), afadimos las aristas (l1,12), (I2,13), (I3,11)
LLamamos a los (1,2, (3) tridngulos.

Este grafo es claro que se puede construir en espacio logaritmico si juntamos los
procesos descritos:



Escribo V en la salida mientras voy leyendo U.
Para cada ¢ € C con ¢ = (I1,l2,13) hacer
Lo copio en una var aux.
Anado (ll, ﬁll), (lg, ﬁlg), (l3, ﬁl3) c k.
Anado (ll, lg), (lQ, l3), (lg, ll) € FE.

Esta reduccién es de espacio logaritmico, pues |c| € O(log(|V| + |C])).

Por dltimo, elegimos k = 5m.

Veamos que la reduccién es valida. Para ello, vemos que dado un tridngulo como
los de antes, se tiene que el tridngulo (I, 1ls,13) aporta 2 al corte <= Al menos
uno es cierto y otro es falso, es decir {l1,l2,l3} N'Vy # 0, {l1,12,13} N Vo # 0.
Esto es decir que se cumple la clausula asociada al tridAngulo con la condicién
de que no todos sean iguales.

Es claro que un triangulo no puede aportar 3 aristas al tamafio del corte, puesto
que, por principio del palomar, al menos dos vértices acabardn en el mismo sub-
conjunto.

Deduce que se cortan a lo sumo 2m aristas de los introducidos como triangulos.
Para obtener un corte de tamano 5m, deberdn cortarse todas las aristas que
introducimos entre una variable y su complementario. Como hay n clausulas y
3 variables por clausula, se dan un total de 3m aristas de esta forma.

Demostremos que existe un corte de tamano 5m <= NAESAT responde que
SI.

[<] NAESAT responde SI = Jv : U — {0,1} valoracién tal que todas las
clausulas son evaluadas verdaderos. Construimos el corte siguiente:

Vi={zeU:v(x)=1}U{~z/zeUAv(x) =0}, Vo=V \W

De esta forma es inmediato que x € V; <= —x € V5 = Se cortan las aristas
que unen z y su complementario = Se cortan 3m aristas de esta forma.
Ademsds, por el razonamiento anterior, por cada tridngulo se cortan 2 aristas
= Se cortan 2m aristas asociadas a tridngulos. Concluimos que se cortan 5m
aristas.

[=]3 corte (V1, V) de tamano 5m. Por lo expuesto anteriormente, sabemos que

1 sizeV,
la valoracién v(z) = 0 s c 1V estd bien definida y que hace verdaderas
S1 & 1

todas las cldusulas. Por tanto NAESAT responde SI.






