UNIVERSIDAD
DE GRANADA

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIAS
INFORMATICA Y DE TELECOMUNICACION

MODELOS AVANZADOS DE COMPUTACION
Curso Académico 2025/2026

NP-Completitud: Problema del
cubrimiento por cliques

Nombre: Manuel Gonzalez Santana

Granada, a 2 de julio de 2026



Indice

I Consid . G e
[L.I. Enunciado del problema . . . . ... ... ... ... ... ... 000
[[.2. Proceso de la demostracionl

[1.3. Proceso para las reducciones| . . . . . . ... ... .o
[1.4. Comprobacion de que los algoritmos son espacio logaritmicos| . . . . . . . .

[2. Demostracion de que los problemas empleados son NP|
2.1. K-coloringes NP| . . . . . . . . . . .. .. .. ..
2.2, K-cubrimientoes NP| . . . . . . . . . .. ... .

[3. K-cubrimiento es NP-Completo]

3.1. Reduccion de 3- exacto a 3-coloring| . . . . . .. .. ...

B.I.1. Algoritmo de reduccidn]. . . . . . .. ... Lo
[3.1.2. EI algoritmo es espacio logaritmico] . . . . . . . . . ... ... ...

[3.2. Reduccion de 3-coloring a K-coloring (K >3)[ . . . . ... ... ... ...
[3.2.1. Algoritmo de reduccion|. . . . . .. ..o oL
[3.:2.2. ET algoritmo es espacio logarftmico] . . . . .. .. .. ... .....
B23 D o] T d

[3.3. Reduccion de K-coloring a K-cubrimiento| . . . . . . .. .. ... ... ..
[3.3.1. Algoritmo de reduccion. . . . . . . . . ...
[3.3.2. Kl algoritmo es espacio logaritmico| . . . . . .. ... .. ... ...
B33 D o] ol

I Condusionl

[5. Declaracion de uso de Inteligencia Artificiall




1. Consideraciones Generales

1.1. Enunciado del problema

Dado un grafo no dirigido G = (V, E) y un entero K, existe una particién de V' en
K conjuntos Vi, ..., Vi de tal manera que cada V; es completo: para cada a,b € V;,
{a,b} € E.

En lo que procede se va a emplear la notaciéon K-Cubrimiento.

1.2. Proceso de la demostracion

La idea de esta demostracion es seguir el proceso que realizé Karp en su paper original,
pero anadiendo un paso intermedio para simplificar y facilitar la comprension de la misma.

En la demostracién original se reduce SAT a K-coloring[l]y el problema K-Cubrimiento
consiste en resolver el problema K-coloring en el grafo complementario.

En este trabajo vamos a emplear otra aproximacion que consiste en las siguientes
reducciones:

1. 3-SAT exacto a 3-coloring
2. 3-coloring a K-coloring con K > 3

3. K-coloring a K-cubrimiento

Para la validez de esta reduccion se va a demostrar que todos estos problemas perte-
necen a la clase NP (recalcando que el 3-coloring es un caso particular de K-coloring) y
las sucesivas reducciones probaran que son NP-completos.

1.3. Proceso para las reducciones

Para las reducciones se empleard el proceso explicado en la teoria, el cual es el siguiente:
Si tenemos dos problemas Py (x) y Pa(y), para demostrar que Pj(x) < Py(y) hay que:

1. Dar un algoritmo REDU que transforme cada entrada, x, de P, en una entrada,
y = REDU(z), del problema P;.

2. Comprobar que dicho algoritmo es logaritmico en espacio.
3. Comprobar que si P;(z) tiene solucién positiva, entonces Py(y) también la tiene.

4. Comprobar que si P(y) tiene solucién positiva, entonces P;(z) también la tiene,
o comprobar que si Pj(z) tiene solucién negativa, entonces P5(y) también la tiene
negativa.

1.4. Comprobacion de que los algoritmos son espacio logaritmi-
cos

En teoria también se ha visto que, para contabilizar el espacio que emplea un algoritmo,
se siguen las siguientes reglas:

IEste problema nos pregunta si existe una particién de los nodos del grafo en K conjuntos tal que
Va,be Vi, {a,b} ¢ E



» Se cuentan las casillas que se usan (aquellas en las que se escribe o sobre las que se
pasa).

= Si nunca se escribe sobre la cinta de entrada, entonces las casillas de esta cinta no
se cuentan.

= Si las casillas de la cinta de salida se escriben de izquierda a derecha, sin volver
nunca hacia atrds, tampoco se cuentan.



2. Demostracién de que los problemas empleados son
NP

Para demostrar que un problema es NP se ha empleado la caracterizacion de que existe
una maquina de Turing no determinista que lo resuelve en tiempo polinémico.

Por lo visto en teoria, la representacion que empleemos del grafo no es relevante para
la complejidad computacional, para las siguientes maquinas de Turing se ha empleado la
representacion lista de vértices mas lista de pares de aristas.

2.1. K-coloring es NP
Partimos de un grafo G = (V, E) y un entero K. Se denota:

» Sea n el numero de vértices (|V]).

» Sea m el nimero de aristas (| E|).

Es claro que la entrada que recibe la maquina de Turing M depende de forma po-
linémica de los enteros n, m y log, K, por lo que podemos medir la complejidad del
algoritmo en base a estos valores.

Es importante tener en cuenta que si se presenta una dependencia en funciéon de K
esta dependencia ha de ser logaritmica, ya que para reprensentar este valor se necesitan
[log, K| celdas en la maquina de Turing.

Denotando por T'(n,m,log, K) al nimero de operaciones que realiza la méquina de
Turing en funcién de los tamafnios de entrada, se busca acotar esta funciéon por una po-
linémica en funcién de los valores de entrada.

1. Inicializacién: Se lee la cinta de entrada para determinar el nimero total de nodos
n.

2. Fase de Generacién (No determinista): La mdquina escribe de forma no de-
terminista en una cinta una coloracion para el grafo, asignando a cada uno de los n
nodos un valor del conjunto {1,2,..., K}.

3. Fase de Verificacién (Determinista): Se recorre secuencialmente la lista de las
m aristas del grafo. Para cada arista (u,v) € E:

= La maquina busca en la cinta de colores el valor asignado a u y a v.

» Si color(u) = color(v), la maquina rechaza.

4. Aceptacién: Si se procesan las m aristas sin detectar ningtin conflicto de color, la
maquina acepta.

Evaluamos el tiempo de ejecucién de la Maquina de Turing;:

» Contar nodos: Requiere leer la entrada, tomando un tiempo de O(n).

» Escribir la coloraciéon: Cada color requiere log, K celdas en la cinta. Escribir la
asignacién para los n nodos toma un tiempo de O(n - log, K).

» Verificar aristas: Para cada una de las m aristas, buscar secuencialmente los co-
lores de sus dos extremos en la cinta toma O(n - log, K) pasos. Al repetir esto para
las m aristas, el coste de esta fase es de O(n - m - log, K).
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El tiempo total de ejecucién esta dominado por la fase de verificaciéon:
T(n,m,logy, K) = O(n-m-log, K)

Al ser T'(n, m, log, K) una funcién polinémica respecto al tamano de la entrada, queda
demostrado que el problema pertenece a la clase NP.

2.2. K-cubrimiento es NP

Usando la misma notacion que en el algoritmo previo, el diseno de la méaquina de
Turing es andlogo.

1. Inicializacién: Se lee la cinta de entrada para determinar el niimero total de nodos
n.

2. Fase de Generacién (No determinista): La mdquina escribe de forma no de-
terminista en la cinta una asignacién de particion. A cada uno de los n nodos se
le asigna un identificador de conjunto de la lista {1,2,..., K}, indicando a qué
subgrafo V; pertenece.

3. Fase de Verificacién (Determinista): La maquina debe comprobar que cada
conjunto V; sea completo. Para ello, analiza todos los pares posibles de nodos (a, b)
con a # b:

= Busca en la cinta de asignaciones los conjuntos de a y b.

» Si pertenecen al mismo conjunto (a,b € V;), la maquina escanea la lista de
aristas £ para verificar si la arista {a, b} existe.

= Si la arista no existe en F, la maquina rechaza inmediatamente.

4. Aceptacion: Si se evalian todos los pares de nodos y no se detecta ninguna arista
faltante dentro de los mismos conjuntos, la maquina acepta.

Evaluamos el tiempo de ejecuciéon de la Maquina de Turing:

= Contar nodos: Requiere una lectura inicial de la entrada, tomando un tiempo de

O(n).

» Escribir la particion: Asignar a cada uno de los n nodos un identificador de
tamafio log, K requiere un tiempo de O(n - log, K).

» Verificar subgrafos completos:

e Existen @ = O(n?) pares posibles de nodos en el grafo.

e Para cada par que comparta el mismo conjunto, buscar si la arista existe en la
lista de entrada E (que contiene m aristas) requiere recorrer secuencialmente
dicha lista, lo que toma O(m - log, n) pasos.

e Por lo tanto, el coste de revisar todas las combinaciones es de O(n?-m-log,n).
El tiempo total de ejecucion esta dominado por la fase de verificacién:
T(n,m,log, K) = O(n*-m -logyn) + O(n - log, K)

Al ser T'(n,m,log, K) una funcién polindmica respecto al tamano del grafo, queda
demostrado que este problema también pertenece a la clase NP.



3. K-cubrimiento es NP-Completo

3.1. Reduccion de 3-SAT exacto a 3-coloring
3.1.1. Algoritmo de reduccién

Partimos de una instancia del problema 3-SAT exacto compuesta por un conjunto de
variables X = {x1,...,2,} y un conjunto de clausulas C' = {C},...,Cy}, donde cada
clausula contiene exactamente 3 literales.

Para realizar esta reduccién, interpretaremos los tres colores disponibles en el problema
de 3-coloring como los valores de una légica ternaria. Por ello, definimos el conjunto de
colores como {7, F', B}, que representan los estados Verdadero (True), Falso (Fulse) y
Base, respectivamente.

El proceso de construccién del grafo intermediario se realiza mediante los siguientes
pasos:

1. Estructura de control inicial: Se crea un tridngulo central con tres nodos etique-
tados como T', F'y B, conectados todos entre si mediante las aristas (T, F'), (T, B) y
(F, B). Esto fuerza a que estos tres nodos de control tengan obligatoriamente colores
distintos.

2. Gadget de variables: Por cada variable x; € X, anadimos un par de nodos literales
v; vy U5 a la lista de vértices. Asimismo, anadimos las aristas (B, v;), (B,v;) v (vi, ;).
Debido a la conexién con el nodo Base (B), este disefio fuerza a que uno de los
literales adquiera el color T"y el otro el color F'; emulando una asignaciéon booleana.

Cabe destacar que en la asignacion de la estructura de color inicial, se emplea un
abuso de notacién. No podemos garantizar que la coloracién que vamos a obtener respete
el tridngulo que hemos definido. No obstante, existird una aplicaciéon biyectiva que nos
permitira llevar la coloracion del grafo obtenida a la que hemos definido, por lo que sin
pérdida de generalidad podemos suponer que si existe una coloracién valida cumplird esta
restriccion.

Tras este proceso inicial, se obtiene la siguiente estructura:

Posteriormente, procedemos a la verificaciéon de las clausulas. Para ello, empleamos
un dispositivo de modelado denominado Clause Satisfiability Gadget (o compuerta OR
mediante grafos). La finalidad de este componente es anadir las restricciones necesarias
para que el problema de 3-coloring sea resoluble si y solo si la férmula 3-SAT original es
satisfacible.

Por cada clausula C; = {a V bV c}, construimos el siguiente subgrafo:
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a ‘ aVvVbVce
()

Para demostrar que esta construccién se comporta, en efecto, como una compuerta
légica OR bajo las reglas de coloracion de grafos, podemos simplificar el anélisis aislando

el siguiente subgrafo:

Esta subestructura representa el or binario a V b. Asumiendo que color(a), color(b) €
{T, F'}, evaluamos su comportamiento:

» Caso en que ambas entradas son falsas (color(a) = color(b) = F): Los dos
nodos internos adyacentes a las entradas estdn conectados entre si y, por ende,
deben tener colores distintos extraidos del conjunto {7, B}. Al estar el nodo de
salida conectado directamente a ambos nodos internos, se ve obligado a rechazar los
colores T'y B. Por tanto, el nodo de salida a V b esté forzado a colorearse como F'.

T

» Caso en que al menos una entrada es verdadera: Si una de las entradas (o
ambas) se colorea como T, existe al menos una coloracién vélida para el subgrafo
donde el nodo de salida a V b puede ser coloreado con el color T'.

o3

Para integrar el gadget completo por cada clausula del problema 3-SAT exacto, conec-
tamos los tres nodos que representan a sus respectivos literales a las entradas correspon-
dientes del gadget de la clausula. Especificamente, si un literal aparece de forma afirmativa
(x;), se vincula al nodo v;; si aparece negado (—z;), se vincula a su nodo conjugado ;.

Por ejemplo, para la clausula C; = z; V —x; V y, las tres entradas del gadget se
conectardn a los nodos v;, v; y vx. Finalmente, para garantizar que la clausula sea obliga-
toriamente satisfecha en la solucion global, el nodo de salida final del gadget se conecta
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directamente a los nodos de control Base (B) y Falso (F'). Esta doble conexién impide
que dicha salida adopte los colores B o F', forzandola a ser coloreada exclusivamente como
Verdadero (7).

()
(2
)

3.1.2. El algoritmo es espacio logaritmico

El algoritmo genera el grafo resultante G’ = (V’, E') de manera directa y secuencial
empleando un esquema de indexacién, para poder trabajar con indices. Definimos formal-
mente los identificadores numéricos tnicos para cada nodo en V' en funcién del nimero
total de variables n y de clausulas m:

= Nodos de control iniciales:

ID(T)=1, ID(F)=2, ID(B)=3

» Nodos de literales (Variables): Para cada variable x; (donde 1 <i < n):
ID(v;) =3+2 —1=2+2i
ID(T) = 3 + 2

» Nodos internos de las cldusulas: Para cada clausula C; (donde 1 < j < m) que
cuenta con 6 nodos internos para su gadget:

ID(Gjr) =3+2n+6(j —1)+k parake {1,2,3,4,5,6}

El nimero total de nodos es fijo: |V’| = 34 2n 4 6m. Al conocer la férmula de inde-
xacion, el algoritmo ejecuta la reduccion en tres fases secuenciales utilizando tinicamente
la cinta de trabajo para almacenar punteros y contadores:

1. Impresién de Vértices: La méaquina inicializa un contador ¢ desde 1 hasta n para
escribir los nodos de las variables, y luego un contador j desde 1 hasta m para los
nodos de los gadgets. El valor maximo que alcanzan estos contadores estd acotado
por méx(n,m). Guardar estos indices en binario requiere unicamente O(logn +
logm) celdas de espacio.

2. Impresion de Aristas Base: Se escriben las aristas fijas del triangulo de con-
trol (1,2),(1,3),(2,3) en tiempo y espacio constante O(1). Acto seguido, mediante
un bucle que incrementa el contador ¢ de 1 a n, se generan las aristas los literales:
(ID(B),ID(v;)), (ID(B),ID(%;)) y (ID(v;), ID(7;)). Al requerir solo el almacenamien-
to del indice actual i, el espacio ocupado es O(logn).



3. Impresion de Aristas de Clausulas: La maquina recorre de izquierda a derecha
la lista de clausulas de la cinta de entrada. Para la cldusula actual j, la maquina
lee los tres literales. Almacena temporalmente en la cinta de trabajo tres variables
con los indices de los nodos correspondientes a dichos literales (buscando si son
afirmativos o negados para aplicar la férmula de variables). Luego, usando el indice
j, calcula los IDs de sus 6 nodos internos e imprime en la salida las aristas internas
del gadget y sus conexiones hacia los literales y los nodos de control B y F'.

Puesto que la maquina solo mantiene en su cinta de trabajo los contadores de los bucles
(1 y j),los IDs calculados de los literales involucrados en la cldusula bajo andlisis, el valor
numeérico maximo almacenado en cualquier instante de la computacién es proporcional a
la longitud de la entrada |z|.

Como almacenar un niimero entero N en representacion binaria requiere estrictamente
[log, (V)] espacios, el espacio maximo ocupado en la cinta de trabajo es logaritmico res-
pecto a la entrada. Por lo tanto, el algoritmo de reduccién funciona en espacio logaritmico.

3.1.3. Demostracién de la correctitud de la reduccién

Para validar la reduccién 3-SAT exacto o 3-coloring, debemos comprobar la equiva-
lencia de las soluciones:

(=): Sila instancia de 3-SAT exacto tiene una solucién positiva, entonces existe una
asignacion para las variables {7, ..., 2z} } que satisface simultdneamente todas las clausu-
las. A partir de esta asignacion, construimos la coloracién del grafo de la siguiente manera:

*
(2

» Si 7 = Verdadero, asignamos el color 1" al nodo v; y el color F' al nodo v;.

» Si x} = Falso, asignamos el color F' al nodo v; y el color T" al nodo ;.

Dado que cada cldusula C; posee al menos un literal verdadero, la propiedad de la com-
puerta OR analizada previamente garantiza que existe una asignacién valida con el color
T en el nodo de salida de cada gadget. Como este nodo de salida estd conectado a B y
F, la asignacién del color T" no genera ningun conflicto. Por lo tanto, el grafo completo

admite una 3-coloracién valida (Solucién positiva para 3-coloring).

(«<): Si el problema de 3-coloring responde afirmativamente, significa que existe una
coloracién vélida para el grafo construido utilizando los colores {7, F, B}. Extraemos
la asignacién de variables booleanas observando los nodos literales: si el nodo v; esta
coloreado como T, asignamos el valor verdadero a la variable x;; si esta coloreado como
F, le asignamos el valor falso.

Por construccion, el nodo de salida de cada gadget de clausula estda conectado a los
nodos de control B y F, lo que exige que en cualquier coloracién valida dicho nodo
tenga asignado el color 7T'. Si existiera una clausula donde sus tres literales de entrada
fuesen coloreados como F' (equivalente a una cldusula no satisfecha), la propiedad de
propagacién forzaria a que el nodo final del gadget fuese coloreado como F'. Esto entraria
en contradiccion directa con la arista conectada al nodo de control F', haciendo imposible
la 3-coloracion del grafo. Por reduccion al absurdo, cada cldusula contiene al menos una
entrada coloreada como T, lo que asegura que todas las clausulas se satisfacen bajo la
asignaciéon booleana propuesta (Solucién positiva para 3-SAT exacto).



3.2. Reduccién de 3-coloring a K-coloring (K > 3)
3.2.1. Algoritmo de reduccién

Dado un grafo no dirigido G = (V, E), donde V' = {xy, ..., z,}, construimos una nueva
instancia para el problema de K-coloring consistente en un grafo no dirigido H = (V', E’)
mediante el siguiente procedimiento:

1. Definicion de Vértices: El conjunto de nodos de H se compone de los nodos
originales de G més un conjunto de K — 3 nuevos nodos auxiliares:

V':VU{al,...,aK,;;}

2. Definicién de Aristas: El conjunto de aristas de H incluye las aristas originales
de G, las aristas necesarias para conectar todos los nuevos nodos entre si (formando
un subgrafo completo o cliqgue de tamano K — 3), y aristas que conectan cada uno
de los nodos auxiliares con absolutamente todos los nodos del grafo original:

E = EU{(CLZ',CLJ') 1<i< g < K—3}U{(xi,aj) cx; €V, a; € {al,...,a}(_g}}
Graficamente, la estructura de la reduccién se representa de la siguiente manera:

Grafo Original G = (V, E) Clique Auxiliar (Kj_3)

Bajo esta construccién, cualquier K-coloraciéon vélida para el nuevo grafo H debe
cumplir obligatoriamente dos restricciones:

» Los nodos auxiliares {ay,...,ax_3} deben recibir colores distintos entre si, ya que
forman un clique (K — 3 nodos completamente conectados).

= Kl color de cualquier nodo auxiliar debe ser estrictamente diferente al de cual-
quier nodo del grafo original V', debido a que existen aristas que conectan de forma
exhaustiva el conjunto V' con el conjunto de nodos auxiliares.

3.2.2. El algoritmo es espacio logaritmico

La méquina de Turing genera el nuevo grafo H de forma secuencial a través de las
siguientes etapas:

1. Generacién del conjunto de vértices V':
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= Copiado de nodos originales: L.a maquina recorre la lista de vértices V' en
la cinta de entrada y los transcribe directamente a la salida. Para controlar
este proceso, utiliza un contador binario ¢ que va desde 1 hasta n.

» Insercién de nodos auxiliares: Inmediatamente después, la maquina inicia-
liza un segundo contador j desde 1 hasta K — 3 para imprimir en la salida
los nuevos identificadores correspondientes a los nodos del clique de control

{al, N ,a[(_g}.
2. Generacion del conjunto de aristas E’:

= Copiado de aristas originales: La maquina se posiciona en la seccion de
aristas I/ de la entrada y las copia textualmente en la cinta de salida.

= Construccion del clique de control: Para anadir las aristas internas de
la estructura auxiliar, la maquina ejecuta dos bucles anidados utilizando dos
contadores en la cinta de trabajo, ¢ y 7, que varian de 1 a K — 3. De este modo,
imprime de forma secuencial todas las aristas de la forma (a;,a;) para todo
1< 7.

» Conexion exhaustiva: Finalmente, para anadir las aristas que enlazan los
nodos auxiliares con los originales, se implementa otro doble bucle. El primer
contador recorre los nodos originales de 1 a n, mientras que el segundo contador
recorre los nodos auxiliares de 1 a K — 3. El algoritmo escribe en la salida la
arista (x;, a;) para cada combinacion.

Durante todo el transcurso de la reduccion, la méaquina de Turing jamés almacena el
grafo resultante ni el original en su memoria intermedia. Las tinicas variables que persisten
en la cinta de trabajo son los limites numéricos n y K, junto con los contadores de los
bucles (i y j).

Dado que el valor maximo que puede almacenar cualquiera de estos contadores esta
acotado superiormente por max(n, K), y considerando que un nimero entero N codifi-
cado en base binaria ocupa exactamente [log,(N)] celdas de memoria, el espacio total
consumido en la cinta de trabajo es logaritmico.

3.2.3. Demostracion de la correctitud de la reduccion

Para validar que 3-coloring ox K-coloring, demostramos la equivalencia de las solucio-
nes en ambas direcciones:

(=): Si el problema 3-coloring sobre el grafo G responde afirmativamente, significa que
existe una funcion de coloracion valida para sus vértices utilizando un conjunto de tres
colores, por ejemplo, {1,2,3}.

Para colorear el grafo H, mantenemos esta misma asignacién para los nodos {xy, ..., z,}.
Acto seguido, para los K — 3 nodos auxiliares {ay,...,ax_3}, empleamos una paleta
de K — 3 colores completamente nuevos y distintos a los tres primeros (por ejemplo,
{4,5,..., K}), asignando un color tnico a cada nodo a;.

Es obvio que la nueva coloracién es valida, las aristas originales no suponen problema,
mientras que las aristas anadidas siempre son conexiones con un nodo auxiliar y estos
tienen colores distintos a los de cualquier otro nodo.

Por lo tanto, el grafo H es K-coloreable (Solucién positiva para K-coloring).
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(«<): Supongamos ahora que el grafo H admite una K-coloracién vélida. Como se jus-
tificé en el andlisis de la construccién, los K — 3 nodos del conjunto {as,...,ax_3} estdn
completamente conectados entre si, lo que obliga a utilizar exactamente K — 3 colores
distintos para ellos.

Ademas, dado que cada uno de estos nodos auxiliares comparte una arista con cada
uno de los vértices del conjunto original V' = {z1, ..., x,}, ninguno de los nodos originales
puede reutilizar ninguno de los K — 3 colores consumidos por el clique de control. En
consecuencia, los nodos originales {x1, ..., z,} disponen tinicamente de 3 colores para ser
coloreados.

Dado que la coloracion en H es vélida, la restriccion al grafo G también presenta una
coloracién valida y por lo indicado anteriormente, usando a lo sumo 3 colores. (Solucién
positiva para 3-coloring).

3.3. Reducciéon de K-coloring a K-cubrimiento
3.3.1. Algoritmo de reduccién

El problema de K-cubrimiento es complementario al de K-coloring.

Dada una instancia del problema de K-coloring constituida por un grafo no dirigido
G = (V,E), donde V = {z1,...,2,}, y un entero K, construimos una instancia para el
problema de K-cubrimiento representada por el grafo complementario G’ = (V| E’). En
esta construccion, el conjunto de vértices se mantiene idéntico y el conjunto de aristas E’
se define formalmente como:

El = {{l’i,l'j} . .fll'i,.%j € ‘/, ZT; # :L'j}\E

Conceptualmente, el algoritmo de reduccion invierte la estructura de adyacencia del
grafo original: si existia una arista entre dos nodos en G, esta se elimina en G’; por el
contrario, si dos nodos no estaban conectados en (G, se anade una arista entre ellos en G'.

3.3.2. El algoritmo es espacio logaritmico

La méaquina de Turing genera el nuevo grafo G’ de forma secuencial a través de las
siguientes etapas:

1. Copiado de Vértices: El conjunto de nodos de G’ es idéntico al de G. La méquina
inicializa un contador ¢ en su cinta de trabajo para recorrer secuencialmente los n
nodos de la entrada y transcribirlos directamente a la salida.

2. Generacion de Aristas Complementarias: Para construir £’, la maquina eje-
cuta un doble bucle mediante dos variables de control, ¢ v 7, que representan todos
los pares posibles de nodos distintos (z;, ;) con 1 <1i < j < n. Para cada par:

= [a méaquina posiciona un puntero en el inicio de la lista de aristas E de la cinta
de entrada.

» Escanea secuencialmente toda la lista £ buscando si la arista {z;,z;} estd
presente.

= Si el escaneo finaliza y la arista no se encuentra en la entrada, la maquina
escribe de forma inmediata la arista {z;,z;} en la cinta de salida. Si la arista
ya existia, simplemente se ignora y se continta con el siguiente par.
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Durante toda la ejecucién, la memoria de trabajo de la maquina solo almacena los dos
contadores de los nodos (i y 7)

Dado que el valor numérico maximo de cualquier indice o posiciéon de la cinta esta
acotado directamente por el tamarno total de la entrada |z|, su representacién binaria
ocupa espacio logaritmico. En consecuencia, la reduccion es espacio logaritmica.

3.3.3. Demostracion de la correctitud de la reduccion

Para demostrar la validez de la reduccién K-coloring oc K-cubrimiento, comprobamos
la equivalencia de las soluciones en ambas direcciones:

(=): Supongamos que la instancia de K-coloring para el grafo G admite una solucién
positiva. Esto implica la existencia de una funciéon de coloracién valida que particiona el
conjunto de vértices V' en K subconjuntos disjuntos Vi, ..., Vk (donde cada subconjunto
agrupa a los nodos que comparten el mismo color), cumpliendo estrictamente que:

VWi, Va,beV = {a,b} ¢ E

Dado que el conjunto de aristas de G’ es el complementario exacto de E, cualquier par
de nodos distintos a,b que pertenezcan al mismo conjunto V; y que no compartan una
arista en (G, obligatoriamente deben compartir una arista en G’. Por lo tanto, en el grafo
modificado se cumple que:

YV, Va,beV, = {a,b} e FE

Esto demuestra que cada subconjunto V; induce un subgrafo completo (un cligue) en G'.
Como existen exactamente K conjuntos, la misma particién es una solucién valida para
el problema de K-cubrimiento (Solucién positiva).

(«<): Supongamos ahora que el problema de K-cubrimiento sobre el grafo G’ responde
de forma afirmativa. Esto significa que existe una particién del conjunto de vértices V'
en K subconjuntos Vi, ..., Vk de tal manera que cada subconjunto es completo en G’, es
decir:

VvV, Va,beV, = {a,b} € F

Aplicando la definicién del grafo complementario, si la arista {a, b} existe en E’, entonces
dicha arista no puede existir en el conjunto de aristas original E. Por consiguiente, se
deduce que:

YV, Va,beV; = {a,b} ¢ E

Esta propiedad define exactamente la restriccién de una coloracién valida de grafos: no
existen dos nodos adyacentes en GG que pertenezcan al mismo conjunto V;. Al asignar un
color unico y diferenciado a cada uno de los K subconjuntos, obtenemos una asignacion
cromatica valida para G utilizando a lo sumo K colores. Por lo tanto, la instancia original
de K-coloring es resoluble (Solucién positiva).

4. Conclusion

Tras esta ultima reduccién tenemos la cadena de reducciones.

3-SAT exacto o 3-coloring o K-coloring o< K-cubrimiento
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Sabemos por teoria que 3-SAT exacto es NP-Completo y que cada uno de los problemas
presentes en la cadena de reducciones son NP. Lo que nos permite concluir que todos son
NP-Completos.

Por lo que queda demostrado que K-cubrimiento es NP-Completo.

5. Declaracion de uso de Inteligencia Artificial

De conformidad con las directrices de integridad cientifica y transparencia, se declara
explicitamente el uso de herramientas de Inteligencia Artificial en la elaboracién de este
trabajo y de la presente memoria:

= Herramientas y modelos utilizados: GitHub Copilot propulsado por el modelo
de lenguaje grande Gemini 3.1 Pro.

= Funciones empleadas: La Inteligencia Artificial se ha utilizado fundamentalmente:
Como asistencia en redaccién de la memoria. Sus funciones se han limitado a la
revision ortotipogréfica, el ajuste del tono académico del texto y la generacion de la
estructura y coédigo BKTEX.

= Secciones aplicadas: La asistencia de redaccién se ha aplicado de forma trans-
versal en todo el documento. No se ha empleado IA para la elaboracion de las
demostraciones.

Se certifica que todo el contenido documental asistido por IA ha sido rigurosamente
supervisado, revisado y validado de forma manual.
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