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Demostracién de la NP-completitud del problema
10.h Particion en Trios

Definicién del problema

Llamaremos Particién en Trios (PT) al siguiente problema de decisién: Dado
un conjunto de enteros cuya longitud es un multiplo de 3, jes posible dividir el
conjunto en trios (conjuntos de 3 elementos) de forma que los enteros de cada
trio sumen lo mismo?

Reescribamos el enunciado diferenciando qué constituye una instancia del prob-
lema y cudl es la pregunta exacta a resolver:

Instancia: Un conjunto A de enteros tal que |A| = 3m para algin entero
positivo m.

Pregunta: ;Es posible particionar A en m trios disjuntos de forma que todos
los trios tengan la misma suma?

Demostraremos que PT es NP-completo.

1. PT pertenece a NP

Dada una particién candidata de A en m trios, basta:
1. comprobar que cada elemento aparece exactamente una vez;
2. calcular la suma de cada trio;

3. verificar que todas las sumas coinciden.

Todas estas operaciones pueden realizarse en tiempo polinémico respecto al
tamano de la entrada.
Por tanto, PT' € NP.



2. Problema NP-completo de partida

Ahora que ya sabemos que el problema estd en NP para demostrar que es com-
pleto nuestra intencién sera crear una reduccién desde uno de los problemas
ya conocidos y demostrados como NP-completos en clase. Por tanto, partirem-
nos del problema ACTRI (Acoplamiento por Tripletas). Recordemos en qué
consistia dicho problema:

Instancia:

e tres conjuntos disjuntos (W,X,Y) tales que
W= IX[=1Y]=g

e un conjunto de compatibilidades
MCWxXxY.

Pregunta:
JExiste un subconjunto M’ C M con exactamente q tripletas tal que cada
elemento de W U X UY aparezca en una y solo una tripleta de M'?

3. Observaciones y analisis previo a la reduccion

La eleccién de ACTRI como problema desde el que partir para realizar la re-
duccién a priori parece bastante 1égica pues tanto en ACTRI como en PT el
objetivo es, de alguna forma, particionar un conjunto de objetos en trios dijsun-
tos cumpliendo unas restricciones. No obstante, la diferencia clave entre ambos
problemas se halla en cémo se definen esas restricciones sobre los trios de ele-
mentos pues en ACTRI se hace a través del conjunto M de compatibilidades y en
PT se consiguen mediante una asigancién de enteros a cada elemento (mds bien
cada elemento es un niimero entero) e imponiendo que la suma de los elementos
de todos los trios sea la misma. Por tanto, la dificultad en realizar la reduccion
yace en traducir de alguna forma las compatibilades impuestas en M a nimeros
enteros que se identifiquen con los elementos de los 3 conjuntos base de ACTRI
y que a la vez cumplan la restriccion antes mencionada de las sumas. Esta trans-
formacioén no es para nada simple ni evidente y es por ello que, ademéds de revisar
al completo toda la teoria impartida en clase, he consultado el tan mencionado
en la asignatura libro de Garey-Johnson. En él he llegado a ver que, entre mu-
chos problemas tratados, se plantea uno llamado 3-PARTITION el cual, al leer
su definicién, nos damos cuenta de que se parece mucho al propio problema PT
que queremos nosotros demostrar y en el libro se demuestra que 3-PARTITION
es NP-completo partiendo del problema 3-DIMENSIONAL MATCHING que es
el nombre que se le da exactamente al propio ACTRI. Por ello vamos a tomar la
demostracion de Garey-Johnson y adaptarla para demostrar la NP-completitud
de PT.



4. Esquema de las reducciones

En el libro para llegar a demostrar que el problema 3-PARTITION es NP-
completo primero desmuestra que otro problema auxiliar, 4-PARTITION, es
NP-completo reduciéndolo desde el propio ACTRI. Cabe mencionar que en el
libro, a diferencia de cémo hemos definido las reducciones imponiendo que estén
en L, solo comprueba que sean polinémicas. En resumen, en el libro de Garey-
Johnson se realizan las reducciones:

ACTRI <, 4-PARTITION <, 3-PARTITION

Definamos ahora los propios problemas 3-PARTITION Y 4-PARTITION que

necesitaremos conocer para las reducciones:

3-PARTITION
INSTANCIA: Un conjunto finito A de 3m elementos, una cota B € Z*, y un
“tamano” s(a) € Z* para cada a € A, tal que cada s(a) satisface

B

Z < S(Cl) < 5,
y ademas

Z s(a) = mB.

a€cA

PREGUNTA: ; Puede A particionarse en m subconjuntos disjuntos Sy, Ss, ..., Sm
tal que, para 1 <7 <m,
Z s(a) = B?

a€eSs;

(Nétese que las restricciones sobre los tamarios de los elementos implican que
cada S; debe contener exactamente tres elementos de A.)

4-PARTITION
INSTANCIA: Un conjunto finito A de 4m elementos, una cota B € Z*, y un
“tamano” s(a) € ZT para cada a € A, tal que cada s(a) satisface

B

g < S(a) < §7
y ademas

Z s(a) = mB.

acA

PREGUNTA: ; Puede A particionarse en m subconjuntos disjuntos Sy, S, ..., S,
tal que, para 1 < i < m,
Z s(a) = B?

a€S;

(Nétese que las restricciones sobre los tamarios de los elementos implican que
cada S; debe contener exactamente cuatro elementos de A.)



Ya con estos dos problemas auxiliares definidos es facil ver que, de forma andloga
a como lo hicimos para PT, son ambos NP. Ya cerramos la estrategia que va-
mos a seguir: realizar las dos reducciones desde ACTRI hasta 3-PARTITION
del Garey-Johnson y luego demostrar que el problema 3-PARTITION arriba
definido es equivalente a nuestro problema de Prticién en Trios, PT. Es decir:
ACTRI x 4-PARTITION « 3-PARTITION = PT.

5. Reduccion de ACTRI a 4-PARTITION

Sea (W,X,Y,M) una instancia de ACTRI. Definimos r=32q. Para cada elemento
z € WUX UY que aparezca en N(z) tripletas de M, creamos los elementos
z[1], 2[2],...,2[N(z)]. El elemento z[1] serd la copia real y los restantes serdn
copias ficticias. A los elementos recién creados les asignamos los siguientes
tamafios (donde 1 < i, j,k < ¢ siempre):

s(w;[1]) = 10r* +ir + 1,

s(w;[0]) = 11rt +ir 4+ 1, 2 < ¢ < N(w;),
s(z;[1]) = 10r* + jr? + 2,

s(z;[0) = 110t + jr2 + 2, 2 <l < N(zj),
s(yk[1]) = 10r* + kr3 + 4,

s(yxll]) = 8r* + kr? + 4, 2 <0< N(yx)

Ademsds, para cada tripleta m = (w;,x;,yx) € M se crea un elemento u,, con
tamafio s(uy,) = 10r* — kr3 — jr2 —ir + 8.

Finalmente definimos B = 40r* + 15.

Puede comprobarse inmediatamente que s(um, )+ s(w;[1]) +s(z;[1]) + s(yx[1]) =
B. Asimismo, si se utilizan simultdneamente las tres copias ficticias correspondi-
entes, la suma vuelve a ser exactamente B. También no es complicado observar
que el tamafio de cada elemento estd estrictamente entre B/3 y B/5, y que
la suma de todos los tamanos de los elementos es |M| B, como se requeria.
Ademds, observamos que el tamafio de cada elemento estd acotado superior-
mente por 12r* < 12-8% . |A|* < 26| A4,

Equivalencia a través de la reduccion

Si ACTRI tiene solucién. Sea M’ C M una solucién de ACTRI. Para
cada tripleta m = (w;, z;,yx) € M’ formamos el bloque {u,, w;[1], 2;[1], yx[1]}.
Para las tripletas restantes (es decir, para los u correspondientes a un m €
M — M) utilizamos las copias ficticias correspondientes para formar grupos de
4 elementos.

Todos los bloques obtenidos tienen suma exactamente B, por lo que se obtiene
una particién valida y, por tanto, una solucién de 4-PARTITION.



Si existe una particiéon valida como soluciéon de 4-PARTITION. Ahora
supongamos que se nos da una 4-particion de la forma requerida. Consideremos
cualquier tupla de esta 4-PARTITION. Considerando sucesivamente la suma de
los tamaifios de los elementos médulo 7, 72, 73, r* y r®, mostraremos que este
conjunto de 4 elementos debe contener un elemento correspondiente a cada uno
de los tresconjuntos originales de ACTRI, siendo las tres copias reales o las tres
copias ficticias.

Primero, como r > 4 -8 = 32, sabemos que la suma mddulo r de los tamanos
de los cuatro elementos, que debe ser igual a B (mod r) = 15, es la misma que
la suma de los tamanos de los elementos cuando cada uno se toma maédulo r
de antemano. La tnica manera de que esto sume 15 es que el conjunto de 4
elementos contenga un elemento que corresponda a un miembro de W, uno que
corresponda a un miembro de X, uno que corresponda a un miembro de Y, y
uno que corresponda a un triple de M.

Llamemos w;, ;, Y, & los miembros correspondientes de W, X e Y, y llamemos
m; = (wy,xj,yr) al triple correspondiente de M (el respectivo al u; del con-
junto de 4 elementos que estamos considerando). Entonces la suma de los
tamaiios de los elementos médulo 72 debe ser igual a ((i —i')r + 15)(modr?), y
como (i —i")r + 15 < r?, debemos tener

B (mod r?) =15 — ((i — i')r + 15)

Se sigue de esto que i = i’. De manera similar, como (j — j/)r? + 15 < 73,
debemos tener

B (mod r®) = 15— ((j — j/)r? + 15)

y por tanto j = j/, y como (k — k')r® + 15 < r*, debemos tener

B (mod r*) =15 — ((k — k' )r® + 15)

y por tanto k = k’. Asi, w;,x; y yr son efectivamente los tres miembros del
triple m;, v sabemos que el coeficiente de r* en la suma de los tamaifios de los
elementos es simplemente la suma de los coeficientes individuales de r*. Nuestra
eleccién de estos coeficientes en la construccion garantiza entonces que la tunica
manera de que sumen 40 es que los tres elementos sean todos “reales” o que los
tres sean “ficticios”.

La coleccion total de 3¢ elementos “reales”, uno para cada miembro de WUXUY,
debe estar contenida en g de nuestros 4-conjuntos dados, cada uno de estos 4-
conjuntos consistente en un elemento correspondiente a un triple de M y los
tres elementos “reales” correspondientes a los miembros de ese triple. Esos ¢
triples de M proporcionan la correspondencia deseada.

Complejidad de la reduccion

Por 1ltimo en este paso nos queda comprobar que la reduccion recién hecha estd
en L, es decir, que tiene compplejidad espacio logaritmica.



Sea I=(W,X,Y,M) una instancia de ACTRI.

La construccién de la instancia de 4-PARTITION consiste inicamente en generar
una coleccién de elementos cuyos tamanos vienen dados por expresiones explicitas
en funcién de: (¢, 4, j, k, N(z2).)

Para producir cada elemento de la salida no es necesario almacenar simultaneamente
toda la instancia construida. Basta recorrer secuencialmente la entrada y man-
tener:

e los indices actuales (4, j, k);
e el valor de ¢;
e contadores para las ocurrencias N(z);

e algunas variables auxiliares necesarias para evaluar las expresiones que
definen los tamanos.

Todos estos valores estan acotados por un polinomio en el tamano de la entrada,
por lo que pueden almacenarse utilizando O(log|I|) bits.

Ademis, los tamaifios generados son expresiones del tipo 10r* +4r+1, 10r* —
jr? —ir 4+ 8, donde r = 32¢.

Dichos valores pueden calcularse mediante operaciones aritméticas sobre enteros
de longitud O(log|I]), reutilizando el mismo espacio de trabajo.

Por tanto, la instancia de salida puede generarse secuencialmente utilizando
tnicamente espacio logaritmico.

En consecuencia, la transformacion descrita constituye una reduccién en espacio
logaritmico estando por tanto en L y pudiendo afirmar finalmente que

ACTRI x 4-PARTITION

Por lo tanto, ya hemos demostrado que 4-PARTITION es NP-completo.

6. Reduccién de 4-PARTITION a 3-PARTITION

Sea A = {aj,as,...,a4n}, una cota B, y tamanios de elementos s(a) que sat-
isfacen B/5 < s(a) < B/3 y s(a) < 2'°|A[* una especificacién de cualquier
instancia de 4-PARTITION de este tipo. Nuestra instancia correspondiente de
3-PARTITION tendré 24n? — 3n elementos, uno por cada elemento de A, dos
por cada par de elementos de A, y 8n? — 3n elementos “relleno”.

A cada elemento a; € A le corresponde un elemento “regular” w;, con tamano
definido por

s'(w;)) =4- (5B + s(a;)) + 1.

donde usamos s'(-) para denotar la funcién de tamano en nuestra instancia de 3-
PARTITION. A cada par de elementos a;,a; € A le corresponden dos elementos
“emparejamiento”, u[¢, j] y @i, j], con tamanos definidos por



s'(uli, j]) = 4- (6B = s(a;) — s(a;)) + 2,

§'(uli, j]) =4 - (6B + s(ai) + s(a;)) + 2.

Finalmente, para 1 < k < 8n? — 3n, tenemos un elemento “relleno” uj, con
tamano

s'(uy) = 20B.

La cota B’ para nuestra instancia de 3-PARTITION seré 64B + 4.

Es facil ver que el tamafio de cada elemento estd estrictamente entre B'/4 =
16B+1y B'/2=32B+2, y que la suma de todos los tamanos de los elementos
es igual a (8n? — n)B’. Ademss, como los elementos de A estdn restringidos
a tener tamafos no mayores que 2'|A|*, los tamafos en la instancia de 3-
PARTITION también satisfaran una cota polinémica en términos de |A|, de ahi
en términos del ntimero de elementos en la instancia construida I’, en la longitud
|I'|. Debemos ver ahora la equivalencia a través de esta reduccién entre ambos
problemas, es decir, que existe una 3-PARTITION para la instancia construida
si y solo si existe una 4-PARTITITON para la instancia original.

Equivalencia a través de la reduccion

Si existe una particién valida como soluciéon de 4-PARTITION. Primero,
supongamos que tenemos una instancia de 4-PARTITION. La correspondiente
3-PARTITION se construye asi: dividimos arbitrariamente cada conjunto de la
4-PARTITION {a;,a;,ax,a;} en dos conjuntos de dos elementos, por ejemplo
{ai,a;}y {ax, a;}. Nuestra 3-PARTITION contendrd entonces los dos conjuntos
de 3 elementos {w;, w;,uli, 7]} vy {wk, wy, alk, (]}

Los tamanos de los elementos en cada uno de estas dos tripletas creadas suman
B, ya que s(a;) + s(a;) + s(ax) + s(a;) = B. Haciendo esto para cada uno de
los ¢ conjuntos de la 4-PARTITION de partida, obtenemos 2n 3-conjuntos que
contienen a todos los elementos “reales” y n pares emparejados de elementos
“emparejamiento”. Esto deja 8n? — 3n pares emparejados de elementos “em-
parejamiento” y 8n2 — 3n elementos “relleno”. Como la suma de los tamafios de
dos elementos “emparejamiento” emparejados es 44B +4 = B’ — 20B, cada par
emparejado puede agruparse con uno de los elementos “relleno” para completar
la 3-particién deseada.

Si existe una particién valida como solucién de 3-PARTITION. Ahora
supongamos que se nos da una instancia de 3-PARTITION creada a partir
de la construccién de la reduccién. Considerando los tamanos de los elemen-
tos médulo 4, vemos que ninguna tripleta puede contener un ntimero impar
de elementos “reales” o “regulares”, por lo que una tripleta solo puede con-
tener tres elementos “emparejamiento” y un elemento “relleno” o dos elementos
“reales” y un elemento “relleno”. Se deduce que la 3-PARTITION dada esté



formada por 2n tripletas que contienen dos elementos “reales” y un elemento
“emparejamiento”, y por 8n? — 3n tripletas que contienen dos elementos “em-
parejamiento” y un elemento “relleno”.

Consideremos cualquiera de los segundos 8n? — 3n tipos de tripletas; llamemos
uft, j] (o @[k,l]) a uno de los dos elementos “emparejamiento” de ese conjunto.
Si el otro elemento “emparejamiento” de ese 3-conjunto no es ufi, j| (o ulk,]),
entonces debe tener el mismo tamano que ese elemento emparejado y pueden
intercambiarse para obtener una 3-PARTITION equivalente. Esta operacion
puede repetirse hasta que obtengamos una 3-PARTITION equivalente e igual de
vélida en la que cada elemento “relleno” aparezca junto con un par emparejado
ult, j], @ls, j]. Asi, cualquier elemento “emparejamiento” que aparezca con dos
elementos “reales” en esta 3-PARTITION debe hacerlo de forma que también
ocurra una “correspondencia” en esa tripleta. Esto divide los trios que contienen
elementos “reales” en pares de tripletas.

Como los dos elementos “emparejamiento” de cada par de tripletas estan em-
parejados, sus tamanos suman 44B + 4, y por tanto los tamanos de los cuatro
elementos “reales” deben sumar 845 + 4. Esto implica que los cuatro elementos
correspondientes de A forman un 4-conjunto cuyo tamano es B. Por tanto, esos
n pares de 3-conjuntos proporcionan la 4-PARTITION requerida.

Complejidad de la reduccion

Por 1ltimo en este paso nos queda comprobar que la nueva reduccién recién
hecha también estd en L.

Sea A = {aj,as,...,as4,} una instancia de 4-PARTITION.
La construccion de la instancia correspondiente de 3-PARTITION consiste en
generar:

e un elemento regular w; para cada elemento a;;

e dos elementos de emparejamiento ul[i, j] y @[i, j] para cada par de elemen-
tos a;, ay;

e 8n2 — 3n elementos de relleno.

Para producir cualquiera de estos elementos no es necesario almacenar simultaneamente
toda la instancia construida. Basta recorrer secuencialmente la entrada mante-
niendo:

e los indices actuales i y j;
e ¢l valor de n;
e los tamafos s(a;) y s(a;) de los elementos que intervienen en el célculo;

e algunas variables auxiliares necesarias para efectuar las operaciones ar-
itméticas.



Todos estos valores estan acotados por un polinomio en el tamano de la entrada,
por lo que pueden representarse utilizando tnicamente O(log |I|) bits.
Ademas, los tamanos generados vienen dados por expresiones explicitas:

s'(w;) = 4(5B + s(a;)) + 1,
s'(uli, j]) = 4(6B — s(a;) — s(ay)) + 2,
S (ali 1) = A(5B + s(ar) + s(a) + 2,

s'(uy) = 20B,

las cuales pueden calcularse mediante operaciones aritméticas sobre enteros de
longitud polinémica reutilizando siempre la misma memoria de trabajo.

Por tanto, la instancia de salida puede generarse secuencialmente utilizando
uinicamente espacio logaritmico respecto al tamano de la entrada.

En consecuencia, la transformacion descrita constituye una reduccién en espacio
logaritmico estando por tanto en L y pudiendo afirmar finalmente que

4-PARTITION o 3-PARTITION

Por lo tanto, ya hemos demostrado que 3-PARTITITON es NP-completo.

7. Equivalencia entre 3-PARTITION y PT

Por ultimo nos queda ver que nuestro problema original, PT, es equivalente al
problema 3-PARTITION o que al menos lo es al partir de ACTRI a través de
las 2 reducciones construidas.

Sea (A3, B) una instancia de 3-PARTITION. La transformacién para obtener
una instancia de PT consiste simplemente en conservar el conjunto de elemen-
tos Az pero considerando como el A de PT el conjunto A = {s(a) : a € As}.
Nos surge la pregunta clave: j|A| = |A3|? Pues para que ello pase la funcién s
deberia ser inyectiva pero en la definicién propia del problema 3-PARTITION
aparentemente no lo pide estrictamente. No obstante, si consideramos que real-
mente la isntancia de 3-PARTITION que estamos considerando proviene de
concatenar las dos reducciones previas desde una instancia de ACTRI es facil
ver que por las construcciones que dimos en ambas reducciones en este caso
la funcién s si que es efectivamente inyectiva. Por lo tanto, si que podemos
establecer una biyeccién completa entre A y As.

Asi, supongamos que |Az| =3m y que ) 4. s(a) =mB.



Si existe una solucién de 3-PARTITION, las m tripletas obtenidas suman todas
exactamente B, luego los trios obtenidos a través de la biyeccién entre Az y A
constituyen una solucién de PT.

Reciprocamente, si PT admite una particién en trios de suma comin K, entonces
mK = ZaeA. Tomando Az := A, B := K y como s : A3 — Z* la identidad
en Z restringida a As tengo una solucién de 3-PARTITION puesto que la otra
condicién de este problema impuesta sobre la aplicacién s, la de que % < s(a) <
g, es trivial que se cumple para todos los elementos de una soluciéon de PT pues

de no hacerlo, como todos los trios deben sumar B pues es solucién, entonces

VaeA:aS% = dbec A:b esta en el mismo trio que a y bz%.
Es claro que en esa situacién podemos restarle a b lo que ”le sobra” para no
quedarse por encima de g y sumérselo a a para compensar. Si ain asi sigue
ocurriendo que a < % serd porque el tercer elemento del trio, ¢, le sucede
también ¢ > g y, por tanto, podemos repetir lo hecho antes con b. En esta
situacién seguro que ya los 3 valores del trio deben estar dentro del intervalo
153l

De igual forma se sigue un razonamiento andlogo Va € A : a > g.

Por tanto, es claro que podiamos suponer sin pérdida de generalidad que

B <s(a)<E VaeA

Luego los trios de PT constituyen también una solucién de 3-PARTITION.
Asi, tenemos al fin que 3-PARTITION = PT.

Podemos pasar ya a una recapitulaciéon de todo lo conseguido y obtener la
conclusion final.

7. Conclusion

Valiéndonos de los conocimientos de la asignatura y del libro de referencia de
Garey-Johnson hemos demostrado que:

ACTRI x 4-PARTITION « 3-PARTITION = PT

Asi, como ACTRI es NP-completo y PT pertenece a NP, se concluye que PT es
NP-completo:

Particién en trios es NP-completo.
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