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2 Demostracién de NP-completitud

1. Descripcion del Problema

Describimos a continuacién el problema del Conjunto Dominante (CD):
» Entrada: Un grafo G = (V,E) y K € N con K < |V|.
» Decisién: Determinar si existe V' C V con |V'| < K y tal que:

Vo e VA\V'" Jue V' deforma que (v,u) € EV (u,v) € E

Asi, notaremos por CD(G, K) a una instancia del problema.

2. Demostracion de NP-completitud

2.1. Parte 1l

En primer lugar hemos de probar que CD es un problema de NP. Para ello, el si-
guiente Algoritmo puede implementarse en una Maquina de Turing no Determinista.

Este algoritmo primero construye de forma no determinista y en tiempo O(|V]) el
conjunto V' y luego comprueba que tenga un tamano menor o igual que K. Poste-
riormente comprueba en tiempo O(|V|- K - |E|) que V' sea un conjunto dominante,
para cada vértice v € V:

= bien v € V', en cuyo caso al recorrer los vértices u € V' encontraremos u = v,
de donde encontrado = true y no necesitamos verificar nada mas para este
vértice v.

» bien v € V \ V', en cuyo caso al recorrer v € V' siempre mantendremos
encontrado = false. Al recorrer e € E hay dos posibilidades:

e bien algin ¢ = (u,v) 6 e = (v,u), en cuyo caso se pondra en algin
momento conectado = true.

e bien se mantendrd conectado = false, pues no encontraremos una arista
de dicha forma, de donde el algoritmo terminara y dira NO.

Asi, hemos visto que el algoritmo es correcto. Ademads, sea n la longitud total de
la entrada al algoritmo, CD exige que K < |V|] y tendremos que |V, |E| < n, de
donde el algoritmo tiene orden temporal O(n?), por lo que el problema es NP.
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Algoritmo 1

Entrada: La codificacién de un grafo G = (V, E) y un nimero K < |V| en
binario.

Vi ={}
Para cada vértice v € V hacer
Elegir de forma no determinista si incluir v en V.
Fin Para
Si tamano(V’) > K entonces Terminar algoritmo y decir “NO”.

Para cada vértice v € V hacer
encontrado = false
conectado = false

Para cada vértice u € V' y mientras encontrado = false hacer
Si v = u entonces encontrado = true
En otro caso
Para cada arista e € E hacer
Sie = (u,v) 6 e = (v,u) entonces conectado = true
Fin Para
Fin Si
Fin Para

Si no encontrado entonces //ve V\V’

Si no conectado entonces Terminar algoritmo y decir “NO”.
Fin Si
Fin Para

Terminar algoritmo y decir *SI".
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2.2. Parte 2

Ahora hemos de ver que un problema NP-completo se reduce a CD(G, K) . En
vista de la formulacion del problema, pensamos que el problema del Cubrimiento
por Vértices (CV) es el apropiado, pues son muy similares:

» Entrada: Un grafo G = (V,E)y J € Ncon J < |V].
» Decisién: Determinar si existe V' C V con |V'| < J y tal que:

V(u,v) e E ueV'voeV’

2.2.1. Ideas de la demostracién

Asi, queremos demostrar la reducciéon CV(G, J) o« CD(G, K) . Pensando sobre como
relacionar los dos problemas, intuitivamente podemos decir que:

» Un conjunto dominante es un subconjunto de los vértices (a los que llamaremos
dominantes) que “dominan” a todos los vértices del grafo.
Entendiendo que un vértice dominado es un vértice que bien es dominante o
bien es adyacente a uno dominante.

= Un cubrimiento por vértices es un subconjunto de los vértices que “dominan”
todas las aristas.
Aqui entendemos que dominar una arista significa que todas las aristas cuentan

con un vértice de este subconjunto especial.

Podemos estar tentados a pensar que en un grafo G = (V, E) “todo CD es un CV” y
de ahi decir que la reduccién CV(G, J) o« CD(G, K) es trivial, pero esta implicacién

es falsa, pues en el grafo:

El conjunto {v;} es un CD pero no es un CV, pues la arista (vy,v3) € E no estd
dominada.

Por otra parte, jtodo CV es un CD?

Proposicién 2.1. Sea G = (V| E) un grafo sin vértices aislados, si V' CV es un
CV entonces V' es un CD.

Demostracion. Sea v € V \ V', como v es un vértice de G y G no tiene vértices
aislados, entonces debe existir e € E de forma que e conecte v con otro vértice
u € V. Como V' es un CV debemos tener que u € V', H
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La hipotesis extra de que G sea un grafo sin vértices aislados se debe a que en un
grafo cualquiera GG debemos asegurarnos de que un CV V' contiene todos los vértices
aislados para poder asegurar que es un CD.

Ejemplo. En el siguiente grafo tenemos que {v5} es un CV pero no un CD, puesto
que no domina al vértice v;. Para transformar este CV en un CD debemos incluir

el vértice vy: {vy,v9} s es un CD.

La Proposicién 2.1 nos ayuda bastante a la hora de probar que CD(G, K) es un
problema NP-completo, pues buscamos un algoritmo ALG(G, J) € L de modo que:

Si=CV(G,J) <= Si=CDALG(G,J))
Con ayuda de la Proposicion tenemos que si G no tiene vértices aislados entonces:
Si=CV(G,J) = Si=0CD(G,))

Asi, basta buscar una estrategia (modificaciones espacio-logaritmicas sobre Gy J)
para ver que si NO = CV(G, J) entonces NO = CD(G’, J'), sin perder la propiedad
superior.

Asi, si NO = CV(G, J) entonces no existe un recubrimiento por vértices de G de
menos de J vértices, es decir:

VWCV o V| <J F(u,v) €E con u,vgV’

Bajo estas hipétesis, ;como aseguramos que G’ no tenga un CD? Si a cada arista
(u,v) € E anadimos un nuevo vértice que solo se conecte con u y v, y mantenemos

J = J:

Como siempre tendremos la existencia de una arista que no sea dominada al no
existir un CV, al anadir este nuevo nodo parece que es méas dificil dominar todos
los nodos. Ademsés, si SI = CV(G, J) , entonces en cada (u,v) € E tendremos que
bien u € V' o bien v € V', por lo que al anadir los vértices [u,v] y si G no tiene
vértices aislados tendremos que V' serd también un CD, por la Proposicién 2.1 y
por dominar ahora a [u,v] gracias a su vecindad con u y v.
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2.2.2. Demostracion

Motivados todos los pasos que haremos, procedemos con la demostracion rigurosa.
Proponemos el algoritmo ALG(G, J) , que dados un grafo G = (V, E) y J € N con
J < |V| da como salida un nuevo grafo G’ y K de modo que:

s (¢ es el grafo obtenido tras aplicar al grafo G:

e Eliminar todos los vértices aislados de G.
e Para cada arista (u,v) € E, anadir el nuevo nodo [u,v] y las aristas
([u,v],w) y ([u,v],v).

n K =J.

Algoritmo 2

Entrada: La codificacién de un grafo G = (V, E') y un nimero J < |V en binario.
Salida: Se escribe en la cinta de salida un grafo G’ y un nimero K en binario.

Para cada v € V hacer
Guardar el indice de la casilla donde empieza v en binario: 4,.
aislado = true

Para cada (u,w) € F y mientras aislado = true hacer
Guardar el indice de la casilla donde empieza (u,w) en binario: icpiq-
Siv=udv=wentonces aislado = false

Fin Para

Si aislado = false entonces
Escribir v en la cinta de salida.
Fin Si
Fin Para

Para cada (u,v) € E hacer
Guardar en i, €l indice donde empieza (u,v) en binario.
Escribir [u, v] en la cinta de salida como un vértice de G'.
Fin Para

Para cada (u,v) € E hacer
Guardar en iy, €l Indice donde empieza (u,v) en binario.
Escribir (u,v) en la cinta de salida como una arista de G'.
Escribir ([u, v],u) en la cinta de salida como una arista de G’.
Escribir ([u,v],v) en la cinta de salida como una arista de G.
Fin Para

Guardar en i.gpq €l indice donde empieza J.
Copiar J en la cinta de salida como K.
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El espacio empleado en ALG(G, J) es constante, salvo el empleado para almacenar
los indices 4, € teopiq- Estos son indices que referencian en binario posiciones a lo

largo de la cinta de entrada, por lo que ocupan un espacio logaritmico. Asi, tenemos
que ALG(G, J) € L.

Ahora, hemos de comprobar que:
CV(G, J) = CD(ALG(G, J)) V grafo G = (V, E), VJ <|V]|

Para ello, sea G = (V, E) un grafo y J € N con J < |V, distinguimos casos:

Si CV(G, J) = si
En este caso tenemos que 3V C V con |V| < J de forma que:

V(u,v) e E weVVuvey
Sea V el conjunto de todos los vértices aislados de V:
V={weV:fecE,ucVcone=(uv)Ve=(v,u)}

Por la definicién de cubrimiento por vértices vemos que V' =V \ V seguird siendo
un CV de G con |V'| < |V| < J, y también lo serd del grafo (V' \ V, E), que no tie-
ne vértices aislados, por lo que V' es un CD de este grafo gracias a la Proposicién 2.1.

Sea ahora (G',K) = ALG(G,J), vemos que (V \ V,E) es un subgrafo del grafo
G' = (V', E'), por lo que para que V' sea un CD de G’ basta ver que los vértices de
la forma [u,v] estdn dominados por V'.

Para ello, si [u,v] € V' debe existir por su construccién (u,v) € E, y como V' es CV
de GG debemos tener:

» bien v € V', con lo que [u,v] queda dominado por u al tener ([u,v],u) € E'.
= bien v € V', con lo que [u, v] queda dominado por v al tener ([u,v],u) € E'.

Asi, acabamos de probar que V' es un CD de G’ con |V'| < J = K, con lo que
podemos afirmar que:

S = CD(@, K) = CD(ALG(G, J))

Si CV(G, J) = NO
Tenemos que AV C V con |V| < J de forma que:

V(u,v) e E weVVuvey
Es decir, VV C V con |V| < J se tiene que:
(u,v) € E u,v e V\V

Sea (G', K) = ALG(G, J), tenemos G' = (V' E’). Por reduccién al absurdo, supon-
gamos que:

W' CV' con |V|<JCDded

7



2 Demostracién de NP-completitud

Podemos considerar ahora:
V=V\{lu,v] €V’ :(u,v) €eE} TV

con |V| < |V'| < J, por lo que por hipétesis (no existe CV de () sabemos que
I(u,v) € E con u,v € V\ V. Ademés, por ser £ un conjunto finito, debe existir una
cantidad finita de dichos arcos, B € N, que podemos agrupar en el conjunto:

A={(u,v) € E:u,veV\V}

De u,v € V \ V deducimos que u,v ¢ V'. Ahora, como V' es un CD de G’ y
los vértices adyacentes a [u,v] € V' solo son u y v deducimos que debemos tener
[u,v] € V'. De esta forma, en realidad tenfamos que |V| < J — 1 (pues V no puede
contener a [u,v]). Este mismo razonamiento podemos repetirlo para cada elemento
de A, obteniendo asi que en realidad:

V|<J-B
Ahora, definimos:
V=VYU{ueV:IveV con (uv)eA} CV
Observemos que Vesun CV de G, ya que si (u,v) € E tenemos dos opciones:
» Bienu eV éveV, porlo que (u,v) queda dominada por V.

» Bien u,v € V '\ V, pero entonces tenemos que (u,v) € A, de donde u € V por
definicion.

Pero también de |V| < J — By de |A| = B deducimos que |V| < J, hemos llegado
a una contradiccién, pues G no podia tener ningin CV de menos de J vértices.
Acabamos de probar que:

V' C V' con V| <JCDde

Es decir, que:

NO = CD(G’, K) = CD(ALG(G, J) )

Asi, acabamos de probar que:

CV(G,J) x CD(G, K)

Por lo que CD(G, K) es NP-completo, ya que CV(G, J) es NP-Completo.
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