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Ejercicio 8. Demostrar que el problema de la parada, determinar el conjunto de
parejas (M, w) tales que la MT M para cuando tiene a w como entrada, es semide-
cidible pero no decidible.

Ejercicio 9. (MANUAL) Demostrar que determinar si una MT acepta al menos
un palindromo no es decidible pero si semidecidible.

Ejercicio 10. Supongamos que tenemos MT con dos tipos de estados: campana y
silbato. Determinar que saber si una MT entrard alguna vez en un estado silbato es
indecidible. ; Es semidecidible?

Ejercicio 11. (MANUAL) Demostrar que es indecidible (no recursivo) saber si una
MT termina escribiendo un 1 cuando comienza con una cinta completamente en
blanco.

Ejercicio 12. Determinar si los siguientes problemas son decidibles, semidecidibles
o no semidecidibles:

a) Determinar si el lenguaje de una M'T contiene, al menos, dos palabras distintas.

c¢) (MANUAL) Determinar si el lenguaje reconocido por una MT es infinito.

)
b) Determinar si el lenguaje reconocido por una MT es finito.
)
d)

Determinar si el lenguaje de una MT es independiente del contexto.

Ejercicio 13. Sea L el lenguaje formado por pares de cddigos de MT mas un entero
(My, My, k) tales que L(M;)N L(Ms) contiene, al menos, k palabras. Demostrar que
L es semidecidible pero no decidible.

Ejercicio 14. Demostrar que los siguientes lenguajes son recursivos:

a) El conjunto de las MT M tales que al comenzar con la cinta en blanco, en
algin momento escribirdn un simbolo no blanco en la cinta.

b) El conjunto de las MT que nunca se mueven a la izquierda.

c¢) El conjunto de los pares (M, w) tales que M, al actuar sobre la entrada w,
nunca lee una casilla de la cinta mas de una vez.

Ejercicio 15. Indicar si los siguientes problemas son decidibles, semidecidibles o no
semidecidibles:

a) (MANUAL) Determinar si una MT se para para cualquier entrada.

¢) Determinar si una MT se para, al menos, para una entrada.

d

b) Determinar si una MT no se para para ninguna entrada.
) Determinar si una MT no se para, al menos, para una entrada.
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Ejercicio 16. Supongamos que tenemos 4 lenguajes L, Lo, L3, L4 de tal manera
que existe una reduccién de Ly a Lo, de Ly a L3y y de Ly a Ls. Para cada una de las
siguientes afirmaciones, indicar si para todos los casos son CIERTAS, para todos los
casos son FALSAS o si son POSIBLES (en algunos casos son ciertas y, en otros, son
falsas).

a) Lj es recursivamente enumerable pero no recursivo, y Ls es recursivo.
b) L; no es recursivo y Ly no es recursivamente enumerable.

¢) El complementario de L; no es recursivamente enumerable, pero el comple-
mentario de Lo es recursivamente enumerable.

d) El complementario de Ly no es recursivo, pero el complementario de L3 es
recursivo.

e) Si L; es recursivo, entonces el complementario de Lo es recursivo.
f) Si Lg es recursivo, entonces el complementario de Ly es recursivo.

g) Si L3 es recursivamente enumerable, entonces la unién de Ly y Ly es recursi-
vamente enumerable.

h) Si L3 es recursivamente enumerable, entonces la inteseccién de Ly y Ly es
recursivamente enumerable.

Ejercicio 17. Sea el problema de determinar si una maquina de Turing acepta a
lo més 100 palabras. Determinar si es decidible, semidecidible o no semidecidible.
Justificar la respuesta.

Ejercicio 18. Determinar cuales de los siguientes problemas son decidibles, semi-
decidibles o no semidecidibles:

a) Saber si una MT para una entrada 0011 no va a usar méas de 10 casillas de la
cinta.

b) Dadas dos MT saber si aceptan el mismo lenguaje

Ejercicio 19. Determinar cuales de los siguientes problemas son decidibles, semi-
decidibles o no semidecidibles:

a) Dada una MT M y una palabra u, saber si la MT acepta la palabra u en un
nimero de pasos menor o igual a |u].

b) Dada una MT determinar si no acepta la palabra vacia.



Modelos Avanzados de Computacion. Relacién 2

Ejercicio 20. Determinar cuales de los siguientes problemas son decidibles, semi-
decidibles o no semidecidibles (se supone que las MTs tienen a {0, 1} como alfabeto
de entrada):

a) Dadas dos maquinas de Turing, M; y M,, determinar si existe, al menos, una
palabra aceptada simultdaneamente por ambas maquinas.

b) (MANUAL) Dada una MT, determinar si para toda palabra de entrada no
realiza mas de 5 movimientos.

¢) Determinar si una MT no es determinista.

d) (MANUAL) Dada una MT, determinar si ninguna de las palabras que acepta
es un palindromo.

Justifica las respuestas.

Ejercicio 21. Se considera el siguiente problema: dadas dos méquinas de Turing,
determinar si aceptan el mismo lenguaje. Razonar si este problema es decidible,
semidecidible o no semidecidible.

Ejercicio 22. Determinar, justificando las respuestas, cudles de los siguientes pro-
blemas son decidibles, semidecidibles o no semidecidibles:

a) Dada una maquina de Turing y una palabra de entrada determinar si visita
menos de 10 casillas distintas de la cinta de lectura.

b) Dadas dos Maquinas de Turing, determinar si el conjunto de las palabras
aceptadas a la vez por ambas maquinas de Turing es finito.

Ejercicio 23. Indica cuales de los siguientes problemas son decidibles, semidecidi-
bles o no semidecidibles:

a) Determinar si el lenguaje aceptado por una MT es regular.

b) Dadas dos MTs determinar si hay una palabra que es aceptada por las dos
MT y ademés es un palindromo.

Ejercicio 24. Indica cuales de los siguientes problemas son decidibles, semidecidi-
bles o no semidecidibles:

a) Dada una MT determinar si todos sus estados son accesibles (se puede llegar
a ellos para un calculo para alguna entrada).

b) Dada una MT determinar si su nimero de estados es menor o igual a 5.

Ejercicio 25. Demuestra que el Problema de la Correspondencia de Post con un
alfabeto A que tiene un sélo elemento es decidible.
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Ejercicio 8. Demostrar que el problema de la parada, determinar el conjunto de
parejas (M, w) tales que la MT M para cuando tiene a w como entrada, es semide-
cidible pero no decidible.

Definimos PARADA (M, w) = {(M,w) : M para con entrada w}. Para ver que
es semidecidible, la idea es construir un simulador de MT M,,, que lea la codificacién
(M, w), simule la MT M sobre la entrada w y si en algiin momento de la simulacién
M para, M, acepta, de manera que M, acepte exactamente las entradas (M, w) tal
que M para con w.

Algoritmo 1 Méquina de Turing M,

Entrada: Una palabra v € {0,1}*

Comprobar si v es de la forma (M, w)

Si v no es una codificaciéon vélida entonces
Rechazar

Fin Si

Simular paso a paso la ejecuciéon de M sobre la entrada w

Si en algiin momento la simulaciéon de M para entonces
Aceptar

Fin Si

Esta MT M, acepta exactamente los casos positivos de las palabras del lenguaje
L,, asociado:

» Si (M,w) € PARADA, la simulacién de M sobre w termina en un nitmero
finito de pasos, y M, aceptara.

» Si (M, w) ¢ PARADA, entonces M cicla indefinidamente sobre w, y la simu-
lacién hace continta también indefinidamente, por tanto M, no aceptara.

Por lo tanto, PARADA es semidecidible.

Para ver que no es decidible, la idea sera hacer una reducciéon de universal a pa-
rada, que sabemos que es semidecidible, pero no decidible por teoria. Consideramos
los problemas:

P1 = UNIVERSAL : dada una MT M y una palabra w, determinar si M acepta w
P2 = PARADA : dada una MT N y una palabra u, determinar si N para con u
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Construimos un algoritmo F' que transforma cada instancia (M, w) de UNIVER-
SAL en una instancia (N,w) de PARADA, donde N = F(M) es la MT siguiente:

Algoritmo 2 Maquina de Turing N = F'(M)
Entrada: Una palabra u € {0,1}*
1: Simular la ejecucion de M sobre la entrada u

2: Si M acepta u, entonces N para
3: En otro caso, N no para (cicla).

Esta construccion es algoritmica, ya que a partir de M puede construirse una MT
N que simule a M sobre su misma entrada u y que solo pare cuando la simulacién
llegue a aceptacion.

Veamos la equivalencia:

» Si (M,w) es un caso positivo de UNIVERSAL, es decir, si M acepta w, en-
tonces al ejecutar N sobre w la simulacion llega a aceptacion y N para. Por

tanto, (IV,w) € PARADA.

» Si (M,w) es un caso negativo de UNIVERSAL, es decir, si M no acepta w,
entonces la maquina N, sobre w, no para. Por tanto, (N, w) ¢ PARADA. Asi

(M, w) € UNIVERSAL <= (N,w) € PARADA

Por tanto, tenemos que UNIVERSAL(M,w) o« PARADA(N,w). Si PARADA
fuera decidible, tendriamos que UNIVERSAL también lo seria porque UNIVERSAL

se reduce a PARADA. Sin embargo, sabemos que esto no es cierto, por lo que
PARADA no es decidible.
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Ejercicio 9. (MANUAL) Demostrar que determinar si una MT acepta al menos
un palindromo no es decidible pero si semidecidible.

Dada una MT M, definimos PAL(M) = {(M) : 3w € {0, 1}* palindromo tal que M acepta w}.

Para la no decidibilidad, vemos que la propiedad “aceptar al menos un palindro-
mo” depende solo del lenguaje aceptado por la maquina, L(M ), y no de la maquina
concreta, es decir, es una propiedad de los lenguajes r.e.. Ademas, es una propiedad
no trivial, ya que el lenguaje {11} la cumple, pero {10} no. Asi, por el Teorema de
Rice, PAL no es decidible.

Para la semidecidibilidad, consideramos una MTND Mp,; que funciona como
sigue:

Algoritmo 3 MTND Mpay,

Entrada: Una codificaciéon (M) de una MT M

Selecciona de forma no determinista una palabra w € {0, 1}*.
Comprueba si w es un palindromo.

Si w es palindromo, simula M con entrada w

Si M acepta w, entonces Mp,y, acepta.

Tenemos entonces que, si M acepta al menos un palindromo wy, existe una rama
de computo de Mpay, que precisamente toma wy, comprueba que es palindromo y
acepta. Sin embargo, si M no acepta ningiin palindromo, entonces ninguna rama
puede aceptar. Por lo tanto, Mp4y, acepta exactamente las codificaciones (M) tales
que M acepta al menos un palindromo, de donde PAL(M) es semidecidible.

10
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Ejercicio 10. Supongamos que tenemos MT con dos tipos de estados: campana y

silbato. Determinar que saber si una MT entrard alguna vez en un estado silbato es
indecidible. ; Es semidecidible?

Definimos
SILBATO(M) = {(M) : Jw € {0,1}" : M entra alguna vez en un estado silbato con entrada w}

Para ver que no es decidible, dada una MT M, como la propiedad “entrar en un
estado silbato” no es una propiedad del lenguaje L(M), tampoco es una propiedad
de los lenguajes r.e., y no puede aplicarse el Teorema de Rice.

Haremos entonces una reduccion desde un problema no decidible de tal manera
que sea sencilla. Por ejemplo, PARADA. Consideramos entonces el problema

PARADA (M, w) = {{(M,w) : M para con entrada w}

Vamos a construir un proceso algoritmico F' para pasar de una instancia de PA-
RADA a una instancia de STL. Sea (M, w) una instancia de PARADA, construimos
las siguiente méquina de Turing F'(M,w) (que es una instancia de SIL)

Algoritmo 4 MT F (M, w)

Entrada: v € {0,1}*
Borramos v de la cinta.
Copiamos (M)111w en la cinta.
Simulamos M con entrada w.
Si M para entonces
F(M,w) entra en un estado silbato.
Si M no para entonces
F(M,w) cicla y nunca entra en un estado silbato.

Vemos que la maquina F'(M,w) se construye de tal manera que todos los esta-
dos usados para las tareas previas a que M termine sean de tipo campana. Si M
termina, entonces anadimos un nuevo estado especial q,, de tipo silbato, al que se
llega dnicamente cuando la simulacién termina. Por lo tanto

(M,w) € PARADA <= (F(M,w)) € SILBATO
Puesto que:
1. Si M para con w (caso positivo de PARADA), entonces F'(M,w) termina la
simulacién y entra en ¢4 (caso positivo de SILBATO).
2. Si M no para con w (caso negativo de PARADA), entonces F(M,w) ciclara
y nunca entrard en estado silbato (caso negativo de SILBATO).

Por lo tanto, PARADA o SILBATO. Si SILBATO fuera decidible, también lo
seria PARADA, cosa que seria una contradiccion. Asi, SILBATO no es decidible.

La semidecidibilidad puede comprobarse con una MTND que seleccione de forma
no determinista una entrada u y simule M con dicha entrada y acepte en caso de
que durante la simulacién M entre en un estado silbato. Mas en detalle:

11
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Algoritmo 5 MTND Mg .10

Entrada: Una codificacion (M) de una MT M

Selecciona de forma no determinista una palabra u € {0, 1}*.

Simulamos M con entrada wu.

Si en algin momento de la simulacién M entra en un estado silbato, entonces
MsrLparo acepta.

Ejercicio 11. (MANUAL) Demostrar que es indecidible (no recursivo) saber si una
MT termina escribiendo un 1 cuando comienza con una cinta completamente en
blanco.

Hecho en el manual. Para la no decidiblidad hay que hacer una reduccién desde
UNIVERSAL al problema, y para la semidecidibilidad basta ejecutar un bucle ¢ =
1,...,00 tal que se simule la MT con entrada € en ¢ pasos, y si en alguno de esos i
pasos escribe un 1 acepta la entrada.

12
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Ejercicio 12. Determinar si los siguientes problemas son decidibles, semidecidibles
o no semidecidibles:

a) Determinar si el lenguaje de una MT contiene, al menos, dos palabras distintas.

Definimos DOSPal(M) = {(M) : Ju,v € L(M) con u # v}. Vemos que no es
decidible, ya que la propiedad “L(M) contiene al menos dos palabras distin-
tas” depende solo del lenguaje L(M), no de la MT M concreta, luego es una
propiedad de los lenguajes r.e.. Ademas, es no trivial, ya que {0} no cumple la
propiedad, pero {0, 1} si la cumple. Por el Teorema de Rice, DOSPal(M) es no
decidible. Veamos que es semidecidible. Para ello, consideramos una MTND
Mpospa que funciona como sigue:

Algoritmo 6 MTND Mpospar,

Entrada: Una codificacién (M) de una MT M

Selecciona de forma no determinista dos palabras u,v € {0, 1}*.
Si u = v, entonces Mpospa rechaza.

Simulamos M con entrada u y con entrada v.

Si ambas simulaciones aceptan, entonces Mpospa acepta.

Tenemos entonces que, si M acepta al menos dos palabras distintas ug, v,
existe una rama de computo de Mpospa que precisamente toma ug y vg, simula
M (ug) y M(vg), y como ambas aceptan, esa rama acepta. Sin embargo, si M
no acepta dos palabras distintas, entonces para cualquier par distinto (u,v), al
menos una de las dos simulaciones no aceptara y consecuentemente esa rama
no aceptara. Por lo tanto, Mpogspa acepta exactamente las codificaciones (M)
tales que M acepta al menos dos palabras distintas, de donde DOSPal(M) es
semidecidible.

13
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b)

Determinar si el lenguaje reconocido por una MT es finito.

Definimos FINITO(M) = {(M) : L(M) es finito}. Vemos que no es decidible,
ya que la propiedad “L(M) es finito” depende solo del lenguaje L(M), no de
la MT M concreta, luego es una propiedad de los lenguajes r.e.. Ademas, es
no trivial, ya que cumple la propiedad (una MT sin estado final), pero {0, 1}*
no la cumple (una MT con el estado inicial también final que acepte todas las
palabras). Por el Teorema de Rice, FINITO(M) es no decidible.

Para lo no semidecidibilidad se puede hacer una reduccién desde
DIAGONAL(M) = {(M) : M no acepta (M)}

(que sabemos por teoria que no es semidecidible), igual que en el apartado c),
pero permutando los casos en que se rechaza por lo que se acepta. El proceso
algoritmico F' pasard de una instancia de DIAGONAL a una instancia de
FINITO. Sea entonces M una instancia de DIAGONAL, y construimos la
siguiente maquina de Turing F'(M):

Algoritmo 7 MT F(M)

Entrada: Una palabra v € {0,1}*.

Si v no es de la forma 0" con n > 0 entonces
F(M) rechaza.
Si v = 0" para cierto n > 0 entonces
Simulamos M con entrada (M) durante n pasos.
Si M acepta (M) entonces
F(M) acepta.
Si no entonces

F(M) rechaza.

c)

(MANUAL) Determinar si el lenguaje reconocido por una MT es infinito.

Hecho en el manual.

Determinar si el lenguaje de una MT es independiente del contexto.

Definimos INDCONT (M) = {(M) : L(M) es independiente del contexto}. Al
menos es no decidible por el Teorema de Rice, ya que, para una MT M,
la propiedad “ser L(M) independiente del contexto” es una propiedad que
depende solo de L(M), no de M, luego es una propiedad no trivial de los
lenguajes r.e. (no trivial porque sabemos que existe una MT M tal que L(M)
es independiente del contexto y M, tal que L(M;) no es independiente del
contexto (por Modelos de Computacién)). De hecho, podemos ver que es no
semidecidible por medio de una reduccion desde

DIAGONAL(M) = {(M) : M no acepta (M)}

14
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Sea M" una MT fija tal que
L(M") = {0"1"0" : n > 0},

que no es un lenguaje independiente del contexto (puede comprobarse con el
Lema de bombeo). Dada una MT M, construimos una MT M’ con el siguiente
comportamiento:

Algoritmo 8 MT M’

Entrada: Una palabra z € {0, 1}*
Simulamos M con entrada (M).
Si M acepta (M) entonces
Simulamos M" con entrada x.
Si M" acepta x entonces
M’ acepta.
Si no
M’ rechaza.
Fin Si
Fin Si

Tenemos entonces que:

e Si (M) € DIAGONAL, entonces M no acepta (M). Por tanto, al simular
M con entrada (M), pueden pasar dos cosas: o bien M rechaza, o bien
M cicla. En ambos casos, M’ no acepta ninguna palabra. Luego

L(M') = 0.
Como () es independiente del contexto, se tiene que

(M) € INDCONT.

e Si (M) ¢ DIAGONAL, entonces M acepta (M). Por construccién, en ese
caso M' pasa a comportarse como M” sobre su entrada x. Por tanto,

L(M')y=L(M")={0"1"0": n > 0}.
Como este lenguaje no es independiente del contexto, se tiene que

(M) ¢ INDCONT.

Asi,
(M) € DIAGONAL <= (M’) € INDCONT.

Por tanto,

DIAGONAL oc INDCONT.
Como DIAGONAL es no semidecidible, INDCONT es no semidecidible.

15
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Ejercicio 13. Sea L el lenguaje formado por pares de cédigos de MT mas un entero
(My, My, k) tales que L(M;)N L(M,) contiene, al menos, k palabras. Demostrar que
L es semidecidible pero no decidible.

Vemos que
L = {(My, My, k) : |L(My) N L(My)| > k}

Para ver que es semidecidible, construimos la siguiente MT N D:

Algoritmo 9 MTND M,

Entrada: Una codificacion (M;, My, k), donde My y My son MT y k € Z.
Si k = 0 entonces

M, acepta.
Fin Si
Selecciona de forma no determinista k palabras uy, ..., u; € {0, 1}*.
Sidi,je{l,...,k}:i#j A u; =u; entonces

M7, rechaza.
Fin Si
Para:=1,...,k hacer

Simulamos M, con entrada u;.

Simulamos M, con entrada u;.

Si alguna de las dos simulaciones rechaza entonces

M7, rechaza.

Fin Si
Fin Para
Si todas las simulaciones aceptan entonces

M, acepta.
Fin Si

Vemos que funciona, ya que (M, My, k) € L siy solo si existen k palabras dis-
tintas wg, ..., uy tales que u; € L(My) N L(My) Vi =1,... k. Por lo tanto, M,
semidecide L, luego L es semidecidible.

Para ver que L es no decidible, hacemos una reduccién desde
C-VACIO(M) = {(M) : L(M) # 0}

que sabemos que no es decidible por teoria.

Dada una MT M, construimos la instancia (M,U, 1), con U es una MT que
acepta todas las palabras, es decir, L(U) = {0, 1}* (por ejemplo, U tiene el estado
inicial también final). Entonces

(M,U,1) € L <= |[LIM)NLWU)| >1 < L(M)#0

donde en la dltima equivalencia se ha usado que L(M)NL(U) = L(M), y |L(M)| >
1 <= L(M) # (. Tenemos entonces que

M € C-VACIO <= (M,U,1) € L

Asi, C-VACIO o« L, y si L fuera decidible también lo seria C-VACIO, cosa que es
falsa, luego L no es decidible.

16
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Ejercicio 14. Demostrar que los siguientes lenguajes son recursivos:

a) El conjunto de las MT M tales que al comenzar con la cinta en blanco, en
algin momento escribirdn un simbolo no blanco en la cinta.

Sea

L, ={(M) : M empezando con la cinta en blanco escribe alguna vez un simbolo distinto de #}

Teniendo en cuenta que, si la cinta comienza entera en blanco (entonces M
se ejecuta sobre la palabra vacia), seguird estdndolo mientras no se escriba
ningiin simbolo no blanco. Por tanto, en cada paso M lee siempre #. El com-
portamiento de M se puede determinar entonces por transiciones de la forma
d(g, #). Como una MT tiene un conjunto finito de estados y transiciones de la
forma d(q,b) = (p,c, M), con M € {I,S, D}, puede decidirse algoritmicamente
en una cantidad finita de pasos, y por tanto en tiempo finito.

Algoritmo 10 MT M,

Entrada: Una codificaciéon (M) de una MT M
q < 9o
V0
Mientras ¢ ¢ V hacer
Anadir g a V'
Si §(q, #) no esta definida entonces
Rechazar
Fin Si
Sea 6(q, #) = (p,c,m)
Si ¢ # # entonces
Aceptar
Fin Si
q<p
Fin Mientras
Rechazar

Si aparece una transicion que escribe un simbolo ¢ # #, M escribe un simbo-
lo no blanco, luego aceptamos. En otro caso, la maquina nunca escribird un
simbolo no blanco. Como los estados son finitos, el algoritmo siempre termina,
y decide correctamente.
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b) El conjunto de las MT que nunca se mueven a la izquierda.

Sea
Ly, = {{(M) : M nunca se mueve a la izquierda}

Para ver que es decidible, basta con buscar si hay alguna transiciéon con mo-
vimiento I que pueda ejecutarse. Como antes de la primera vez la méquina
se mueve a la izquierda, todos los movimientos son estaticos o a la derecha,
la maquina nunca vuelve a leer una casilla anterior. Por tanto, antes de ese
posible primer movimiento a la izquierda, lo iinico que puede leer es, o bien,
simbolos de la entrada, o bien, si los lee todos, blancos #.

Asi, podemos construir un grafo finito de configuraciones resumidas, con triple-
tas (¢, t,b), con g € @ el estado actual, t € {entrada, blancos} que indica si ain
estamos leyendo parte de la entrada, o ya hemos terminado con la entrada y
hemos llegado a blanco, y b € B que indica el simbolo leido en la casilla actual.

Algoritmo 11 Decisor para L,

Entrada: Una codificacion (M) de una MT M.
Construimos un grafo finito cuyos nodos son ternas (g, t,b).
Los nodos iniciales son (qo, entrada, a), para cada a € A, y (qo, blancos, #).
Para cada nodo (g, t,b) hacer
Si d(q,b) = (p, ¢, I) entonces
Marcamos (g, t,b) con (*).
Si no, si §(¢,b) = (p, ¢, S) entonces
Anadimos una arista dirigida de (q,t,b) a (p,t,c).
Si no, si §(q,b) = (p, ¢, D) entonces
Si t = entrada entonces
Anadimos aristas dirigidas a (p, entrada, a), para cada a € A.
Fin Si
Anadimos una arista dirigida a (p, blancos, #).
Fin Si
Fin Para
Si algiin nodo marcado con (*) es alcanzable desde algiin nodo inicial, rechazar.
En caso contrario, aceptar.

Veamos que decide correctamente L;. Si algiin nodo marcado es alcanzable,
entonces existe una entrada y una ejecucién de M que llega a una configura-
cion en la que se ejecuta una transicién con movimiento /. Por tanto, M si se
mueve a la izquierda, y debemos rechazar (M).

Reciprocamente, si ningiin marcado es alcanzable, entonces ninguna transicién
con movimiento I puede ejecutarse antes del primer movimiento a la izquierda.
Pero todo movimiento a la izquierda tendria que ser precisamente el primero
en algin instante. Por tanto, M nunca se mueve a la izquierda en ninguna
ejecucién, y debemos aceptar (M).
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c¢) El conjunto de los pares (M, w) tales que M, al actuar sobre la entrada w,
nunca lee una casilla de la cinta méas de una vez.

Sea

L. = {(M,w) : M actuando sobre w nunca lee una casilla de la cinta més de una vez}

Como estamos hablando de “una’” cinta, si el cabezal de dicha cinta cambia de
sentido (iba hacia la derecha, y vuelve a la izquierda, o iba hacia la izquierda
y vuelve a la derecha), necesariamente vuelve a una casilla ya leida.

Por tanto, mientras no se repita ninguna caislla, el movimiento tiene que ser
siempre el mismo, o hacia la derecha, o hacia la izquierda (tampoco puede
pararse).

Algoritmo 12 MT M,

Entrada: Una codificacion (M, w)
Simulamos M sobre w.
Guardamos la posicién actual del cabezal y el conjunto de casillas ya leidas.
También guardamos la direccién del primer movimiento, si ya se ha producido.
Mientras la simulacion no haya terminado hacer
Si la casilla actual ya habia sido leida entonces
Rechazar
Fin Si
Marcamos la casilla actual como leida.
Si M se para entonces
Aceptar
Fin Si
Ejecutamos un paso de M.
Si el movimiento cambia respecto al sentido anterior entonces
Rechazar
Fin Si
Si la cabeza esta fuera de la zona inicial de la palabra w, leyendo blancos
nuevos, y se repite un estado moviéndose siempre en la misma direcciéon entonces
Aceptar
Fin Si
Fin Mientras

El algoritmo siempre termina porque:

1. Si M vuelve a leer una casilla, lo detectamos y rechazamos.
2. Si M se para antes de repetir casilla, aceptamos.

3. Si M sigue indefinidamente sin repetir casillas, entonces necesariamente
avanza siempre en una direccion leyendo blancos nuevos, y como hay
finitos estados, algin estado debe repetirse y entonces aceptamos.
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Ejercicio 15. Indicar si los siguientes problemas son decidibles, semidecidibles o no
semidecidibles:

a)

(MANUAL) Determinar si una MT se para para cualquier entrada.

Hecho en el manual, sabemos que es no semidecidible. Se usa una reduccién

desde C-UNIVERSAL.

Determinar si una MT no se para para ninguna entrada.

El complementario de este problema es semidecidible con una MTND que se-
leccione no deterministicamente una entrada y simule la MT sobre la palabra.
Si alguna para, acepta. Dicho complementario no es decidible porque puede
reducirse desde PARADA(M,w) (simulamos M sobre w. Si M para, enton-
ces la salida para también. Si M no para, tampoco lo hace la salida por el
algoritmo), que no es decidible. Por tanto, el problema serd no semidecidible.

Determinar si una MT se para, al menos, para una entrada.

Discutido en el apartado anterior. Es el complementario mencionado (semide-
cidible pero no decidible).

Determinar si una MT no se para, al menos, para una entrada.

Sabemos que PARADA es semidecidible pero no decidible, luego su comple-
mentario es no semidecidible. Podemos reducir desde C-PARADA (M, w) para
ver que este problema no es semidecidible (simulamos M sobre w. Si para,

la transformacion algoritmica para, y si no para, tampoco para la salida del
algoritmo).
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Ejercicio 16. Supongamos que tenemos 4 lenguajes L, Lo, L3, L4 de tal manera
que existe una reduccién de Ly a Lo, de Ly a L3y y de Ly a Ls. Para cada una de las
siguientes afirmaciones, indicar si para todos los casos son CIERTAS, para todos los
casos son FALSAS o si son POSIBLES (en algunos casos son ciertas y, en otros, son
falsas).

a)

Ly es recursivamente enumerable pero no recursivo, y L3 es recursivo.

FALSA | Si L3 fuera recursivo, entonces también lo seria Lo, ya que Ly o< L3,
y por el mismo argumento, también seria recursivo L;, pues L; o Ly, v en
particular L, seria r.e., lo cual es una contradiccién.

Ly no es recursivo y L4 no es recursivamente enumerable.

POSIBLE |. Consideramos L, (lenguaje asociado a UNIVERSAL), que es

r.e. pero no recursivo, y Ly (lenguaje asociado a DIAGONAL), que no es r.e.,
luego tampoco recursivo.

Ejemplo: L, = Ly i=1,...,4. Todas las reducciones se dan por la identidad,
y L1 = L4 no es recursivo, y Ly = Lg no es r.e.

Contraejemplo: L; = L, i = 1,...,4. Todas las reducciones se dan por la
identidad, pero ahora L; = L, no es recursivo, pero Ly = L, si es r.e.

El complementario de L; no es recursivamente enumerable, pero el comple-
mentario de L9 es recursivamente enumerable.

FALSA | Sabem_os que Ly < Ly <= L;  L,. Entonces, si L, fuera r.e.,
también lo seria L;. Contradiccién.

El complementario de L, no es recursivo, pero el complementario de L3 es
recursivo.

FALSA | Igual que en el apartado anterior, Ly < L3 <= Lo  L3. Enton-
ces, si L3 fuera recursivo, también lo seria L,. Contradiccion.
Si L es recursivo, entonces el complementario de Ls es recursivo.

POSIBLE |. Consideramos Ly = () (lenguaje vacio), que es recursivo, luego

r.e.,, y A* (todas las palabras del alfabeto A = {0,1}), que es recursivo.

Ejemplo: L; = Ly, ¢ =1,...,4. Todas las reducciones se dan por la identidad,

y Ly = Ly es recursivo, y Ly = A* es recursivo.

Contraejemplo: L1 = A*y L, =L, i=2,...,4. Se reduce A* = L « Ly =
L, enviando toda palabra de L; a una palabra fija de L,. Las reducciones
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Lo o< L3y Ly < Lz se dan por la identidad, pero ahora L; = A* es recursivo,
pero Ly = L,, que no es recursivo (porque esta asociado a C-UNIVERSAL,
que no es semidecidible, luego L, no es r.e., y tampoco recursivo).

Si L3 es recursivo, entonces el complementario de Ly es recursivo.
CIERTA | Si L3 es recursivo, como Ly x L3, L4 es recursivo, y entonces, por
un teorema visto en teorfa, L, también.

Si L3 es recursivamente enumerable, entonces la union de Lo y L4 es recursi-
vamente enumerable.

CIERTA | Si Lg esr.e., como Ly x L3y Ly x L3, se tiene que Ly y Ly son

r.e., y como la uniéon de dos r.e. es r.e., entonces la afirmacién es cierta.

Si L3 es recursivamente enumerable, entonces la inteseccion de Ly y Ly es re-
cursivamente enumerable.

CIERTA | Ya sabemos que si L3 es r.e. entonces Ly y Ly son r.e., y como la

interseccién de dos r.e. también es r.e., la afirmacién es cierta.
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Ejercicio 17. Sea el problema de determinar si una maquina de Turing acepta a
lo més 100 palabras. Determinar si es decidible, semidecidible o no semidecidible.
Justificar la respuesta.

Sea P(M) = {{M) : |[L(M)| < 100}. Veamos que es no semidecidible. Para ello,
consideramos el problema complementario P(M) = {(M) : |L(M)| > 100}.

La propiedad “|L(M)| > 100" solo depende de L(M), no de la MT M concreta.
Por tanto, es una propiedad de los lenguajes r.e.. Ademads, existe una MT que no la
cumple (por ejemplo, una MT sin estados finales), y existe una MT que la cumple
(por ejemplo, una MT con mismo estado inicial y final). Por lo tanto, es no trivial,
y entonces, por el Teorema de Rice, P es no decidible.

Para la semidecidibilidad, usamos una MTND descrita como sigue:

Algoritmo 13 MTND Mp

Entrada: Una codificaciéon (M) de una MT M
Selecciona de forma no determinista 101 palabras us, ..., ui0; € {0,1}*.
Sidi,je{l,...,101}:i#j5 A wu; =u; entonces
Mp rechaza.
Fin Si
Parai:=1,...,101 hacer
Simulamos M con entrada u;.

Fin Para
Si todas las simulaciones aceptan entonces
Mp acepta.
Fin Si
Tenemos entonces que, si M acepta al menos 101 palabras distintas w1, . .., u101,
existe una rama de computo de Mp que precisamente toma uq, ..., uig;, comprueba
que son distintas dos a dos, simula M (uy), ..., M(u101), y como todas aceptan, esa

rama acepta.

Por otro lado, si M no acepta al menos 101 palabras distintas, entonces toda ra-
ma de computo de Mp o bien selecciona dos palabras iguales, en cuyo caso rechaza, o
bien selecciona 101 palabras distintas. En este tltimo caso, al menos una de ellas no
pertenece a L(M), luego al menos una simulacién no aceptard y, consecuentemente,
esa rama no aceptard. Por lo tanto, Mp acepta exactamente las codificaciones (M)
tales que M acepta al menos 101 palabras distintas, de donde P es semidecidible.

Como P es semidecidible pero no decidible, su complementario P = Pesno
semidecidible.
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Ejercicio 18. Determinar cuales de los siguientes problemas son decidibles, semi-
decidibles o no semidecidibles:

a) Saber si una MT para una entrada 0011 no va a usar mas de 10 casillas de la
cinta.

Veamos que es decidible, para ello, siguiendo el manual, basta ver que “el
problema se reduce a realizar un nimero finito de comprobaciones, cada una
de ellas en un nimero finito de pasos.” Definimos

P(M) = {(M) : con entrada 0011, no usa més de 10 casillas}

Primero, la propiedad “con entrada 0011 no usa méas de 10 casillas” no es una
propiedad del lenguaje L(M ), luego no es una propiedad de los lenguajes r.e., y
no puede aplicarse el Teorema de Rice. Para ver que es decidible, consideramos
una MT Mp que funciona como sigue:

Algoritmo 14 MT Mp

Entrada: Una codificacién (M) de una MT M
Simulamos M con entrada 0011, partiendo de su configuracién inicial.
En una segunda cinta vamos guardando las casillas distintas visitadas por M y
su numero (contador).
Si contador > 10 entonces
Mp rechaza.
Si M se para y contador < 10 entonces
Mp acepta.
Si se repite una configuracion y contador < 10 entonces
Mp acepta.

Al simular M, pueden pasar tres cosas:

1. Que intente usar mas de 10 casillas, y entonces Mp debe rechazar.
2. Que pare sin superar 10 casillas, y entonces Mp debe aceptar.

3. Que no pare (cicle), pero entonces, como hay finitas configuraciones posi-
bles, necesariamente se repetira alguna en tiempo finito, y entonces ciclara
siempre sin salir de esas 10 casillas, y entonces Mp debe aceptar.

Por lo tanto, Mp es un algoritmo que resuelve el problema, lo cual lo hace
decidible.
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b) Dadas dos MT saber si aceptan el mismo lenguaje.

Definimos IGUAL(M,, My) = {({M), (Ms)) : L(M;) = L(M,)}. Veamos que
no es semidecidible. Podria hacerse directamente, pero primero, para ver que
no es decidible, fijamos una M'T Mj tal que

L(My) = 0.
Consideramos el problema

Py

0

= {(M) : L(M) = L(My)}.
Como L(My) = (), entonces
L(M) = L(My) <= L(M)=0.
Por tanto,
Py, = {(M) : L(M) = §}.

Si IGUAL fuera decidible, también lo serfa Pyy,, lo cual contradice el Teorema
de Rice, ya que la propiedad “L(M) = ()" es una propiedad de los lenguajes
r.e. (depende solo de L(M)) y ademds es no trivial: la cumple una MT sin
estados finales, pero no la cumple una MT que acepte, por ejemplo, la palabra
0. Por tanto, IGUAL no es decidible.

Veamos que, ademas, no es semidecidible por medio de una reduccién desde

VACIO(M) = {{M) : L(M) = 0}

Fijada una MT M, tal que L(M) = (), es decir, M € VACIO, definimos la
reduccion

F((N)) = ((N), (M))

Intuitivamente, comparar una MT fijada vacia convierte VACIO en IGUAL.
Entonces:

1. Si L(N) = 0, se tiene que L(N) =0 = L(M), luego F'((N)) € IGUAL.
2. Si L(N) # 0, se tiene que L(N) # L(M), luego F({N)) ¢ IGUAL.

Se tiene entonces que VACIO o« IGUAL. Como VACIO no es semidecidible,
tampoco lo es IGUAL.
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Ejercicio 19. Determinar cuales de los siguientes problemas son decidibles, semi-
decidibles o no semidecidibles:

a) Dada una MT M y una palabra u, saber si la MT acepta la palabra u en un
nimero de pasos menor o igual a |u].

Definimos

P(M,u) = {(M,u) : M acepta u en un niimero de pasos menor o igual a |u|}.

Veamos que es decidible. Para ello, consideramos una MT Mp que funciona
como sigue, donde la configuracién inicial de una MT con entrada u es (qo, €, u):

Algoritmo 15 MT Mp

Entrada: Una codificacién (M, u) de una MT M y una palabra u
Para i =0,...,|u| hacer
Simulamos 7 pasos de M con entrada u, partiendo de su configuracion inicial.
Si M entra en un estado de aceptaciéon entonces
Mp acepta.
Si M para sin aceptar entonces
Mp rechaza.
Si i = |u| y M no acepta entonces
Mp rechaza.

Al simular Mp, pueden pasar tres cosas:

1. Que M acepte en k pasos con k < |u|, y entonces Mp debe aceptar.

2. Que M se pare antes o en |u| pasos, pero sin aceptar, y entonces Mp debe
rechazar.

3. Que M no haya aceptado tras |u| pasos. En ese caso, aunque después
aceptara o ciclara, ya no cumpliria la condiciéon pedida, y entonces Mp
debe rechazar.

Por tanto, Mp siempre termina, ya que sélo necesita simular, como mucho,

|u| pasos de calculo, y decide correctamente si M acepta u en un nimero de
pasos menor o igual a |u|, y el problema es decidible.
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b) Dada una MT determinar si no acepta la palabra vacia.

Deberfamos intuir, al ser de la forma “determinar si no acepta (algo)” que
no es semidecidible. Definimos P. = {(M) : M no acepta €}. Vemos que es el
complementario de C' — P. = {(M) : M acepta €}. Sin embargo, C' — P. es
semidecidible, ya que podemos construir una MT Mp._ que, con entrada (M),
simule a M sobre la palabra vacia ¢, y acepte si M acepta. Si ademas P. fuera
semidecidible entonces P. y C' — P. serian semidecidibles, lo que haria que P.
fuera decidible, y a su vez, que C' — P., al ser complementario de decidible,
también lo fuera. Sin embargo, C' — P. no es decidible, ya que “aceptar &”
depende solo de L(M), porque equivale a ver si ¢ € L(M). Entonces es una
propiedad de los lenguajes r.e., y ademas es no trivial, ya que hay una MT
cuyo lenguaje aceptado es {e} (por ejemplo, una transicién que lea blanco y
pase a estado final), que si la cumple, pero también otra MT cuyo lenguaje
aceptado es {0}, que no la cumple. Por tanto, C'— P. no es decidible por el
Teorema de Rice, lo cual seria una contradiccion. Necesariamente entonces P.
no es semidecidible.
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Ejercicio 20. Determinar cuales de los siguientes problemas son decidibles, semi-
decidibles o no semidecidibles (se supone que las MTs tienen a A = {0,1} como
alfabeto de entrada):

a) Dadas dos maquinas de Turing, M; y M,, determinar si existe, al menos, una
palabra aceptada simultdaneamente por ambas maquinas.

Sea P = {(My, My) : L(M;) N L(My) # 0}. Veamos que es semidecidible
pero no decidible. La no decidibilidad se deduce del Teorema de Rice, ya que,
fijada una MT M, que acepte todas las palabras, L(M,) = A*, consideramos
el problema siguiente

Py, = {(M) : L(M) N L(M.) # 0}

*

Como L(M,) = A*, entonces
L(M)NL(M,) # 0 <= L(M)#0

Por tanto, Py, = {(M) : L(M) # 0}. Si P fuera decidible, también lo serfa
Py, lo cual es una contradiccién con el Teorema de Rice, ya que la propiedad
“L(M) # (" es una propiedad de los lenguajes r.e. (solo depende de L(M))
y ademas es no trivial, ya que si M es una MT sin estados finales, entonces

L(M) = 0, y si M es una MT que acepta todas las palabras, se tiene que
L(M) = A* # (. Por tanto, P es no decidible.

La semidecidibilidad se obtiene con la siguiente MTND:

Algoritmo 16 MTND Mp

Entrada: Un par de codificaciones (M;, My) de dos MT M; y M,
Selecciona de forma no determinista una palabra w € A*.
Para i = 1,2 hacer
Simulamos M; con entrada w.
Fin Para
Si ambas simulaciones aceptan entonces
Mp acepta.
Fin Si

b) (MANUAL) Dada una MT, determinar si para toda palabra de entrada no
realiza mas de 5 movimientos.

Hecho en el manual con 10 movimientos (pasos de célculo). La clave estd
en ver que en 5 movimientos solo se pueden leer cinco casillas de la cinta
como maximo. Entonces las palabras se identifican para este problema con
los prefijos de longitud, a lo sumo, 5. Asi, dada una palabra u € A* tal que
lu| <5, y dada una palabra v € A*, entonces, para una MT M cualquiera,

M no realiza més de 5 movimientos con ©u <= M no realiza més de 5 movimientos con uv
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El conjunto {u € A* : |u| < 5} es finito. De hecho, podemos obtener su
cardinal:

y basta ejecutar 5 pasos de célculo para cada una de estas 63 palabras. Si con
todas para, la respuesta es que si, y si con alguna no ha parado, la respuesta
es que no.

Determinar si una MT no es determinista.

Sea P = {(M) : M es una MTND}. Podemos utilizar el siguiente algoritmo
para resolver el problema:

Algoritmo 17 MT Mp

Entrada: Una codificaciéon (M) de una MT M

Leemos la codificacion de M, en particular su conjunto de estados (), su alfabeto
de cinta B y su tabla de transiciones.

Para cada par (¢,a) € @ x B hacer

Contamos cudntas transiciones estan definidas desde (g, a).

Si hay dos o més transiciones definidas desde (¢, a) entonces
Mp acepta.

Fin Si

Fin Para
Mp rechaza.

Como @, B y la tabla de transiciones de M son finitos, el algoritmo siempre
termina, y el algoritmo anterior responde correctamente en todos los casos.
Por tanto, P es decidible y, en particular, semidecidible.

(MANUAL) Dada una MT, determinar si ninguna de las palabras que acepta
es un palindromo.

Es el complementario del problema del Ejercicio 9, que es semidecidible pero
no decidible, luego este problema es no semidecidible.
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Ejercicio 21. Se considera el siguiente problema: dadas dos maquinas de Turing,
determinar si aceptan el mismo lenguaje. Razonar si este problema es decidible, se-
midecidible o no semidecidible.

Es igual que el Ejercicio 18 b).
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Ejercicio 22. Determinar, justificando las respuestas, cudles de los siguientes pro-
blemas son decidibles, semidecidibles o no semidecidibles:

a)

Dada una méquina de Turing y una palabra de entrada determinar si visita
menos de 10 casillas distintas de la cinta de lectura.

Es igual que el Ejercicio 18 a), pero con una entrada w € {0, 1}* cualquiera.

Solo cambiaria la definicién del problema

P(M,w) = {(M,w) : M con entrada w visita menos de 10 casillas distintas}

y la entrada del algoritmo seria una codificacién (M, w) de una MT M y una
palabra w, y habria que simular M sobre w y seguir la misma légica que en
dicho ejercicio.

Este problema también es decidible.
Dadas dos Maquinas de Turing, determinar si el conjunto de las palabras acep-

tadas a la vez por ambas maquinas de Turing es finito.

Podriamos ver en dos pasos no decidibilidad con Rice, y luego no semide-
cidibilidad, pero veamos directamente que no es semidecidible por medio de
una reduccién desde VACIO (que sabemos por teoria que no es semidecidible).

Definimos P(M;y, My) = {(My, Ms) : L(My) N L(Ms) es finito}. Reducimos
desde
VACIO(M) = {{M) : L(M) = 0}

Dada una MT M, construimos M’ dada como sigue:

Algoritmo 18 MT M’

Entrada: Una palabra z € {0,1}*
Ignoramos la entrada x.
Parat=1,...,00 hacer

Para cada palabra w € {0,1}* con |w| < t hacer
Simulamos M con entrada w durante ¢ pasos.
Si M acepta w en esos t pasos entonces
M' acepta x.
Fin Si
Fin Para

Fin Para

Es decir, se tiene que
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Fijamos ahora una MT M, tal que L(M,) = {0,1}*. Definimos la reduccién

F((M)) = (M), (Mq))

Entonces L(M') N L(My) = L(M'),

y
L(M)=0 < L(M')=0 < L(M')NL(M,) es finito

Por tanto, VACIO o« P. Como VACIO no es semidecidible, tampoco lo es P.
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Ejercicio 23. Indica cuales de los siguientes problemas son decidibles, semidecidi-
bles 0 no semidecidibles:

a) Determinar si el lenguaje aceptado por una MT es regular.

Sea REGULAR = {(M) : L(M) es regular}. Podemos ver que no es decidi-
ble y luego que no es semidecidible en dos pasos, o bien directamente que
no es semidecidible por medio de una reduccién desde VACIO. Para ver que
es no decidible usamos el Teorema de Rice, ya que la propiedad “L(M) es
regular” depende solo de L(M), luego es una propiedad de los lenguajes r.e.
y es no trivial, porque existe una MT M; con L(M;) = () (sin estados fi-
nales por ejemplo), y L(M;) cumple la propiedad, y existe una MT M, con
L(M;) = {0"1" : n > 0} (por ejemplo, multicinta que cuente cudntos 0’s apa-
recen y ponga ese mismo numero de 1’s a continuacién), y L(Ms) no cumple
la propiedad.

La no semidecidibilidad puede obtenerse con una reduccion desde

VACIO(M) = {{M) : L(M) = 0}

Dada una MT M, construimos una MT M’ con el siguiente algoritmo:

Algoritmo 19 MT M’

Entrada: Una palabra z € {0,1}*
Comprobamos si x € {0"1" : n > 0}.
Siz ¢ {0"1" :n > 0} entonces
M’ rechaza.
Fin Si
Parat=1,...,00 hacer
Para cada palabra w € {0,1}* con |w| < t hacer
Simulamos M con entrada w durante t pasos.
Si M acepta w en esos t pasos entonces
M’ acepta x.
Fin Si
Fin Para
Fin Para

Tendremos entonces que

LM = 0 si L(M) =10
{0"1":n >0} si L(M)#0

Como () es regular, pero {0"1™ : n > 0} no lo es, se tiene que

LM)=0 < L(M')=0 <= L(M') es regular

Definimos la reduccién F((M)) = (M’). Viendo que
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(M) € VACIO <= F((M)) = (M") € REGULAR

deducimos que VACIO o« REGULAR. Como VACIO no es semidecidible, tam-
poco lo es REGULAR.

b) Dadas dos MTs determinar si hay una palabra que es aceptada por las dos
MT y ademas es un palindromo.

Sea P = {(My, M) : Jw € {0,1}* palindromo : w € L(M;) N L(Ms)}. Vea-
mos que es semidecidible pero no decidible. La no decidibilidad se deduce del
Teorema de Rice, ya que, fijada una MT M, que acepte todas las palabras,
L(M,) = A*, consideramos el problema siguiente

Py, = {(M) : 3w € {0,1}" palindromo : w € L(M) N L(M,)}
Como L(M,) = A*, entonces, considerando PAL = {w € {0,1}* : w es un palindromo}:
Jw € {0,1}* palindromo : w € L(M) N L(M,) <= L(M)NPAL #(

Por tanto, Py, = {(M) : L(M) N PAL # 0}. Si P fuera decidible, también
lo seria Py, , lo cual es una contradicciéon con el Teorema de Rice, ya que la
propiedad “L(M) N PAL # ()" es una propiedad de los lenguajes r.e. (solo
depende de L(M)) y ademds es no trivial, ya que si M es una MT sin estados
finales, entonces L(M) = (), y no cumple la propiedad, y si M es una MT que
acepta todas las palabras, se tiene que L(M) = A* # (), que s{ cumple la pro-
piedad (contiene a todos los palidromos de hecho). Por tanto, P es no decidible.

La semidecidibilidad se obtiene con la siguiente MTND:

Algoritmo 20 MTND Mp

Entrada: Un par de codificaciones (M, Ms) de dos MT M; y M,
Selecciona de forma no determinista una palabra w € A*.
Comprueba si w es un palindromo.
Si w no es un palindromo entonces
M, rechaza.
Fin Si
Para ¢ = 1,2 hacer
Simulamos M, con entrada w.
Fin Para
Si ambas simulaciones aceptan entonces
Mp acepta.
Fin Si
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Ejercicio 24. Indica cuales de los siguientes problemas son decidibles, semidecidi-
bles 0 no semidecidibles:

a) Dada una MT determinar si todos sus estados son accesibles (se puede llegar
a ellos para un cdlculo para alguna entrada).

Sea

P={(M):VYqe Qu,3we {0,1}" : 3t € N: M(w) accede al estado ¢ en ¢ pasos}

El problema es semidecidible pero no decidible. Podemos ver la semidecidibi-
lidad con la siguiente MTND:

Algoritmo 21 MTND Mp

Entrada: Una codificacién (M) de una MT M
Sea Qu = {q1,...,qr} el conjunto de estados de M.
Parai:=1,...,k hacer
Selecciona de forma no determinista una palabra w; € {0, 1}*.
Selecciona de forma no determinista un nimero ¢; € N.
Fin Para
Parai=1,...,k hacer
Simula M con entrada w; durante, a lo sumo, ¢; pasos.
Si durante esa simulacién no se visita el estado ¢; entonces
M, rechaza.
Fin Si
Fin Para
M, acepta.

Si todos los estados son accesibles, existira, para cada i = 1, ..., k, un estado
¢; € Qur, una palabra w; € {0,1}* y un ntimero t; tales que la ejecucién de M
sobre w; visita ¢; en, a lo sumo, t; pasos.

Para probar que P no es decidible, reducimos desde
UNIVERSAL(M,w) = {(M,w) : M acepta w},

que sabemos que no es decidible.
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Dada una instancia (M,w) de UNIVERSAL, construimos una MT M’ tal
que todos sus estados sean accesibles salvo, quiza, un estado especial g,. La
maquina M’ ignora su entrada y funciona como sigue:

Algoritmo 22 MT M’

Entrada: Una palabra z € {0,1}*
M’ ignora la entrada x.
Obtenemos Q' \ {¢.} = {po,p1,--.,pm}, donde py es el estado inicial de M.
M’ realiza una subrutina de accesibilidad que recorre todos los estados de M’ salvo
¢+, mediante transiciones auxiliares que no interfieren con la simulacién posterior.
Al llegar al estado p,,, M’ coloca en la cinta (M)111w.
Desde p,,, M’ comienza la simulacién de M con entrada w.
Si M acepta w entonces
M’ entra en el estado especial g, y acepta.
Fin Si
Si M rechaza w entonces
M’ rechaza sin pasar por g,.
Fin Si
Si M no para con w, entonces M’ tampoco para y nunca entra en g,.

Por construccién, todos los estados de M’ distintos de ¢, son accesibles, ya
que la subrutina de accesibilidad pasa por todos ellos.

El unico estado cuya accesibilidad no queda garantizada entonces es ¢,. Ademas,
por construccion, M’ entra en g, siy solo si la simulacién de M sobre w acepta.
Deducimos de lo anterior que

¢« es accesible en M’ <= M acepta w.

Como todos los demas estados son accesibles por construccion, se tiene

todos los estados de M’ son accesibles <= ¢, es accesible en M' <= M acepta w.

Por tanto,
(M,w) € UNIVERSAL < (M') € P.

Asi,
UNIVERSAL  P.

Si P fuera decidible, entonces UNIVERSAL también seria decidible, contra-
diccion. Por tanto, P no es decidible.
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b) Dada una MT determinar si su nimero de estados es menor o igual a 5.

Sea P = {(M) : |Qun| < 5}. El problema es decidible, y se resuelve con el
siguiente algoritmo:

Algoritmo 23 MT Mp

Entrada: Una codificaciéon (M) de una MT M
Comprobamos que (M) es una codificacion correcta de una MT.
Leemos el conjunto de estados () de M.
Contamos cuantos estados tiene M.
Si |Q| < 5 entonces
M, acepta.
Si no
M, rechaza.
Fin Si
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Ejercicio 25. Demuestra que el Problema de la Correspondencia de Post con un
alfabeto A que tiene un sélo elemento es decidible.

Sea a € A tal que A = {a}. Entonces, A* = {a™ : n > 0}. Cada bloque del PCP

serd de la forma

adi
con p; la longitud de la palabra superior, y ¢; la longitud de la palabra inferior, i =
1,...,k, v k el nimero de bloques. Entonces, para una sucesién no vacia de enteros
i1,...,1m, la palabra de arriba serd aPi ---aPim = @Pih™ tPim = Anglogamente, la
palabra de abajo serd a% ™ T%m  Entonces, como solo hay un simbolo, dos palabras
son iguales si y solo si tienen la misma longitud, es decir, la sucesion es vélida (como
solucién al PCP) si y solo si p;, + -+ +pi,, = qi, + -+ + qi,,- Definimos d; = p; — ¢;.
La condicién de solucion se reescribe como

P+ D, =@ ot G, = (0 — @)+ (P — G,) =0 =

d“—l—dzm:O

Para ver que es decidible usamos el siguiente algoritmo:

Algoritmo 24 MT Mpcp

Entrada: Una instancia de PCP sobre A = {a} con bloques %, ..., %*.
Parai:=1,...,k hacer
Calculamos d; = p; — q;.
Fin Para
Si existe ¢ tal que d; = 0 entonces
Aceptamos.
Fin Si
Si existen i, j tales que d; > 0y d; < 0 entonces
Aceptamos.
Fin Si
Rechazamos.

Si algun d; = 0, entonces el bloque i es solucién. Si hay d; > 0y d; < 0 para
i,j € {1,...,k}, escribimos d; = r > 0, y d; = —s < 0. Tomando s copias del
bloque i y r copias del bloque j, la diferencia total serd s -r +r - (—s) = 0, luego
hay solucién. Si todos los d; son positivos, cualquier suma no vacia sera positiva. Si,
por otro lado, todos los d; son negativos, cualquier suma no vacia sera negativa. En
ninguno de estos dos casos puede haber solucién. Como el algoritmo solo recorre un
numero finito de bloques y siempre termina, el PCP sobre un alfabeto con un tnico
simbolo es decidible.
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