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1. Relaciones de Problemas

1.1. Induccion

Ejercicio 1.1.1. Para todo n € N, demostrar que es cierta la siguiente igualdad:

ZZ— n+1

Demostracion. La demostracion es por induccién segin el principio de induccién
matematica y predicado P(n) del contenido literal (tenor):

s Paran=0:

ZO . 0 0-1 00+1)
1T = 0 = - = —_=
: 2
1=0
Por tanto, se tiene P(0).

» Como hipétesis de induccién supondremos que n € Ny que P(n) es cierto, es

decir, que:
n

o o n(n+1
ZZ:¥

i=0
y en el paso de induccién demostraremos que P(n + 1) es cierto.

n+1
() 1
ZZ_ZH (n+1) = (n; )—i-(n—i—l):
(n+1)+2(n+1) C(n+1)n+2)  (m+1)((n+1)+1)
2 B 2 N 2
donde en (%) he utilizado la hipétesis de induccién. Por tanto, P(n + 1) es
cierto.

Por el principio de induccién matematica, sabemos que para todo n € N, P(n)
es cierto, por lo que se tiene lo que se pedia. O

Ejercicio 1.1.2. Demustre que para todo ntimero natural n:

(&) (&) -

b}



Légica y Métodos Discretos 1.1. Induccién

Demostracion. En este caso, no se usa la demostraciéon mediante induccién, sino
la demostracién por casos:

m n=20:
0 2 1 2
(Zk) 202:0:0+0=< k) +0°
n=0 k=0
mn=1
1 2 0 2 n—1 2
<Zk> _O+1—<Zk> +13_< k) +n?
k=0 k=0 k=0
mn > 1

Il
= p
[l |
) =
ol
~__—
[N~}
+
3
(Y]
—
+
3
|
=
Il
R
o~ 3
[l |
o —
=~
~__—
_|_
3
w

donde en (x) he utilizado el Ejercicio 1.1.1.

[]

Ejercicio 1.1.3 (Teorema de Nicomachus). Demuestre que para todo nimero na-
tural n vale la siguiente igualdad:

S (550

k=0 k=0

Demostracion. La demostraciéon es por induccién segin el principio de induccién
matematica y predicado P(n) del contenido literal (tenor):

s En el caso base n = 0:

Y por tanto, P(0) es correcto.
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= Como hipédtesis de induccion, supondremos que n es un nimero natural y que
P(n) es cierto; es decir,

En el paso de induccién, demostraremos que P(n + 1) se cumple.

ik?’: (i/ﬁ’) +(n+1)3 Y (ik) +(n+1)p3 Y (ik)

donde en (*) he utilizado la hipdtesis de induccién y en (*x*) he utilizado el
Ejercicio 1.1.2. Luego P(n + 1) es cierto.

Por el principio de induccién matematica, para todo numero natural n, P(n) se
tiene, como se pedia. O

Observacion. El segundo principio de inducciéon matematica se utiliza cuando, a la
hora de demostrar que un predicado vale para n + 1, se usa que es cierto para todo
n€{0,...,n}.

Veamos un ejemplo de uso del segundo principio de induccién matemética.
Ejercicio 1.1.4. Todo nimero natural mayor que 1 tiene al menos un factor primo.

Demostracion. El razonamiento es por el segundo principio de induccion segin el
predicado (o férmula) P(n) del tenor:

“n tiene un factor primo”

donde n € w\ {0,1} (tenemos que iy = 2).

Como hipoétesis de induccion, supongamos que n es un nimero natural superior
a 1y que P(k) vale para todo 1 < k < n.
En el paso de induccion distinguimos dos casos:
= 1 es primo:
En este caso, n es un factor primo de n (note que 2 es un ejemplo de los

numeros en estey caso, por lo que se tiene el caso base).

= 1 NO es Primo:

Si n no es primo, existen nimeros naturales u y v tales que n = uv y 1 < u,v.
Claro esté entonces, que 1 < u,v < n. Por la hipétesis de induccién, P(u)
vale, luego u tendra al menos un factor primo, al que podemos llamar p. Asi
pues, p | u y por tanto:

pln
Luego P(n) vale.

Por el segundo principio de induccién, para todo nimero natural n vale P(n). [

7



Légica y Métodos Discretos 1.1. Induccién

Notemos que siempre tiene que ocurrir que el caso base (ig) esté incluido en uno
de los casos, por eso lo hemos destacado anteriormente con 7o = 2.

Ejercicio 1.1.5 (Multiplicacién por el Método del Campesino Ruso). Sea p la fun-
cion dada por:

p(a,0) =0,

b
P (Qa, —) si b es par,

b—1 : :
p | 2a, 5 +a sibesimpar,

Demuestre por induccién que para cualesquiera niimeros naturales a y b, p(a, b) = ab.

Demostracion. La demostracion es por induccion segin el segundo principio de in-
duccion y el predicado P(n) del tenor:

“Para todo ntimero natural m, p(m,n) = mn.”

Supongamos como hipdtesis de induccién que k es un nimero natural y que P(k)
vale para todo 0 < k < n. Distinguimos los siguientes casos:

» n =0, (sea cual sea m):

p(m,0) =0=m-0
Luego P(0) vale.

» En el paso de induccién, demostraremos que P(n) vale:

Suponemos aqui que n > 0. Caben dos casos:

1. n=0 méd 2 (es par):

p(m,n) :p<2m,g> (;)Qm-g:mn

n
Donde en (x) he usado la hipétesis de induccién, ya que 5 <n.

2. n=1 mdd 2 (es impar):

p(m,n)zp(%,nT_l) +m <2m-n;1) +m =

=m(n—1)+m=mn—m+m=mn

n—1

donde en (x) he usado la hipdtesis de induccién, ya que < n.

Por el segundo principio de induccién, para todo nimero natural n, vale P(n). O

Ejercicio 1.1.6. Para todo niimero natural n no nulo, demostrar que:
2| (5" 43"
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Demostracion. La demostracion es por induccion segun el principio de induccion
matemaética y el predicado P(n) del tenor:

“9 | (5n 4 3n71) 9

= En el caso base, n = 1:
5'4371=5+1=6

Como 2 | 6, P(1) es cierto.

= Como hipétesis de induccion, supondremos que n es un nimero natural no
nulo y que P(n) es cierto, es decir, que:

21 (5" +3")

En el paso de induccién, demostraremos que P(n + 1) es cierto. Para demos-
trarlo, antes tenemos en cuenta que, dados a,b,n € N, a > b, se tiene que:

n|(a—0) }:>n|a
nl|b
Esto se debe a que:

n-k=a—b=a—nky=a=nlk+k)=n-ky=nla

Por tanto, haciendo uso de esto, tenemos que:

(5n+1 + 3(n+1)—1) . (5n + 371—1) —4.5"% 4 3n—1 -
=2-(2-5"+3"")

Como 2 | (57! 4 3(H+D=1 — (57 4 37=1)) y, por hipétesis de induccién, se tiene
que 2 | 5" 4 3"~!, hemos visto que 2 | 57! 4 3+D=1 Por tanto, P(n + 1) es
cierto.

Por tanto, por el principio de inducciéon matemaética, para todo niimero natural n
no nulo, se tiene que 2 | (5" + 3"71). O

Ejercicio 1.1.7. Para todo nimero natural n no nulo, demostrar que:
81 (5" +2-3"1+1)

Demostracion. La demostracion es por induccion segun el principio de induccion
matemadtica y el predicado P(n) del tenor:

:<8| (5n+23n—1+1)77
= En el caso base, n = 1:
504237 41=54+24+1=8

Como 8 | 8, P(1) es cierto.
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= Como hipétesis de induccion, supondremos que n es un nimero natural no
nulo y que P(n) es cierto, es decir, que:

8 (5" +2-3""+1)

En el paso de induccién, demostraremos que P(n + 1) es cierto. Para demos-
trarlo, antes tenemos en cuenta que, dados a,b,n € N, a > b, se tiene que:

n|(a—b) }:n|a
nl|b
Esto se debe a que:

nk=a—b=a—nky=a=nlk+k)=n-kh=nla

Por tanto, haciendo uso de esto, tenemos que:

(57t 2.3 L) — (5m 4 2.3" 4 1) =
=5"5+2-3"+1—5"—-2.3"" I =
=5"(5-1)+2-3""'3-1) =
=4.5"4+2.3"1.2=

—4(5"+3 ) 2 a2k =8k

donde en (*) he usado el Ejercicio 1.1.6. Por tanto, como hemos visto que 8 |
(5" 2. 30mFD=1 4 1) — (5" + 23771 +1)] y, por hip6tesis de induccién,
815" +2-3""1 +1, se tiene que 8 | 57! +2-3+D=1 4 1. Por tanto, P(n+1)
es clerto.

Por tanto, por el principio de inducciéon matemaética, para todo niimero natural n
no nulo, se tiene que 8 | (5" +2-3"1 4 1), como se pedia. H

Ejercicio 1.1.8. Demouestre que para todo nimero natural n no nulo, se tiene que:

ﬁ 2k—1 _ 1

2%k T Vit
Demostracion. La demostracion es por induccion segun el principio de induccion
matemadtica y el predicado P(n) del tenor:

HQk—1< 1
2k T n+1

k=1

= En el caso base, n = 1:

ok —1 1 1
kl:[l 2% 2 /M > V2

Como 2 > /2, P(1) es cierto.
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= Como hipétesis de induccion, supondremos que n es un nimero natural no
nulo y que P(n) es cierto, es decir, que:

n

H%—1< 1
2k n+1l

k=1

En el paso de induccién, demostraremos que P(n+ 1) es cierto. Tenemos que:

’ﬁ%—1 ﬁ?k;—l 2nt1) -1 1 2Anfl-1
2k 2k 2(n+1) ~ Vn+1 2n+1)

1 2n+1

T Vnil 2n+1)

donde en () hemos utilizado la hipétesis de induccién. Veamos ahora que
P(n + 1) se tiene:

1 2n+1 < 1 — o2n + 1 <\/n—+1(:)
vn+1l 2(n+1) " Vn+2 2(n+1) ~ Vn+2
<:>2n+1<\/m<:>(2n+1)2<n+1<:>
2n + 2 n+ 2 (2n+2)2 " n+2
— 2n+1)2*n+2) < 2n+2)*(n+1) <=
= (n+2)dn® +4n+1) < (n+1)(4n* +8n +4) <=

S M M A+ 8T+ 8+ 2 < M+ 8 4 dAn+ i + 8+ 4 —
<= 2+n<4+4n<—=0<2+3n

Como 0 < 2+ 3n, P(n+ 1) es cierto.

Por tanto, por el principio de induccién matematica, para todo ntimero natural n,
P(n) es cierto, como se pedia. O

Ejercicio 1.1.9. Demuestra que, para todo nimero natural n mayor que 2, se tiene
que:
(n+1)? <n?

Demostracion. La demostracion es por induccién segin el principio de induccién
matematica y el predicado P(n) del tenor:

“n4+1)*<n’”
= En el caso base, n = 3:
(3+1)* =16 <27 =33
Como 16 < 27, P(3) es cierto.

= Como hipétesis de induccién, supondremos que n es un niimero natural mayor
que 2 y que P(n) es cierto, es decir, que:

(n+1)* < n?

11
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En el paso de induccién, demostraremos que P(n+ 1) es cierto. Tenemos que:

(%)

mM+1+1)°=mn+1)>2+2n+1)+1<
(%) .
<nP4om+1<n®+3n+3n+1=mn+1)>°

donde en (x) he utilizado la hipétesis de induccién. Por tanto, P(n + 1) es
cierto.

Por tanto, por el principio de induccién matematica, para todo nimero natural n
mayor que 2, se tiene que (n + 1) < n3, como se pedia. O

Ejercicio 1.1.10. Demuestre que para todo niimero natural n superior a 5, se tiene
que n3 < nl.

Demostracion. La demostracion es por induccion segun el principio de induccion
matemaética y el predicado P(n) del tenor:

“p?<nl”
= En el caso base, n = 6:
6°<6l«<=6"<5=2-3-4.5<=6<4-5
Como 6 < 20, P(6) es cierto.

= Como hipétesis de induccién, supondremos que n es un nimero natural supe-
rior a 5 y que P(n) es cierto, es decir, que:

n® < n!

En el paso de induccién, demostraremos que P(n + 1) es cierto. Tenemos que:

1P =+ 1P +1) L ndn+1) < nltn+1) = (n+1)!

donde en (x) he utilizado el Ejercicio 1.1.9 y en (**) he empleado la hipdtesis
de induccién. Por tanto, P(n + 1) es cierto.

Por tanto, por el principio de induccién matematica, para todo nimero natural n
superior a b, se tiene que n® < n!, como se pedia. [

Ejercicio 1.1.11. Demuestre que, para todo nimero natural n, 8" — 3" es multiplo
de 5.

Demostracion. La demostracion es por induccién segin el principio de induccién
matematica y el predicado P(n) del tenor:

u5|8n_3n77

= En el caso base, n = 0:
80 —-3"=1-1=0

Como 5 | 0, P(0) es cierto.

12



Légica y Métodos Discretos 1.1. Induccién

= Como hipédtesis de induccion, supondremos que n es un nimero natural y que

P(n) es cierto, es decir, que:
58" — 3n

En el paso de induccién, demostraremos que P(n + 1) es cierto. Tenemos que:

gttt —gntl g 43" =8".(8-1)—-3"-(3-1)=7-8"—-2.3"=

—

—5.8"42.8"—2.3"=5.8"1+2.(8" — 3" ¥

W 5.8" 1 2.5k = 5(8" + 2k)
donde en (%) he utilizado la hipétesis de induccién. Como por hipétesis de

induccién se tiene también que 5 | 8" — 3", se tiene que 5 | 8" — 3", Por
tanto, P(n + 1) es cierto.

Por tanto, por el principio de inducciéon matematica, para todo ntimero natural n,
8™ — 3™ es multiplo de 5, como se pedia. O

Veamos ahora un ejemplo de uso del principio del buen orden de los nimeros
naturales. Para ello, emplearemos el minimo comin miltiplo, cuya definicién vamos
a recordar:

Definicién 1.1 (Minimo comun miltiplo). Sea A un Dominio de Integridad y a,b €
A. Un elemento m € A diremos que es un minimo comin miltiplo (abreviado
como mem) y notado m = mem(a, b) si verifica:

1. alm A blm,
2. Ve € A tal que alc A ble = mlc.

Ejercicio 1.1.12. Demuestra que, para cualesquiera niimeros naturales a y b, existe
un minimo comun multiplo de ellos.

Demostracion. Distinguimos casos segun el valor de a y b:

m a=00b=0:

Tenemos que 0 es un multiplo comin de a y de b. Ademas, es el minimo
multiplo comun de a y b, ya que cualquier otro miltiplo comtun de a y de b es
mayor que 0.

= a,b>0:

Sea M, el conjunto de los multiplos comunes de a y de b. Es claro que se
tiene que 0 € M, , ya que 0 es multiplo de cualquier nimero natural. Ademds,
tenemos que ab € M,;, ya que ab es multiplo de a y de b. Como a,b > 0, se
tiene que ab > 0. Consideramos ahora el siguiente conjunto:

Vah = Ma,b \ {O} g_ Ma,b CcN

Como hemos visto, v,; es un subconjunto no vacio de N, por lo que, por el
principio del buen orden de los nimeros naturales, v, tiene un minimo, al que
llamaremos mg ;. Veamos que m,; es el minimo comin multiplo de a y de b.

13
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1. Como mgy € My, se tiene que a|mqp vy blmap.

2. Sea m € N tal que a|m y b/m. Buscamos demostrar que m,|m. Como
map 7 0, por el Teorema de la Division de Euclides, existen tnicos ¢, r €
N tales que m = gmgyp + 17 con 0 < r < mgyp. Por tanto, r = m — gmg,
por lo que r es un multiplo comin de a y de b, r € M, ;. Como r < mgy,
se tiene que r ¢ v, , por lo que:

re Ma,b \ Va,p = Ma,b \ (Mtl,b \ {O}) = {0}

Por tanto, r = 0, por lo que m = gmgy, es decir, m,p|m, teniendo lo
buscado.

Por tanto, m, es el minimo comun multiplo de a y de b, como se pedia.

Observacion. Notemos que la definicién del minimo comun multiplo no es el minimo
de los multiplos comunes de a y de b, algo en lo que el lector podria caer facilmente.

O
Ejercicio 1.1.13. Estime un valor de n € N para el que
100™ < n!

Ejercicio 1.1.14 (Ejemplo de principio del buen orden). Sea n un ntimero natural
y sea S un conjunto de niimeros naturales menores que n. Demuestre que S es vacio
o tiene maximo.

Demostracion. Sea S un conjunto en las condiciones del enunciado y supongamos
que S es no vacio. Pueden darse dos casos

1. § ={0}; en este caso, S tiene maximo y es 0.

2. S\ {0} # 0 (es decir, S tiene elementos distintos de 0); en este caso, sea el
conjunto de los mayorantes de S, M (S), dado por:

M(S) ={m € N |z < m para todo x € S}

Se tiene entonces que n € M(S), por lo que M(S) # (). Por el principio del
buen orden, M (S) tiene minimo, al que llamaremos mg. Veamos que my es el
méaximo de S. Para ello, es necesario demostrar que mg € S y que mg > x
para todo x € §.

= Como mg € M(S), se tiene que = < mg para todo z € S, por lo que
efectivamente mg es un mayorante de S.

= Veamos ahora que mgy € S.

Observacion. A continuacion, restaremos 1 a mg, considerando mg — 1.
Para poder trabajar en N, es necesario que mgy # 0. Como S\ {0} # 0,
sea zg € S\ {0}, por lo que zy # 0y zo € N. Como mgy € M(S), se tiene
que xg < my, por lo que 0 < zg < my.

14
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Supongamos que que x < mg para todo x € S. Por tanto:
x < mg—1paratodoz € S= my—1¢€ M(S)

Ademads, mg — 1 < myg, lo que contradice que mg sea el minimo de M (S),
por lo que la hipdtesis era falsa y dzy € S tal que xg > my. Como ademas
mgy = To por ser xo € S, tenemos que my = xp, por lo que my € S. Por
tanto, como mgy € S N M(S), se tiene que mg es el maximo de S. ]

Ejercicio 1.1.15. Demuestre mediante inducciéon que para todo nimero natural n
tal que 2 < n se cumple:
n
1
Vn < —
2k

Demostracion. La demostracion es por induccion segun el principio de induccion
matemaética y el predicado P(n) del tenor:

"1
2<ny \/ﬁ<2—
= vk

s Caso base: n = 2.

Tenemos que:

1<2<e=1=V1<V2=2=141<V2+1= (V2 <V2+1

<:>\/§<\/§\/J_2r1

1
Veamos ahora que ‘[“ => —:
k=1 Vk

Vil w21 o1 1 22:1

V2 V2 V2 V2 ViR ~Vk

Por tanto, P(2) es cierto.

= Como hipétesis de induccién, supongamos que n € Ny que vale P(n), es decir

2<ny \/ﬁ<z—
= vk

En el paso de induccién, demostraremos que P(n + 1) es cierto. En primer
lugar, veamos que:

n= (V) =vnv/n < vnvn+1

15
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Supongando 1 a cada lado de la desigualdad, se tiene que:

n+l<yvnvn+l+l= (Vn+1)?’<vVnvn+1+1=
vnvn+1 1
Vn+1 \/n—+1

— vn+1l<

1
=+/n+ <
\/_ vn+1

<(§ﬁ> VR v

donde en la ultima desigualdad se ha usado la hipdtesis de induccién. Por
tanto, P(n + 1) es cierto.

Por el principio de induccién matemética, para todon € N conn < 2, P(n) vale. [J

Ejercicio 1.1.16. Demostrar no inductivamente que para todo nimero natural

n se tiene que:
1

Tenemos que, para todo n € N, se tiene:

I
I
X
-
S
|
S
S
+
!

i
o

Por tanto, se tiene que:

3

o

Ejercicio 1.1.17. Supongamos que disponemos en cantidad suficiente de sellos de
3 y 8 céntimos solo. Demuestre que con esos sellos, una carta podria ser franqueada
con una cantidad de superior a 13.

El razonamiento es por induccion segun el segundo principio de induccién y el
predicado P(n) del tenor:

“Es posible franquear una carta de n céntimos con sellos de 3 y 8 céntimos.”

Como hipétesis de induccién, supongamos que 14 < n y que P(k) es cierto para
todo 14 < k < n. Distinguimos los siguientes casos:

s Caso base: n = 14.

Tenemos que 14 = 2-3 +1-8, por lo que P(14) es cierto.

s Caso base: n = 15.

Tenemos que 15 =5-3+0- 8, por lo que P(15) es cierto.

s Caso base: n = 16.

Tenemos que 16 =03 + 2- 8, por lo que P(16) es cierto.

16
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= Supongamos que n > 17, por lo que 14 < n — 3 < n, y por la hipdtesis de
induccidn, se tiene que P(n — 3) es cierto. Es decir, existirdn a, b € N tales que
n — 3 = 3a + 8b. En el paso de induccién, demostraremos que P(n) es cierto.
Tenemos que:

n=m-3)+3=3a+8+3=3(a+1)+8b

Por tanto, P(n) es cierto.

Por tanto, por el segundo principio de induccion, se tiene que para todo niimero
natural n superior a 13, P(n) es cierto, como se pedia.

Ejercicio 1.1.18. Demuestre que para cualquier nimero natural n se tiene que:
2|(n+1)(n+2)

Demostracion. La demostraciéon es por induccién segin el principio de induccién
matematica y el predicado P(n) del tenor:

“2n+1)(n+2)”

= En el caso base, n = 0:
2|1-2

Como 2|2, P(0) es cierto.

= Como hipétesis de induccién, supondremos que n es un nimero natural y que
P(n) es cierto, es decir, que:

2|(n+1)(n+2)

En el paso de induccién, demostraremos que P(n+ 1) es cierto. Tenemos que:

m+1+1)n+14+2)—(n+1)(n+2)=Mn+2)(n+3)—(n+1)(n+2)
=n+2)(n+3-—n—-1)=2(n+2)

Por tanto, como 2|(n+2)(n+3) — (n+1)(n+2) y, por hipétesis de induccién,
2|(n+1)(n +2), se tiene que 2|(n + 1+ 1)(n + 1+ 2). Por tanto, P(n+ 1) es
cierto.

Por tanto, por el principio de inducciéon matematica, para todo niimero natural
n, se tiene que 2|(n + 1)(n + 2), como se pedia. O

Ejercicio 1.1.19. Demuestre que para cualquier niimero natural n se tiene que:
6| nn+1)(n+2)

Demostracion. La demostracion es por induccion segun el principio de induccion
matemaética y el predicado P(n) del tenor:

6| nn+1)(n+2)
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= En el caso base, n = 0:
6/0=0-1-2

Como 6 | 0, P(0) es cierto.

= Como hipétesis de induccion, supondremos que n es un nimero natural y que
P(n) es cierto, es decir, que:

6| nn+1)(n+2)
En el paso de induccién, demostraremos que P(n + 1) es cierto. Tenemos que:
n+1)(n+2)(n+3)—nn+1)(n+2)=n+1)(n+2)n+3—n]=
=3(n+1)(n+2) <32k = 6k

donde en (*) hemos empleado el Ejercicio 1.1.18. Por tanto, como se tiene
que 6|(n +1)(n+2)(n + 3) — n(n + 1)(n + 2) y, por hipétesis de induccién,
6|n(n+ 1)(n + 2), se tiene que 6|(n + 1)(n+ 2)(n + 3). Por tanto, P(n+ 1) es
cierto.

Por tanto, por el principio de induccién matemaética, para todo niimero natural
n, se tiene que 6 | n(n + 1)(n + 2), como se pedia. O
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1.2. Recurrencia

Ejercicio 1.2.1. Resuelva la relacion de recurrencia dada por w, o = 4,11 — 4y,
para todo n > 0. Particularice el resultado suponiendo que n > 0, ug =1, u; = 3.

El orden de la recurrencia es k = 2. La ecuacion caracteristica es:
2’ —dr+4=(x—-27=0

Por tanto, tan solo hay una raiz » = 2 de multiplicidad m = 2. La solucién
general de la recurrencia por tanto es:

Ty = (1 + con)2" c1,c0 € C

Y ahora buscar los valores de ¢; y ¢, usando las condiciones iniciales, para obtener
la solucion particular. Tenemos que xg = ug = 1 y x1 = u; = 3, entonces:

1:(01+CQ'0)20201'1201

1
3=(ate )2 =(1+e2=2+2=0="73"=7

Por tanto, la solucién particular es:

2
Ty = (1+9)2":< +”> 9 = (2 + n)2""!

2 2

Observacion. Notemos que distinguimos muy bien la reucrrencia en si, notada por
un, de la solucion particular de la recurrencia, notada por z,,.

Ejercicio 1.2.2. Resuelva la recurrencia:
Upta = Upt1 + Uy n=0
El orden k de la recurrencia es 2 (k = 2). La ecucién caracteristica es:
-2 —-1=0

Las soluciones de la ecuacién caracteristica son:

1+v1+4
rT=——
2

Usando la notacion del Teorema visto en Teoria, donde r; son las raices de la
ecuacion caracteristica y m; son las multiplicidades de las raices, se tiene:

1++/5

Ty = 5 mp =1
1++5
9 = 5 m2:1
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En efecto, se tiene m+mqy = 1+1 = 2 = k, por lo que estamos en las condiciones
del Teorema. Si {z,} es solucién de la recurrencia, entonces sabemos que para todo
n € N, n > 0 se tiene:

n n
Tp = C17] + CaTy

1+v5) VAN
=C1< +2\/_> +C2< 2\/_> c1,c0 €C

Los valores de ¢; y ¢y se obtendran a partir de las condiciones iniciales, que no
se nos han proporcionado.

Ejercicio 1.2.3. Reuelva el problema lineal homogéneo:

UOZO
u1:1
Up+2 = Un41 + up, n 2 0

Por el ejercicio 1.2.2, sabemos que la solucién a la relacion de recurrencia del

problema es:
1+v5\ 1-v5\
Ty = c1< +2\/_) + 02< 2\/_> c1,c9 € C

Si {x,} es solucién del problema entonces xy = ug = 0y ;7 = u; = 1. Sabiendo
esto, podemos calcular los valores de ¢; y ¢s:

1+ V5’ VAN
Ozxozcl< 5 >—|—02< 5 )
=Cl+C = Cy = —C1

1+ v5) 15\
1:x1:cl< 5 )—1—02( 5 )
[1+5 1-v6\  [14+V56 1-45
I R B R B L R

B <1+\/5—1+\/5>_ 2/5
= 9 =

1
:Cl\/5:>61:—:>62:—

V5

La solucion del problema por tanto es:

() (7))

Notemos que esta es la conocida sucesion de Fibonacci.

2
1
VB
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Ejercicio 1.2.4. Calcular la solucién del problema lineal homogéneo:

U0:2
U1:1
Upt2 = Upy1 + Up, nz=0

Gracias a la solucion del ejercicio 1.2.2, sabemos que la solucion a la relacion de
recurrencia del problema es:

1+v5) 1-v5Y)
xn:q( +2\/_) +C2< 2\/—> c1,c0 € C

Si {z,,} es solucién del problema, entonces g = ug = 2 y 1 = u; = 1. Sabiendo
esto, podemos calcular los valores de ¢; y ¢s:

2:.%’0

145 -5\
e )

=ata=c=2-0q

1:.1’1

:Cl

:Cl

2 2 2
—eVi+1-V=1=cvV6+1-V6—=0=c1vV5—-5

:>Cl\/_:\/g:>01:1:>02:1

1+\/5_1—\/5)+2<1—\/5>

La solucion por tanto es:

1+v5\  [1-v5)
() (9

Notemos que esta es la conocida sucesion de Lucas.

Ejercicio 1.2.5. Solucionar la recurrencia:
Upgo = dUpi1 — Bu, + 3"+ 3 n =0
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Tenemos que el orden de la recurrencia es k = 2. La ecuacién caracteristica es:
0=2’—42+3=(x—3)(z—1)
Por tanto, la solucion general de la parte homogénea de la recurrencia es:
(h) _ 1" n __ n
) =co-1"+c1-3"=co+c13

En lo que sigue, buscamos obtener una solucién particular de la recurrencia. La

funcién de ajuste es:
f(n)=3"4+3=3.3"43-1"

Para adaptar la notacién a lo visto en teoria, tenemos:

S3 = 3 S1 = 1
3.3n — ) Ma=1 3.qn s ) M1

q3(n) =3 @1(n) =3

deg(gs(n)) =0 deg(q1(n)) =0

Por lo visto en teoria, tenemos que una solucién particular de la recurrencia es:

2P) = ¢on - 3"+ egn - 1" = cyn - 3" + esm

Aun habiendo obtenido la forma general de la solucién particular, necesitamos
obtener los valores de ¢y y c3. Para ello, como sabemos que x%p ) es solucién de la
recurrencia, entonces:

3 43 =P — 42| 4 3.

Calculemos dichos valores:

2P = con - 3" + cgn = nfcy - 3" + c3)
a:flpJ)rl =cy(n+1)-3"" fes(n+1) = (n+1)(3cy - 3" + c3)

a:flpJ)rQ =c(n4+2)-3"% 4 c3(n +2) = (n+2)(3%, - 3" +¢3)
Por tanto, tenemos que:

= (n+2)(3%-3"+c3) —4(n+1)(3cz - 3" +¢3) + 3n(ca - 3" + ¢c3) =
=3"[32(n+2) —4-3(n+1)+3n] +c3[(n+2) —4(n+1)+3n] =
= 3"+ 18— 12n — 12+ 3n] +c3n+2 —4n — 4+ 3n| =

= 603" — 2¢3

37 4 3=, — 42l + 32 =

Por tanto, deducimos que:
3" +3=3-3"+3=0603" — 2c3
Igualando los coeficientes, obtenemos las siguientes ecuaciones:
6cy =3 = o =1/2

—2c3 =3 = c3 = 32
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Por tanto, la solucién particular de la recurrencia es:

1 3 n
P = —p.3"—p=—_(3"-3
@) 5" S ( )
Como sabemos que la solucién general de la recurrencia {z,} es la suma de
la solucién homogénea y la solucién particular, entonces {x,} = {a:ﬁlh) + 2P } y
entonces:
n n 3n
a:n:co+013"+§(3”—3) = <§+01) 3"+c0—7

Ejercicio 1.2.6. Resuelva la recurrencia:
Upto + 4u, =0 n>=0
El orden de la recurrencia es k = 2. La ecuacién caracteristica es:
P H4=0=2?=—-4
Por tanto, tenemos que las soluciones de la ecuacion caracteristica son:
21 = 2 29 = —21
Por lo tanto, la solucion general de la recurrencia es:
Ty =c1-(20)" + o (—20)"

Buscamos ahora expresar la soluciéon general de la recurrencia en términos de
senos y cosenos. Para ello, tenemos que:

T T
|21] = |22| =2 0., =< 0., = —5

Por tanto, la expresion de z; y 2o en términos de senos y cosenos es:
T . ™
z21=2- [cos (5) + 7 sen (5)}
=2 [cos (—z> + 1 sen (_Eﬂ
. 2 2
Usando que cos(—60) = cos(f) y sen(—0) = —sen(f), tenemos que:
™ , T
21 =2- [cos <§> + 7 sen (§>]
™ , ™
29 =2 [cos (§> —7sen (Eﬂ
Elevando a n, por el Teorema de Moivre, tenemos que:
(z1)"=2"- [cos (T;—W) + isen <%>}

(z9)" =2"- [COS (TLQ—W) — isen (%)]

Por tanto, la solucion general de la recurrencia en términos de senos y cosenos
es:

o o () i ()] v o () i ()]
Ty = C1 « |COS | — 1sen | — Co - «|COS| — ) —1sen | — =
! 9 9 2 2 2

nim

=" [(01 + ¢3) cos (n;) +i(c1 — cg) sen (7>] =

=" [dl COS (%T) + ds sen (%Tﬂ
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Ejercicio 1.2.7. Resuelva la recurrencia:

Upt2 + 4u, = 6cos (%) + 3 sen (%) n>=0

Ejercicio 1.2.8. Calcular el niimero de pasos minimo para completar una instancia
del puzzle conocido como “Torres de Hanoi”, en funcién del niimero de discos n con
los que cuente.

Para n > 0 sea u,, el nimero de movimientos necesarios para pasar los n discos
del poste A al poste C. Si el puzzle tuviese n+1 discos entonces hacemos lo siguiente:

= Pasamos los n discos superiores del poste A al poste B. Esto nos cuesta u,
movimientos.

= Pasamos el disco base del poste A al poste C'. Esto nos cuesta 1 movimiento.

= Pasamos los n discos superiores del poste B al poste C'. Esto nos cuesta u,
movimientos.

Por tanto, lo dicho sugiere la siguiente recurrencia:
Up+1 = 2un +1
Tenemos que el orden de la recurrencia es k = 1. La ecuacion caracteristica es:
r—2=0
Por tanto, la soluciéon general de la recurrencia es:
T, =cp - 2" c €C

En lo que sigue, buscamos obtener una solucién particular de la recurrencia. La
funcién de ajuste es:
f(n)y=1=1-1"

Para adaptar la notacién a lo visto en teoria, tenemos:
S1 = 1
my = 0

@(n) =1
deg(qi(n)) =0

11" =

Por lo visto en teoria, tenemos que una solucién particular de la recurrencia es:

P) — . . qn —
P =cp- 1" =y cp €C

Aun habiendo obtenido la forma general de la solucién particular, necesitamos
obtener el valor de co. Para ello, como sabemos que x%p ) es solucién de la recurrencia,
entonces:

1= 1’521 — 2P =y — 20 = —cy => ¢y = —1
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Por tanto, la solucién particular de la recurrencia es:

7P — 1

n

Como sabemos que la solucién general de la recurrencia {z,} es la suma de

la solucién homogénea y la solucién particular, entonces {x,} = {x%h) + 2 )} y

entonces:
Ty =c1-2"—1

Como sabemos que xg = uy = 0 ya que no se requiere ningin movimiento para
pasar 0 discos, entonces:

0=c-2—1=¢—-1l=c¢ =1
Por tanto, la solucién de la recurrencia es:
T, =2"—1

Notemos que esta es la soluciéon al problema de las Torres de Hanoi. Veamos
como ilustracién los primeros valores de la sucesion:

20=2"-1=0
rn=2'—-1=1
e =22—-1=3

23 =25-1=7
r=2—1=15

Ejercicio 1.2.9. Sea la sucesién {u,} definida por:

Uy, = 2”: K2k
k=0

1. Encuentre una expresion recurrente para u,,.

Para todo n € N, n > 1 se tiene:

n n—1
Uy = Zk‘Qk = Zk’?k +n2" = u,_1; +n2"
k=0 k=0

Ademas, para n = 0 se tiene que:
0
up =y k2¥=0-20=0
k=0
Por tanto, la expresién recurrente para u,, es:

UQ:O
Up = Up—1 +N2" n=>1

V
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2. Encuentre una férmula explicita para calcular wu,,.

Encontrar una féormula explicita para u,, es equivalente a resolver la recurren-
cia. Para ello, su polinomio caracteristico es:

r—1=0

Por tanto, la solucién a la parte homogénea de la recurrencia es:

u;h) = ¢ coeC
La funcién de ajuste es:
f(n) =n2"
Para adaptar la notacion a lo visto en teoria, tenemos:
§s=2
m =0

n2" —

Por lo visto en teoria, tenemos que una solucién particular de la recurrencia
es:
ul? = (¢ 4 ¢yn)2"

Aun habiendo obtenido la forma general de la solucién particular, necesitamos
obtener los valores de ¢; y cy. Para ello, como sabemos que u%p ) es solucién de
la recurrencia, entonces:

n2" = ulP) — p V= (c1 +cn)2" — (e1 + ca(n—1))2" 1 =
2(cq + CQn)Q” ' (e +cn—1)2"1 =
2"

'2¢; + 2con — ¢1 — con + ¢o] = 2" ey + ¢y + can

Por tanto, deducimos que:

n2":2"_1-2n:2"_1[01+02+02n]:>{ 8??“2 }:{ € =
— 2

Por tanto, la solucion particular de la recurrencia es:

u® = (=2 4+ 2n)2" = (n — 1)2"*!

Como sabemos que la solucién general de la recurrencia {u,} es la suma de la

soluciéon homogénea y la solucién particular, entonces {u,} = {u%h) + uﬁf’ )} y

entonces:

Uy = Co + (TL — 1)2n+1
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Como sabemos que uy = 0 ya que no se requiere ningin movimiento para
pasar 0 discos, entonces:

O0=co+(0—-1)2"" =¢cyp— 2= ¢y =2

Por tanto, la solucién de la recurrencia es:

u, =2+ (n—1)2""!

Ejercicio 1.2.10. Un ciudadano pide un préstamo por cantidad S de dinero a pagar
en T plazos. Si I es el interés del préstamos por plazo en tanto por uno, jqué pago
constante P debe hacer al final de cada plazo?

Sea u, es la cantidad de prestamo que todavia debe el ciudadano al final del
n—ésimo plazo, es decir, a continuacién del n—ésimo pago. Entonces, para todo
0<n<T -1 tenemos:

Upr1 = Up + 1 -up, — P
=1+ DHu,—P

El problema entonces se reduce a resolver la recurrencia:

Uo =9
ur =0
Upt1 = 1+ Du, — P 0<n<T-1

El orden de la recurrencia es k = 1. La ecuacién caracteristica es:
—(1+1)=0
Por tanto, la solucion a la parte homogénea de la recurrencia es:
M = co(1+1)" co€C

La funcién de ajuste es f(n) = —P = —Pn° - 1. Para adaptar la notacién a lo
visto en teoria, tenemos:

s=-—P
—P =1 q(n)=1
deg(q(n)) =
Para obtener la multiplicidad del 1 como raiz del polinomio caracteristico, depen-

de del valor de I. Como la tinica raiz del polinomio caracteristico es 1+ I, realizamos
la siguiente distincion de casos:

= [ = 0: En este caso, la raiz del polinomio caracteristico es 1 y por tanto, m = 1.
Por tanto, tenemos:

M = co(1+1)" = co(1)" = coz?) =cn-1"=¢n

n
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Como 2 es solucién de la recurrencia, entonces:

—P =2 —(1+Dz® =c;(n+1) = (1 + Deyn =
=an+l—-nl+D]=c(1-1)=¢

Por tanto, la solucién de la recurrencia es:

T, = co — Pn

Para hallar ¢y y P, usamos las condiciones iniciales:
S:IOZCO—P'OZCO:COZS

S
OZQTT:CO—P'T:S—PT:}P:T

Por tanto, la solucién de la recurrencia es:

xn:S—;n:SO—%)

La cantidad constante que debe pagar el ciudadano al final de cada plazo es:

S
P=7

= [ = 0: En este caso, la raiz del polinomio caracteristico es 1 + I y por tanto,
m = 0. Por tanto, tenemos:

M = ¢o(1 + I)"x;p) =cn’ 1" =¢

n =

Como x%p ) es solucién de la recurrencia, entonces:

P
—sziﬁl —(1+ DNz =¢; —(14+DNey = —Iey => ¢ = T

Por tanto, la solucion de la recurrencia es:

P
xn:co(1+1)”+7

Para hallar ¢y y P, usamos las condiciones iniciales:

P P P
S:$0:CO(1+1)0+7200+7:>C():S—7

P
Osz:co(1+[)T+7

Por tanto, para hallar la cantidad constante que debe pagar el ciudadano al
final de cada plazo, necesitamos despejar P de la ecuaciéon anterior:

0= (S—§) (1+[)T+£:>

I

—P=(P-SNA+DT=PA+1)7 -SI1+1)T =
P SI(1+ )"

T a1
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La solucién de la recurrencia es:
P P
n=S—=110+D"+ =
x ( I)( + )" + 7

Ejercicio 1.2.11. Encuentre la solucion la soluciéon general para la siguiente recu-
rrencia:
Up = Up_o + 2" + (=1)" n>=2

y luego soluciona el problema que surge de ella junto a los valores iniciales:
Uy = U = 2.
El orden de la recurrencia es k = 2. La ecuacién caracteristica es:
??—1=0= (z+1)(z—-1)=0
Por tanto, la solucion de la parte homogénea de la recurrencia es:

M =) (=1)" + ¢

n

La funcién de ajuste es f(n) = 2" + (—1)". Por lo visto en teorfa, tenemos que
una solucién particular de la recurrencia es:

2P = 30" 4 can(—1)"

n

Para el calculo de c3 y ¢4 no intervienen los valores iniciales. Como 2P es solucién

de la recurrencia, entonces:

2" 4 (1) =P — :1;531)2 = 32" +eqn(—1)" — 32" 2 — ¢y(n — 2)(=1)"2 =
=2""2(2%c5 — c3) + (—1)"(can — ca(n — 2)) =
=2""2.3c3 +2(—1)"¢cy

Por tanto, deducimos que:

3e3=4=c3="4/3
200 =1= ¢, =12

Por tanto, la solucion particular de la recurrencia es:

2n+2 n
() — Z (=1
=S+ 2 (-

La solucion general de la recurrencia es:

ot p
O

T, =c1(—1)"+ ¢+ 5 5

Usando los valores iniciales, tenemos:

4 2
2:350201+CQ+§+0:>61+02:§
8 1 1
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Tenemos por tanto el siguiente sistema de ecuaciones:

=23 c1 =5/12
{ g —cy =16 }:{ o =11

Por tanto, la solucién de la recurrencia para los valores iniciales dados es:

5 1 otz g
n = ——(— n —_ —-—1”:
=Dt =45 ()

on+2 5 n\ 1
= B Y -
3 b (12+2>+

Ejercicio 1.2.12. Resuelva la recurrencia
Unto + AUniq + 16w, = 4" cos (%) — 4" 3 gen <%)
El orden de la recurrencia es k = 2. La ecuacién caracteristica es:
2’ +4x+16 =0

Por tanto, las soluciones de la ecuacion caracteristica son:

4+ /16 —4-16 _ :
z = 043 o a42Gis [T 22V
2 ry = —2 — 2/3i

Por tanto, la solucion a la parte homogénea de la recurrencia es:
2 = (=2 4 2v/30)" + co(—2 — 2V/3i)"

Para expresar la solucién en términos de senos y cosenos, calculamos el modulo
y el argumento de las raices. El médulo de las raices es:

| = |ra| = V22 +22. 3= V24 =4

Respecto al argumento de las raices, tenemos:

%(7’1) _ 2\/_ - /3 — ™ 2T

tg(th) =

R(r) -2 3 3
CS(r)  —2v3 .m _4m 2nm
tg(92)—%(r2)— = —\/§:>(92—§+7r—§_—€

Por tanto, la soluciéon a la parte homogénea de la recurrencia en términos de
senos y cosenos, usando la férmula de Moivre, es:

(h) n 2mn 2mn n 4mn 4dmn
x,” =4" | c1 cos = + c9 sen = + 4" ( c3cos = + ¢4 8en =

Usando que sen(—xz) = —sen(z) y cos(—z) = cos(z), podemos reescribir la
solucién anterior como:

() n 2mn 2mn n 2mn 2mn
x,”) =4"(cicos | —— | +casen | —— + 4" c3cos | — | —casen | — =
3 3 3 3
2 2
=4" <(01 + ¢3) cos <%) + (co — ¢4) sen (%)) =
2mn 2mn
= 4" <d1 COS (T) + ds sen (T))
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Como solucién particular de la recurrencia, partimos de:

ngp) = 4" [05 cos <n77r> + cg sen (%)]

Calculamos %), y 2% :

i 2 2
xff’jZ = 4""2 | ¢5 cos (—(nJ; )W) + cg sen (—(nq; )W)} -

= 4"*2 | ¢5 cos (%r—i—W) + cg sen (——|—7T>}
2 r nmw nm nmw nmw
=4 C5 <cos<2>cos7r—sen<2>sen >—|—cﬁsen<2)cos7r+c6=cos<7>sen7r]:

n nm
= 4”+2 | —C5 08 (7> — Cg sen (7)] =

nmw nmw
=4" [ 16¢5 cos 5 ) — 16¢6 sen <7>}

2 o (£517)] -

_l’_
2
| ( +5) +asen (T4 3)]
_c5cos Cg Sen 5 5
n+1_ T nmw T nmw T
=4 <cos( )03——sen<7> 5)—I—cﬁsen<—>cos——l—%cos(—)sen—]:

2 2 2 2
—C5 Sen ( -+ cg cOS ( )

_ |-
:471[ 4c5sen( : ) +4C6COS< )]

Sustituyendo en la recurrencia, tenemos:
4" [16 cos <%> — 64 sen (%)} =

= 4"*2 cos (%) — 4" gen (%) =

= :c,(lpJ)rQ + 4:55321 + 1627 =

=4" [—1605 cos (%) — 16¢¢ sen ( ﬂ
+ 4" [ 16¢5 sen <n2 ) + 16¢4 cos < ﬂ

o s () 1 ()

+ C5 COS 5 + 16¢¢ sen 5

=4" [1606 cos (%) — 16¢5 sen (%)}

Igualando coeficientes, tenemos:

(P) _ gn+1
Ty =4 C5 COS

16cg =16 = c5 =1
165 = —64 = ¢5 = 4
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Por tanto, la solucion general de la recurrencia es:

=4" (d1 cos (%) + dy sen (?)) + 4" [4 cos (%) + sen (%)] =
() i (22 () ()

Ejercicio 1.2.13 (Funcién Gamma). Calcule el valor de la integral:

Fn+1)= / t"e tdt
0

Aplicamos el método de integraciéon por partes:

dv =et v=—e!

[u:tn du = nt" ! }

Por tanto, tenemos:

I(n+1)= / thetdt = [—t"e”"] " + n/ gr-le=tgy & nI(n)
0

0

donde en (%) hemos usado la Regla de Barrow, junto a:

n

lim t"e ™" = lim — =0 limt"e ™t =0"-e" =0
t—o00 t—o00 et t—0
Por tanto, mediante una facil induccién, tenemos que:

I'(n+1)=nl'(n) =n!-T'(1) Vn e N

Veamos el valor de I'(1):

Por tanto, tenemos que:
I'n+1)=n! VneN
Ejercicio 1.2.14. Considere el problema de recurrencia no homogéneo:

Up = 3Up_1+3"—2 n=>=1
UO:2

y reduzcalo a un problema de recurrencia homogénea.
Por variacion de indices, tenemos que:
Up1 = 3Up_og+ 3" —2
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Por tanto, multiplicando por 3 llegamos a la segunda ecuacién:

Up, = SUp_1+3"—2
3un_1 = 9un_2 + 3" —6
Up — 3Up—1 = BUp_1 — Up_o+ 4

donde hemos restado ambas ecuaciones. Por tanto, tenemos que:
Up = 6Up—1 — Up_o + 4
Repitiendo el proceso, tenemos que:

Uy — OUp_1 + YUup_s = 4
Up—1 — OUp_o + YUp_3 = 4
Uy — TUp_1 + 1DUp_9 — YU, = 0

donde de nuevo hemos restado ambas ecuaciones. Por tanto, tenemos que la recu-
rrencia homogénea equivalente es:

Uy = TUp_1 — 15Up_9 + YU,_3

Resolvamos ahora dicha recurrencia homogénea. El orden de la recurrencia es
k = 3. La ecuacién caracteristica es:

2° — T2+ 152 -9 =0
Veamos mediante Ruffini que x = 1 es raiz de la ecuacion caracteristica:
1 -7 15 -9
1 1 —6 9
1 -6 9 0

Por tanto, tenemos que:
2* — 722 + 150 — 9 = (v — 1)(2° — 62+ 9) = (v — 1)(x — 3)?

Por tanto, la solucion general de la recurrencia homogénea es:
Tp=C+Cy-3"+can-3"

Las condiciones iniciales de contorno que debemos imponer son:
To = Uy = 2
rn=u1=64+3-2=7
To=1uUy=214+9—-2=28

Por tanto, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

c1+cyg =2
c1+3cy+3c3 =7 — cg=c=c=1
c1 + 9cy + 18¢c3 = 28

Por tanto, la solucion de la recurrencia dada es:

T, =143"4+n-3"=1+(n+1)3"
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Observacion. Notemos que este “método” tiene varios inconvenientes: oculta que
algunos de los coeficientes son independientes de los valores de contorno, no evita
encontrar las raices de un un polinomio mientras que eleva el grado del polinomio a
estudiar, no es algoritmico, el calculo de los coeficientes indeterminados es efectuado
mediante un sitema de mayor orden, etc.; no obstante el método es algebraicamente
bello.

Ejercicio 1.2.15. Considere las siguientes recurrencias:

Sp =28, 1+ Sp2+4t,1 n=2
by = Sp—1+th n =2

Solucione y resuelva la primera recurrencia.
Mediante una simple variacién de indices, tenemos que:
Sp—1 = 28,2 + Sp—3 + 4ty o
Por tanto, tenemos que:

Sp— Sp—1 =281+ Spo + 41 — 25,2 — Spn—3 — Aty o =

= 28,1 — Sp—2 — Sp—3 + 4tn—1 - 4tn—2

Luego:
Sp = 3Sp—1 — Sp—2 — Sp—3 + 4(tn—1 - tn—?)

Haciendo uso de que t,, — t,,_1 = s,,_1, tenemos que:
Sp = 38p—1— Sp—2 — Sp—3 + 482 = 381 + 352 — Sp_3
La ecuacién caracteristica de la recurrencia homogénea obtenida es:
23 —322 =32z +1=0

Veamos que x = —1 es raiz de la ecuacion caracteristica:

1 -3 =3 1
-1 -1 4 -1
1 -4 1 0

Por tanto, tenemos que:
:L'3—33:'2—3a:+1:(a:+1)(x2—4x+1):()<:>{

Por tanto, la solucion general de la recurrencia homogénea es:
Tn = c1(—1)" + (2 +V3)" + ¢5(2 — V3)"
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Ejercicio 1.2.16. Encuentre una fraccién que represente al nimero real:

> k
Z 103(k+1)

k=0

De forma general, sea o € R, o # 1, y consideramos la recurrencia dada por:

S —
Sp = Sp_1 +na™tt
El orden de la recurrencia es k = 1. La ecuacion caracteristica es:

Por tanto, la solucion de la parte homogénea de la recurrencia es:

o0

n — C1

La funcién de ajuste es f(n) = na™"t. Por lo visto en teoria, tenemos que una
solucion particular de la recurrencia es:

2® = (cy + czn)a”

Como z” es solucién de la recurrencia, entonces:

o®na” "t =na™tt = 2@ — 2% = (cy + e3n)a” — (c3 + c3(n— 1))t =
b ena™™t + oot =

= 0" N — 1) + c3a™ + esna™ Ha — 1)

= " + c3na” — "

Por tanto, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

OZQ

—1 = 2 e =
cala—1) =« €3 = ——
—C3 —Q
co(a—1) +c3 == a1

Por tanto, la solucion particular de la recurrencia es:

2 2
(p): —a na n _
Tn ((a—1)2+a—1>a

N

na® —na? —a?\
= o =
(—1)?

Por tanto, tenemos que una solucién general de la recurrencia es:

T, =z 2P =

N na® —na? —a?\
= C «
1 (@ —1)
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Para hallar el valor de ¢;, como sabemos que zy = so = 0, tenemos que:

—012 042
O = fr— _— :> [ —
Zo c1 + (Oé — 1)2 Co (a — 1)2

Por tanto, la solucién a la recurrencia dada es:

062 + 'I’LOéS - nOé2 - 042 n
Tp = o =
(= 1)? (= 1)2

042 nan+3 — na™ o an+2

e (a— 1) -
a2 _ an+2 + nan-l—?) _ nan+2

- (a— 1)

+2

Tomando limite con n — oo, suponiendo « € [0, 1], se tiene que:

) ) 062 - an+2 + nan+3 - nan+2
lim z,, = lim =
n—00 n—00 (a — 1)2

B <aC—Y21>2 - (ac—y 1)2 - (11)2

Resolvamos ahora por tanto el ejercicio. Tomando o = 1073, se tiene que:

~ k
Sp = Tp = Z 103(k+1)

Tomando limite por tanto con n — oo, como «a € [0, 1], se tiene:

=k 1073 \? 2 1 1
= lmaz,=(—) =(110°=-1)" = =
kzzo 103040~ 50 (1 - 103> ( )" = 5002 = geso01
Ejercicio 1.2.17. Demuestre mediante la teorfa de recurrencias que 0.9 = 1.

Observacion. Observe que, sin mucho rigor, se podria tener lo siguiente:

_ - 1
09=3-03=3--=1
3
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1.3. Loégica Proposicional

Ejemplo. La férmula proposicional (a — b) (siempre que b # a) es refutable.

Basta tomar una valoracién v tal que v(a) =1y v(b) = 0.
De hecho, a — b es satisfacible, luego es una férmula contingente.

Ejemplo. Las siguientes formulas proposicionales son tautologias:
1. (a —a)
v(a — a) =v(a)v(a) + v(a) + 1
=wv(a) +v(a)+1
=0+1=1
Observacién. Notemos que, dado a € Zs, se tiene que a® = a y 2a = 0. Esto

serd usado constantemente, aunque en un principio el lector no esté acostum-
brado a trabajar a trabajar en este anillo.

2. (o V —a). Esta tautologia se conoce como el principio del tercio excluso.
v(aV—a) =v(a)v(—a) + v(a) + v(-a)
= v(a@)(v(@) +1) +v(a) +v(a)
=v(a)® +v(a) +v(a) + v(a) +
=04+0+1=1

+1
1

Ejemplo. Dada una valoracién v y dadas «, 8 férmulas proposicionales, se tiene
que:

v(la=B)A(B—a)) =uvla+P)

En efecto, se tiene que:

v(l@=B)A (B = a)) =vla—= BB = a)

Ejercicio 1.3.1. Dadas «, [ féormulas proposicionales, clasifique las siguientes
formulas en funcion de si son tautologias, contradicciones o contingentes:
L. (= ) = (=8 — —a)
En lo que sigue, sea v una valoracién fija pero arbitraria. Para facilitar el
desarrollo, notaremos que dada v férmula proposicional, tenemos que:

v(y)v(=y) = v(y)(v(y) + 1)
=v(7)* +v(v)
=v(y) +v(y) =0

w
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Tenemos que:

v((a = B) = (= = —a)) =v(a = Bv(= — —a) +v(a — ) +1
= (v ( Jo(B) +v(a) + 1)(v(=p)v(=a) + v(=8) + 1) + v(a)v(B) + v(a) + X + X
= (v(a)v(B) + v(=a))(v(=B)v(=a) + v(B)) + v(a)v(B) + v(a)

0
= v(a)v v(—a)  + vlmed)? + v(-a)v(=8) + v(-a)u(8)+
Fo + v(a)
v(=a)v(- ﬁ)+v(ﬁa) (8) +v(a)

Por tanto, se trata de una tautologia.

2. (a—=pB) = (o= p) = —a)

Tenemos que:

a = fB) = —a))

(= B) = —a)+v(a— 5)+1

(a0 = Bv(—a)+v(a— B)+1)+v(a—[)+1
(

)

)

)*v(=a) +v(a = B)* + vla—TF) + vla—T7) +1
a— B)v(-a)+ 1]+ 1

Jo(a) + 1

)

Por tanto, depende de la valoracion.
» Siv(a) =1=wv(8), entonces:
vl =) = (= ) = —a)) =0
» Siv(a) =06 wv(5) =0, entonces:

v((a = B) = ((a = f) = —a)) =1

En general, la féormula ni serd tautologia ni contradiccion. Es una una férmula
contingente.
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3. (a = —f) = (ma— f)

Tenemos que:

v((a = =) = (ma = ) = v(a = ~f)v(~a = ) + v(a = =) +1
= (v(@)v(=5) + v(a) + D (v(-a)v(B) + v(=a) + 1) + v(@)o(=5) + v(a) + L+ 1
= (v(a)o(=f) + v(=a))(v ( a)v(B) +v(a)) + v(@)o(=5) + v(e)

W +o(~0)0(8) + ploot) + vlsaytal +
+ v(a}p(=B) + v(a)

v(ia+ 1)v(B) + v(a)

— u(a)u(8) + v(B) + v(a)

v(a Vv p)

Por tanto, depende de la valoracion.
» Siv(a) =0=v(F), entonces:
v((a = =2P) = (na = f)) =
» Siv(a)=16v(p) =1, entonces:
v((a = =2B) = (na = f)) =

En general, la féormula ni sera tautologia ni contradiccion. Es una una férmula
contingente.

Ejercicio. Para cualesquiera féormulas proposicionales «, 3,7, demuestre que las
siguientes reglas son correctas:

1. o, — B = B. Esta regla se conoce como modus ponens.

Tenemos que es equivalente a:

«
a— [

8

Sea v una asignacion fija pero arbitraria a condicién de cumplir:

v(ia)=1=v(a— F)

Entonces, tenemos que:

1 =v(a— p)
= v(a)v(B) + v(a) +1
=1-vpB)+1+1
= v(p)

Por tanto, como v(f5) = 1, la regla es correcta.
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2.a=(B—=7), aNBEYy

Tenemos que es quivalente a:

a— (B—7)
alp

v

Sea v una asignacion fija pero arbitraria a condicién de cumplir:

va—= (B—=7)=1=v(aAp)

Debemos demostrar que v(7y) = 1.

Como v(a — (8 — 7)) = 1, entonces:
L =v(@)v(f =) +v(a)+1
= v(@)(v(B)v(y) +v(B) +1) +v(a) +1
= v(a)u(B)o(y) + v(@)v(B) + ( ) +u(e) +1
= v(a)v(B)v(y) + v(@)v(B) +

Por tanto, tenemos que v(a)v(B)v(y) = v(a)v(f). Como por hipétesis también
tenemos que v(a A ) = 1, entonces:

1=v(aAp)
= v()v(P)

Por tanto, v(y) = 1, y la regla es correcta.

J.a—=vy,foyEFEaVy

Tenemos que es equivalente a:

a =y
B =
aVp—xy

Sea v una asignacion fija pero arbitraria a condiciéon de cumplir:
va—=7y)=1=v(B—7)
Entonces:

I =v(a)v(y) +v(a) +1
1=wv(B)v(y) +v(B) +1
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Por tanto:

Tenemos entonces que:

vV p =) =v(aVB)u(y)+v(aVb)+1
= (v(@)v(B) +v(a) +v(B))v(7) + (v(@)v(B) + v(a) + v(B)) + 1
= v(@)o(B)v(y) +v(@)o(y) +v(B)o(y) + v(a)o(B) + v(@) +v(B) +1

Aplicando las igualdades anteriores, tenemos que:

v(aV B = 7) = v(@)u(8) + v(a) + v(8) + v(a)u(8) + v(a) + v(B) + 1
— 20(a)v(B8) + 20(a) + 20(8) + 1
=1

Por tanto, la regla es correcta.

4. v—=ay—=FEy—aNp
Tenemos que es equivalente a:

Y — o
gl

Yo ang
Sea v una asignacion fija pero arbitraria a condicién de cumplir:
v(y = o) =1=uv(y = p)
Entonces:

1L =v(y)v(a) +v(y) +1
1=v()v(B) +v(y) +1

Por tanto, tenemos que:
v(y)v(e) = v(y) = v(7)v(B)

Comprobemos que la regla es cierta:

donde en (%) hemos usado las hipdtesis. Por tanto, la regla es correcta.
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5 (aAB) =7, a, BEY

Tenemos que es equivalente a:
(@AB) =~

Q
B

v

Sea v una asignacion fija pero arbitraria a condicién de cumplir:
v((@Ap) =) =1=uv(a) =v(p)

Entonces:

Usando que v(a) = v(f) = 1, tenemos que:

l=v(y)+1+1=0v(y)=1

Por tanto, la regla es correcta.

6. oV B, naV~y | BV-~y. Esta regla se conoce como la regla de resolucién.

Tenemos que es equivalente a:

aVp
—aV oy
BV
Sea v una asignacion fija pero arbitraria a condicién de cumplir:

vaVvp)=1=v(-aV~y)

Entonces:
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Por tanto, tenemos que:
1 = wv(a)v(f) + v(a) +v(p)
v(@) = v(a)u(v)
Veamos ahora que la regla es correcta:

v(BV ) =v(B)v(y) +v(B) +v(y)
(v(a)v(B) +v(a) + Do(y) +v(B) +v(7)
)

= v(@)o(B)v(y) +v(@)v(y) + vb7) +v(B) + vly)
= v(@)v(B) + v(a) +v(pB)
=v(aVp)

Por tanto, la regla es correcta. Hagamos ahora otro razonamiento distinto:

» Siv(aV ) =1, entonces v(a) =16 v(f) = 1.

» Siwv(—-aVy) =1, entonces v(a) =06 v(y) = 1.
Si v(B) = 1, entonces v(8 V 7) = 1. Supongamos por tanto que v(3) = 0, y
demostremos que v(y) = 1. Como v(f) = 0, entonces v(a) = 1, por lo que

v(a) # 0y por tanto, v(y) = 1, de donde v(8 V v) = 1. Queda demostrado
por tanto que la regla es correcta.

7. ma — [, na — 2 | a. Esta regla se conoce como la regla de reduccién al
absurdo clasica.
Tenemos que es equivalente a:

—a — [
—\Q{—)—\ﬁ
(6%

Sea v una asignacion fija pero arbitraria a condicién de cumplir:

v(—a— 6)=1=v(-a— —p)

Entonces:

—a)u(f) + v(-a) +1
= (v(a) + 1)v(B) +v(a) +1+1
=v(a)v(B) +v(B) +v(a)+1+1
= v(a)v(B) + v(a) +v(F)
1 =v(—a — —b)
(ma)o(=p) +v(-a) +1

= (v(a) + 1)(v(B) + 1) +v(a) + 1+ 1

(@)v(B) + vbe] +v(B) + 1+ v (er)
(@)v(B) +v(B) +1

I
<

I
<

=0
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Por tanto, tenemos que:

De forma directa, tenemos que v(a) = 1, y por tanto, la regla es correcta.

8. a — fB,a — =f E —a. Esta regla se conoce como la regla de reduccion al
absurdo intuicionista.

Tenemos que es equivalente a:
a—f

a— —f3
-

Sea v una asignacion fija pero arbitraria a condicién de cumplir:

via— B)=1=v(a— —F)

Entonces:

Por tanto, tenemos que:

Por tanto, tenemos que v(«) = 0, por lo que v(—«a) = v(a) + 1 = 1, y por
tanto, la regla es correcta.

9. @« = §,—a — [ | . Esta regla se conoce como la regla de demostracién por
casos.

Tenemos que es equivalente a:

a— [
~a — 3
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Sea v una asignacién fija pero arbitraria a condicién de cumplir:

via— B)=1=v(-a— 5)

Entonces:

1=v(a—p)
= v(a)v(B) +v(a) +1

1 =v(—a = p)
= v(=a)v(B) + v(-a) +1
= (v(a) + Dv(B) +v(a) + 141
= v(a)v(B) +v(B) + v(a)

De la primera hipétesis deducimos que v(a)v(5) = v(a), y por tanto de la
segunda hipdtesis deducimos que v(5) = 1, y por tanto, la regla es correcta.

Observacion. Sean A, B dos conjuntos, y sea f : A — B una funcién. Entonces,
definimos la aplicacién f, por:

fi: A — B
C — {f(z)|xzeC}

Notemos que, dado I' U {a} un conjunto de férmulas proposicionales, se tiene
que I' = « si y sélo si, para toda valoracién v, se tiene que v(a) = 1 siempre que

v.(T) C {1}.

Proposicion 1.1. Dada una formula o, demostrar que v es una tautologia si y solo
si = a.

Demostracion. Tenemos que notar = « es equivalente a notar () = «. Dada una
valoracion v, tenemos que v, (@) =0 C {1}.

Por tanto, sabemos que que |= « si y sélo si para toda asignacién se tiene que
v(a) = 1y esto se da si y sélo si « es una tautologia. O

Proposicién 1.2. Veamos algunos resultados sobre conjuntos satisfacibles.

1. El conjunto () es satisfacible.
2. Existen conjuntos insatisfacibles.
3. Si A es insatisfacible y A C T, entonces I' es insatisfacible.
4. {a, a0 = —a} es insatisfacible.
Demostracion.
1. Razonamos por vacuidad. Dado una férmula ag, sea v = X{q4,}-

Si () fuese insatisfacible, existeria ¢, € () tal que v(yp,) = 0, lo cual es absurdo.
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2. Sea el conjunto {a,—a}. Sea v tal que v(a) = 1. Entonces v(—a) = v(a)+1 = 0,
por lo que dicho junto no es satisfacible.

3. Como A es insatisfacible, entonces para toda valoraicén v se tiene que existe
vy, € A C T tal que v(p,) =0, por lo que T" es insatisfacible.

4. Sea v tal que v(a) = 1. Entonces:

v(a = —a) = v(a)v(—a) + v(a) + 1
=1-0+1+1
=0+0=0

Si {a,a — —a} fuera satisfacible, deberia ser v(a) = 1y v(a = —a) = 1,
pero si v(a) = 1, entonces v(a — —a) = 0.

Proposicion 1.3. Sea I' un conjunto de formulas proposicionales. Entonces,
Con(I") = Con(Con(I"))

Demostracion. Demostramos por doble inclusion:

C) Como I' C Con(T"), entonces Con(I") C Con(Con(T")).

D) Dado a € Con(Con(I")), entonces por definicién Con(I') = a.

Para ver que a € Con(I'), basta ver que I' = a. Sea v una valoracién con
v.(I") € {1}. Por tanto, v.(Con(I')) C {1}, y por tanto v(«) = 1, por lo que

I' = a.
[

Ejercicio 1.3.2. Sea I'U{«, 8} un conjunto de férmulas proposicionales. Demostrar
quesil’' Eayl Ea— 3, entonces ' = . Es decir, si o, « — 8 € Con(T"), entonces
p € Con().

Demostracion. Demostremos en primer lugar que Con(I') |= 5. Sea v una valoracién
tal que v,(Con(I")) C {1}. Entonces, tendremos que:

v(a) =1=v(a— p)

Por la regla de modus ponens, como o, o« — [ = 3, entonces v(5) = 1. Por
tanto, Con(I') = 8. Deducimos entonces que § € Con(Con(I')) = Con(T"), por lo

que ' = 5.

Este resultado se resume diciendo que Con(I") es cerrado por modus ponens. [

Proposicién 1.4. Para toda o, [ formulas proposicionales, € Con({a A —a}).
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Demostracion. Sabemos que (A —a) — «, (oA —a) — —a son tautologias, por lo
que:
(a N =a) = a, (a A-a) = —a € Con())

Ademads, a A ma € Con(a A —a). Como () C {a A —a}, tenemos que:
aA-a, (aA-a) = a, (aA-a) = -a € Con(a A —a)

Por la Regla de modus ponens, tenemos que o, —a € Con(a A —«). Ademds,
tenemos que otra tautologia es:

a — (ma — p) € Con(a A ~a)

Aplicando la Regla de modus ponens dos veces de forma consecutiva, primero
llegamos a que ~a — f € Con(a A =), y posteriormente llegamos a que se tiene

que 8 € Con(a A —a), que es lo que buscdbamos demostrar.
O

Ejercicio 1.3.3. Demuestre que para todo conjunto de férmulas I' U {a, 8}, se

cumple
Con(I',a v 8) = Con(I', &) N Con(T, 5)

Demostracion. La demostracion es por doble inclusion.

C) Veamos en primer lugar que o, — oV 3 € Con([', o).

Sabemos que o — «V [ es una tautologia, luego « — oV 3 € Con()). Como
0 C TU{a}, entonces Con(()) C Con(T, «), y por tanto a — aV 3 € Con(T, a).

Por otro lado, I' U {a} C Con(I', @), y por tanto a € Con(T', ).

Por tanto, como Con(I',«) es cerrado por modus ponens, entonces tenemos
que a V 5 € Con(T', ). Como ademés I' C Con(T", «), entonces:

Con(I',a v ) C Con(Con(I', ) = Con(I", )

Razonando de igual forma, tenemos que Con(I',a vV 5) € Con(T', 8), por lo
que:
Con(I',a v 5) C Con(I', ) N Con(T', B)

D) Sea vy € Con(I', ) N Con(T', ), es decir:

v € Con(l'a) =T U{a} E~
v € Con(l,B) = TU{f} v

Tenemos que demostrar que v € Con(I', aV ), es decir, que 'U{a V 5} = 7.
Demostremos antes el siguiente resultdado.

Sea v una asignacion fija. Veamos que si v(a V ) = 1, entonces v(a) = 16
v(B) = 1. Por reduccién al absurdo, supongamos que no, es decir, que v(a) =
0 = v(p). Entonces:

1=wv(aVp)=wv(a)u(B)+v(e)+v(F) =0
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Por tanto, llegamos a una contradiccién, por lo que v(a) =1 o v(f5) = 1.

Sabiendo esto, veamos si 7 € Con(I',a V ). Sea v una valoracién tal que
v(0) = 1 paratodo 6 € I'y v(aV ) = 1. Por lo que acabamos de ver, v(a) = 1
6 v(B) = 1, supongamos v(a) = 1 (el otro caso es idéntico). Entonces, como
I'u{a} =, entonces v(y) = 1, por lo que:

v € Con(T', eV )

Por tanto, Con(I", ) N Con(T", 5) C Con(T', v V )
]

Ejercicio 1.3.4. Sea I'U{«, 5} un conjunto de férmulas proposicionales. Entonces,

silE-a—fyl'EFa—¢, entonces ' == -9y Il'E-— p.

Demostracion. Sea v una valoracién tal que v,(I') C {1}. Entonces, por hipétesis,
tenemos que:

v(ma— B)=1=v(a— 1)
Entonces, tenemos:

= v(—a — )
v(—a)v(B) + v(—a) + 1
= (v(a) + 1)v(B) +v(a) +1+1
a)v(B) +v(B) + v(a)
)

(
=v(aVp

Il
<

1 =v(a— 1)
=v(a)v(y) +v(a) +1

Veamos que es cierto lo dicho. Tenemos que:

v(=f = ) = v(=B)v(¥) + v(-F) + 1
= (v(B) + D) +v(B) +1+1
= v(B)v(¥) +v(¢) + v(B)
=v(B V)

v(= = ) = v(=)v(B) + v(—) +1
= (v(¥) + Do(B) +v() +1+1
= v(¥)v(B) +v(B) + v(¥)
=ov(YVp)

Por tanto, nuestro problema se reduce a demostrar que v(¢ VvV 3) = 1.

= Siwv(f) =1, entonces v(yp V ) = 1.
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= Siwv(5) =0, entonces por la primera hipétesis tenemos que v(¢)) = 1, y por la
segunda hipdtesis tenemos que v(1)) = 1, por lo que v(¢p V ) = 1.

En cualquier caso, tenemos que v(¢) V §) = 1, por lo que I' = = — ¢y
e —p. O

Teorema 1.5 (de la Reduccién). Sea I' U {a, 5} un conjunto de formulas proposi-
cionales. Equivalen:

1. TaEp
2T Ea—p
Demostracion. La demostracion es mediante doble implicacion.

1 = 2) Supongamos que I', « = 5. Entonces, sea v una valoracién tal que v, (I") C
{1}. Caben dos posibilidades:
» v(a) = 0. Entonces, v(a — ) =1, por lo que I' = a — p.
» v(a) = 1. Entonces, por hipdtesis tenemos que v(f) = 1, por lo que

v(aw = ) =1, y por tanto I' = o — S.

2 = 1) Tenemis que a — [ € Con(I") C Con(I', ). Como o € Con(I", @), entonces
por la regla de modus ponens tenemos que 5 € Con(I', ), es decir, I', a |= S,
que es lo que queriamos demostrar.

]

Teorema 1.6. Sea I' U {a} un conjunto de formulas proposicionales. Entonces,
equivalen:

1. TEa«
2. T U{—a} es insatisfacible.
Demostracion. La demostracion es mediante doble implicacion.

1 = 2) Supongamos que I' = «, y sea v una valoracién fija pero arbitraria. Si
dp € I tal que v(p) = 0, entonces ya tenemos que I' U {—a} es insatisfacible.
En caso contrario, tenemos que v,(I') C {1}, por lo que v(«) = 1, y por tanto
v(—a) =0, por lo que I' U {—a} es insatisfacible.

2 = 1) Supongamos que I'U {—a} es insatisfacible, y sea v una valoracién tal que
v.(I") € {1}. Como I"'U {—a} es insatisfacible, entonces v(—a) = 0, por lo que
v(a) = 1.

]

Observacion. En numerosas ocasiones, estudiar la insatisfacibilidad de un conjunto
de férmulas es més sencillo que estudiar la validez de una férmula (es decir, es més
facil estudiar el punto 2 que el punto 1 en el teorema anterior). Usaremos por tanto
dicho resultado para demostrar la validez de una férmula.
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Ejemplo (Regla de la Clausula Unit). Veamos algunos ejemplos de la Regla 2 del
Algoritmo de Davis y Putnam.

1. Sea ¥ ={a,aVb,—aVb —-aVbVc}un conjunto de clausulas.

Tan solo cuenta con una clausula unitaria, A = a. Eliminamos todas sus am-
pliaciones, y obtenemos:

Y ={-aVb-aVbVc}

Como Y # (), eliminamos ahora de cada cldusula de ¥’ todas las ocurrencias
de la clausula unitaria \* = —a:

¥ ={bbVc}

Por la regla 2, sabemos que X" es insatisfacible si y solo si lo es X.

2. Sea ¥ = {a,a V b,a V —c} un conjunto de clausulas.

Tan solo cuenta con una clausula unitaria, A = a. Eliminamos todas sus am-

pliaciones, y obtenemos:
=10

Por tanto, por la regla 2, sabemos que X es satisfacible.

Ejemplo (Regla del Literal Puro). Veamos algunos ejemplos de la Regla 3 del
Algoritmo de Davis y Putnam.

1. Sea ¥ ={-aVb,—-aVe —-bVcbV-d} un conjunto de cldusulas.

Tenemos que A = —a es un literal puro en X, puesto que A° = a no aparece en
ninguna otra clausula. Eliminamos todas las ampliaciones de A, y obtenemos:

YW ={-bVebV-d}

Por la regla 3, sabemos que ¥’ es insatisfacible si y solo si lo es 3.

2. Sea ¥ = {=a V b,aV —b} un conjunto de cldusulas.

En este caso, no hay literales puros, por lo que no podemos aplicar la regla 3.

Ejemplo (Regla de Descomposicién). Veamos un ejemplo de la Regla 4 del Algo-
ritmo de Davis y Putnam. Sea el siguiente conjunto de clausulas:

Y={aV-bV-ecbVd -aVbVecbV-d}
Apliquemos las reglas vistas:
1. 3 no tiene clausulas tautoldgicas.
2. X no tiene clausulas unitarias.

3. X no tiene literales puros.
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4. Considerando A = a, podemos dividir las clausulas como sigue:

Q={bvd,bV-d}
Yy={-bV-ctuUQ={=bV-c,bVdbV-d}
Yo={bVvecuQ={bVebVvdbV-d}

Por la regla 4, sabemos que Y es insatisfacible si y solo si lo son Y y .

Ejercicio 1.3.5. Sean las siguientes férmulas proposicionales:

11 =(aVb)— (cVd)

Y2 = (ma A=d) = (- A (eVe))
v3=a— (¢ AN=bA(=d VD))
o=(d—(bVa))— (dN-(aV b))

Estudie si v1,72,73 | ¢; y en caso de no serlo dé una asignacién que lo evidencie.

Estudiaremos la satisfacibilidad del conjunto {1, 72,73, ¢} mediante el Algo-
ritmo de Davis y Putnam. Para hello, en primer lugar hemos de transformar las
formulas a su forma normal conjuntiva.

7= (aVb)— (cVd)
==(aVb)V(cVd)
= (ma A=b) V (cVd)
=(-aVeVd)A(=bVeVd)

Y2 = (maA=d) = (= A (ecVe))
= =(maA=d)V (mcA (cVe))
= (-=aV-—d)V (me A (cVe))
=(aVd)V(=cA(cVe))
=(aVvdV-c)A(aVdVeVe)

v3=a— (e AN=bA(=d Vb))
=-aV (meA=bA(=d Vb))
= (maV —c)A(maV —b)A(—aV —dVb)

—p==[(d—= (bVa)) = (dAN—=(aV b))
==[~(d— (bVa))V(dA-(aV b))
= [=(=dVbVa)V(dA-(aV b))
=(aVbV-d)AN=(dN—-aAb)
=(aVbV-d)A(aV-bV-d)
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Queremos por tanto estudiar la satisfacibilidad del conjunto X:

EO = {71,’72;737_‘90}
={(-aVcVd)A(-bVcVd),

(aVdV—c)A(aVdVeVe),
(maV =c) A (=aV=b)A(-aV -dVD),
(aVbVv-d)A(aV-bV-—d)}

Estudiar la satisfacibilidad de ¥, equivale a estudiar la satisfacibilidad de >::

Y={(-aVveVvd), (-bVcVd),
(avdV=—c), (avdVeVe),
(maV =c), (-aV-b), (—aV-dVb),
(aVvbV—d), (aV-bV-d)}

={-aVcVd,
-bVeVd,
aVdV —c,
aVdVceVe,
—a Ve,
—a V —b,
=a V —d Vb,
aVbV—d,
aV —bV —d}

Aplicamos ahora el Algoritmo de Davis y Putnam para estudiar la satisfacibilidad
de Y, representado en la Figura 1.1. De ahi, deducimos que X es satisfacible, por lo
que X = {71, 72,73, 7@} es satisfacible, y por tanto 71,72, 73 & ¢. Deducimos que
existe al menos una valoracién v tal que v(7y1) = v(y2) = v(v3) = 1 y; sin embargo,

v(p) = 0.
Como asignacion que evidencie la satisfacibilidad de ¥, vale cualquier valoracién
v que cumpla las siguientes restricciones:

v(e) =v(—a) =v(=b) =v(~d) =v(-c) =1

Ejercicio 1.3.6. Demuestre que la férmula conocida como Ley de Meredith es una
tautologia:

(¢ = ¥) = (ma = =B) = a] =9 = (v = @) = (B = ¢))
Demostrar que es una tautologia equivale a demostrar que:
F (e =9) = (ma—= =p)) = a] = 9] = (v = ¢) = (B = ¢))

Esto es equivalente, aplicando tres veces el Teorema de la Deducciéon, a demos-
trar:

[((p=9) = (ma—=8) = a]l =7y, y=¢, BE
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by
R3. A = e es un literal puro. v(e) = 1

l

Si={-aVeVvd,-bVeVdiaV-eVd;—aV e
—aV =b;—a VbV -d;aVbV—diaV—bV-d}

R4. A = —a. v(—a) =1

/ \
Yu={cVd;=bVeVd;—c;—b; bV —d} Yio={-bVecVd;—-cVdbV—d;—bV-d}
R4. A = —b. v(-b) = 1
Y={cVd;=bVcVd—bbV-d} #1)
2121:{6 V d, —cV d7 _\d} 2122:{_\6 V d, _\d}
2. A= = a. v(Ha) =
Sin={d; ~bV d; =b; bV ~d} R2. A =~d v(nd) = 1
Tin={cVd;ncvd}# 0 Sy ={mc Vv d}# 0
Y ={-b;bV d} £ 10 [
[ Yion={¢; ~c} Yi999={—c}
2.\ = _ () —
S ={-b; b} R l ¢ R2. A = —=c. v(—c) =1
!
Yon={-ct={-cv O} #0 5 99 =0
l {
Yhn={b}={bvO} #0
{ Yo ={0}

211111:{['}

Figura 1.1: Algoritmo de Davis y Putman del Ejercicio 1.3.5.
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Busquemos la forma normal conjuntiva de cada una de las férmulas:
[((p =) = (ma = =B)) = o] = v==[((g > ¥) = (ma = =f)) = o] Vy
=[(lp=¢) = (ca— =) val vy
==l = ¢) V(ma— =p)) Va] Vy
[
al

|
_|

(== V)V (mmaV =f)) Val vy
(V) A=(aV=p)) ValVy
(= V) A=(aV =) A-a] Vy

(=(m V) V(v =B)) Ama] Viy

(e A=) V(e V=B)) A—a] Vy
=[(pVaVv-B)A (¢ VaVv-p)A-alVy
=(@VaVvaBVy) Ay VaV-BVy)A(-aVy)

THe="Ve

Sean por tanto las siguientes féormulas:

wo=¢@VaVapVry
o1 =Y VaVvagVy

P2 = Vy
Y3 =YV
oy =0

Notando 3¢ = {0, 1, ¥2, ¥3, P}, el problema equivale a demostrar que ¥y = ¢.
Opcién 1. Usando la Regla de Resolucién.

YoEeVaVvaBVy g€ X

Yo = B Y4 € Yo

Yo FEeVaVvvy Regla de Resolucion
Yo EaVy P2 € X
YoEFE@eVyVy Regla de Resolucién
YoFEeVy YVy =7

Yo Ve 3 € Yo

YoFE eV Regla de Resolucién
Yo FE g pVp=9p

Ademas, o no se ha empleado en este proceso, por lo que ¥g \ {1} | ¢.

Opcion 2. Usando el Algoritmo de Davis y Putnam.

Buscamos demostrar la insatisfacibilidad de X, donde:

22{9007901,802,%037%047_‘@}
={peVaVv-BVy,pVaV-gVy,aVy Ve, B, e}

Por el Algoritmo de D&P de la Figura 1.2, tenemos [J € Y117, por lo que
Y1111 es insatisfacible y, por tanto ¥ también, por lo que ¥y = ¢. Ademas,
=) € 31111, 1o que pone de nuevo de manifiesto que Xg \ {1} = ¢.
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YS={pVaV-BVy,—pVaV-BVy,-aVy—yVe; [ et

|

Y={poVaVapVy;=pVaVapVy,-aVy,—y Ve gt

|

Si={eVa vy VavymaVy oy Ve el

|

Si={eVaVvy - VaVvynaVy; oy Vel# D

|

Sn={aVy; ¥ Vavy-aVvy vl

|

YSh={aVy, 2 VaVvy-aVyt# )

2111:{045 -V a; ﬁa}

|
Yin={o; ) Val# 0

|

21111:{D§ _@}

Figura 1.2: Algoritmo de Davis y Putman del Ejercicio 1.3.6.
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Ejercicio 1.3.7. Sean «, 3, v férmulas proposicionales. Clasifique la siguiente férmu-
la en funcion del caracter de sus subférmulas:

p=(a—=(B—=7) = (a=8)—=(y—a))

Encontremos la forma normal conjuntiva de ¢:

(@—=(B—=7)—=(a=p)—=(y—a)
~(a=(B—=7)V{(a—=p8)—=(y—a)
(ca V(B —=7)V(o(a—=B)V(y—a))
~(maV (=8V )V (~(maV B) V(7 Va))
(@ABA=Y)V(aA=B)V (=7 Va)
(@ABA=)V((aV-7)A(=BY - Va))
(@ABA=)V(aVy)A(aABA=Y)V(=28V 7V )
=(@V)ABVaVv—y) A (aF)A

A(=BY =y Va) A (BY =B¥aV—) A (aV=BY=7)
=(aV-"7)ABVaVv-"7)A(=BV-yVa)
= (aV-"7)A[(BA=B)V (aV )]
=V -y

¥

=7 -«
Tenemos entonces que:
» = psiysolosi Ev — a,y estoes siy solo si {7, na} es insatisfacible.

» = —p siysolo si {aV =y} es insatisfacible, y esto es si y solo si a es una
contradiccion y v es una tautologia.

Tenemos entonces la siguiente discusion de casos:

= v es una tautologia: En este caso ¢ = «, por lo que:

1. « es una contradiccion = ¢ es una contradiccién.
2. « es una tautologia => ¢ es una tautologia.

3. « es una contingencia = ¢ es una contingencia.

= 7 es una contradiccion:

Entonces {—y} es insatisfacible, y por tanto = ¢. ¢ es una tautologia.

= 7 es una contingencia.

Al ser v una contingencia, Jv; tal que vi(y) = 0y Jvs tal que vy(7y) = 1.

1. Como wvy(7y) = 0, entonces v1(p) = 1, por lo que ¢ es satisfacible.

2. Como v3(7y) = 1, entonces va(p) = va(a), por lo que se puede dar que
va(p) = 0y @ es refutable.

Por tanto, ¢ es una contingencia.
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Ejercicio 1.3.8. Sean {a, b, ¢, d} férmulas proposicionales. Decida si:
(ma = b)A(c—=d),a—c,(mbA=c) = d,b—a,(dN—c) = a,a—dEaNcNd

En primer lugar, de la hipétesis (—a — b) A (¢ — d) consideraremos as hipdtesis
—a — by ¢ — d; obteniendo un problema equivalente. Obtenemos la forma normal
conjuntiva de cada una de las formulas:

—a—>b=aVb
c—d=-cVd
a—c=aVc

(=bA—-c)—=d=bVeVvd
b—a=-bVa
(dN—-c)—a=-dVcVa
a—d=-aVd
—(aNcANd)=-aV-cV-d

Por tanto, sea ¥ el conjunto de férmulas:
Y={aVb-cVd,-aVecbVeVd —-bVa,—-dVecVa,—aVd-aV-eV-d}

Estudiar lo pedido equivale a estudiar la insatisfacibilidad de ¥, lo que haremos
mediante el Algoritmo de Davis y Putnam. En la Figura 1.3 se muestra el proce-
so, donde se puede apreciar que X es insatisfacible, por lo que la implicacién del
enunciado es cierta.

Ejercicio 1.3.9. Llega un grupo de meteordlogos a la isla de los veraces y men-
tirosos, insteresados en saber si durante la jornada anterior estuvo lloviendo en la
misma. Encuentran a tres indigenas que dicen llamarse Ana, Bruno y Carmen. Al
ser preguntados por lo que interesa a los meteorélogos, las respuestas que dieron son
las siguientes:

1. Ana: “Ayer no llovié aqui”.
2. Bruno: “Ayer si llovié aqui”.
3. Carmen: “Si ayer llovié aqui, yo soy mentirosa”.

Averigiie el cardcter de cada uno de los indigenas y si llovié o no la jornada ante-
rior en la isla. Constate que los meteorélogos habrian tenido éxito en su pesquisa
hablando s6lo con Carmen.

Abreviamos con:
» q: La frase “Ana es veraz”.
s b: La frase “Bruno es veraz”.

s ¢: La frase “Carmen es veraz”.
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Y={aVb,-cVd;—-aVc;bVeVd;=bVa;=dVcVa,—aVd;—aV eV -d}

/ \

A =—a
S1={b;=cVd;bVcVd;—b;,~dV c} Yo={—cVd;c;bVecVd;d;—cV —d}
! !
Yi={—-cVd;=b;—dV c}# Xh={—cV d;d;—cV ~d}
Yp={-cVvd;J;=dV c} Yor={d; ~d}

!

Yo={~d}={~d v} #0

|

Yon={l1}

Figura 1.3: Algoritmo de Davis y Putman del Ejercicio 1.3.8.
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s d: La frase “En la isla llovid el dia anterior”.

Sea v una valoracion fija pero arbitraria. Entonces, tenemos:

0=v(a)+v(~d) =v(a) +v(d) +1

0=v(b) +v(d)

0=wv(c) +v(d — —c) =v(c) + v(d)v(—c) + v(d) + 1
=v(c) +v(d)(v(c) + 1) +v(d) + 1 =v(c) + v(d)v(c) + 2v(d) + 1
=v(c) + v(d)v(c) + 1 =v(c)v(d) + 1] + 1

Como v(c)[v(d) + 1] = 1, tenemos que v(c) = 1y v(d) = 0. Por tanto, v(a) =1
y v(b) = 0; es decir:
v(a) =v(c) =1, v(b) =v(d) =0

Por tanto, Ana y Carmen son veraces, y Bruno es mentiroso. Ayer no llovié en
la isla.

Ejercicio 1.3.10. En otro extrano incidente, cuando Eloisa lleg6 a una isla buscando
a Pedro, se encontré con cinco nativos: A, B, C, D y E, quienes adivinaron su
propdsito. Formularon los siguientes enunciados:

» A: Pedro estd en esta isla.

s B: Pedro no esta en esta isla.

C': Pedro estuvo aqui ayer.

D: Pedro no esta aqui hoy y no estuvo aqui ayer.
= F: O D es un mentiroso o C' es veraz.

Eloisa medité durante un rato, pero no logré obtener una respuesta. “;Podria
alguno de ustedes anadir algo més, por favor?” suplicé Elofsa. En ese momento A
dijo: “O E es mentiroso o C' es veraz.”. Ahora si que Eloisa pudo saber si Pedro
estaba o no en la isla. Y usted, ;podria decir si estd o no esta?

Sean las abreviaturas siguientes:

a: La frase “A es veraz”.

b: La frase “B es veraz”.

n ¢: La frase “C es veraz”.

d: La frase “D es veraz”.
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= e: La frase “F es veraz”.
= p: La frase “Pedro esta en la isla”.
= ¢: La frase “Pedro estuvo en la isla ayer”.

Sea v una valoracién fija pero arbitraria. Entonces, por los datos del enunciado,
sabemos que:

0 =v(a) +v(p)
=ov(b) + v(—p) = v(b) +v(p) + 1
0=wv(c) 4+ v(q)
0 =v(d) + v(=p A =q) = v(d) + v(—p)(—q) = v(d) + (v(p) + 1)(v(g) + 1) =
=v(d) +v(p)v(q) +v(p) + v(q) + 1
0=wv(e)

+v(=d Ve) = v(e) + v(—d)v(c) + v(=d) + v(c) =
v(e) + (v(d) + Dv(c) + v(d) + 1 +v(c) = v(e) + v(d)v(c) +v(d) + 1
0=wv(a) +v(—eVc)=uv(a)+v(-e)v(c)+v(—e) +v(c) =

=v(a) + (v(e) + Dv(c) +v(e) + 1 +v(c) = v(a) +v(e)v(c) + v(e) + 1

Por tanto, el sistema a resolver es:

( v(a)+v(p) =0
v(b) +v(p) =1

< v(e) +v(g) =0
v(d) + v(p)v(q) +v(p) +v(g) =1
v(e) +v(d)v(c) +v(d) =1

\ v(a) +v(e)v(c) +v(e) =1

(
Sabemos que v(a) = v(p) y v(c) = v(q). Por tanto, de la 4* ecuacién obtenemos
que:
v(d) = v(p)v(q) + v(p) + v(q) + 1 = v(a)v(c) + v(a) + v(c) + 1
De la 52 ecuacién obtenemos que:
v(e) +v(d) + 1 =v(d)v(c)

= (v(a)v(c) + v(a) + v(c) + 1)v(c)
= wlaefe)” + playete] + Ut + el
=0

Por tanto, deducimos:

Usando la 5% eacuacién, tenemos que:
v(d) =v(e) +1=v(d)v(c) +v(d) = v(d)(v(c) + 1)

Como v(d)v(c) = 0, entonces v(d) = 0 o v(c) = 0. Veamos que v(d) = 0 por
reduccién al absurdo:
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» Siwv(d) =1, entonces por la tultima igualdad obtenida tendriamos 1 = v(c) 41,
por lo que v(c) = 0 = v(q). De la 42 ecuacién, obtendriamos que v(p) = 0 =
v(a), lo que contradice la 1* ecuacién. Tenemos por tanto que:

0

v(a) + v(e)v(c)

vie) +1
(d)

12

v
1

Por tanto, llegamos a un absurdo, por lo que v(d) = 0.

Como v(d) = 0, entonces v(e) = 1. De la tltima ecuacién, deducimos que v(a) =
v(c). De la 4* ecuacidn, tenemos:

Por tanto, v(a) = 1 = v(c) = v(p) = v(q), y entonces v(b) = 0. Por tanto,
tenemos que:

Por tanto, tenemos que Pedro estd en la isla y estuvo en la isla ayer. Todos
excepto B y D son veraces.
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1.4. Algebra de Boole

Ejercicio 1.4.1. Sea B = (B, +,-,7,0, 1) un algebra de Boole. Demuestra que, para
todo a,b € B son equivalentes:

1. a® =1.

2. a=b.
Demostracion. Demostramos mediante una doble implicacion.
=) Supongamos que a® = 1. Entonces, tenemos que:

a=a-1
=a-a
=a - (ab+ ab)
=a-ab+a-ab
=ab+0-b
=ab+0
=ab-b+ab-b
= (ab+ab) - b
—a’-b
=1-b
=b.

<=) Como a = b, tenemos que:

a’ = a
=a-a+a-a

=a-+a

]

Ejercicio 1.4.2. Sea B = (B, +,-,7,0, 1) un dlgebra de Boole. Demuestra que, para
todo a, b, c € B son equivalentes:

l.a+b=a+cyab=ac.
2. b=c.
Demostracion. Demostramos mediante una doble implicacién.

—>) Supongamos que a + b = a + ¢ y ab = ac. Entonces, tenemos que:
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b=0+0
bi(_) b=0b-1
= aa
_ =0b-(14a)
=(b+a)- (b+a)
=0b+ab
=(a+c) - (a+Db) Cbtac
= (a+c)a+(a+c)b _(b+ bt o)
= a c
=aa+ca+ ab+cb
=0+ ca+ac+cb = (a+c)lb+¢)
= b
=ca+ c(a+0) _cia
=c(@a+a+b) o
— (14 b) =dl+a)
el =c-1
- = c.
=c.

(a) Opcién 1 (b) Opcién 2.

<) Como a = ay b= c, entonces trivialmente a + b =a + ¢y ab = ac.
O

Ejercicio 1.4.3. Sea n € N un nimero natural tal que D(n) es un dlgebra de Boole.
Demuestra que los dtomos de D(n) son los factores primos de n.

Demostracion. Supongamos que a € D(n) es un dtomo, por lo que a # 1. Entonces,
para todo x € D(n) se tiene que:

a
ar =mcd(a,z) =4 6
1

Por contrarreciproco, supongamos que a # 1 no primo, por lo que 3¢ € N tal que
clayc+#1, ¢# a,y sabemos que mcd(a,c) = c¢. Usando = = ¢ € D(n), tenemos
que:

a
¢ =mcd(a,c) =¢ 6
1

Por tanto, hemos llegado a una contradiccion, por lo que a € D(n) tiene que ser
un nimero primo, es decir, un factor primo de n. O

Ejercicio 1.4.4. Calcule el nimero natural n sabiendo que D(n) es un algebra de
Boole, que 42 y 66 son elementos de D(n) y que 42 es un codtomo. Encuentre todos
los elementos de D(n) tal que 42 -7 = 6.

Como 42 es un coatomo, se tiene que:

n
42+ =mem(42,2) = ¢ 6 para todo z € D(n)
42
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Usemos & = 66 € D(n) para calcular n:

42 =2-3.-7

6 —9.3.11 }:>mcm(42,66):2-3-7-11:462

Por tanto, deducimos que n =2-3-7-11 = 462.
Buscamos ahora los elementos € D(n) tales que cumplen:
6:42-5:42-ﬁ=mcd(42,2)
x x
Busquemos en primer lugar los valores y € N tales que:
6=3-2=mecd(42,y) =med(2-3-7,y) = y=3-2-k
donde k € N es 1 o un niimero primero distinto de 2, 3y 7. Ademads, como x € D(n),

sus factores primos tienen que ser factores primos también de n, por lo que £k =1 o
k = 11. Es decir:

2-3-7-11
Y 3-2
n 2-3-7-11
=32 ll=02=—-=——=17
Y Ty T 321
Por tanto, los elementos de D(462) tales que 42-T=6sonz =7y x = 77.

Ejercicio 1.4.5. Sean m,n € N tales que D(m) y D(n) son algebras de Boole.
Demuestra que son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. D(mn) es un élgebra de Boole.
2. med(m,n) = 1.
En el caso de que se tenga 1) y 2), demuestra que D(m) x D(n) es isomorfa a D(mn).

Demostracion. En primer lugar, consideramos la descomposicién en factores primos
de m y n:

donde k,,, k, € N denotan el niimero de factores primos de m y n respectivamente,
y mi,n; € N son los factores primos de m y n respectivamente. Como D(m) y D(n)
son algebras de Boole, entonces m; # m; para todo i # j y n; # n; para todo i # j.
Tenemos entonces que:

m-n=mi-Mo---Mk_-N1"-No---Ng

m n

siendo todos los factores primos.
Demostramos ahora lo buscado mediante una doble implicacion.

—) Supongamos que D(mn) es un algebra de Boole. Entonces, todos los factores
primos de mn son distintos, por lo que m; # n; para todo ¢,j. Por tanto,
tenemos que m, n no tienen factores primos en comun, es decir, med(m,n) = 1.
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<=) Como mcd(m,n) = 1, entonces m; # n; para todo 4, j. Por tanto, todos los
factores primos de mn son distintos, por lo que D(mn) es un algebra de Boole.

Una vez demostrada la equivalencia, buscamos ahora demostrar que D(m)xD(n)
es isomorfa a D(mn) en el caso de que la segunda sea un élgebra de Boole. Tenemos:

Atm(D(m)) = {my,mg, ..., my,, }
Atm(D(n)) = {ni,na, ..., 0y, }
Atm(D(mn)) = {mqy,ma, ..., myg,, ,n1,N2, ..., Ny, }

Por tanto, teniendo en cuenta que el 0 de este tipo de algebras es el 1 de los
enteros, tenemos que los dtomos de D(m) x D(n) son:

Atm(D(m) x D(n)) = {(m;, 1), (n;, 1) | m; € Atm(D(m)), n; € Atm(D(n))}
Sabemos entonces que:

Car(Atm(D(mn))) = ky, + ky
Car(Atm(D(m) x D(n))) = Car(Atm(D(m))) + Car(Atm(D(n))) = k, + ky,

Como tenemos que ambos cardinales coinciden, tenemos que tienen el mismo
numero de atomos, por lo que su cardinal es el mismo y, por tanto, son isomorfas. [J

Ejercicio 1.4.6. Encuentre el polinomio de Zhegalkine de las siguientes expresiones
booleanas:

1. xDy:

pz(x Dy) =pz(T+y)
=pz(T)pz(y) + pz(T) + pz(y)
=@+ly+(x+1)+y
=zyt+yt+tr+1l+y
=xy+x+ 1.

2. xty:

pz(x Ty) = pz(TY)

pz(T +7)

= pz(T)pz(Y) + pz(T) + pz2(Y)
=@+Dy+D)+@+D)+Hy+1)
=zy+zrx+y+l4+ozc+1+y+1

3. x ]y
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pz(x =y) =pz(zy + 7 Y)
=pz(zy) +pz(TY)
= pz(v)pz(y) + pz(T)p2(Y)
=ay+ (z+1)(y+1)
=zy+axy+zr+y+1
=z+y+1

5. T B Y:

pz(x & y) = pz(zy + TY)

pz(xy) + pz(Ty)

= pz(x)pz(y) + pz(T)pz(y)
=z(y+ 1)+ (x+ 1y
=xyt+rt+zryt+y
=r+y.

Ejercicio 1.4.7. Sea B = (B, +,-,7,0, 1) un dlgebra de Boole. Demuestra que, para
todo x,y € B son equivalentes:

1.z <y
2.x+y=y
3.xDy=1

Demostracion. Demostramos mediante implicaciones sucesivas.

1 = 2) Supongamos que x < y, es decir, xy = x. Entonces, tenemos que:
cty=ayty=ylz+1)=y

2 = 3) Supongamos que z + y = y. Entonces, tenemos que:

rTOY=T+YyY
=T+ (x+vy)

3 = 1) Supongamos que z D y = 1, es decir, T + y = 1. Entonces, tenemos que:
r=uxl
=x(T+y)
=xT+xyY
=0+ 2y
= :[jy
Por tanto, x < y.
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]

Ejercicio 1.4.8. Dadas las funciones de transmisién s, a : By — By por la Tabla 1.1
obtener la expresion normal disyuntiva de s y la expresion normal conjuntiva de a.

e = e e M) ]
— —_ 0O O~~~ O Ol
R O R O~ O F Ol

— OO, O K~ OlWm
—_ _ O, OO Ol

Tabla 1.1: Tabla de valores de s y a del ejercicio 1.4.8.

Las filas en las que s(z,y, z) = 1 son las filas:
(0,0,1), (0,1,0), (1,0,0), (1,1,1)
Por tanto, tenemos que la forma normal disyuntiva de s es:
s(x,y, 2z Zm124 =T yYz+TYz + 7Y 7 + 1Y%
Las filas en las que a(x,y, z) = 0 son las filas:
(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0)
Por tanto, tenemos que la forma normal conjuntiva de a es:
a(z,y,2) = [[M0,1,2,4) =@ +y+2)-(@+y+2) - (@+7+2)- @T+y+2)

Ejercicio 1.4.9. Minimice la siguiente funcién de conmutacién f : By — By usando
mapas de Karnaugh:

fla,b,c,d) => m(0,1,2,4,5,6,8,9,15)

cd
00 01 11 10

00 |1 1 0

F
01110L
0
0

ab

100 [1]
10 [ [1] 1] 0
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Tenemos por tanto que la expresion minima de f es:
fla,b,c,d)=ac+bec+ad+ abed

Ejercicio 1.4.10. Encuentre una expresiéon minimal para la funciéon de conmutacion
f : By — By dada por:

fla,bye,d) = m(2,3,7,9,11,13) + Y _d(1,10,15)
a condicién de que sea del tipo SOP.

Opcién 1. Usando mapas de Karnaugh:

cd
00 01 11 10

000—[T1J

01 | 0 0 1 0

ab

110‘1—0

100‘11—}

Por tanto, la expresién minimal de f es:

fla,b,c,d) =ad+cd+bc

Opcion 2. Usando el algoritmo de Quine-McCluskey:

En primer lugar, generamos los implicantes primos:

Columna 1 Columna 2 Columna 3
1 0001 Vv {1,3} 001 v {1,3,9,11} 0.1 =«
2 0010 V {1,9} 001 v | {2,3,10,11} _01_ =
3 0011 Vv {2,3} 001. v | {3,7,11,15} _11 =
9 1001 v | {2,010} 010 v |{9,11,13,15} 1.1 =«
10 1010 Vv {3,7v 011 v
7 0111 « | {311} 011 v
11 1011 v {9,11} 10,1 v
13 1101 v | {9,13} 101 V
15 1111 « | {1011} 101 v

{7,15} 111 Vv

{11,15} 111 v

{13,15} 11.1 v
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Los implicantes primos son, por tanto, los que se han marcado con *. Ahora,
reducimos la tabla de implicantes primos:

79 11 13

{13911} 0.1
{2,3,10,11}  01_
«| {3,7,11,15} 11
x| {9,11,13,15} 1.1

— 0 o
1o o olcw

Por tanto, la expresién minimal de f como SOP es:
fa,b,c,d) =bc+cd+ad
Calculemos ahora cudl es el coste de la expresién minimal de f como SOP:

+

I\
l_)/\ /\d /\d

Tenemos que hay:
= | suma.

= 3 productos.

= 9 ejes.

Por tanto, el coste es 1 + 3+ 9 = 13.

Observacion. Notemos que este coste no es el minimo. Notemos que podriamos
expresar f de la siguiente forma:

fla,b,c,d) =bc+cd+ad="bc+d(a+c)

En este caso, tendriamos:
+
IANA
b ¢ d +
/A
a c
Tenemos que hay:
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= 2 suma.
= 2 productos.

= § ejes.

El coste es 2+ 2+ 8 = 12, llegando por tanto a un coste menor. No obstante, no
se trata de una expresiéon como suma de productos, por lo que no es valida para el
ejercicio. La implementacion en un circuito légico seria més compleja en este caso.

Ejercicio 1.4.11. Encuentre una expresion minimal para la funciéon de conmutacion
f : By — By dada por:

fla,b,c,d) => m(0,2,3,6,7,8,9,10,13)
que venga expresada como suma de productos (SOP).

Opcidén 1. Usando mapas de Karnaugh:

cd
00 01 11 10

OO_JO“ 1
o || 1)
11 oﬁo 0
1&1@

01 | 0

ab

Por tanto, la expresién minimal de f es:

fla,bye,d)=ac+bd+acd

Opcion 2. Usando el algoritmo de Quine-McCluskey:

En primer lugar, generamos los implicantes primos:

Columna 1 Columna 2 Columna 3
0 0000 v | {02} 000 v |{0,2,810} 0.0
2 0010 v | {08} 000 v | {2,3,6,7} 0-1_
8 1000 v | {2,3} 001. V
3 0011 v | {2,6} 010 V
6 0110 v | {2,10} 010 V
9 1001 v | {89} 100. =
10 1010 v | {8,10} 100 Vv
7 0111 v | {37} 011 V
13 1101 v | {6,7} 01l v
{9,13} 101 =«
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Los implicantes primos son, por tanto, los que se han marcado con *. Reduci-
mos la tabla de implicantes primos:

0 2 3 6 7 8 9 10 13
{0,2,8,10} 00 |e
{2,3,6,7}  0_1_ e—o——o
{8,9} 100 o 0
« | {9,13} 1.01

Por tanto, la expresién minimal de f como suma de productos es:

Ejercicio 1.4.12. Encuentre una expresiéon minimal para la funciéon de conmutacion
f: By — B, dada por:

fla,b,c,d)=> " m(0,2,5,6,7,8,10,12,13,14,15)
que venga expresada como suma de productos (SOP).
Opcion 1. Usando mapas de Karnaugh:

cd
00 01 11 10

00| 1) 0 | 0 |[1

01 | O 1 1 1

ab

1 (1 [l | 1]

10 | 1 0 0 1

Por tanto, una expresiéon minimal de f (aunque no es tnica) es:
fla,b,c,d)=bd+bd+ab+cd

Opcidén 2. Usando el algoritmo de Quine-McCluskey:

En primer lugar, generamos los implicantes primos:
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Columna 1 Columna 2 Columna 3
0 0000 Vv {0,2} 000 Vv {0,2,8,10} 00 =«
2 0010 Vv {0,8} 000 Vv {2,6,10,14} _10 =
8 1000 Vv {2,6} 010 v | {8,10,12,14} 1.0 =
5 0101 v | {2,10} 010 Vv {5,7,13,15} 1.1 =
6 0110 v | {810} 100 Vv {6,7,14,15} _11_ =
10 1010 v | {812} 100 v |{12,13,14,15} 11__ =
12 1100 Vv {5,7} 011 Vv
7 0111 v | {513} 101 V
13 1101 Vv {6,7v 011. v
14 1110 v | {6,14} 110 v
15 1111 v | {10,14} 110 Vv

{12,13} 110. v

{12,14} 110 Vv

{7,15} 111 Vv

{13,15} 111 v

{14,15} 111. v

Los implicantes primos son, por tanto, los que se han marcado con *. Reduci-
mos la tabla de implicantes primos, donde hemos de destacar que la columna
14 domina a la del 12, por lo que se ha descartado también.

0 2 5 6 7 8 10 12 13 14 15
< {02810 00 e
(2,6,10,14} 10 ° c >
{8,10,12,14} 1.0 © o o b
«| {5,7,13,15} 1.1
(6,7,14,15) 11 ° )
(12,13,14,15} 11__ o

Tras haber llegado a este paso, hemos detectado ya dos implicantes primos
esenciales. No obstante, para cubrir el minterm 6 tenemos dos opciones, y
para cubrir el minterm 12 también tenemos dos opciones. Por tanto, las 4
expresiones minimales dadas en forma SOP son:

fla,byc,d)=bd+bd+cd+ad
fla,byc,d)=bd+bd+cd+ab
fla,b,c,d)=bd+bd+bc+ad
fla,b,e,d)=bd+bd+bc+ab

Ejercicio 1.4.13. Encuentre una expresiéon minimal para la funciéon de conmutacion

f : By — By dada por:

fla,b,c,d) => m(0,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)
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que venga expresada como suma de productos (SOP).

Usaremos en este caso el algoritmo de Quine-McCluskey. Generamos los impli-
cantes primos:

Columna 1 Columna 2 Columna 3
0 0000 Vv {0,2} 000 Vv {0,2,4,6} 0.0 =
2 0010 Vv {0,4} 000 v | {0,2,8,10} 00 =
4 0100 v {0,8} 000 v | {04,812} _00 =
8 1000 Vv {2,3} 001. v {2,3,6,7} 0.1_ =«
3 0011 Vv {2,6} 010 v |{2,3,10,11} 01_ =
5 0101 v | {2,10} 010 V {4,5,6,7} 01_ =
6 0110 Vv {4,5} 010 v | {4,5,12,13} _10_ =
9 1001 Vv {4,6} 010 v |{8,9,10,11} 10__ =
10 1010 v | {4,12} 100 v |{8,9,12,13} 1.0 =
12 1100 v | {89} 100. v
7 0111 v | {810} 100 Vv
11 1011 v | {812} 100 Vv
13 1101 v | {37} 011 v

{3,11} 011 Vv

{5,7} 0111 v

{5,13} 101 Vv

{67} 01l v

{9,11} 101 Vv

{9,13} 101 Vv

(10,11} 101 v

(12,13} 110 v

Los implicantes primos son, por tanto, los que se han marcado con *. Reducimos
la tabla de implicantes primos:

0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
er | {0,2,4,6} 0.0]o
ey | {0,2,8,10}  00|o o q o
es | {0,4,8,12} 00| o ¢ )
m | {2,3,6,7} 0.1_ b 0o b O
po | {2,3,10,11} 01 b © o o
D3 {4,5,6,7} 01__ o ¢}
ps | {4,5,12,13}  _10_ o o o
ps | {8,9,10,11} 10__ b o o o
e | {8,9,12,13} 1.0_ b O o o

Para resolver ahora la tabla de implicantes primos, empleamos el método de
Petrick. Para ello, veamos qué implicantes primos cubren cada minterm:
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Minterm | Implicantes primos
0 e1, €3, €3
3 P1, P2
5 P3; P4
7 P, P3
9 D5, Pe
11 P2, Ps
13 P4, Do

Por el algoritmo de Petrick, veamos qué implicantes primos podemos usar para
cubrir todos los minterms. Debido a que el minterm 0 esta cubierto por implicantes
primos, lo descartamos para simplificar calculos. Tenemos que:

P = (p1 +p2)(p3s + pa)(p1 + p3)(ps + p6) (P2 + s) (pa + Ds)
= (p1 + p2p3) (P4 + p3ps) (Ps + Paps)
= (p1 + p2p3)(pa + p3pe)ps + (p1 + p2ps) (P4 + P3pe)p2ps
= (p1 + pap3)paps + (P1 + P2p3)p3peps + (P1 + P2p3)Papaps + (D1 + Pap3)pspepa
= P1P4Ps + P2P3PaPs + P1P3PsPe + P2P3PsPe + P1PaP2Pe + P2P3PaDe + P1P3PeP2 + P2P3Pe

Por tanto, y seleccionando las combinaciones que usan 3 implicantes primos,
tenemos que las distintas posibilidades son:

Implicantes fla,b,c,d)

e1 p1 pa pslad+ac+be+ab
e1 P2 p3 plad+be+ab+ac
€s 1 pa ps|bd+ac+bi+ab
es P2 p3 ps|bd+bec+abtac
€3 P1 pa ps|Ccd+ac+bé+ab
es P2 p3 pe|cd+be+ab+ac

Ejercicio 1.4.14. Compruebe si la expresion booleana ¢ = xy+yz+zx es autodual.
Tenemos que:

P! = (z+y)(y+2)(z +x)
= (zy+rz+y+yz)(z+2)
=(zy+zz+y(l+2)(z+2x)
=(zy+zz+y)(z+x)
= (y(z+1) +22)(z + x)
= (y+z2)(z + )
=Yz t+yr+zxrz+x2
=2y tyz+zx = .

Por tanto, la expresién ¢ es autodual.
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1.5. Loégica de Primer Orden

Ejercicio 1.5.1. Sean z,y dos simbolos de variable distintos, o = Var(y,z) una
formula en el lenguaje L y sea A la estructura para L segun lo siguiente:

s A=N
» (r)A =< ={(a,b) € A?| In € N tal que a +n = b}
Sea v : V — A una valuacién tal que v(y) = 0. Estudiar el valor de I} («).

Tenemos que:

L(a)=1<VneN, Iy,
= VneN, (v(zn)(y),v
= VneN, (v(y),n)e(r)
< VneN, (0,n)€(r)
<~ VnelN, 0<n
<—VneN dneNtalque0+m=n

Tomando m = n, se tiene que 0 + m = n y por tanto I} (o) = 1.

Ejercicio 1.5.2. Sea la férmula o = Va((z, f(z)) — Jyr(z,y)) en el lenguaje de
primer orden L. Estudiar si a es vélida, contingente o contradictoria.

Para toda L—interpretaciéon (A, v), tenemos que:

I{(a)=1<=Vae A, Iz, f(z) = Iyr(z,y)) =1
e—=VacA I fx)=0 o I™Eyr(z,y) =1
= VacA, (vzla)(2),v(zla)(f(x)) ¢ (r)* o
o 3be Atal que I{ P (r(z,y)) =1
=Vae A (a(H)Ma) ¢ ()P o
o 3b e A tal que (v(x|a,y|b)(z),v(z|a,y|b)(y)) € (r)*
—=VacA, (a(f)*a)¢ @)™ o Ibe Atal que (a,b) € (r)*

Dado a € A, caben dos posibilidades:
= Si (a,(f)*(a)) ¢ (r)™, entonces I} (o) = 1 de forma trivial.

= Si {a,(f)*(a)) € (r)®, entonces tomando b = (f)*(a), se tiene que (a,b) €
(r)® y por tanto I§ (o) = 1.

Por tanto, « es valida.

Ejercicio 1.5.3. Sean z, y dos simbolos de variable distintos en el lenguaje de primer
orden L, demuestre que:
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L. Javyp(z,y) = VyIzp(z, y).

Sea (A, v) una L—interpretacion tal que I} (3zVyp(x,y)) = 1. Tenemos:

I§(3aVyp(a,y)) =1 <= Jag € A, I3 (Vyp(z,y)) = 1
<= dag e A, Vbe A, I_Z(x‘ao ylb)(p(x, y)) =1
e dage A, Vbe A, (v(xlag,ylb)(x),v(x|ao, ylb)(y)) € ()
= Jag € A, VYbe A, (apb) e (p)*

Veamos ahora el valor de I} (Vy3zp(x,y)):

Ia(VyJzp(z,y)) =1 <= Vbe A, I, vl )(Elxp(a: y)) =1

e Vbe A, JacA, I (p(z ) =

= Vbe A, 3JacA (v(ylbz]a)(), (Z/!b zla)(y)) € (p)*
= Vbec A, JacA (ab)ec(p

Tomando a = ag, se tiene que (ag,b) € (p)* y por tanto I (VyIap(z,y)) = 1,
lo que implica que JzVyp(z,y) = YyIep(x,y).

. VyJap(x,y) = FaVyp(z,y).

Hemos de buscar una L—interpretacion (A, v) tal que I} (Vy3zp(z,y)) =1y
I3 (F2Yyp(z,y)) = 0. Sean los siguientes conjuntos:

A=1{0,1}
(p)* = {(0,0), (1, 1)}

Sea v una asignacion fija pero arbitraria. Tenemos que:

Iy (Vy3Jap(z,y)) = 1 <= Vb € A, Iz(mb)(Elxp(a: y)) =1

e=vhed, JacA I (pry) =

Ve dacA (v(ylb zla)(x), (y!b zla)(y)) € (p)*
=Vbe A, JacA (ab)e (Pt

’U

Tanto para b = 0 como para b = 1, tomando a = b se tiene que {(a,b) € (p)*
y por tanto I} (Vy3zp(z,y)) = 1. No obstante, tenemos que:

IR (3aYyp(z,y)) = 1= 3a € A, L (Yyp(z,y)) = 1

< daec A, Vbe A, ]A(;B|a ylb)(p(x, y)) =1

edaecA, Ve (v(x|a,ylb)(x), v(zla,yb)(y)) € (p)*
= JacA VbeA (ab)e(p?

No obstante, tenemos que (0,1), (1,0) ¢ (p), por lo que lo anterior no se da,
y por tanto I} (JzVyp(x,y)) = 0. Concluimos entonces que:

Vy3zp(x,y) = 3oVyp(z,y)
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3. q(x) I Vaq(z).
Hemos de buscar una L—interpretacién (A, v) tal que se tenga I} (q(z)) =1
y 1§ (Vzq(r)) = 0. Sea A = {0,1} y (¢)* = {0}. Tomando v una asignacién
fija tal que v(x) = 0, se tiene que:

I3(g(2)) =1 <= v(z) € (¢)*
—0e (gt

No obstante, tenemos que:

I(Voqe) = 1 <= Vaec A, 1" (q(x)) =

<= VaeA, (|)(x)€()
< Va € A, c (¢)*

No obstante, para a = 1 se tiene que 1 ¢ (¢)*, por lo que I¥ (Vzq(z)) = 0.
Concluimos entonces que:
q(x) % Vq(x)

4. EJx(q(x) — Vzq(z)).
Sea (A,v) una L—interpretacién arbitraria. Tenemos que:
Iy (F(q(z) = Vaq(z))) = 1 <=
e 3Jaec A I(x) = Vag(z)) =1
I

<= Ja € A, VNgz)) =0 o I (Yzq(z)) =1

=JacA vla)(z) ¢ (@ o WeA L(gx) =1
= JdacA ad¢ (@ o VbecA, ov(x|azb)(r)ec (¢)*
—JacA ad¢(Q® o VbeA, be(g?

Tenemos que esta ltima expresion es siempre cierta, ya que son condiciones
mutuamente excluyentes. Por tanto, se tiene que:

= 3x(q(z) = Vaq(x))

Observacion. Recalquemos por qué v(z|a, z|b)(z) = b. Por definicién, tenemos

que:
_Ja siy==x
o(ela) () = {v@) e

Por tanto, tenemos que:

v(zla, z|b)(y) = { Z(a:\a)(y) : s } = { 2@) ; v
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