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tas se pueden estudiar de una manera no libre excluyendo el uso de férmulas no
definidas en lo que conocemos de la resolucion lineal ordenada. En caso negati-
vo, dé una interpretacién que cumpla la satisfaccion de las hipotesis incluidas
pero sin embargo haga falsa la pretendida tesis (contraejemplo); seguidamente
se aniade a las hipdtesis condiciones suficientes (férmulas) no obvias que una
vez incluidas entre las hipétesis, llevan a una respuesta afirmativa.
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Légica y Métodos Discretos. Examen IV

Ejercicio 1. M C Bpy,(X) es constructivamente cerrado sii, por def., para todo
a,f €M, {~a,a — 8} C M. Considere ahora

m{M C Bxp(X) : X € M y M es constructivamente cerrado} (1)

Diga razonadamente si la expresién (1) define un conjunto y en caso afirmativo
caracterice sus elementos.

Ejercicio 2. Clasifique la siguiente formula que representaremos por « y que esta
expresada en cierto lenguaje de primer orden:

VaJy(p(x,y) — f(z,y)) = 323y(e(y, 2) = —p(r,y))

Ejercicio 3. Dada cualquier formula ¢ en un lenguaje de primer orden, formalice
el proceso de obtencién de una forma de Skolem ¢** a partir de una férmula en
forma prenexa de ¢ y después demuestre que ¢ es satisfacible sii, y sélo sii, ©** es

satisfacible.

Ejercicio 4. Usando exclusivamente lo que conocemos de resolucién, diga razona-
damente si son o no satisfacibles los siguientes conjuntos de clausulas que damos
representadas por sus matrices correspondientes:

L 3 ={p(f(z),y), ~p(z, f(y)}

2. o = {p(z,2) Vp(z, f(2)), 7p(f(b),2)}

3. B3 ={p(f(u), f(0)) vV p(f(@),y), ~w(z, f(f(y) V-p(f(u),2)}
4. %y = {p(x, 2) vV p(x, f(2)), 7p(z, 2)}

5. %5 ={p(f(2),2) = Vya(z, 2, 2), 7q(x,y), 9(9(x), a), g(g(a), z) }

6. X6 = {p(z,y,2) Va(z,z,v),p(x,2) V gz, 2,y), px, 2,9) Va,vy, 2),
~q(z,2,2)V q(z,2,9)}

Ejercicio 5. La relacién binaria r es circular sii y sélo sii, por definicién, para
cualesquiera elementos a, b y ¢ del conjunto subyacente, (a,c) € r siempre que
(a,b) € ry (b,c) € r. Responda razonadamente a las siguientes preguntas:

1. ;Es toda relacion de equivalencia una relacién circular?

2. (Es toda relacion circular una relacion de equivalencia?
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Ejercicio 1. M C Bpy,(X) es constructivamente cerrado sii, por def., para todo
a,f €M, {~a,a — 8} C M. Considere ahora

m{M C Bxp(X) : X € M y M es constructivamente cerrado} (2)

Diga razonadamente si la expresién (2) define un conjunto y en caso afirmativo ca-
racterice sus elementos.

En primer lugar, el conjunto universo que estamos considerando es Exp(X), el
conjunto de todas las féormulas sobre un lenguaje de primer orden con base X.

Para demostrarlo tomaremos la siguiente familia de conjuntos:
F={M CExp(X): X CMyM es constructivamente cerrado}

Veamos que F' no es vacia. Exp(X) es constructivamente cerrado que contiene a
X, entonces Exp(X) € F lo cual implica que F' es no es vacia.

Lo sabemos ademas porque M es constructivamente cerrado, es decir, se tiene
que Vo, 3 € M | {—~a,a0 — p} € M. Si M = Exp(X), entonces X C Exp(X) y
Exp(X) es constructivamente cerrado entonces M = Exp(X) € F.

Si U es un conjunto y F' una familia de subconjuntos de U, por teoria de con-
juntos, tenemos (| F C U que es un conjunto. En este caso U = Exp(X), luego
N F C Exp(X), es decir, (F C P(Exp(X)), y al ser P(Exp(X)) un conjunto,
entonces [ F' es un conjunto.

Por tanto, la expresién (2) define un subconjunto de Exp(X), es decir, un con-
junto.

Ahora procedemos a definir una caracterizacién rigurosa de los elementos. La
interseccién de todos los conjuntos M que cumplen estas condiciones es el menor
conjunto constructor cerrado que contiene a X. Se denota como Cle(X) a la clausura
constructiva de X. La clausura es el menor conjunto constructivamente cerrado que
contiene a X, pues por definicion VM € F©' X C M luego todo M € F es cerrado

si:
- si aeM

0B si afeM Vo, 6 € M | {~a,aa — B} C M

La interseccion de todos ellos es el mas pequeno posible que respeta las condicio-
nes (el minimo). Construimos el conjunto Cle(X) por induccién. La demostracién es
por induccién segin el primer principio de induccién matemética y predicado P(n)
del contenido literal (tenor):

Cle™(X) = Lnj Cle'(X)
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» Caso base: n =0
Cl®(X) = X

= Como hipétesis de induccién supondremos que n € w = NU {0} y que P(n)
es cierto, es decir, que Clc"(X) = |J;—, Clc'(X) , es cierto.

» Ahora demostraremos que P(n + 1) es cierto.

Cle™(X) € Cle"(X) U {—a: a € Cl"(X)} U{a — B a, 8 € Cle"(X)}

donde en (*) hemos utilizado la hipotesis de induccién. Por tanto, P(n+1) es
cierto.

Entonces, definimos el conjunto Cle(X) como:
Cle(x) == U Clc'(X)
i=0

Se ve que {Clc"(X)} es una sucesién que converge al menor conjunto que con-
tiene a X y ademas es constructivamente cerrado.

Entonces hemos llegado a la condicion necesaria y suficiente para la caracteriza-
cién de los elementos de (2) que podemos formalizar de la siguiente forma:

Una formula ¢ € Exp(X) pertenece a Clc(X) si y solo si existe una secuencia
finita de formulas ¢, ..., ¢, tales que:

L. P15 P € EXp(X)
2. Y1 € X

3. Para cada 7 € w tal que ¢ > 2

- QOZ = Qx CoOn o € {9017 "'7907;—1}
0,0, =a— fcona,Be€{p,..,pi1}

Esta caracterizacién nos dice que ¢ pertenece al conjunto definido en (2) si y
solo si puede ser generada a partir de las formulas atomicas de X.

La condicién es necesaria debido a que si ¢ € Clc(X), entonces ¢ pertenece a
todo conjunto constructivamente cerrado que contiene a X, en particular, pertenece
al menor de ellos, que se construye precisamente imponiendo esas condiciones de
forma sucesiva y finita.

Por tanto, ¢ ha aparecido en algiin momento de la construccién. La condicién es
suficiente porque si ¢ se genera con un nimero finito de aplicaciones -« y a — [3,

a partir de X, entonces ¢ € M | M C X y sea estable por ~a y o« — (.

En conclusion, ¢ € (VM , es decir, ¢ € Cle(X).
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Ejercicio 2. Clasifique la siguiente férmula que representaremos por « y que estéa
expresada en cierto lenguaje de primer orden:

Vady(p(z,y) — f(2,y) = F23y(e(y, 2) = ~p(,y))

Se quiere demostrar que « es satisfacible y refutable; es decir, que existen estruc-
turas Ay B tales que A & ay B |= «a, respectivamente. A continuacién se presentan
dos estructuras distintas de las del ejemplo anterior que cumplen dicha propiedad:

» Estructura A (refutacién).
Universo A = {0} y p* = A x A (relacién total).

Evaluacion de o en A:

1. Antecedente. Para el tinico = 0 basta tomar y = 0. Como p(0,0) es
verdadera y, ademds, p(z,0) es verdadera para todo z (la relacién es
total), se tiene:

p(0,0) = Vzp(z,0) =1 = Vady(p(z,y) = Vzp(z,z)) = 1.
2. Consecuente. Para cualquier x,y € A se cumple p(z,y) = 1, luego:
p(x,y) = —p(z,y) =1 —0=0,
y por tanto la disyuncién existencial es falsa:
Jz 3y (p(z,y) = —p(z,y)) = 0.

Dado que el antecedente es verdadero y el consecuente falso, se concluye que
A - .

» Estructura B (satisfacibilidad).
Universo B = {0} y p® = 0 (relacién vacia).

FEvaluacion de o en B:

1. Antecedente. Para el inico x = 0, tomamos cualquier y = 0. Como p(0, 0)
es falsa, el condicional p(0,0) — Vz p(z,0) es verdadero (ya que 0 — ¢ =
1). Luego:

Vo 3y (p(z,y) = Vzp(z,x)) = 1.

2. Consecuente. Para x =0y y = 0, se cumple:
p(0,0) — —p(0,0) =0 —1=1,

por lo que:
Jz 3y (p(z,y) — —p(z,y)) = L.

Como tanto el antecedente como el consecuente son verdaderos, se concluye

que B = a.

En consecuencia, « es verdadera en B y falsa en A; por tanto, o es contingente
(satisfacible y refutable).
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Ejercicio 3. Dada cualquier formula ¢ en un lenguaje de primer orden, formalice
el proceso de obtencién de una forma de Skolem ¢** a partir de una férmula en
forma prenexa de ¢ y después demuestre que ¢ es satisfacible sii, y sélo sii, ¢** es

satisfacible.

Ejercicio 4. Usando exclusivamente lo que conocemos de resolucién, diga razona-
damente si son o no satisfacibles los siguientes conjuntos de clausulas que damos
representadas por sus matrices correspondientes:

L %y = {p(f(z),y), ~w(z, f(y))}

2. ¥ = {p(z,2) Vp(z, f(2)), 7p(f(b), 2)}

3. B3 = {p(f(u), f(0)) Vp(f(2),y), ~p(z, [(f(y)) vV -p(f(u), 2)}
4. Xy = {p(x,2) Vp(z, f(2)), "p(z,2)}

5. 35 = A{p(f(x),2) = Vyq(z, 2, 2), 7q(z,y), 9(9(x), a), g(g(a), )}

6. X6 = {p(z,y,2) Va(z,2,y),p(z,2) vV q(z,2,y), plx,2,y) Vqryz2)),
ﬁq(ZE, 2, Z) Vv _'q(ZL’, 2, y>}

Ejercicio 5. La relaciéon binaria r es circular sii y sélo sii, por definicién, para
cualesquiera elementos a, b y ¢ del conjunto subyacente, (a,c) € r siempre que
(a,b) € ry (b,c) € r. Responda razonadamente a las siguientes preguntas:

1. ;Es toda relacién de equivalencia una relacién circular?

2. (Es toda relacion circular una relaciéon de equivalencia?



