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Légica y Métodos Discretos. Examen 1

Ejercicio 1. Demuestre que las siguientes recurrencias son dos definiciones equiva-
lentes de una misma sucesién de niimeros naturales, digamos {uy, }n>1.

Ji=2 g1 =2
fao=4 go =4
f3=28 g3 =38
g1 =14
Jn="Jfo1+ fa2t fas (TL > 3) 9n = 2Gn—1 — Gn-4 (n > 4)

. Puede decir, razonando la respuesta, cuanto valria el elemento w497 ;Puede imagi-
nar un problema combinatorio de tamano n > 1 que sea contado por cualquiera de
las dos definiciones recurrentes?

Fijado n € N, n > 5, tenemos que:

Jo="Jo1+ fa2t faz=
=2fn1— fo1+ fo—2+ fuoz =
=2fn1— frs — s — foa+ fo + fms =
=2fn1— fn

Ademas, tenemos que fy =2+ 4+ 8 = 14 = g4, por lo que las dos definiciones
coinciden en los primeros cuatro términos. Por tanto, tenemos que:

Esta recurrencia cuenta el nimero de formas de lanzar una moneda n veces sin
que aparezca una secuencia de 4 caras seguidas, explicada en esta web.

Ejercicio 2. Establezca y seguidamente resuelva un problema de recurrencia que
permita contar el nimero a,, (n > 2) de cadenas de n elementos del conjunto {0, 1,2}
(i.e. elementos de 3™) cumpliendo cada una de ellas la condicién de contener un tinico
0 y un tunico 1.

Resolvamos en primer este problema mediante un enfoque combinatorio. Para
ello, fijado n € N, n > 2, tenemos que:

= Hay n formas de elegir la posicién del 0.
= Hay n — 1 formas de elegir la posicién del 1.

= El resto de elementos, n — 2, seran el nimero 2, por lo que hay 1 forma de
elegirlos.

Por tanto, tenemos que:
an=n(n—1)=n*—-n VYneNn>2
Ahora, establezcamos la recurrencia. Fijado n € N, n > 2, tenemos que:

= Si en la posicién n hay un 2, entonces hay a,,_; formas de completar la cadena.
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= Si en la posicién n hay un 0, entonces hay n — 1 formas de elegir la posicién
del 1 y 1 forma de elegir el resto de elementos, por lo que hay n — 1 formas de
completar la cadena.

= Sien la posicién n hay un 1, de igual forma hay n — 1 formas de completar la
cadena.

Por tanto, tenemos que la recurrencia queda establecida como:

a2:2
apn=a,1+2(n—1) VneNn>3

Resolvamos ahora la recurrencia lineal no homogénea de primer orden. Tenemos
que la ecuacion caracteristica es © — 1 = 0, por lo que A = 1 es la tnica raiz, con
multiplicidad simple. Por tanto, la solucion homogénea es:

{a"Y =¢; 1" =¢ VneN (¢ € C)

Respecto a la parte no homogénea, tenemos que f(n) =2(n — 1) = 1"(2n — 2),
por lo que una solucion particular es:

{aP} =n' 1" (con+c3) = n(can+c3) VYn €N (2,63 € C)

Para determinar los valores de las constantes, como {aﬁf )} es una solucién par-
ticular, para todo n € N, n > 2, tenemos que:

ap = ap—1+2(n—1) = n(can+c3) = (n —1)(c2a(n — 1) + ¢3) +2(n — 1)
Operando, obtenemos para todo n € N, n > 2:

con® +c3n = ca(n — 12 + (n — 1)(2 + ¢3)

Qzﬂ’L/Z—l-\Cg\Q:QZ*){Z—QCQTL—FCQ—{—Qn—Q—'—WC\Q—Cg
0=—-2cn-+ca+2n—2—c3
0=2n(l—c)+c—2—cs

[gualando los coeficientes, obtenemos el sistema:

2(1—C2):0:>02:1
co—2—c3=0—=1-2—-—c3=0=c3=-1

Por tanto, la solucion particular es:
{aP}=n(l-n—1)=n(n—-1) YneN, n>2
Por tanto, la soluciéon general es:
an = {aM} +{aP} =¢; +n(n—1) YneN (€ C)
Para determinar el valor de la constante, tenemos que as, = 2, por lo que:
aw=2=c+22-1)=c+2=10¢,=0
Por tanto, la solucién a la recurrencia es:
apb=n(n—1) VneN, n=>2

Llegamos efectivamente al mismo resultado que en el enfoque combinatorio.
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Ejercicio 3. Considere el conjunto de férmulas proposicionales I" siguiente:

I'={aVb,
a— (cVd),
(aNnd)—c,
(aN—d) — e,
b— (dVe),
(cV—d) —e,
e—d}

Considere también la formula ¢ = cAd. Haciendo uso del algoritmo de Davis&Putman,
decida si es cierta o no la afirmacién I' = ¢. En caso de no serlo, caracterice a las
asignaciones que servirian para poner de manifiesto ese hecho.

Para resolver este ejercicio, vamos a aplicar el algoritmo de Davis&Putman. Para
ello, primero vamos a transformar las formulas a su forma normal conjuntiva:

gOllzCL\/b

po:=a— (cVd)
=-aV(cVd)=-aVeVd

p3:=(aNnd)—c
=-(aNd)Vec=-aV-dVc

ws:=(aN~d) —e
=-(aN-d)Ve=-aVdVe

ws:=b—(dVe)
=-bV(dVe)=-bVdVe

we:=(cV-d) —e
==(cV-d)Ve=(-cANd)Ve=(-cVe)A(dVe)
pr:=e—d
=-eVd

- ==(cANd)=-cV-d

Queremos por tanto estudiar la satisfacibilidad del conjunto ¥ = I' U {—¢}
mediante el algoritmo de Davis&Putman, cuyo arbol de decisién se muestra en la
Figura 1.

Como podemos ver, sin haber terminado el arbol de decision, ya hemos visto que
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Y={aVb-aVeVd,—aV-dVc-aVdVe—-bVdVe -cVedVe —eVd;—cV-d}

R4. A =a. v(—a) =1

/ .
N = —a

Yy ={b;-bVvdVe-cVedVe;—eVd;—cV-d} Yo ={cVd;=dVe;—dVe,—bVdVe;
—cVe;dVe,—eVd;—cV-d}

R2. A =b. v(b) = 1

!

Y ={-bVdVe~cVe;dVe;—eVd,—cV-d} #I

Y =A{dve-cVedVe —eVd;—cV-d}

R3. A = —¢ es un literal puro. v(—¢) = 1

!

2111 = {d\/e,-@\/d}

R3. A =d es un literal puro. v(d) = 1

!

Z1111 = @

Figura 1: Algoritmo de Davis y Putman del Ejercicio 3.
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Y. es satisfacible, con la asignacion siguiente:
1 =v(b) =v(d)
0=wv(a) =v(c)
El valor de v(e) es indiferente. Por tanto, como ¥ es satisfacible, tenemos que I' £ ¢.

Ejercicio 4. Demuestre que, para todo conjunto de férmulas proposicionales 'U{¢}
son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. T E .

2. Existe un subconjunto finito de I', digamos I'f,, tal que I's,, = .
Demostracion. Demostramos mediante una doble implicacién.
:)

<=) Supongamos que existe un subconjunto finito I'y,, C I' tal que I'y, = .
Entonces, tenemos que para toda asignacion v tal que v, (I'y,) C {1}, se tiene

que v(p) = 1.
Sea entonces v una asignacion tal que v,(I') C {1}. Como I';,, C T, entonces
v.(T's,) C {1}, por lo que v(p) = 1y tenemos que I' = ¢.

]

Ejercicio 5. Sea B un algebra de Boole. Demuestre que, para todo a,b,c € B, son
equivalentes las siguientes afirmaciones:

1.b=c
2.a+b=a+cyab=ac
Demostracion. Demostramos mediante una doble implicacion.

<) Supongamos que a + b = a + ¢ y ab = ac. Entonces, tenemos que:

b=b+0
bi(_) b=b-1
= aa
=b-(1+
S —b+(ab "
=(a+c)-(@+b) :b+ac
= (a+c)a+ (a+c)b B
b b
=aa+ca+ab+cb (b+a)(b+c)
=0+ca-+ac+cb = (ato)bte)
= b
=ca+ c(a+b) cia
=c(@a+a+b) o
— (1+b) =c(l+a)
B ] =c-1
- =c.
=c.

(a) Opcién 1 (b) Opcién 2.
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—) Como a = a y b = c, entonces trivialmente a +b =a + ¢y ab = ac.

Ejercicio 6. Sea f : B — B, la funcién:

fla,bc,de) = m(2,3,7,10,12,15,27) + > _d(5,18,19,21,23)

Mediante el algoritmo de Quine-McCluskey, encuentre todas sus expresiones mi-
nimales a condicién de ser suma de productos.

Generamos los implicantes primos de la funcién f:

Columna 1 Columna 2 Columna 3
2 00010 Vv {2,3} 0001 v |{2,3,18,19} _001_ =
3 00011 v | {2,010} 0010 = |{3,7,19,23} 011
5 00101 v | {2,18} 0010 v | {5,7,21,23} 01_1
10 01010 Vv {3,7} 0011 Vv
12 01100 = {3,19} 0011 Vv
18 10010 Vv {5,7} 0011 V
7 00111 v | {521} 0101 V
19 10011 v | {18,19} 1001. Vv
21 10101 v [ {7,015} 0111 =«
15 01111 Vv {7,23} 0111 v
23 10111 v | {19,23} 1011 V
27 11011 v | {1927} 1011 =
{2123} 1011 v

Los implicantes primos son, por tanto, los que se han marcado con *. Reducimos
la tabla de implicantes primos:

2 3

7 10 12 15 27

{12}
{2.10}
{7.15}
{19,27}

* K X X

01100
0-010
0111
1.011

{2,3,18,19} _001_
{3,7,19.23} _0_11
{5,7,2123} _01.1

o

\S4

Tras haber llegado a este paso, hemos detectado ya cuatro implicantes primos
esenciales. No obstante, para cubrir el minterm 3 tenemos dos opciones, {2, 3, 18,19}
y {3,7,19,23}. Por tanto, las 2 expresiones minimales dadas en forma SOP son:

e+acde+acde+bed
e+acdet+acde+bde
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Ejercicio 7. Considere las siguientes formulas en un cierto lenguaje de primer orden:

= q(z) AVy (p(y) = r(z,y))

=V (¢(x) = Jy (p(y) A s(z,y)))
=V (Jy (s(z,y) Ar(z,y)) — t(z))
z (t(z) A g(z))

Diga justificadamente si es cierta o no la siguiente afirmacion:

<E

=3

©1, 2,03 = ©a

Veamos que @1, p2, 3 [~ ©4. Sea A una estructura tal que:

A=1{0,1}
(p)* = {0}
(@)* = {0}
(r)* = {(0,0)}
(s)* = {(0,0)}
()% = {1}

Sea una asignacién v tal que v(xz) = 0, y consideramos la interpretacién (A, v).
Veamos qué ocurre con cada una de las férmulas:

1. Primera féormula ¢;:

Ia(p1) = 1= Ix(q(x)) = 1y IR(Vy (ply) = r(2,y))) =1
= v(x) € (¢)* yVa € A, IZ(yM)(p(y) —r(z,y)) =1
= (@) € (9™ y Ya € A, I (py) I3 (r(2,)) + I (p(y)) + 1 =1
€ (q)* y Va € A, L") (p(y) I (r(z,y)) = I3" (p(y))

Por tanto, en primer lugar, tenemos que v(x) = 0 € (¢)*. Veamos qué ocurre
con cada a € A:

— v(z)

= Si a = 0, entonces:

IYp(y) =1 <= v(yl0)(y) =0 € (P)* v
IO (r(2,)) = 1 == (0(y]0)(x), v(y]0) (1)) = (v(x),0) = (0,0) € (N> v

Por tanto, para a = 0 tenemos 1-1 =1, lo cual es correcto.

= Si a =1, entonces:
R pw) =1 vy =1€@*  x
Por tanto, para a = 1 tenemos 0 - Iz(yu)(r(:v, y)) = 0, lo cual es correcto.

Por tanto, tenemos que I} (¢1) = 1.

10
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2. Segunda férmula ps:

I5(p2) = 1 == I{(Vx (q(2 )—>3y p(y) A sz, y)))) =1

(
= Va e A I (g(x) = 3y (p(y) A s(z,y))) = 1

= Vae A L (q@) I @y (p(y) A sz, ) + L (g(z) +1=1
= Va € A, I (q(2) I 3y (p(y) A s(a,y))) = 17 (g())

Veamos qué ocurre con cada a € A:

= Si a =0, entonces:

I9(x) = 1 <= v(z]0)(z) =0 € () v
I3y (p(y) A s(,))) = 1 = 3b e AT (py) A s(,y)) =1

Para el segundo caso, para b = 0 tenemos:

v([0,y0)(x), v(x[0,y[0)(y)) = (0,0) € (s)*

Por tanto, para a = 0 tenemos 1-1 =1, lo cual es correcto.

1099 () A () = 1 4= { = y

= Si a =1, entonces:
M (gx)) =1 = v(@)(@) = 1€ (¢)* X

Por tanto, para a = 1 tenemos 0 - 15" (Jy (p(y) A s(z,y))) = 0, lo cual
es correcto.

Por tanto, tenemos que I} (p2) = 1.

3. Tercera férmula ¢3:

Ix(ps) = 1= I3 (Vo (Jy (s(z,y) Ar(z,y) = t(z)) =1
= Vae A3 << y) Ar(e,y)) = t(z) =1
e VaeATe AL ((s(z,y) Ar(z,y) — t(z) =1
e Vae ATe ALY (s(z,y) I (r(z,y)) =
L (s(, ) I (e (2, ) L (#(2))

Para cada a € A, consideramos b =1 € A. Veamos qué ocurre:

LD (s(2,)) = 1 == (v(a]a, y|1) (@), v(@]a, y|1)(y)) = (v(z]a)(2), 1) = (a,1) € (s)*

Esto tdltimo no ocurreo, luego, independientemente de a € A, tenemos:
0=0- 17" (r(z,y)) = 0- I (r(x,y)) - I (t() = 0

Esto es correcto, por lo que I} (¢3) = 1.

11
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4. Cuarta féormula ¢y:

Ix(pa) =1 <= I3 (3x (t(x) A (@) =1
= 3Jae A, I (t(z) A qlz)) =1
e Ja e A, I (t(2)) I8 (g(2)) = 1
= JacAac )N (g)*

Tenemos que:
O N (@)* = {1} N {0} =0 = Ix(ps) =0
En conclusién, tenemos que:

IR (p1) = Ia(p2) = Ip(ps) =1
]Z(%) =0

Por tanto, concluimos que @1, va, 3 = @4.

Ejercicio 8. ;Es cierto que todo grafo (simple) con al menos dos nodos tiene al
menos dos vértices con el mismo grado? Si es cierto, dé una demostracién; en caso
contrario, dé un contraejemplo.

Sea G = (V, A) un grafo simple, y sean V' = {vy,...,v,} los vértices de G, con
n > 2. Como G es simple, entonces no hay lazos ni aristas paralelas. Por tanto, el
grado de un vértice v;, notado por deg(v;) es el nimero de aristas incidentes en v;.
Veamos en primer lugar que:

Imdx deg(v;)) <n—1
Por contrarreciproco, supongamos que 3i € {1,...,n} tal que deg(v;) > n. En-
tonces, tenemos que v; tiene al menos n aristas incidentes, por lo que G tiene al
menos n aristas. Como |V| = n, entonces G tiene al menos un lazo o dos aris-
tas paralelas, lo cual es una contradiccién por ser GG simple. Por tanto, tenemos
que Max<;<, deg(v;) < n — 1. Por tanto, para cada ¢ € {1,...,n}, tenemos que
0 < deg(v;) <n—1.

Por contrarreciproco, supongamos que Vi # j € {1,...,n}, se tiene que deg(v;) #
deg(v;). Entonces, tenemos que deg(vy),...,deg(v,) son n enteros distintos en el
intervalo [0,n — 1]. Salvo una reordenacién, para cada i € {1,...,n}, podemos
suponer que deg(v;) = ¢ — 1. Por tanto, y como n > 2, consideramos los vértices vy
Y Up, con deg(vy) = 0y deg(v,) = n — 1. No obstante, esto es una contradiccién, ya
que si deg(v,) = n — 1, debe existir una arista que conecte cada vértice v; con v,
parai € {1,...,n— 1}, por lo que deg(v;) > 1.

Por tanto, hemos llegado a una contradiccién, por lo que necesariamente se tiene
que 3 # j € {1,...,n} tal que deg(v;) = deg(v;).
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