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Légica y Métodos Discretos. Examen 1

Ejercicio 1 (Induccién). Demuestre por induccién que para todo ntimero natural
n € w existe un polinomio f,(x,y) cumpliendo:

=yt = (x

Tras perfeccionar la demostracién, defina sin ambigtiedad el factor f,(z,y) de 2™ —y"
cuya existencia ha concluido y calcule su valor para n € 4.

Notacién. De aqui en adelante, para cualquier nimero natural n € w, f,(z,y)

denotard un polinomio.

Demostracion. La demostracion es por induccion segun el segundo principio de in-
duccién matemética y el predicado P(n) del tenor:

Distinguimos casos:

s Paran=0:
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Como 0 =0- (z —y), P(0) es cierto.

» Paran =1:
2yl =
Por tanto, P(1) es cierto.

» Paran € w,n > 2:

r—y=(z—-y)-1

Como hipétesis de induccién, supondremos que n es un nimero natural y que
P(k) es cierto para k € w, 0 < k < n, es decir, que:

oF — k= (x

k—1
—y)-y Ay
j=0

En el paso de induccién, demostraremos que P(n + 1) es cierto. Tenemos que:

anrl - ynJrl — anrl

=(x+y)(a" —y") —ay@@" ' —y

n

*

—
=

(z+y)(x—y)

x>

(z+y)

=0

n—l)

H
i
[N}

A T T C )

n—1 n—2

L k=0 k=0
[n—1 n—1 n—2
— (.’L‘ . y) anfkyk + anflfkyk+1 _ Z
L k=0 k=0 k=0
[n—1
= (z—y) [ a" "y +aly
L&=0

Inlkyk+1]



Légica y Métodos Discretos. Examen 1

donde en (%) hemos usado la hipétesis de induccién, puesto que n,n — 1 < n.
Por tanto, P(n + 1) es cierto.

Asi pues, por el segundo principio de induccion matematica, para todo nimero
natural n, existe un polinomio f,(x,y) dado por:

n—1

fn(-ry y) — an—l—kyk

k=0

tal que cumple:

T _yn:<x_y)'fn($ay>

Veamos ahora para cada valor de n € 4 = {0, 1,2, 3} el valor de f,(z,y):

Para n = 0:

Efectivamente, se tiene que:

P =1-1=0=(x—y)-0

s Paran=1:

Efectivamente, se tiene que:
v—yl=r—y=(r-y)-1

s Paran=2:

1
folw,y) = "y =w 4y

k=0
Efectivamente, se tiene que:

=y =(x—y)(z+y)

s Paran=3:
2

flaw,y) = 2" Fyf =2+ ay + o
k=0

Efectivamente, se tiene que:

? —y? = (v —y)(2® + 2y + ¢
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Observacion. Proponemos ahora una demostracion alternativa para la existencia de

fa(z,y).

Demostracion. La demostracion es mediante el principio de inducciéon matematica
segin el predicado Q(n) del tenor:

113 n

2" =yt = (v —y) falz,y) "
= En el caso base, n = 0:

-yt =1-1
=0
=(z—y)-0

Como 0=0-(z —y), Q(0) es cierto.

= Supongamos como hipétesis de induccién que n es un nuimero natural y que
Q(n) es cierto. Es decir, que:

n

" =yt = (v —y) - fulz,y)

En el paso de induccién, demostraremos que Q(n + 1) es cierto.

anrl o ynJrl — anrl . ynJrl 4 xyn — xy

=z(2" —y") +y" (v —y)

Y ole —y) fule,y) + 9" (x —y)

= (z —y)(@fulz,y) +y")
= (z —y)forr(z,y)

n

donde en (x) hemos usado la hipétesis de induccién. Por tanto, Q(n + 1) es
cierto.

Asi pues, por el principio de inducciéon matematica, para todo nimero natural
n, existe un polinomio f,(z,y) tal que 2" —y" = (x — y) - fu(x,y). ]

Ejercicio 2 (Recurrencia). Encuentre la solucién general de la recurrencia:
Upio — 60Uy +9u, =3-2" +7- 37, n>=0

y posteriormente encuentre la solucion particular que cumple con las condiciones
iniciales ug = 1 y uy = 4.

El orden de la recurrencia es k = 2. La ecuacion caracteristica es:
2 —624+9=0= (z—3)*=0

La tnica raiz de la ecuacion caracteristica es x = 3 con multiplicidad doble. Por
tanto, la solucién de la parte homogénea de la recurrencia es:

ZE(h) = 3”(61 + an)

n

6
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La funcién de ajuste es f(n) = 3-2"+7-3". Por lo visto en teoria, tenemos que
una solucién particular de la recurrencia es:

aP) = cg- 2" 4 eyn? - 3"

Para el calculo de c3 y ¢4 no intervienen los valores iniciales. Calculamos primero

(p) D) .
Tpio Y Tpyqt

2Py = ey 2 4 ey(n+2)% 37 = dey - 2"+ 9ca(n? + dn + 4) - 3"
2P =y 27 4ey(n 4 1) 37 = 2c5 - 2" 4 Bea(n® + 20 4 1) - 3"

Usando que 2P es solucién de la recurrencia, tenemos:

3.2 47.3" =%, — 62, + 92
=dey - 2"+ 9cy(n® +4n +4) - 3"~
—6(2c3 - 2" + 3cq(n* +2n +1) - 3")+
+9(cs3 - 2" + c4n® - 3")
=dcg - 2"+ 9cy(n® +4n +4) - 3"~
—12c3-2" — 18¢y(n* +2n + 1) - 3"+
+9¢3 - 2" 4 9eyn® - 3"
= 2"(4es — 12¢5 4+ 9¢3) + 3™(9cs(n? + 4n + 4) — 18¢4(n® + 2n + 1) 4 9¢yn?)
= 32" + 43" (9% + 360+ 36 — 1877 — 36u — 18 + 917%)
= 32" + 18 - ¢43"

Igualando coeficientes, tenemos:

63:3
18cy = 7= c4 =7/18

Por tanto, una solucion particular de la recurrencia es:
7
» — n 2 n
) =32 —n”-3
n BT

Por tanto, la solucion general de la recurrencia es:

z, = o + zP)

7
:cl3n+02n3"+32"+ﬁn23"=

7
=3" <cl+cgn+1—8n2> +3.2"

Finalmente, imponemos las condiciones iniciales, sabiendo que zo = ug = 1y
1 = U = 4:

7
I0:1:>1:30(01+CQ'0+1_8'02>+3'20:Cl+3:>01:—2

7 7 47 17
r=4=4=3 (—2+CQ-1+E-12)+3-21=7«6’+3c2+6+6:c2= 3/6=1—8

7
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Por tanto, para el caso particular dado tenemos que la solucién de la recurrencia
es:

17 7
=324+ _ —n? .on
T, =3 ( +18n+18n>—1—3

1747
— 3 (—2+"(71—gn)>+3-2"



