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1. Richiami di Probabilita

Antes de nada es importante notar la traduccién de algunos términos clave entre
inglés, italiano y espanol que son clave para entender la bibliografia y los apuntes
del curso:

» Probability density function = Distribuzione/Funzione di densita di probabilita
= Funcién de densidad de probabilidad

» Probability mass function = Distribuzione/Funzione di massa di probabilita
= Funcién masa de probabilidad

» Cumulative distribution function = Distribuzione/Funzione di ripartizione:
Funcién de distribuciéon acumulativa

como podemos ver muchas veces en italiano se usa indistintamente el término distri-
buzione o funzione para referirse a las funciones de probabilidad. De hecho, a veces
se usa el término legge (probabilidad) para referirse a la funcién de probabilidad,
ya que en italiano legge significa ley, y en este caso se refiere a la ley que rige el
comportamiento de la variable aleatoria.

Observacion. Es importante destacar que en otros cursos de Probabilidad y Es-
tadistica se ha usado A para denotar la o—algebra, pero en este curso usaremos JF
para evitar confusiones con los eventos.

Observacion. En muchas ocasiones, usaremos el término funcion de densidad para
referirnos a la funcién masa de probabilidad en variables aleatorias discretas, ya que
es un término mas general que se aplica tanto a variables aleatorias discretas como
continuas, por lo que cuando hablemos de funciéon de densidad, nos referiremos a
ambas, y se notard muchas veces también en ambos casos como P(X).

Utilizamos una moneda trucada donde la probabilidad de que salga cara (fenémeno
A) es p € (0,1), por lo que observamos el fenémeno y calcularemos p. Tenemos

X = 14 donde
1, sizeA,
La(z) = .
0, siz¢g A

con P(A) = py espacio muestral 2 = {0, 1}. Sabemos que una sola prueba no basta,
por lo que haremos muchas (lanzamos n veces la moneda) y tenemos un stimatore

1

Recordemos la desigualdad de Chebyshev para mas tarde probar la Legge dei
numeri grandi (LGN).
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Teorema 1 (Disuguaglianza di Markov). Sea X una variable aleatoria. St X > 0
y AE[X], entonces:

Ve € RT

Proposicién 2. (Disuguaglianza Chebyshev) Si X es una variable aleatoria tal que

dE[X?], se tiene

Var[X]
52

Demostracion. Se basa en aplicar la desigualdad bésica a la variable (X — E[X])%.

Para € = §2, se tiene que:

PIX — E[X]| > 0] < , V>0

E[(X — E[X])?] _ Var[X]

P{X - BIX]| > 6] = P[(X — BIX]? > % < = = 220

]

Teorema 3 (Legge dei numeri grandi (LGN)). Sea (X,,),>1 una sucesion de varia-
bles aleatorias tal que

1) X, independiente a X; para i # j
2) E[X;] = pVieN
3) X; integrables con varianza finita Var[X;] = E[(X; — E[X;]))] = 0? Vi € N

entonces

Demostracion. Sea Z = X, = 13 X, entonces E[Z] = 13 E[X;] = p. Por
independencia en (%), tenemos que
*) .
E[(Xi — EIX)(X; — E[X)])] = EIX; - EIXJ]IE[X; - E[Xj]] =0, Vi#]

Y finalmente desarrollando obtenemos

ZXE

2

E(|Z - E[Z]

%in — %ZE[X]
=1 =1

13x]

=B (|2 — XD | =8| 55 303 (- B - BIX)| =
_1iiEX EIX])(X; — EIX,)] (*)12Va .

=1 j=1

donde en () sabemos que por independencia (demostrado antes) E[(X;—E[X;])(X;—
E[X,])] = 0 para i # j, quedando solo la suma de varianzas. Tras aplicar Chebyshev
para la variable Z, se tiene lo buscado

Var|Z) o

PIZ-ElZ) >0 < 55 =

[]
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1.1. Teoria della misura

Definicién 1.1.1 (Spazio misurable). Un espacio medible es un par ordenado
(Q, F) que consiste en

= ) (Espacio Muestral): conjunto no vacio que contiene todos los posibles resul-
tados de un experimento o fenémeno.

» F (o-dlgebra): familia (o coleccién) de subconjuntos de € que satisface tres
axiomas especificos que garantizan que las operaciones légicas entre sucesos
sigan siendo sucesos.

Definicién 1.1.2 (c—algebra). Sea F una coleccién de subconjuntos de un conjunto
no vacio €2, decimos que es una o—algebra si cumple

1.0eF 3. S8i (Ap)nz1 € F = U1 An €F
2.51AeF = AeF

Definicién 1.1.3 (Spazio di probabilita). Un espacio de probabilidad es una
tripla (2, F, P) donde
1) (92, F) es un espacio medible.

2) P:F — [0,1] es una funcién llamada medida de probabilidad que asig-
na a cada suceso un numero real entre 0 y 1, cumpliendo los Axiomas de
Kolmogorov

» Normalizacién (N): la probabilidad del espacio total es 1, es decir, P(2) =
1

» o-aditividad (A): para cualquier secuencia de sucesos {A;};>1 que sean
disjuntos entre si (es decir, A; N A; = () para i # j), la probabilidad de
su unién es la suma de sus probabilidades individuales

P (U An> => P(4,)

n>1 n=1

Quesito. Perché non posso sempre scegliere F = P(Q2)? (I'insieme delle parti di €2)
Esto es posible siempre que €2 numerable.

Teorema 1.1.4 (Vitali 1905). The power set is too large. Let Q = {0,1} be the
sample space for infinite coin tossing. Then there is no mapping P : P(2) — [0, 1]
with the properties

s (N) Normalisation. P(Q2) = 1.
w (A) o-Additivity. If Ay, Ay, ... are pairwise disjoint, then
P (U An) =Y P(A,).
n>1 n=1

(The probabilities of countably many incompatible events can be added up.)

7 losdeldgiim.github.io
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» (I) Flip invariance. For all A C Q and n > 1 one has P(T,A) = P(A); here
T,:Q2—=Q, w=(w,wy,...)— (W, ..,wp—1,1 —wp,wWpi1,--.)

18 the mapping from €0 onto itself that inverts the result of the nth toss, and
T,A = {T,(w) : w € A} is the image of A under T,. (This expresses the
fairness of the coin and the independence of the tosses.)

Es importante destacar que la propiedad de Flip invariance simplemente nos indica
que la definicion de la funcién de probabilidad P debe tener sentido, ya que puede
existir P que cumpla (N) y (A) pero no (I), es decir, que no sea consistente con
la naturaleza del experimento aleatorio que estamos modelando. En este caso, lo
que se esta expresando en concreto es que si en un conjunto A de secuencias de
lanzamientos de moneda, invertimos el resultado de un lanzamiento especifico (el
n-ésimo), la probabilidad asignada a ese conjunto no deberia cambiar, ya que hemos
cambiado un resultado de manera simétrica y justa en todos los casos.

Proposicién 1.1.5. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, allora

1) (Ap)ns1 € F tal que A, C A1 Yn = P(J A,) = lim P(A4,)

2) (Bp)ns1 € F tal que Bpy1 € B, VYn = P(() B,) = lim P(B,)

1.2. Variabili aleatorie
Observacion. Trabajaremos siempre con un espacio de probabilidad (2, F, P) fijo.

Definicién 1.2.4 (Variabile aleatoria). Una variable aleatoria X es una funcién
medible sobre un espacio de probabilidad. Es decir, una funcion:

X (Q,F,P) - (R,B(R)

tal que la imagen inversa de cualquier conjunto de Borel es medible. Esto se carac-
teriza por:

X'(B)eF VBeB(R)

Observacion. Esta definicién de variable aleatoria se puede aplicar a cualquier espa-
cio medible de llegada, no solo a R con su o—algebra de Borel.

Definicién 1.2.5 (Legge di probabilita). Sea X : {2 — R una variable aleatoria, la
ley de probabilidad de X es la medida de probabilidad Px definida en (R, B(R))

como la siguiente funcién

Px: (R,B) — [0,1]
B +— P(X7NB))

también se nota como ux(B) = Px(B) = P[X € B].

8 losdeldgiim.github.io
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Definicién 1.2.6 (Funzione di distribuzione (cumulativa)/funzione di ripartizione).
Se define la funcién de distribucién (acumulativa) de una variable aleatoria

como:
Fy: R — [0,1]
r — Px (] — o0,z

también se nota como Fx(r) = P(X < ) = pux(]—o0, z]).

Corolario 1.2.5.1. Sea X una variable aleatoria, y sea (z,)n>1 una sucesion de

numeros reales tal que z, > z,_1 > ... > 21 = z y lim 2z, = z, entonces
n—oo

lim Fx(z,) = Fx(z)

n—o0

Teorema 1.2.6 (Probability rules). Sea (Q2, F, P) un espacio de probabilidad, se
cumplen las siguientes propiedades para eventos arbitrarios A, B, Ay, Ay, --- € F.

(a) P(0) =0

(b) Aditividad finita: P(AU B) + P(AN B) = +P(A) + P(B), y en particular
P(A)+ P(A°) =1

(¢) Monotonia: si A C B entonces P(A) < P(B)
(d) o—subaditividad: P (U Ai> < > P(A)
i=1 i=1

(e) o—continuidad: si A, /A o A, \( A (es decir, los A, son crecientes con
union A, o decrecientes con interseccion A), entonces P(A,) — P(A) cuando
n — 0o

1.2.1. Propieta funzione di ripartizione

Proposicion 1.2.7. Sea X una variable aleatoria, entonces su funcion de distribu-
cion Fx cumple

1) Fx es mondtona no decreciente

2) lim Fx(x)=0y lim Fx(z)=1

T——00 Tr——+00

3) sizn \¢ 2, entonces lim Fx(z,) = Fx(z)

n—0o0

4) se z, Sz, entonces lim Fx(z,) = Fx(z) <= P(X =2)=0

n—oo

Definicién 1.2.7 (Variabile aleatoria discreta). Sea una variable aleatoria X : Q —
R con (2, F, P) un espacio de probabilidad, se dice que es discreta si

X)) ={X(w) :w e Q}
es a lo maximo numerable.

9 losdeldgiim.github.io
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Definicién 1.2.8 (Variabile aleatoria continua). Una variable aleatoria X se dice
continua si

P(X=2)=0, VreR

o equivalentemente, si su funcién de distribucién Fx es continua en todo punto de
R.

Definicién 1.2.9 (Misura). Una medida es cualquier funcién que asigna un “ta-
mano” o “peso” a los conjuntos de una o-algebra. Para que sea una medida, solo
debe cumplir tres reglas basicas

1) No negatividad: el tamano no puede ser negativo (u(A) > 0).
2) Vacio nulo: el conjunto vacio mide cero (u(0) = 0).

3) o-aditividad: el tamano de la unién de piezas disjuntas es la suma de los

tamanos de las piezas
o[04 =3
i=1 i=1

Definicién 1.2.10 (Misura assolutamente continua). Sea un espacio medible (2, F)
y dos medidas p y v definidas en él. Decimos que p es absolutamente continua
respecto a v (y lo denotamos como p < v) si se cumple que

siv(A)=0 = p(A)=0 VAeF

Teorema 1.2.8 (Teorema de Radon-Nikodym). Sea (2, F) un espacio medible y
y v dos medidas definidas en €l. Si p es absolutamente continua respecto a v (es
decir, u < v), entonces existe una funcion integrable f : Q — [0,4+00] (f € LL) tal
que

m&=Aﬂ@W®)

Proposiciéon 1.2.9. Sea X wuna v.a. ass. continua con funcion de densidad fx,
entonces se tiene

men:/m@humZ

R
donde g : R — R positiva.

Demostracion. Paso 1: Funciones Indicadoras (El dtomo). Supongamos primero
que ¢ es una funcién indicadora sobre un conjunto de Borel A, es decir

mwzﬂam:{ézj;j

» Lado izquierdo: E[g(X)] = E[14(X)]. Por definicién, la esperanza de una
indicadora es la probabilidad del suceso: P(X € A).

= Lado derecho: [, 14(2)fx(2)dz = [, fx(2)dz. Por definicién de variable abso-
lutamente continua, esta integral es exactamente px(A), que es P(X € A).

10 losdeldgiim.github.io
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Conclusion: la igualdad se cumple para funciones indicadoras.

Paso 2: Funciones Simples (Linealidad). Una funcién simple es una combinacién
lineal de indicadoras g(z) = Y ., a;14,(x).Debido a que tanto la Esperanza (E)
como la Integral ( [) son operadores lineales, podemos sacar las constantes y separar
las sumas

E [Z aillAi(X)} =Y wE[L4,(X)] = Za/A Fx(2)dz =
:/R<Zai]l,4i(z)> fX(z)dz:/Rg(z)fX(z)dz

Paso 3: Funciones No Negativas (Limite Moné6tono). Aqui es donde ocurre la ”ma-
gia”del andlisis. Si g es una funcién medible y positiva (g > 0), existe una sucesién
de funciones simples (g,)n>1 que crece hacia g punto a punto (g, / ¢g).

Aplicamos el Teorema de la Convergencia Monétona (TCM): como g, ¢, entonces
Elgn(X)] = E[g(X)]. Como ya demostramos en el Paso 2 que la igualdad vale para
cada g, tenemos lo siguiente

Elga(X)] = / 0n(2) i (2)d2

Al tomar el limite en ambos lados, el TCM nos permite ”meter.® limite dentro de
la integral

i [ .(:)fx()dz = [ o(e) ()

]

Observacion. Si f € Lt se debe cumplir que la integral del valor absoluto de la
funcion sea finita, es decir

/ @) duw) < oo
Q

Si esta condicién se cumple, decimos que f es integrable.

Observacion. El tipo de integrales con las que estamos trabajando son integrales de
Lebesgue, que generalizan las integrales de Riemann y permiten integrar funciones
mas generales en espacios medibles.Si la medida v tiene una funcién de densidad
p(x) (como la densidad de una normal o una binomial), entonces se cumple que

dv(z) = p(x) dz
En este caso, la integral .*trana”se convierte en una integral comun

[ 1@ dvta) = [ s s

Definicién 1.2.11 (Variabile aleatoria assolutamente continua). Una variable alea-
toria X se dice absolutamente continua si

Hx(A) = /A fe(@)de, VA€ B[®)

para una funcién fx : R — [0, 400] positiva e integrable sobre R. Modo alternativo
<K Leb.

11 losdeldgiim.github.io
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Observacion. 1) [ f(z)de = pux(R) = P(X € R) = P(Q2) = 1 donde f es la

R
funcién de densidad de X.

2) si X es absolutamente continua = X es continua.

1.3. Richiami di combinatoria

Estudiaremos las diferentes formas de contar arreglos, selecciones o agrupaciones
de elementos de un conjunto finito. Consideremos un conjunto 2 con n elementos
distintos, es decir, Q2 = {1,2,...,n}, con por ejemplo n bolas enumeradas.

1) Disposizioni di classe k£ di n elementi con ripetizioni con ordine:
las disposiciones de clase k con repeticiones y con orden son los vectores
(1, 29,...,2)) con x; € Q. Forman el siguiente conjunto

D’Z ={(z1,...,2) : ; € Q} y su cardinal es ]Dfl] =nk

2) Disposizioni di classe k£ di n elementi senza ripetizioni con ordi-
ne: las disposiciones de clase k sin repeticiones y con orden son los vectores
(1,22, ...,2) con x; € Qy x; # x; para i # j. Forman el siguiente conjunto

i = n!

DF ={(x1,...,7) 2 € Q,w; # x; per i # j}, y su cardinal es |D¥ s
’ n—k)!

sr,n

3) Disposizioni di classe k di n elementi senza ripetizioni senza ordine
(=combinazioni): las combinaciones de clase k sin repeticiones y sin or-
den son las anteriores pero sin importar el orden, es decir, los subconjuntos
{z1,29,. .., 2k} ~ (y1,Y2,...,yx) se diferencian en una permutacién, por lo
que forman el cardinal es

C’“—DET’"— n! _(n
Tk K-k \k

1.4. Distribuciones Discretas

En esta seccion, recordaremos algunas de las distribuciones de probabilidad discretas
mas importantes que se utilizan en estadistica y probabilidad.

1.4.1. Distribucion uniforme discreta

Definicién 1.4.12. Sea X una variable aleatoria. Se dice que la variable aleatoria
X se distribuye uniformemente alrededor de los puntos x1,...,z, si dichos valores
son equiprobables. Se notara como sigue:

X~ Uz, ... xy,)

12 losdeldgiim.github.io
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Proposicién 1.4.10. Sea X wuna variable aleatoria tal que X ~» U(xy,...,x,).
Entonces, su funcion masa de probabilidad es:

1/n r=x,t=1,...,n
f(x) - P[X - x] o { 0 en caso contrario

Cuando Rex = {1,2,...,n}, veamos algunos casos particulares de series:

I, Inn+1) n+1
EX _ — _ — e
[X] n;Z n 2 2

E[X?Y = %Zzz _ %n(n+1)6(2n+1) _ (n+1)(2n+1)
Var(X) = (n+1)@2n+1) (HZD _ nlgl

1.4.2. Distribucién binomial

Definicién 1.4.13 (Distribucién binomial). Se dice que una variable aleatoria X
sigue una distribucién binomial de pardmetros n y p, n € N, p €]0, 1] si modela
el nimero de éxitos en n repeticiones independientes de un ensayo de Bernouilli
con probabilidad p de éxito, manteniéndose esta constante en las n repeticiones. Se
notara como

X ~ B(n,p)

Observacion. Es facil ver que la distribucién de Bernouilli es un caso particular de
una distribucion binomial, considerando n = 1.

Proposicién 1.4.11. Sea X ~~ B(n,p). Entonces, la funcién masa de proba-
bilidad de la distribucion binomial es:

fo = (- e

x

Proposicién 1.4.12. Sea X ~» B(n,p). Entonces, tenemos que:
E[X]=np

Proposicién 1.4.13. Sea X ~» B(n,p). Entonces, tenemos que:

Var[X]| = np(1 - p)

1.4.3. Distribucién binomial negativa

Definicién 1.4.14 (Distribucién binomial negativa). Se dice que una variable alea-
toria X sigue una distribucién binomial negativa de parametros r y p, r € N, p €0, 1]
si modela el nimero de fracasos antes de llegar al r—ésimo éxito en un ensayo de
Bernouilli con probabilidad p de éxito, manteniéndose esta constante en todas las
repeticiones. Se notard como

X ~ BN(r,p)

13 losdeldgiim.github.io
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Observacion. Es facil ver que la Distribucion Geométrica es un caso particular de
una distribucién binomial negativa, considerando r = 1.

Razonemos la funciéon masa de probabilidad. Como la variable X modela el
numero de fracasos antes de llegar al r—ésimo éxito, tenemos que en total se produ-
cen x fracasos y r fracasos. Como la probabilidad se mantiene constante, tenemos
que la probabilidad para cierta ordenacién de los sucesos es p"(1 — p)*. No obstante,
las distintas formas de reorganizar los sucesos son combinaciones de x fracasos y
r —1 éxitos'; es decir, combinaciones sin repeticién. Por tanto, tenemos que en total
hay (xJ’T_l) formas distintas. Por tanto, a priori deducimos que la funcién masa de

probabilidad de la distribucién binomial negativa es:

)= (

No obstante, hay una expresion alternativa de la funcién masa de probabilidad
muy util para las demostraciones. Para ello, se introduce la siguiente definicion:

r+r—1
T

)u—m%T v e NU {0}

Definicién 1.4.15. Dador € R,z € N, se define? el siguiente nimero combinatorio:

(4):(ﬂ%_r_nn.@m—x+ng<—§):L VreRzeN

T z! 0

Proposicién 1.4.14. Sea X ~~ BN(r,p). Entonces, la funcion masa de proba-
bilidad de la distribucion binomial negativa es:

flz) = (H;_l)(l—p)%’" = (;T)(p— " xeNu{0}

Proposicién 1.4.15. Sea X ~» BN(r,p). Entonces, tenemos que:

_r(d-p)
p
Lema 1.4.16. Sea X ~~ BN(r,p). Entonces, tenemos que:

r(r+1)(1 = p)? N (1 —p)

E[X]

E[X? =
[X7] - P
Corolario 1.4.16.1. Sea X ~» BN(r,p). Entonces, tenemos que:
1—
Var[x] = "L=P)
p

1.4.4. Distribucion de Poisson

Definicién 1.4.16 (Distribucién de Poisson). Sea X una variable aleatoria. Se dice
que X sigue una distribucién de Poisson si representa el niimero de de ocurrencias
de un determinado suceso durante un periodo de tiempo fijo o una regién fija del
espacio.

Ha de cumplir las siguientes condiciones:

1E] éxito r—ésimo no se anade porque su posicién estd fijada, ya que debe ser el tltimo suceso.
2El ntimero combinatorio est4 ya definido, pero con més restricciones. Esta definicién concuerda
con la anterior en los supuestos anteriores.
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1. El nimero de ocurrencias en un intervalo o region especificas ha de ser inde-
pendiente de las ocurrencias en otras zonas o intervalos de tiempo.

2. Si se considera un intervalo de tiempo muy pequeno (o una regién muy pe-
quena):

= La probabilidad de una ocurrencia es proporcional a la longitud del in-
tervalo (el volumen de la regién).

= La probabilidad de dos o méas ocurrencias es despreciable.

Dicho de otra manera, si de media se tiene que en determinado intervalo se
producen \ ocurrencias, tenemos que sigue una distribucién de Poisson de parametro
A, notado por:

X ~ P(A)

Proposicién 1.4.17. Sea X ~» P(\). Entonces, su funcién masa de probabi-
lidad es:

)\l’
f(z) = €_A§

Proposicién 1.4.18. Sea X ~» P()). Entonces, tenemos que:
E[X] =X
Lema 1.4.19. Sea X ~» P()\). Entonces, tenemos que:
E[X? = N+ )\
Corolario 1.4.19.1. Sea X ~~» P(\). Entonces, tenemos que:

Var[X]| = A

1.5. Distribuciones Continuas

En esta seccion, recordaremos algunas de las distribuciones de probabilidad conti-
nuas mas importantes que se utilizan en estadistica y probabilidad.

1.5.1. Distribucién Uniforme Continua

Definicién 1.5.17 (Distribucién Uniforme Continua). Una variable aleatoria con-
tinua X sigue una distribucién uniforme en el intervalo [a, b, con a,b € R, a < b,
si su funcion de densidad toma un valor constante en dicho intervalo, siendo nula
fuera de él. Lo denotaremos como X ~ U(a,b).

Proposicién 1.5.20. Sea X ~ U(a,b). Entonces, se tiene que:

f: R — [0,1]

T — b—a
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Proposicién 1.5.21. Sea X ~ U(a,b), entonces su funcion de distribucion es:

Fy: R — [0,1]

0 r<a
r Z:Z x € [a,b]
1 x>b

Calculemos ahora los momentos de una variable aleatoria X tal que X ~ U(a,b).

Proposicién 1.5.22. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ U(a,b). Entonces,

su momento no centrado de orden k € NU {0} es:

prtl _ gkt
=EBX") = —

me=EX = a0 =0

Como consecuencia, tenemos que:

b —ad® b+a
“2(b—a) 2

1.5.2. Distribuciéon Normal

Esta es la distribucion de probabilidad més importante en la Teoria de la Probabi-
lidad y la Estadistica Matematica.

Definicién 1.5.18 (Distribucién Normal). Una variable aleatoria continua X sigue
una distribucién normal con pardmetros u € Ry 02 € RT, si su funcién de densidad

€s: 9
x J—
) (z — )

Ix(x) = e 202 | z€eR
2mo

donde o = +V¢2. Lo denotaremos como X ~ N (1, 0?) =N, 2.

A pesar de darse como definicién, hemos de demostrar que efectivamente es una
funcién de densidad. Para ello, incluimos el siguiente Lema, cuya demostracién no se
incluye por su complejidad, al requerir de integracion en varias variables con cambio
a coordenadas polares.

Lema 1.5.23 (Integral de Gauss). Sea a € R, b € R. Entonces:

J/ e~ gy — V[E
oo a

1.5.3. Distribucion Exponencial

Definicién 1.5.19 (Distribucién Exponencial). Una variable aleatoria continua X
sigue una distribucién exponencial con parametro A € R, si su funcién de densidad

es:
Ae ™M >0
0 <0

Lo denotaremos como X ~ exp(\).
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Veamos algunas aplicaciones de esta distribucion:

» La distribucion exponencial se utiliza para modelar el tiempo aleatorio entre
dos fallos consecutivos en fiabilidad o entre dos llegadas consecutivas en teoria

de colas.

= También se aplica en la modelizacién de tiempos aleatorios de supervivencia

(Andlisis de Supervivencia).

= En general, X suele representar un tiempo aleatorio transcurrido entre dos
sucesos, que se producen de forma aleatoria y consecutiva en el tiempo. Di-
chos sucesos se contabilizan mediante un proceso de Poisson homogéneo. El
parametro A representa la razén de ocurrencia de dichos sucesos, que en este

caso es constante.

Proposicion 1.5.24. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ exp(\). Entonces,

su funcion de distribucion es:

l—e ™ >0
Fx(zx) =
x(@) {0 z <0

Observacion. Dada una v.a. X ~ exp(A), se tiene que

t
Fx(t)=P(X <t)= / e Mdy =1—e ™,
0

t>0

Proposiciéon 1.5.25. Sea X wuna variable aleatoria de forma que X ~ exp()\).

Entonces, sus momentos no centrados de orden k € N son:

k!
E[X" = W
Como consecuencia, tenemos que:
1 p
EX]=1  VarlX] = E[X? - E[X]? = -

1.6. Distribuciones Reproductivas

1 1

A2 )2

Definicién 1.6.20 (Reproductividad de distribuciones). Una distribucién de varia-
bles aleatorias se dice reproductiva si, dadas X, Xo, ..., X, variables aleatorias
que sigan una distribucién de dicho tipo (aunque la distribucién de cada variable
tenga distintos pardmetros), entonces la variable aleatoria dada por:

X = zn:Xi
=1

sigue una distribucién del mismo tipo.

Proposicién 1.6.26 (Distribucién Reproductiva - Binomial). Sean X1,..., X, va-
riables aleatorias independientes y X; ~ B(k;,p) para i =1,...,n. Entonces:

=1 i=1
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Proposicién 1.6.27 (Distribucién Reproductiva - Poisson). Sean X;,..., X, va-
riables aleatorias independientes y X; ~ P(\;) parai=1,...,n. Entonces:

an X;~P (Z AZ)
=1 =1

Proposicién 1.6.28 (Distribucién Reproductiva - Binomial Negativa). Sean X7, ..., X,

variables aleatorias independientes y X; ~ BN (k;,p) para i =1,... ,n. Entonces:
>~ o (Y
i=1 i=1

Proposiciéon 1.6.29. Sean Xi,..., X, variables aleatorias independientes y X; ~

G(p) parai=1,...,n. Entonces:

Zn:Xi ~ BN(n,p)

=1

Proposicién 1.6.30 (Distribucién Reproductiva - Normal). Sean X7,..., X, va-
riables aleatorias independientes y X; ~ N(u;, 02) parai=1,...,n. Entonces:

iXi ~ N (iﬂmiﬁ)
i=1 i=1 i=1
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Notaciéon. Cuando hablamos de espacios muestrales discretos, la o—algebra la no-
tamos como F = 2%,

2.1. Distribuzioni uniformi

Definicién 2.1.1. (Distribucién uniforme discreta) Sea el espacio muestral 2 =
{1, x9,...,2,} con n resultados posibles. Una variable aleatoria X que toma cada
valor x; con probabilidad % se dice que sigue una distribucion uniforme discreta
en {ry,Ts,...,7,}, de manera que

#A  casi favorevoli

— = VA CQ
#Q casi possibili -

donde tenemos F = P(Q2) = 2%, y se denota como X ~ U{w1,2s,...,2,}.

Definicién 2.1.2. Sea €2 C R" un conjunto de Borel con volumen n-dimensional
0 < A™(Q2) < +o0. La medida de probabilidad Ug en (2, B8(2)) con densidad de

Lebesgue constante f(z) = /\n(Q), dada por

/f ) dN"(x /An(m d/\"(x):izgéi, A€ B(Q)

se llama distribucién uniforme continua en 2

Teorema 2.1.1 (Teorema de unicidad, Dynkin). Sean Py, Py dos medidas de pro-
babilidad en el espacio de probabilidad (2, F). Si D € F cumple

1) o(D) = F, es decir, D genera F
2) ABED = ANBED
3) Py, = Py, es decir, Pi(A) = P,(A) VAecD

entonces P, = Ps.

2.2. Modelli a urne (con reinserimento)

Tenemos una urna con N bolas, donde N,, indica el nimero de bolas de tipo a;

y el conjunto de distintos tipo de bolas es £ = {a1,as,...,ag}. Sabemos ademas
que N = > N,=N.
aclk
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Se quieren extraer n bolas de la urna, devolviendo cada bola extraida antes de
proceder a la siguiente extraccién (reinssercién), por lo que el espacio muestral es

Q={(w1,ws,...,w) :w; € E}=E".

2.2.1. Caso ordenado

Suponiendo que cada bola tiene la misma probabilidad de ser extraida, tenemos que
la probabilidad de obtener una secuencia concreta (wq,ws, ... ,w,) de las especies de

las bolas es .

P({(wr,ws, .. wn)}) = N]\o; Ji\u; = Lot

donde p : E — [0,1] es la funcién de probabilidad de extraer una bola de tipo a;,

N,
es decir, p(a;) = —. En este caso estamos trabajando en funcién de las especies

extraidas y no respecto a las bolas concretas.

Probemos a intentar ver la situacién desde otra perspectiva, considerando el espacio
muestral como Q = {1,..., N}", es decir, cada bola corresponde a un niimero desde
1 hasta N (estan enumeradas). Definiremos los conjuntos de cada tipo de bola como
Co C{1,..., N}, es decir, C, es el conjunto de niimeros que corresponden a bolas
de tipo a, y por tanto |C,| = Nj.

En este sentido, tenemos que la probabilidad uniforme es la siguiente
P{o}) = - Yoeq
w})=— Y
Nn

ya que todas las bolas son diferentes, pues estan enumeradas (trabajamos ahora con
la numeracion de las bolas y no con el tipo). Definamos ahora las variables aleatorias
siguientes

X;i:Q—=Q, X@,...,0,) =asiw€C,

donde a es la especie de w;. De esta manera podemos definir la variable aleatoria
conjunta

X=(X,..,.X):Q=Q, X(@,...,00) = (X1(@1,...,@n), ., Xn(@1,..., @)

que nos da la especie de cada bola extraida. Estamos en situacién por tanto de
definir la probabilidad uniforme para el espacio muestral Q como P = Po X! es
decir,

P({(wr,. . w)}) = P(X = (wi,...,wn)) Y(wi,...,wn) €Q = P(A)=P(XYA) VYACQ

donde si ademds tenemos en cuenta que {X = (wy,...,w,)} = C,, X ... x Cy
concluimos que

n

P({(wi,...,wn)}) =P(Coy x ... xCy) = (Conl - 1G] Hp(wi)
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Wi

donde p(w;) = —, obteniendo finalmente la misma probabilidad que habiamos

deducido antes, habiendo desarrollado desde otro punto de vista.

Es importante notar que la expresion {X = (wy,...,w,)} = Cy, X ... x C, , vie-
ne de pensar que si tenemos una secuencia concreta de especies (wy, . ..,w,) € €,
para que la variable aleatoria conjunta X tome esos valores, la primera bola ex-
traida debe pertenecer al conjunto C,,, (es decir, debe ser una bola de tipo wy), la
segunda bola extraida debe pertenecer al conjunto C,,, y asi sucesivamente hasta la
n-ésima bola. Por tanto, el conjunto de todas las secuencias de bolas numeradas que
cumplen esta condicién es precisamente el producto cartesiano C,, X C, X ... x (.

Debemos destacar que hemos podido demostrar la probabilidad de extraer una se-
cuencia concreta de especies de bolas (wy,ws, .. .,w,) de dos maneras distintas: una
directamente pensando en las probabilidades de extraer cada especie en cada extrac-
cién, y otra pensando en la numeracién de las bolas y usando variables aleatorias
que nos permiten mapear la numeracién a las especies. Ambas formas son vélidas y
nos llevan al mismo resultado final, gracias en que hay reinserciéon, de manera que
la probabilida de sacar una bola de tipo a en cada extraccién es siempre la misma,
independientemente de las extracciones anteriores. Esto es un detalle que en el caso
de NO reinsercién tendremos que separar, es decir, el caso de bolas enumeradas y
el caso de especies de bolas no seran equivalentes.

Definicién 2.2.3 (Misura prodotto con densita discrete). Sea E' = {a1, as, ..., ag}
(un conjunto finito) y p : E — [0, 1] una funcién de probabilidad discreta en F, es
decir, ) ,.pp(a) = 1. La medida de probabilidad P se dice medida producto en
el espacio de probabilidad (€2, F) y es de la forma

n

P({(wi,wa, - wa)}) = [ [ p(wi) V(wi,wa,... ,wn) €Q=E"
i=1
y su funcién de densidad es

n

P (w) = Hp(wi) Vw = (w1, wa, ..., wy) € E"

i=1
llamada n-ésima densidad de producto de p.

Ejemplo. Sea E = {0,1} y p(1) = p € [0, 1], obtenemos la densidad producto tal
que

PP (w) =[] plwi) =p= (1-p) =

i=1

Vw = (Ldl,(UQ, P ,wn) < {0, 1}71

y por tanto P(w) = p®"(w) Vw € {0,1}". Esta distribucién de probabilidad se
llama distribucién de Bernoulli de parametro p con n lanzamientos dada
por Ber(n,p), y modela la probabilidad de obtener z éxitos en un experimento de
lanzar una moneda sesgada n veces, donde la probabilidad de obtener cara (éxito)
es p y la de obtener cruz (fracaso) es 1 — p.
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2.2.2. Caso no ordenado

Vamos a estudiar ahora el caso en el que no nos importa el orden en el que se extraen
las bolas, sino inicamente la cantidad de bolas de cada especie extraida. Para ellos,
definiendo 2 = E™ como antes, tenemos la medida de probabilidad P.

Definamos ahora otro espacio muestral en el mismo sentido del problema

O = {F = (kaacr < ko >0, ko = n}

donde este espacio muestral no contiene secuencias concretas de bolas extraidas,

sino que contiene vectores k que indican cuantas bolas de cada especie a € E han

sido extraidas en total, sin importar el orden. Es claro que la restriccién > k, =n
aclk
es necesaria, ya que el total de bolas extraidas es n, y debemos tener en cuenta de

contar un total de n bolas entre todas las especies.
Definamos la variable aleatoria siguiente que nos permite “olvidarnos del orden”

SZQ—)Q, S(wl,wg,...,wn):(Sa)aeE

dove .
Saw) = Lg(w;), YweQ acE
i=1

que calcula el niimero de bolas de cada especie a en la secuencia w = (wy, wa, . .., wy),
consiguiendo obtener el vector del que hablabamos antes en el espacio muestral €.
Como medida producto sobre €2, definimos P = P o S™!, es decir,

PUFY) =P Y E)=P(S=F%) VK eQ

donde {S = ?} = Uw:Sa(w):?{w}, teniendo por tanto
PUFY=PE=F)= Y P}

w:Sa(w):?

Para calcular P(S = ?), debemos contar cudntas secuencias w = (wy,wa, ..., wn)
en ) cumplen que para cada especie a € E, el nimero de veces que a aparece en la
secuencia es k,. Tenemos que estudiar por tanto dos aspectos importantes: cuantas
secuencias w cumplen S,(w) = k (lo que deciamos anteriormente) y cudl es la
probabilidad P({w}) de cada una de estas secuencias, vedmoslo

1) Para calcular cada una de las secuencias seguimos lo explicado en el caso

ordenado, es decir, cada secuencia w = (wy,ws, ... ,w,) tiene probabilidad
n n Nwi .
P({w}) = [ ot = [[ 52 = [T (@
i=1 i=1 acE

. . - A
)]f\é; que en la secuencia w, la especie a aparece k, veces para cada k € Q, y
wi

N

= p(w;) significa la probabilidad de extraer una bola de tipo w;.
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2) Para calcular cudntas secuencias distintas w producen el mismo vector de

recuento k , necesitamos trabajar con un problema clasico de combinatoria:
numero de secuencias con n elementos donde hay kg, , kq,, ... repeticiones de
cada tipo de bola. Este niimero es el coeficiente multinomial

n!
HaeE ka!

Numero de secuencias =

donde n = k,.

Veamos ahora una explicacién més detallada del problema de combinatoria
estudiado. Imagina que tienes n huecos vacios en una fila y tienes que decidir
donde poner cada color. Este enfoque es muy intuitivo

= Paso 1: de los n huecos, eliges k; para el primer color. ;De cudntas

formas? De (:1 ) formas.

= Paso 2: ahora te quedan n — k; huecos libres. De esos, eliges ky para el

segundo color, teniendo ("gfl) formas.

= Paso 3: repites el proceso hasta que no queden huecos.

Si multiplicamos todas estas elecciones (porque son pasos sucesivos), la magia
del algebra hace que casi todo se cancele

) (L) = o e

donde se puede or cémo el denominador de una fraccién cancela el numerador
de la siguiente. Al final, solo sobrevive

n! n!
Eilkol o kn! Tlack Fa!

Destacar que nuestro objetivo en general era poder obtener la distribucion multi-
nomial, y para ello hemos necesitado definir el coeficiente multinomial, a parte de
hacer este desarrollo tanto en el caso ordenado como en el no ordenado.

_>
Definicién 2.2.4 (Coefficiente multinomiale). Sean ny k = (ks)aer con k, =0y
>~ kq = n. El coeficiente multinomial se define como

acFE
ﬁ) B n!
k) T1 kd

aclk
Teorema 2.2.2 (Teorema del coeficiente multinomial). Sean € N y sean x1,xs, ...,z €
R. El teorema establece que:
n
O R TE D DI 3 I e
_>
k talque
o+ +hm=n
- .

donde k = (ki, ks, ..., ky) tal que k; = 0, y la suma se extiende a todos los vectores

k con entradas no negativas que suman n.
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Observacion. Para el caso |E| = 2 con E = {ay,as}, el coeficiente multinomial se
reduce al coeficiente binomial clasico

ﬁ) B n! B n! [ n
k _kallka2! _kall(n—kal)! N o,

%
Tenemos finalmente por tanto que {w € Q: Sy(w) = k }| = (%), y por tanto

" =S — n
PURY =Ps=T)= X Plwh = () [[otw*
u.}:Sa(u.}):E> a€k
Definicién 2.2.5 (Distribuzione multinomiale). Sea E un conjunto finito con |E| >

A N A
2y Q ={k = (ki)acr : ka = 0,> k, = n}. Una medida de probabilidad P

acl
en (Q,QQ) se dice que sigue una distribucion multinomial de pardmetros n y
p: E —[0,1] (funcién de probabilidad discreta en E) si

PUTY = () ot vT o

y se denota como P ~ M(n,p). Alternativamente, dado Q@ = E™ y P = p®" es
equivalente decir
s = Po S~ M(n,p)

donde S : Q — ) es la variable aleatoria que “olvida el orden y recuerda solo los
tipos”.
2.3. Modelli a urne (senza reinserimento)

Tenemos una urna con N bolas con todas distintas entre si, y queremos extraer
n < N bolas sin reinsertarlas. Estudiaremos el caso ordenado y el caso no ordenado.

Ademas, después estudiaremos el caso en el que las bolas no son todas distintas, sino
que hay distintas especies de bolas, de manera que el conjunto de distintos tipos de

bolas es £ = {ay,as, ...,ag} con Ny, bolas de tipo a; y N = > N,, como hicimos
acFE
anteriormente.

2.3.1. Caso ordenado
En este caso, el espacio muestral es
Oy = {0 = (01, @2,...,0,) 1 W; # W sii#j}

donde cada @; es la numeracion de una bola en la urna, suponiendo que todas estan
enumeradas.

Domanda.;Cuadl es la medida de probabilidad correcta?
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Sabemos que la medida de probabilidad P es uniforme, por lo que P({w}) = == =

o™
|§—¢| Vo € Q4, y calculando el cardinal del espacio muestral tenemos la probabi-
lidad buscada, vedmoslo
= N!
Q=N-(N-1)-...-(N—n+1) = NV —n)]

2.3.2. Caso no ordenado
Bolas enumeradas

En este caso, definimos el espacio muestral como
Q={wc{1,2,....N}: 0| =n}

donde se supone que las bolas estan enumeradas.

Observacion. Es importante notar la pequena diferencia con el espacio muestral
57& del caso ordenado, donde las secuencias tenian en cuenta el orden de extraccion,
mientras que en  no importa el orden, sino dnicamente qué bolas han sido extraidas,
esto se almacena en el caso ordenado usando vectores w, mientras aqui usamos
simplemente W como conjunto.

Es claro que todos los elementos & € € tienen la misma probabilidad, es decir, P es
una medida de probabilida uniforme y viene dada por lo que

BN _ 1 s
PEN="a =

donde para saber el cardinal del espacio muestral, sabemos que el espacio mues-
tral tiene el nimero de combinaciones posibles de n elementos entre /N sin con-
tar ordenacion, ya que tenemos elementos @ como conjuntos, lo que nos lleva a

|Q| = m = (f)

Veamos como podemos demostrarlo de otro modo, definiendo la variable aleatoria
siguiente

V:Q,—=Q Y(@,...,0,) ={d,...,&,} donde ; = @

Lo que queremos ahora demostrar es P = P oY !, veamoslo

PY'({&))) = Y |£§i¢|‘1})‘ _ H{@: YE\C;J') =} *) ]7;5[!! _ (]}[) _ p({@}) Vo e O

(N —n)! (N —n)!

donde en (x) hemos usado que el nimero de secuencias ordenadas w que producen
el mismo conjunto @ es n!, ya que hay n! maneras distintas de ordenar el conjunto
w en vectores de la forma @.
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Bolas de colores (especies)

Estudiaremos ahora el caso donde nos centramos en las especies de bolas, es decir,
el conjunto de especies de bolas es E = {ai,as,...,a;5} con N,, bolas de tipo a; y
N =) a € EN,, y olvidamos la numeracién de las bolas. Recordemos la definicién
de los conjuntos C, C {1,...,N} Va € E, donde C, es el conjunto de nimeros que
corresponden a bolas de tipo a, y por tanto |C,| = N,.

En este caso el espacio muestral es

Q:{?:(ka)aGE:ka>oyzka:n}

Domanda. ;Cual es la medida de probabilidad correcta?
Para responder a esta pregunta, definimos la variable aleatoria siguiente

T:Q—Q, T@) =TH&, ..., Wb0n}) = (|0 N Col)aer Vo e

donde lo que intenta dicha v.a. es olvidar la numeraciéon de las bolas y quedarse
unicamente con el recuento de cuantas bolas de cada espeme han sido extraidas.
Definimos por tanto la medida de probabilidad P=PoT 'en (Q 29) pues simple-
mente queremos trasladar la medida de probabilidad uniforme del espacio muestral
Q) al espacio muestral () usando la variable aleatoria T, que se encarga de mapear
conjuntos de bolas extraidas a vectores de recuento de especies. Calculemos ahora
dicha medida de probabilidad

%
o) = k} VE €O

P{E}) = PT({E}) = (T = F) =

Falta ahora estudiar cuantos elementos (cardinal) hay en el conjunto {& : T'(v) =

¥}

Lo primero que haremos sera definir el problema de combinatoria en pequenos pro-
blemas mas manejables, de manera que lo que intentamos es contar cuantos conjun-
tos w de bolas extraidas cumplen que para cada especie a € E, el nimero de bolas
de tipo a en el conjunto es k, (obtenido de |@ N C,| = k,), asi uniendo todos los
tipos de bolas tenemos esta relacion biunivocua, es decir, existe una biyeccion entre
ambos conjuntos lo cual no demostraremos

{@:T@) = K} = [[{e € Cut || = ko

acl

Ahora simplemente debemos calcular el cardinal de cada conjunto del producto
cartesiano, y luego multiplicarlos (porque son elecciones sucesivas). Para el color
a € F| el nimero de maneras de elegir k, bolas de tipo a entre las N, disponibles es
(],:[:), esto equivale a pensar que tenemos en el vector k, huecos posibles para hacer
combinaciones del total de bolas del tipo a (IV,). Por tanto, el cardinal del conjunto

buscado es N
- - - a

@@ =TN=TI (")
acE a
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donde si tenemos k, > N, para algin a € F, entonces (JkV“) = 0. Finalmente tenemos
que la medida de probabilidad buscada es

N IR0

P{k}) = NN v
Deﬁnicién_> 2.3.6 (Distribuzione ipergeometrica). Sea E un conjunto finito con
|E| > 2, Ny = (Nuy)aerp con N, € Ngy N = >  N,, y n < N. Una medida

a€FE

% e

de probabilidad P = H ~ en (€2,2%) con funcién densidad (o funcién masa de
probabilidad)
Na
T (i)

Hoy({F)) =L v

()

se dice que sigue una distribucion hipergeométrica con parametros n y ﬁ

e

Ejemplo. Sea E = {0, 1} con N; bolas de tipo 1y Ny bolas de tipo 0,y N = Ny+Nj.
En este caso, el espacio muestral es

Q = {(k’o,/{fl) . k’o,k’l } 0,k70+k’1 :n}

y la distribucién hipergeométrica es

() i) :

V(ko, k1) € O
[ Teke

donde es comuin expresar la distribucion en funcién de un solo parametro, por ejem-
plo k1, teniendo en cuenta que ky = n — kq, obteniendo

() (i)
()

esto seria la distribucion hipergeométrica clasica de parametros N, Ny, n.

Ho,(Non1) (Kos k1) =

Hn,(No,Nl)(kl) = \V//{/’l = 0,1,...,m1’n{n,N1}

2.4. Distribuzione di Poisson

Ejemplo. Vamos a trabjar sobre reclamaciones de seguro, un clésico ejemplo de
distribucién de Poisson. ;Cuantés reclamaciones recibe una compania de seguros en
un intervalo de tiempo fijo [0,¢[], con ¢t > 0?7 Obviamente, el nimero de reclamacio-
nes es aleatorio, y el espacio muestral es () = Ny. Pero, ;qué P describe la situacién?

Es claro que si tomo un n grande y divido el intervalo [0, ¢[ en n subintervalos de
longitud t/n, puedo asumir que en cada subintervalo la compania recibe a lo su-
mo una reclamacién. En principio la probabilidad de recibir una reclamacién en un
subintervalo depende de su longitud ¢/n, por lo que podemos definir un factor de
probabilidad « > 0 tal que la probabilidad de recibir una reclamacién en un subin-
tervalo es p, = Oé%.
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Una buena primera aproximacion seria la distribucién de Bernoulli con pardmetro
oz%, donde hemos supuesto (como puede ser 1égico) que cada subintervalo es inde-
pendiente de los demas, es decir, que haya llamada en un intervalo no afecta a la
probabilidad de que haya llamada en otro intervalo.

Ejemplo.

Observacidn. Distribucién binomial de pardmetros 6,n es B(6,n) = (Z) 0% (1 — )+

Tenemos por tanto que la probabilidad de recibir k£ reclamaciones en el intervalo
0,t[ es P(k) = lim,, o B, ¢ ,,(k), donde sabemos que existe dicho limite gracias al
siguiente teorema.

Teorema 2.4.3 (Approssimazione di Poisson della distribuzione binomiale). Sea p,,

una sucesion de numeros tal que np, — X\ > 0, entonces
)\k
lim B, .(k) = >~e™* VEke N,

Demostracion. ]

Teorema 2.4.4. Para todon € Ny y p € (0,1), entonces

HBp,n - Pan = Z ’Bp,n(k) - Pnp(k>| < 2np2

k>0

Definicién 2.4.7 (Distribuzione di Poisson). Sea 2 = Ny con o—algebra 2%, en-
tonces la medida de probabilidad Py en (€2, 2%) dada por

)\k Y
P)\(k) = ye Yk € No

se llama distribucién de Poisson de pardametro A > 0.

Ejemplo.

2.4.1. Processo di Poisson

Sea v > 0, definiremos una secuencia de variables aleatorias i.i.d. (independientes
e idénticamente distribuidas) (L;);>1 que siguen una distribucién exponencial con
parametro «, es decir,

de manera que su funcién de densidad viene dada por

sz(x) =

ae”®™ >0
0 r <0

por lo que tenemos claramente, P(L; < t) =1 —e™* ¥Vt > 0, e interpretamos las
variables aleatorias L; como los tiempos entre la llegada ¢ — 1-ésima y la llegada
1-ésima en un proceso de llegadas.
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Definimos también ahora las siguientes variables aleatorias (mas adelante estudia-
remos en detalle las v.a. IV;)

k
Ti=> Li:Q—R V21 vy Ny=Y log(Tk) Vt>0
=1

k>1

donde T}, representa el tiempo hasta la k-ésima llegada (suma de los tiempos entre
llegadas) y NV, representa el nimero de llegadas en el intervalo |0, ¢].

Domanda. ;Por qué eliminamos la llegada en t = 07
Tenemos que

P(Ly>0) = P({Ly > 1}) = lim P(L; > 1) = lim ¢ =1

t—0t
t>0

por lo que, P(L; = 0) = 0, por lo que la probabilidad de que haya una llegada en
t = 0 es nula. De hecho, sabemos que P(L; < 0) = 0, por lo que como es imposible
que ocurra algin suceso en t < 0, no tiene sentido contar la llegada en t = 0 (ob-
tendriamos el mismo resultado contando o no la llegada en t = 0).

Teorema 2.4.5 (Construction of the Poisson process). Bajo las condiciones descri-
tas anteriormente, tenemos que para cada t > 0

= N, es una variable aleatoria que sigue una distribucion de Poisson con pardame-
tro at, es decir, Ny ~ Py

s N,, Ny — Ny son independientes para todo s €|0, .

Demostracion. Tenemos que demostrar que dado ¢t > 0 la funciéon N; : (Q, F) —
(N, P(N)) es una variable aleatoria ya que necesitamos estar seguros que los ele-

mentos como {N; = k} estdn en F, puesto que sino no podriamos calcular su
probabilidad (P(N; = k)) y por tanto no estarfamos trabajando con una v.a., por
lo que veamos esta simple demostracién O

Teorema 2.4.6 (Versione generale). Bajo las condiciones descritas anteriormente,
para cualquier particion 0 < t; < ty < ... < t, < 400, las variables aleatorias
Ny, — Ny, , V1 <4 < n son independientes y siguen una distribucion de Poisson con
pardmetro a(t; —t;_1).

Definicién 2.4.8 (Poisson process). Una familia de variables aleatorias {N;};>o
que cumple las propiedades del Teorema 2.4.5 se llama proceso de Poisson con
intensidad o > 0.

2.5. Tempi di attesa

Vamos a trabajar con un experimento bernouilliano con longitud infinita y
pardmetro p €]0,1[, es decir, un experimento que tiene dos posibles resultados:
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éxito (con probabilidad p) y fracaso (con probabilidad 1 — p). Tenemos que el espa-
cio muestral es Q = {0, 1}, donde 0 es fracaso y 1 éxito, y definiremos 7T, = tiempo
de espera hasta el r-ésimoe N éxito, matematicamente dado por

k
T,:{0,1}V - N Tr(w):min{kEN:Zwi:r} Vw = (w1, ... ,Wp,...) €Q
i=1

donde cada w; € {0, 1} representa el resultado del i-ésimo experimento bernoulliano.
Domanda. ;Cuél es la distribucion (legge) de T,.7

Definiremos la medida de probabilidad uz, = P o T ! en (N,2Y), que es la dis-
tribucién de 7T, y para calcularla debemos estudiar P(7, = n) para cada n € N. Es
claro que T, = n si en los primeros n — 1 experimentos bernoullianos hay exacta-
mente r — 1 éxitos (y por tanto n — r = k fracasos), y el n-ésimo experimento es un
éxito. Por tanto, tenemos que el niimero de experimentos es r + k, y para calcular la
probabilidad de T, = n usaremos la distribucién binomial con r + k — 1 experientos,
pues el n-ésimo experimento es un éxito (probabilidad p), vedmoslo

r+k—1

* —T
. )p’"‘l(l—p)k'p © ( )p’"(p—l)k Vn =r

P(T, = n) = Byiio1p(r—1)p = ( ;

donde en (%) hemos usado que (1 —p)*¥ = (=1)¥(p—1)* y la definicién de coeficiente
binomial para —r (nimero negativo), que viene dado como

(_r) _ ook ) e kD) :(_1)k(”k_1) Vk,r € Ny

k k! k! r—1

Observacion. Recordemos que estamos trabajando con el espacio de probabilidad
(Q, F, P) del experimento bernoulliano infinito, donde P mide probabilidades de
secuencias de resultados donde P(1) = p es el éxito y P(0) = 1 — p es el fracaso.

Es importante tener claro que cuando hablamos de una secuencia de variables alea-
torias de Bernoulli, nos referimos a un experimento con infinitos ensayos indepen-
dientes, cada uno con dos posibles resultados (éxito o fracaso) y una probabilidad
fija de éxito p €]0, 1], es decir, variables aleatorias (X, ),>o donde X; = 14, son
independientes y P(A;) = p para cada i > 0.

Es posible que las variables aleatorias de Bernoulli formen parte de un experimento
mas grande, de manera que una v.a. concreta X, tenga como dominio los infinitos
experimentos, pero al ser independiente de los demas, su distribucién es la misma
que la de una v.a. de Bernoulli pura, fijandose solo en su resultado.

Un ejemplo claro de esto es el experimento de lanzar una moneda justa infinitas
veces, donde cada lanzamiento es independiente de los demas y la probabilidad de
cara es p = 1/2. Si definimos la variable aleatoria X,, como el resultado del n-ésimo
lanzamiento (1 si es cara, 0 si es cruz), entonces

X, :Q2—={0,1} X,(w)=w, Yw=(wi,ws,...)€E
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donde Q = {0,1}" es el espacio muestral del experimento de lanzar la moneda
infinitas veces.

Definicién 2.5.9 (Distribuzione binomiale negativa o di Pascal). Sea r > 0y
0 < p < 1, la medida de probabilidad B, en (Ny, 2Y) con funcién de densidad

T

B, (k) = ( f )pr(p —1)" VkeN,
se llama distribucién binomial negativa o de Pascal con parametros r y p.

Observacion. Como bien hemos demostrado anteriormente, esta distribucion calcula
la probabilidad de que el r-ésimo éxito ocurra en el experimento niimero n = r + k.

2.6. Distribuzione Normale

Domanda. ;Existe una distribuciéon uniforme en dimension infinita?
Tomaremos el siguiente espacio muestral

Qn = {z € RY :||z|]s <vN} conv >0

que es la bola de radio vuN en RY, y donde se aproximaré la dimensién infinita
cuando N — oo. Definimos la medida de probabilidad Py = U, como la distribu-
cién uniforme (continua) en (Qy, B(2y)), es decir

Py(A) = % VA € B(Qy)

donde Ay es la medida de Lebesgue en RY. También usaremos la siguiente variable
aleatoria

Xn: Oy >R Xy(z)=2; Vo= (x1,29,...,2x5) € Qn

que selecciona la primera coordenada de cada vector x € 5. Nuestro objetivo es
estudiar la distribucién de Xy cuando N — oo, es decir, estudiar la medida de
probabilidad jix, = Py o X5' en (R, B(R)).

Teorema 2.6.7 (Borel-Poincaré). Sea v >0 y a < b con a,b € R, entonces

2

xr
1 b
{ < < = 2
A Prle < Xw <) \/%/ae v

Demostracion. ]
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2.7. Probabilita condizionata

Supongamos que quiero estudiar el evento B y alguien me dice que el evento A ha
ocurrido, jcomo cambia la probabilidad de B? Para ello dada la medida de proba-
bilidad P (trabajamos en el espacio de probabilidad (2, F, P)) calcularemos una
nueva medida de probabilidad P4 tomando en cuenta la informacién que tenemos,
es decir, que A ha ocurrido, por lo que nos preguntamos, ;que propiedades debe
tener Py?

1) Pa(A) =1.
2) dcga tal che VB C A con B € F, entonces P4(B) = caP(B).

Proposicién 2.7.8. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y A € F con P(A) >
0, entonces existe una tunica medida de probabilidad Pa en (Q,F) que cumple las
propiedades 1) y 2) anteriores, dada por

Py(B) = %

Demostracion. O

VB e F

Observacion. Recordemos dos propiedades importantes de la probabilidad condicio-
nada P4

n P(A) >0
P(ANB)
P(A)

Definicién 2.7.10. Sea A € F con P(A) > 0, la probabilidad condicionada a
A en (2, F) viene dada por

» P(B|A)= VA,B € F con P(A) >0

P(ANB)

P{A) VB e F

PA(B) = P(B | A) =

Una interpretacién intuitiva de la probabilidad condicionada P(B | A) es que es
la fraccion de casos favorables a B dentro de los casos favorables a A, entre la
probabilidad total de que ocurra A.

Teorema 2.7.9. Sea A € F con P(A) > 0, entonces
1) P(-| A) es una medida de probabilidad en (2, F).

2) Sia (B;)ien una collezione di eventi disgiunti in F e | B; =, allora
iEN
P(E)=> P(B)P(E|B;) VE€F
ieN
3) (Bayes) Para todo k € N fijado, se tiene

_ P(By)P(A| By)
P(By | A) = > P(B:)P(A| B;)

donde (B;)ien sono come 2).
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4) Sea una coleccion (A;)i=1...n C F de eventos tales que P(A1NAsN...NA,) > 0,

entonces

.....

P(AIN...NA) = P(A)P(Ay | A)) - .. - P(Ay | ALNAs . 0 Ay

Demostracion. ]

Ejemplo. Paradoja de Monty Hall. Supongamos que estamos en un concurso tele-
visivo donde hay tres puertas cerradas: detras de una de ellas hay un coche (premio)
y detrds de las otras dos hay cabras (sin premio). El concursante debe elegir una
puerta, por ejemplo la puerta 1. Después, el presentador (que sabe ddénde esta el
coche) abre una de las otras dos puertas, por ejemplo la puerta 3, que tiene una
cabra detras. Ahora el concursante tiene la opcién de quedarse con su eleccién ini-
cial (puerta 1) o cambiar a la otra puerta cerrada (puerta 2). ;Qué deberia hacer el
concursante para maximizar sus probabilidades de ganar el coche? Definamos ahora
el problema matematicamente.

Sea Q = {1,2,3} el conjunto de puertas, y notamos la 1 como la puerta ganadora.
Definimos las siguientes variables aleatorias

C:0—{1,2,3) y H:Q—{1,2,3}

donde C'y H indican la eleccién del concursante y del presentador respectivamente.
Sabemos que el evento A = {C' # H}N{H # 1} ha ocurrido, es decir, el concursante
ha elegido una puerta distinta a la que ha abierto el presentador, y el presentador
no ha abierto la puerta ganadora. Nuestro objetivo es calcular la probabilidad con-
dicionada P(C' = 1| A), es decir, la probabilidad de que el concursante haya elegido
la puerta ganadora dado que el evento A ha ocurrido. Tenemos entonces

PH=1)=0 = PH#1)=1

(Asuncién del presentador)P(H # C) =1

PH{C =1}nA)
P(A)

} — P(A)=1 =

— P(C=1]4)=

= P(C=1}n4) = PC=1}) =

donde hemos obtenido que la probabilidad de que el concursante haya elegido la
puerta ganadora desde el principio es 1/3. Para ver bien el evento A, vedmoslo en
detalle:

[O#H} = {weQ|Cw) +Hw)} = {C =1} C{C + H)
[H#1}={weQ| Hw) #1} — {C =1} C {H # 1}

es decir, es claro que {C =1} ={w e Q| C(w) =1} C{C # H} Nn{H # 1}. Por
tanto, la probabilidad haya elegido una puerta sin premio es

PC#1|A)=1-PC=1]4)="

por lo que, el concursante deberia cambiar su eleccién inicial para maximizar sus
probabilidades de ganar el coche.
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2.8. Multi-stage models

En esta seccion estudiaremos modelos de probabilidad que se desarrollan en multi-
ples etapas (multi-stage), donde cada etapa puede depender de las anteriores. Que-
remos contruir un espacio de probabilidad (€2, F, P) para el experimento completo,
asi como variables aleatorias (X;);—1__, en © que describan los resultados de los
subexperimentos individuales. Supongamos que tenemos lo siguiente

1) Conocemos la distribucién (legge) de X;.

2) Conocemos la distribucién de Xy dado X3, ..., Xj_1 para cada k > 2.

es decir, nosotros sabemos como se comporta cada subexperimento individualmente,
y como se comporta cada subexperimento condicionado a los anteriores. Véamos
ahora el siguiente teorema que nos permitira construir el espacio de probabilidad
completo.

Teorema 2.8.10 (Construccién de medidas de probabilidad mediante probabili-
dades condicionadas). Sean Qg,...,Q, espacios muestrales discretos no vacios, y

dado
1. p1: Qy — [0, 1] funcion de densidad (densita di probabilita), con > pi(wy) =
w1€MN
1.

2. Para cada k = 2, y para cada w; € §; con i < k, tenemos

Phlwr,ony - S = [0,1]  funcion de densidad

3. Definimos el espacio muestral completo como Q =[], .
Entonces, 3! P medida de probabilidad en (€2,2%) tal que

a) P(X; = wy) = p(wy) dove X1 : Q — 4 es la v.a. proyeccion en la primera
coordenada.

b) Para cada k =2,...,n se tiene
PXp=wp | X1 =wi, o, X1 = Wee1) = Difooroon 1 (Wh)
donde Xy, : Q2 — Q. es la v.a. proyeccion en la k-ésima coordenada.

Por tanto, viene dada por

P({w}) = pi(w1) - Pojon (W2) * Prjeoroowon 1 (Wn)  Vw = (w1, ... wp) € €
Demostracion. 0

Ejemplo (EI juego de skat). El skat es un juego de cartas aleman para tres juga-
dores, donde se utiliza una baraja de 32 cartas (donde hay 4 ases). Al inicio del
juego, se reparten 10 cartas a cada jugador y 2 cartas se colocan boca abajo en el
centro de la mesa (skat). Queremos modelar el reparto de cartas para conocer el
nimero de ases que recibe cada jugador. Definimos primero los espacios muestrales
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individuales ©; = {0,1,...,4} para cada jugador ¢ = 1,2,3, donde cada elemento
representa el nimero de ases que recibe el jugador. Como hablamos de una baraja
en la que distinguimos entre cartas normales (28) y ases (4), tenemos las siguientes
distribuciones

Py = Hip408 distribucion de j1
Py = Hi04—w,,28—(10-wy)  distribucion de j2 dado que j1 tiene w; ases

P31 wo = H10:4—w1 —wn,28—(20—w1—aw)  distribucion de j3 dado que j1 tiene wy ases y j2 tiene wy ases

donde hemos usado la distribucion hipergeométrica para modelar cada reparto de
cartas.

Ahora, usando el teorema anterior, podemos construir el espacio de probabilidad
completo (€2, 22, P) donde Q = Q; xQy x5, y por tanto para calcular la probabilidad
de que cada jugador reciba un as, es decir, P({(1,1,1)}), tenemos

P, 1L, 1D} =pi({1}) - pan({1}) - pajna({1}) = Hioua2s({1}) - Hiozas({1}) - Hioes({1}) =
0 O O,
Go)  Go)  Go)

Definicién 2.8.11 (oc—algebra prodotto). Dati (€2;, F;) spazi misurabili per i € N,

definiamo la c—algebra prodotto in Q@ = [] £2; come
i=1

-~

g

Observacion. En el teorema anterior, hemos usado o para construir la c—&lgebra mas
pequena que contiene el conjunto definido. Otro detalle importante es que hemos
definido una serie de eventeos Ai,..., A, en los primeros k espacios muestrales,
y luego hemos tomado los espacios muestrales siguientes, de manera que hemos
indicado que solo importan los primeros k experimentos, y los deméas no afectan al
resultado.

®]—}::a {A] X oo X A X Qe X ootk > 1A € Fyparai < k}
=1

Lema 2.8.11 (Lema di Dynkin). Sea una familia de conjuntos G tal que
n Qeg
» ANBe§G VA, Beg

entonces, “en casi todos los casos” si una propiedad vale para los conjuntos en G,
entonces vale para todos los conjuntos en o(G).

Teorema 2.8.12 (Prodotto di infiniti numerabili Q;’s). Sea (€2;);en una coleccion
de espacios muestrales discretos no vacios, y dado

1. p1: Q — [0,1] funcidn de densidad (densita di probabilita), con Y. pi(wi) =
w1 €N
1.
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2. Para cada k > 2, y para cada w; € §; con i < k, tenemos

Phlwr,wony - S = [0,1]  funcion de densidad
3. Definimos el espacio muestral completo como Q = [[2, ;.

Entonces, 3! P medida de probabilidad en (2, Q) F;) tal que

=1
P<X1 = Wiy .- 7Xn = wn) = pl(wl> ' p2\w1 (w2> o 'pn|w1,...,wn71(wn) Vn € vawi S Qz
donde Xy, : Q2 — Q. es la v.a. proyeccion en la k-ésima coordenada.

Ejemplo (Urna di Pélya). Tenemos una urna de r bolas rojas y w bolas blancas,
donde en cada extracciéon de una bola, devolvemos la bola extraida y anadimos
¢ > 0 bolas extras del mismo color. Es claro que el caso de ¢ = 0 es el caso clasico de
extraccion con reemplazo, por lo que estamos interesados en estudiar el caso ¢ € N.
Dividiremos el estudio en varias fases, veamoslo.

Fase 1. Definimos el espacio muestral como €2 = {0, 1}, donde 1 representa la extrac-
cién de una bola roja y 0 la extracciéon de una bola blanca, y definimos la
siguiente distribucién de probabilidad

T w
T—’—w, pl(o)_

pl(l) - r+w

Fase k > 2. En esta fase, la distribucién de probabilidad depende del resultado de las fases
anteriores, por lo que tenemos

Pk|wi,...qwp—q CON W € Qz

k—1
y sabiendo que [ := w; es el nimero de bolas rojas (recordemos que 1 es
i=1
rojo y 0 es blanco) extraidas en las fases anteriores, definimos la distribucién
de probabilidad como

w+(k—1-10)c .
R s siw, =0
pk|w1,..-,wk—1(wk) = r4lc
siwp=1

r+w+ (k—1)c

Del Teorema 2.8.12, sabemos que existe una tnica medida de probabilidad P en
(2, ® 2%) con Q = {0,1}" tal que
i=1

-1 n—Il—1
o +ie)- " T1 (w+ jo
P(Xlzwl,...,Xn:wn) = =0 p—" =0 Vn € N, Vw; e
[T (r +w+ mc)
m=0
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n
donde [ = > w; es el numero de bolas rojas extraidas en las primeras n fases. En

este caso, ezl \lfalor [ se ha hecho sumando hasta n, pero esto se arregla haciendo el
producto en el segundo productorio hasta n — [ — 1, para evitar anadir a la urna el
resultado obtenido en el caso n, ya que aqui acaba nuestro experimento.

Es importante destacar que en el numerador no se toma en cuenta el orden de ex-
traccion de las bolas, sino solo el nimero total de bolas rojas y blancas extraidas,
puesto que gracias a la propiedad conmutativa de la multiplicacion podemos reor-
denar los factores sin problema. Pensémoslo usando un simple ejemplo, suponiendo
que primero sacamos una bola roja, luego una blanca y después dos rojas mas, de
modo que teniendo en cuenta el orden tendriamos

r w r+4+c r—+ 2c
r+w r+w4+c r+w+2c r+w—+3c

pero si reordenamos los factores tenemos que

r r+4+c r—+2c w
r+w r+w4+c r+w+2c r+w—+3c

y en ambos casos la probabilidad es la misma, pues al final el numerador es el mismo
en ambos casos. Deducimos de este modo que la probabilidad de obtener la secuen-
cia (1,0,1,1) es igual a la probabilidad de obtener cualquier otra secuencia con tres
bolas rojas y una blanca, como por ejemplo (1,1,0,1) o (0,1,1,1).

P(X;=1,X,=0,Xs=1,X,=1) =

Podemos calcular otro tipo de probabilidades, como por ejemplo la probabilidad
de obtener [ bolas rojas en n extracciones, sin importar el orden. Para ello, defini-
mos la variable aleatoria

Rn:ZXi tal que R, :Q —{0,...,n}
i=1

que cuenta el nimero de bolas rojas extraidas en las primeras n extracciones. Si
nos damos cuenta ahora, que para todo w € € con R,(w) = [ la probabilidad es
exactamente la misma (ya que como dijimos antes, no importa el orden de extraccién,
sino solo el nimero total de bolas rojas y blancas extraidas), podemos calcular la
probabilidad de obtener [ bolas rojas en n extracciones como
-1 n—l—1

[[(r+ic)- I (w+jo)
P(Rn:z):@)-"o = VneN, VI=0,...,n

I (r +w+ mc)

m=0

donde para deducir el factor combinatorio, lo que hemos pensado es que enumerando
las secuencias como {1,2,...,n} queremos seleccionar un subconjunto de tamano [
sin que importe el orden en que eliges esos indices. Lo que realmente se ha hecho es
contar las posibles formas de elegir las posiciones de las bolas rojas en la secuencia
de extracciones, y luego multiplicar eso por la probabilidad de una de ellas (que
tienen el mismo valor).

Vedmos a continuacién un resumen de los resultados para distintos valores de c,
asi como una expresiéon una alternativa abreviada para la probabilidad P(R,, =[).
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r

» Para ¢ = 0: tenemos la distribucién binomial con pardmetros n y p = o
r+w

es decir, B, r_, pues se trata del caso de extraccion con reemplazo.
TTWw

= Para ¢ > 0: tenemos el siguiente resultado

(V6D goea T e
) etTe?

) = (_’")(_T_IL'!"(_T_]“H), desarrollamos de la

P(R, =1) =

ol &

ya que teniendo presente que (
siguiente manera

-1 -1

ﬁ(r+ic):H(ac+z’C):clH(cH—z’):cl‘[a(a—i—l)...(a—i—l—l)]:

—d (1) [(—a)(—a—1) ... (—a—1+1)]=c - (=1) -1 (‘la)

Si hacemos lo mismo para los otros dos productos, obtenemos

nfl;l(w+jc) = L (=) (n=1)!- (n__bl) y E(r+w+mc) = (=1)"nl. (_an_ b)

y sustituyendo en la expresién de P(R,, = [), obtenemos el resultado deseado.

» Para ¢ = —1: tenemos la distribucién hipergeométrica H,,.,.,, pues se trata
del caso de extraccion sin reemplazo.

2.9. Indipendenza

Definicién 2.9.12 (Independenza di eventi). Sea (€2, F, P) un espacio de proba-
bilidad, y sean A, B € F dos eventos. Decimos que A y B son independientes
si

P(ANB) = P(A) - P(B)

Ejemplo (Urne con reinserimento e non). Sea A = {prima estrazione ¢ rossa} y
B = {seconda estrazione e rossa}, donde las extracciones se hacen de una urna con
r bolas rojas y w bolas blancas, de modo que el espacio muestral es Q = {1,...,r,r+
1,...,7r+w}? Veamos si los eventos A y B son independientes en los siguientes dos
casos

» Con reinserimento: tenemos P(A) = P(B) = _: , por haber reinsercién.
w
Veamos ahora P(AN B)

ANB ={(i,7) : 1 <4, <r} = |ANB|=1* = P(ANB) A0 B r P(A)-I

={(4,7):1<4,j<r =r = = = :
g g NCETE

» Senza reinserimento: tenemos P(A) = 4 y el espacio muestral es

T+ w

O ={(k1): 1<k I<r+uwk#1}CQ
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r

de modo que igual que antes tenemos P(A) = P(B) = o Veamos ahora
r+w
P(ANB)
r—1 r
P(ANB)=P(B|A)-P(A) = < P(A)- P(B)

r+w—1 r+w
por lo que en este caso los eventos A y B no son independientes.

En este ejemplo hemos visto que dos mismos eventos pueden ser dependientes respec-
to a una medida de probabilidad, y ser independientes respecto a otra medida de pro-
babilidad distinta, es decir, la independencia de eventos en F depende de la medida de probabilidad

Definicién 2.9.13 (Indipendenza della famiglia dagli eventi). Sea (2, F, P) un
espacio de probabilidad, y sea (A;);e; una familia de eventos en F, donde I es un
conjunto. Decimos que la familia (4;);c; es independiente si VJ C [ finito se

tiene que
P (ﬂ Aj> =[P4

jedJ jedJ

En cuyo caso, tenemos que
P(A;NA;) = P(4;) - P(A;) Vi

Ejemplo (Causalidad no implica dependencia). Sea el experimento de lanzar dos
dados uno detras de otro, definimos el espacio muestral como Q = {1,...,6}? si-
guiendo la distribucién uniforme P = Ug, y las siguientes variables aleatorias

A = {suma de los valores es 7} = {(k,]) € Q: k+1 =T}
B = {valor del primero dado es 6} = {(k,l) € Q: k =6}

entonces |A| = |B| =6y |AN B| =1, por lo que

1
P(ANB) = 36 = P(A)- P(B)
por tanto son independientes, atin sabiendo que la suma (evento B) depende del va-

lor del primer dado (evento A), lo que viene a llamarse causalidad. Esto ocurre por
1

haber elegido 7 como suma, ya que si hubiésemos elegido 12, tendriamos P(B) = e

y serian dependientes.

La clave en la independencia de eventos es la proporcién de solapamiento de un
evento sobre el otro, ya que si esta proporcién (dependencia) es igual a la propor-
cion respecto al espacio muestral total, entonces los eventos son independientes, ya
que en este ejemplo lo que hemos visto es que la proporciéon de B sobre A es 1/6
(de los 6 posibles valores del segundo dado necesitamos que salga el 1), mientras
que la proporcién de B respecto al espacio muestral total es también 1/6 (de los 36
posibles valores necesitamos que salgan los 6 de ellos que suman 7). Por tanto, la
proporcion es la misma y los eventos son independientes.
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Observacion. La causalidad no implica dependencia, ya que un evento puede depen-
der de otro, pero si la proporcion de solapamiento es la misma que la proporcion
respecto al espacio muestral total (no consigo ayuda para predecir el evento B tras
saber A), entonces los eventos son independientes.

Ejemplo (3 eventi non indip., ma a due a due independenti).
Ejemplo (Libro 3.15).

Definicién 2.9.14 (Variabile aleatoria indipendenti). Sea (€2, F, P) un espacio de
probabilidad, y sean (X;);c; una familia de variables aleatorias en €2, donde I es un
conjunto. Decimos que la familia (X;);c; es independiente si VJ C [ finito se
tiene que

P (ﬂ{xj € Aj}) =[[P(X; € 4;)) VA; € BR)

jeJ JjeJ

Es importante destacar que la independencia de variables aleatorias depende de la
medida de probabilidad P, al igual que ocurria con la independencia de eventos. La
notacion {X; € A;} representa el siguiente conjunto de resultados del experimento
{we Q: X,(w) € A;}, es decir, el conjunto de resultados del experimento que hacen
que la variable aleatoria X; tome valores en el conjunto A;.

2.10. Esperanza

Definicién 2.10.15 (Valore atteso con v.a. discreta). Sea X una variable aleatoria
discreta, entonces tenemos

E[|X|] = Z |z] - P(X = z) €]0,00] (caso discreto)
z€X(Q)

E[|X]|] = /R |z| - fx(2)dz € ]0,00[ (caso continuo)

donde si E[X] < oo, decimos que X es integrable, notado como X € L' = L!(P)
y definimos el valor esperado de X como

E[X] = Z z+ P(X =2) (caso discreto)
z€X(Q)

E[X] = /Rz - fx(2)dz (caso continuo)

Observacion. 1l valore atteso dipende solo della distribuzione di X.

Ejemplo (Funcién indicadora). Para cada A € F, la funcién indicadora 1,4 perte-
nece a L1(P), y

E[l4] =0-P(14=0)+1-P(14=1) = P(A)
Esta relacion conecta las nociones de esperanza y probabilidad.

Ejemplo.
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Teorema 2.10.13 (Propiedades de la esperanza). Sean X,Y, X,,,Y,, : Q — R varia-
bles aleatorias discretas en L'(P). Entonces se cumplen las siguientes propiedades.

(a) Monotonia. Si X <Y, entonces E[X] < E[Y].
(b) Linealidad. Para cada ¢ € R, se tiene que cX € LY(P) y E[cX] = cE[X].
Ademds, X +Y € L(P) y E[X +Y] = E[X] + E[Y].

(¢c) o—aditividad y convergencia mondtona. Si cada X,, >0y X = > X,
n=1
entonces

E[X] = Y ELX,)

Por otro lado, si Y, /'Y para n — oo, se sigue que E[Y] = lim E[Y,].

n—oo

(d) Regla del producto en el caso de independencia. Si X eY son inde-
pendientes, entonces XY € LY(P) y E[XY] = E[X] - E[Y].

Proposicién 2.10.14 (Variables aleatorias con funcién de densidad). Sea X una
variable aleatoria con valores en RY y funcion de densidad fx, es decir, suponemos
que Po X! tiene densidad de Lebesque en Re. Para cualquier otra variable aleatoria
g:R* = R, se sigue que go X € L siy solo si [ou]9(x)|fx(z)dr < oo, y en ese
caso

Blyo X] = [ gle)fs(a)da

2.11. Varianza

Definicién 2.11.16 (Varianza e deviazione standard). Sea X una variable aleatoria
tal que E[|X]?] < oo, es decir, X € £?(P). Definimos la varianza de X como

Var(X) =E [(X — E[X])?]
y la desviacién estandar de X como oy = /Var(X).

Definicién 2.11.17 (Covarianza). Sea X, Y dos variables aleatorias tales que E[| X |*], E[|Y]?] <
oo , entonces definimos la covarianza entre X e Y como

Cov(X,Y) =E[(X - E[X])(Y — E[Y])]
De hecho, si Cov(X,Y) = 0, decimos que X e Y son no correladas.

Teorema 2.11.15 (Proprietd di varianze e covarianze). Sean X,Y,X; € L? y
a,b,c,d € R, entonces se cumplen las siguientes propiedades

(a) aX +b,cY +d e L? yCov(aX +b,cY +d) = ac-Cov(X,Y). En particular,
Var(aX +b) = a® Var(X).

(b) Cov(X,Y)? < Var(X) Var(Y) (desigualdad de Cauchy-Schwarz).

(c) St X,Y son independientes, entonces X,Y son también no correladas.
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(d) Sea Xi,...,X, € L* y entonces

Var <i XZ-> = iVar(Xi) + Z Cov(X;, X;)

i#]
En particular, si Xi,...,X, son no correladas, entonces Var (> ., X;) =
S, Var(X;).
Definicién 2.11.18 (Mediana). Sea X : 2 — R una variable aleatoria real, un
numero i € R se llama mediana de X si

PX<p) =212 v PX>p) >21/2

Una de las preguntas mas habituales sobre la mediana es, ;existe siempre una me-
diana?jen ese caso, es Unica?;que significa esta para el valor esperadode X7 A con-
tinuacion, respondemos a estas preguntas, usando como referencia la distribucién
normal representada en la Figura 2.1.

Mediana

1
Figura 2.1: Distribucién Normal con indicacién de la mediana ().

{Unicidad? Si consideramos un ejemplo donde tengamos a < b con a,b € R tales
que P(X <a)=P(X >20b0) =1/2y Pla < X < b) =0, entonces cualquier
valor p € [a,b] es una mediana de X, por lo que la mediana no es tnica en
este caso.

Para entender mejor esta demostracién veremos un caso mas concreto, supo-
niendo que X = —14 + L 4. con P(A) = P(A°) = 1/2. En este caso, tenemos
que P(X < -1)=PX >1)=1/2y P(-1 < X < 1) =0, por lo que
cualquier valor u € [—1,1] es una mediana de X, y por tanto la mediana no
es Unica.

Podemos ver una representaciéon grafica de este caso en la Figura 2.2, donde la
funcién de distribucién acumulada Fx tiene una meseta en el intervalo [—1, 1],
y cualquier valor en ese intervalo cumple las condiciones para ser mediana
(hemos incluido el 1, pues también cumple las condiciones para ser mediana).

Existencia? Si consideramos la funcién de distribucién acumulada Fx : R — [0, 1]
definida como Fx(z) = P(X < x), que es monétona creciente y continua por
la derecha, entonces definimos el siguiente valor

p=if{r eR: Fx(z)=P(X <z)>1/2}
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1 1

Figura 2.2: Representacion de la funcién de distribucion acumulativa escalonada.

que esté bien definido, es decir, el conjunto {z : Fx(z) > 1/2} no es vacio y
esta limitado inferiormente, pues Fx va desde 0 hasta 1. Veamos ahora que
este valor p es una mediana de X

1) Por definicién de minimo (en este caso infimo y minimo son lo mismo,
gracias a la continuidad por la derecha de F), tenemos que P(X < p) =
Fx(u) = 1/2, por lo que se cumple la primera condicién de la mediana

2) Por otro lado, falta demostrar que P(X > p) > 1/2, para ellos buscare-
mos demostrar que P(X < p) < 1/2, y por tanto tendriamos

11
PXZp=1-PX<pzl-5=3

Para demostrar lo querido, usando la definiciéon de infimo, sabemos que
no hay v < p con Fx(v) > 1/2, por lo que
Yo <pu, P(X<v)=Fx(w)<1/2

entonces lim,_,,, Fx(v) < 1/2, y por la continuidad por la derecha de F,
tenemos que lim Fx(v) = P(X < u) < 1/2, como queriamos demostrar.
V=

2.12. Leggi dei grandi numeri

Definicién 2.12.19 (Convergenza in probabilita). Sea {X,},en una sucesion de
variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (2, F, P). Deci-
mos que la sucesion converge en probabilidad a una variable aleatoria X, notado

por {X,} L X, sis
Ve e RY,  lim P[|X, - X|>¢ =0
n—oo

Definicién 2.12.20 (Convergenza quasi certa). Sea { X, }nen una sucesién de varia-
bles aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (£2, ,P). Decimos que
la sucesiéon converge casi seguramente a una variable aleatoria X, que notaremos
por {X,} = X, si:

P lim X, = X| =1

n—oo
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Andlogamente, usando la probabilidad en (2, F, P), se tiene que:
Plweq| lim X,(w) = X(w)] —1
n—o0

Proposicién 2.12.16. Sea {X,, }nen una sucesion de variables aleatorias definidas
sobre el mismo espacio de probabilidad (2, F, P), entonces

(X} <5 X = {X,} B X
Demostracion. ]

Observacion. La convergencia en probabilidad no implica la convergencia casi segu-
ra.

Proposicion 2.12.17. Sea {X,, }nen una sucesion de variables aleatorias definidas
sobre el mismo espacio de probabilidad (Q, F, P). Si la sucesion converge en proba-
bilidad, entonces

3 subsucesion (n;) tal que {X,,,} == X

Teorema 2.12.18 (Legge dei grandi numeri debole). Sea (X;);>1 una sucesion de
variables aleatorias tales que

» E[|X;|%] < oo para todo i > 1, es decir, X; € L2(P).omega

» Cov(X;,X;) = 0 para todo i # j, es decir, las variables aleatorias son no
correladas dos a dos (por ejemplo, independientes).

» sup Var(X;) < oo, es decir, las varianzas estin acotadas.
i>1

Entonces

n

1 P
P> = — R )
Iim > 5) 0 es decir - 2:()(Z E[X;]) = 0

=1

Ve >0 limP(

> (X - E[X))

De hecho, si E[X;] =n para todo i > 1, entonces

lim P (
n—oo

Demostracion. O

n

S (X

=1

25):0 Ve >0

Teorema 2.12.19 (Versione piu generale). Sea (X;);>1 una sucesion de variables
aleatorias independientes dos a dos e idénticamente distribuidas en L'(P), entonces

1 n
=N X B EX
n

=1

Ejemplo. Para el caso del lanzamiento de una moneda justa, tenemos la secuencia
de variables aleatorias (X;);>1 donde la v.a. X; representa el resultado del i—ésimo
lanzamiento. Tenemos entonces

lim —» X, =pe€|0,1] casiseguro

donde E[X;] = p.
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Observacion. La LGN débil es demasiado débil para poder capturar este tipo de
convergencias.

Lema 2.12.20 (Lemma di Borel-Cantelli). Sea (A, )nen una sucesion de eventos en
un espacio de probabilidad (Q, F, P), y sea

A:ﬂUAn:{uJGQ:wEAkpamkvaloresoo de k}

k>1n=k
entonces -
si ¥ P(A,) <oo = P(A)=0
n=1
Demostracion. O

Corolario 2.12.20.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y {E, }nen una su-
cesion de eventos en F. Si la suma de las probabilidades de estos eventos es finita

f: P(E,) < o

Entonces, la probabilidad de que ocurran infinitos de estos eventos es cero

P(limsup £,) =0

n—oo

Teorema 2.12.21 (Legge dei grandi numeri forte). Sea (X;);>1 una sucesion de
variables aleatorias tales que

» E[|X;|?] < 0o para todo i > 1, es decir, X; € L*(P).

» Cov(X;,X;) = 0 para todo i # j, es decir, las variables aleatorias son no
correladas dos a dos (por ejemplo, independientes).

» sup Var(X;) < oo, es decir, las varianzas estdn acotadas.
i>1

Entonces

1” 1n c.s
Pllm =S (X, —E[XD)=0] =1 esdecir =S (X, —E[X;]) <
[t 300D =0) =1 s 33 k- o

=1 =1

Demostracion. O

Observacion. Es importante destacar que el conjunto

1 n
If —§ X, —E[X;]) =
A 2 X~ ELX) =0

n

1
es realmente los w € Q tales que lim — > (X;(w) — E[X}]) = 0, y de este conjunto

n—o0 1, ;1
de w’s tenemos que la probabilidad es 1.
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Corolario 2.12.21.1. Sea (X;);>1 una sucesion de variables aleatorias idénticamen-
te distribuidas y dos a dos no correladas en L?(P) con v := sup,s, Var(X;) < oo,
entonces

1 & s
— E X, — E[Xl]
n

=1

En el resultado anterior, la hipétesis de que las variables aleatorias son idénticamente
distribuidas es lo que nos permite afirmar que E[X;] = E[X;] para todo i > 1.

Proposicién 2.12.22 (Composicién de sucesiones convergentes c.s.). La composi-

cion de sucesiones convergentes casi sequramente también converge casi Seqguramen-
. . C.S. C.S.

te, es decir, si {X,} — X y{Y,} — Y, entonces

(X, +Y,} =X +Y | {X,Y,} 2 XY

2.13. Teorema Central del Limite

En la seccién anterior hemos visto que

1
lim —
n—oo N

> Xi=E[Xj] cs.
i=1

bajo las condiciones

» (X;);>1 son variables aleatorias no correladas dos a dos e idénticamente distri-
buidas, es decir, P(X; € A) no depende de i.

» E[| X% < oo, indicado solo para X; ya que todas las demds variables aleato-
rias tienen la misma distribucion.

donde si ademés nombramos m = E[X], nos podemos preguntar cudl es el niimero
1 — a mas grande tal que

1 n
1/ 1o - Xz - - O .
nl_)I{.lo’rL (n ; m) C.S

Mads adelante, veremos que el nimero més grande es a = 1/2 gracias al Teore-
ma Central del Limite, pero primero veremos unos enunciados que nos ayudarin a
entender mejor este teorema.

Definicién 2.13.21 (Convergenza in distribuzione). Sea { X, },en una sucesion de
variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (2, F, P). Deci-
mos que la sucesion converge en distribucién a una variable aleatoria X, notado
por {X,} 4 X, si

nll_}I{.IO Fx, (t) = Fx(t) Vte C(Fx)

donde Fx, y Fx son las funciones de distribucién acumulada de X,, y X respecti-
vamente, y C(Fx) es el conjunto de puntos de continuidad de F.
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Ademas, se dice que la sucesion converge en distribucién a una medida p de
probabilidad en (R, B(R)), notado por {X,} L, si

lim Fy, (t) = p(] — oo, t]) Vt € C(p)

n—o0

donde C(u) es el conjunto de puntos de continuidad de la funcién p(] — oo, t]).

Notacion. A veces en lugar de hablar de convergencia en distribucion a una variable

aleatoria X, se habla de convergencia en ley y se nota como {X,} L X,

Lema 2.13.23 (Caracterizacién de la convergencia en la distribucién.). Sea {X,, }nen
una sucesion de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad
(Q, F, P), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) X, 5 X
2) Elf(X,)] = E[f(X)] Vf:R—=R continua y acotada.
Si F'x es continua en R, entonces la siguiente afirmacion también es equivalente

lim sup | Fx, (¢) — Fx(¢)| = 0

n—oo ceR

es decir, Fx, converge uniformemente a Fx.

Demostracion. Solo demostraremos la segunda parte del enunciado. O
Observacion. Recordemos que E[f = J& f(2)dp,(2) donde p,(A) = P(X, €
A).

Teorema 2.13.24 (Teorema Central del Limite). Sea (X;);>1 una sucesion de va-
riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas en L?(P), es decir,
tales que E[|X;]?] < oo Vi. Si nombramos m = E[X;] y v = Var(X;), entonces

donde N(0,1) es la distribucion normal estdndar con media 0 y varianza 1, es decir,

Z(] — 00, 1]) dr = d(t) VteR

el

Ademds, como la funcion de distribucion de la normal ® es continua tenemos que

lim sup [Fs:(c) — ®(c)| =0

n—oo ceR
1 2 X, —
dove S = —>_
Vi
Demostracion. ]
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Corolario 2.13.24.1. Sean X,Y distribuciones gaussianas independientes con me-
dia 0 y varianza 1, entonces

pxsr ~ N(0,1)

De hecho, en general dadas X,Y wvariables aleatorias independientes con funciones
de densidad fx, fy, entonces la funcion de densidad de X +Y es

o (t) = / Fx(t - 8) fr(s) ds

Dado el Teorema Central del Limite, vemos que este teorema parece ser una ley
universal para todas las v.a. i.i.d. en £2(P), por lo que es légico preguntarse entonces
que si de verdad funciona este teorema deberia hacerlo también para v.a. que sigan
una distribucién normal de media 0 y varianza 1. A continuacién, veremos un ejemplo
que confirma esta hipotesis.

Ejemplo. Sea (X;);>1 una sucesién de v.a. independientes e idénticamente distribui-
das con distribucién N(0,1), sabemos que su suma también sigue una distribucién
normal por su propiedad de reproductividad, es decir,

=1

por lo que si normalizamos .5, como bien dice el Teorema Central del Limite, tenemos
que
Sp—0 1
Sr=—"—=—% X;~N(0,1)
IR PY

y por tanto S} ya tiene la distribucién limite que predice el Teorema Central del

Limite. Hemos visto entonces, que como bien se preveia, este teorema funciona de
forma general, incluso en el caso mas obvio de v.a. con distribucién normal.
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3. Applicazioni

In questo capitolo vedremo alcune applicazioni pratiche dei concetti di statistica
matematica studiati nei capitoli precedenti.

3.1. Regioni di confidenza

Imaginemos que tenemos una moneda trucada donde sale cara con probabilidad
p €]0, 1[, jcomo puedo estimar p? Sabemos que

, #caras
lim - =p cCsS.
n—oo #lanzamientos

y otra forma de hacerlo es lanzar la moneda n veces y contar el nimero de caras
#caras

obtenidas, entonces una estimacion natural de p es p ~ 7 p———
anzamientos

Sin embargo, esta afirmacién tiene dos problemas:

= 10 tiene en cuenta una posibilidad (improbable) que esté muy alejada de la
media, como por ejemplo, que salgan todo caras.

= no cuantifica el error en funciéon como de grande es n.

Definicién 3.1.1 (Modello statistico). Un modelo estadistico es una terna (X, F, P :
0 € ©), donde

= X es un conjunto.
= F es una o-algebra sobre X.

» (B : 0 € 0) es una familia de medidas (al menos dos) de probabilidad sobre
(X, F) indexada por un conjunto de pardmetros ©.

Ejemplo. En el ejemplo de la moneda trucada con n lanzamientos tendriamos el
modelo estadistico
(X, F, P, - p €]0,1])

donde
= X = {0,...,n} es el conjunto de posibles nimeros de caras obtenidas en n
lanzamientos.

» F =P(X) es la o-dlgebra de partes de X.

49



Statistica Matematica 3. Applicazioni

» [ = B, p, donde recordamos que

PIX = k) = Baalh)) = ()0 - o

y tenemos © =|0, 1].

Definicién 3.1.2 (Regione di confidenza). Dado un modelo estadistico (X, F, Py :
0 € ©) ysea T: 0 — X una caracteristica del sistema que se quiere estimar, donde
> es un conjunto arbitrario, entonces una regién de confianza para 7 con nivel
de error « €]0,1[ (o nivel de confianza 1 — «) es una aplicacién

C:X —P((X) tal que el’ng P{reX:7(0)eC(x)}) 21—«
€

Si ¥ =Ry C(z) es un intervalo, se dice que C' es un intervalo de confianza.

Observacion. Se puede usar indistintamente “’nivel de error o” o “nivel de confianza
1 _ a??

Un caso trivial que podemos estudiar, es el caso en el que C(x) = X para todo
x € X, ya que en este caso se cumple que

P{re X :7(0)eC(x)}) =P({reX:70) eX}) =P({re X})=F(X)=1>1-a VIcO

por lo que en tal caso Vo €]0,1[, C' : X — {¥} es una regién de confianza para 7
con nivel de error a.

Observacion. Si T no se especifica explicitamente, se asume que es la funcién iden-
tidad, es decir,
T:0—5X=0 con 7(0)=0 VHeO

3.1.1. Metodo diretto per costruire regione di confidenza

Teorema 3.1.1 (Costruzione di intervalli di confidenza). Dado (X, F,Py: 60 € ©)
un modelo estadistico y 7 =1d : © — O, la identidad, una caracteristica del sistema
que se quiere estimar. Entonces se siguen estos pasos para construir un intervalo de
confianza para T con nivel de error a €]0,1[:

» Para cada 0 € O encontrar el Cy mds pequeno tal que Po(Cp) = 1 — a y
Cy C X.

» C: X — P(O) estd dada por C(z) = {0 € © : x € Cy}.

Podemos ahora preguntarnos si realmente esta construccion de la aplicacion C' nos
da un intervalo de confianza para 7 con nivel de error «, lo que significa ver si cumple
que

gg(g P{reX:7(0) eC(x)}) 21—«

Para ellos tomamos 6 € O fijo, y tenemos que

ye{reX:7(0)=0€C(r)} <= 0€C(y) ={0€0|yecCy} < yeCy
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por lo que se cumple que {x € X : 0 € C(x)} = Cy, y por tanto para cada 0 € O se
cumple que

Pi{xe X :7(0) e C(2)}) = Po(Cp) 2 1 — «
es decir, se cumple gn(g Py({x € X : 7(0) € C(x)}) > 1 — «, de manera que la
€

construccién es totalmente correcta, pues nos da C' que es un intervalo de confianza
para 7 con nivel de error a.

Intervalli di confidenza delle Binomiali

A continuacién estudiaremos el caso particular de las distribuciones binomiales, y
veremos como construir un intervalo de confianza para la caracteristica del sistema
T =1id : © — O, justificandolo mediante dos formas diferentes.

Sea (X, F, P, : § € ©) un modelo estadistico donde

» X = {0,...,n} cuenta las veces que salié cara en n lanzamientos de una
moneda trucada.

» Py = B, es la distribucién binomial con pardmetros n y 0.
= ©=]0,1].

= 7 =1d: O — O es la identidad, una caracteristica del sistema que se quiere
estimar.

entonces un intervalo de confianza para 7 con nivel de error a €0, 1] esta dado por
la aplicacion C' : X — P(O) definida como

T X

C(x) = <——€,E—|—€>

n

de manera que se intenta aproximar 6 por la frecuencia relativa x/n, ya que sabemos
que la mejor aproximacion de 6 es la frecuencia relativa de caras obtenidas en los
lanzamientos, por lo que se busca un intervalo centrado en dicho punto. Buscaremos
ahora como calcular el valor de € > 0, mediante dos métodos.

Chebyshev. Sabiendo la restriccion que debe cumplir Py, tenemos lo siguiente

}%qxexweeC@ﬂ%:R%{xexwee(f—ffz+a}):BM%{xeX:96(f—az+f
n n n n
veamos a continuacion cémo simplificar la expresion para 6

x x x x x x
96(——a—+e>¢:>——e<9<—+€<¢$—€<9——<&;¢$’9——w<5

n n n n n n
tenemos por tanto
Pg({:peX:GGC(x)}):Bnﬁ({xeX: ‘e—f’ <5}> :1—Bn79<{x€X:‘0—£‘ >g}> >1-

n n

— Bnﬁ({xeX:‘Q—z‘}g})ga
n
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Definiremos ahora Aq, ..., A, eventos independientes con P(A;) = 0 de forma que
la v.a. X viene dada como

n
i=1
entonces tenemos que

por(fre oo e}) -

donde en (*) hemos usado la desigualdad de Chebyshev, y sabemos que E[X/n| = 6.
Desarrollando la varianza de X, obtenemos su valor simplificado

Var[X] = Var[zn: 1, Xn: Var[la] = Xn: (1 — ) = nf(1 — 0)

Var {ﬂ  Var[X]

g2 n2e?

()
£—9‘28> <
n

donde en (*) hemos usado la independencia de los eventos A;, y ademads es facil ver
que Var[ly,] = 6(1 — 6). Finalmente, obtenemos la desigualdad esperada para ¢

Pp{reX:0elCx)})21—a < Bmg({xeXﬂe—%‘}g})ga — n9(1—9):8(1_

n2e? ne?
Como no quiero que ¢ dependa de 6, usaré la cota superior de §(1 —8) en ]0, 1], que
es 1/4, por lo que obtenemos la siguiente cota para €

1
<a &< 2
4ne? 2\/noz
Es importante destacar que el haber hecho esta cota extra y la anterior al tener en
cuenta la varianza, hace que el intervalo de confianza obtenido sea més grande de lo
necesario, pero a cambio no depende de #. Notemos ahora lo siguiente sobre el valor
de € obtenido:

» Si a < 1, entonces ¢ es grande, y el intervalo de confianza C'(x) es grande, lo
cual es légico ya que si queremos un nivel de error muy pequeno, el intervalo
de confianza debe ser grande para asegurar que contiene el valor real de 6.

» Si n es grande, entonces € es pequenio, y el intervalo de confianza C'(x) es
pequeno como queremos, ya que si hacemos muchos lanzamientos, la frecuencia
relativa se acerca mucho a 6, por lo que el intervalo de confianza debe ser
pequeno.

Teorema del Limite Central. Recordemos que el TCL en el caso de la bernoulli

nos dice que
n

L1a, —0
\/_Z A 4, cuando n — oo

\/T
)= =

lo que implica que para ®(x e~ t*/2dt tenemos

n

1 14 —6
Fg« — & uniformemente en R cuando n — oo donde S; = — E Ai
" V/n 4

— V(1 -0)

Antes de iniciar con los célculos para obtener la aproximacion de e, veamos dos
desarrollos importantes que usaremos después
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TovnE 00 —6)  /nb(l—6) \iZt no(1 —0)
i £—0‘<5<:> n r —nb n <(_L)>L T —nbd -
n 01—0)| n oa-0  Val|vai-o
n
“\oa—9)

1
—, va que también sabemos que n € N.

Tl — v
=< 0(1—9)}) -

donde en (%) hemos usado que

Ahora si, podemos empezar a calcular la cota para e

T 1
1—a<Bn79<{x€X:’5—0‘<5}>:Bn,9<{x€){:%

6(1—0)
1 | X —nb n . n TCL
:P(% 00| 0(1—9>>:P('S"'<5 0<1—9>> h

e (5 9(1n— e)) -0 (_5 eun— 9)) - (5 9<1n—9>) )

Tenemos finalmente que
n n 2—«
1—a <20 —1 = > —
) ( e(l—@)) ( 6(1—9)) 2

n L (2-« L (2« 6(1—0)
> ¢! > ¢!
01— 0) (2):’8 (2) n

Como bien sabemos si queremos un nivel de error @ muy bajo, debemos por tanto
tener un valor de £ grande, es decir, un intervalor C' grande. Veamos que esto se
cumple en la expresion obtenida, suponiendo que a — 0

n n
20 —lrx]1] <— & ~] <—
(5 e<1—9>) < 9(1—e>) P

donde claramente para el tltimo resultado hemos usado la definicién de @, es decir,
de funcion de distribucién de la normal estandar.

x —nb

= €

Observacion. Asumimos que C' es una aplicacién tal que {x € X | 7(0) € C(x)} € F.

3.1.2. Metodo alternativo per costruire regione di confiden-
za

Fijado el modelo estadistico (X, F, P : § € ©), supongamos que existe una funcién
Ty tal que Py o Te_l es constante, jcomo podemos usar esta funcién para construir
C' la region de confianza para 7 con nivel de error a?

La idea es poder definir () = Fy o Te’l, de manera que dado « €]0,1[ y I, tal que
Q(I,) = 1 — a, entonces Py(T, ' (1,)) = Q(I,) = 1 — a, por lo que demostrando
{6 € ©: Ty(z) € I} = T, (I,) ya habriamos terminado. Vedmos primero varias de-
finiciones y enunciados que nos llevaran a dicho resultado.
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Definicién 3.1.3 (Pivot per una caratteristica). Dado un modelo estadistico (X, F, B :
0 € ©) yseaT : © — X una caracteristica del sistema que se quiere estimar, entonces
se dice que (@, T}, : i € X) es un pivote para 7 si

» Vp e ¥, T, : X — ¥ es una funcién medible, donde (X', F’) es un espacio
medible.

" Q=PoT., VIco.
Observacion. Importante notar que () no depende de # € ©, es decir, para todo
0 € © sabemos que () es la misma, y ademés es una medida de probabilidad sobre
(>, F).
El pivote es una herramienta que “estandariza” el problema para que siempre tra-
bajes con la misma distribucion @), facilitando enormemente el calculo del intervalo.

Notacion. TT_(é)(A) ={z € X : Ty (x) € A} para todo A € F.

Lema 3.1.2. Dado (X,F, Py : 6 € ©) un modelo estadistico. Sea (Q,T), : p € %)
un pivote para la caracteristica 7: © — X, a €]0,1[ y I C ¥’ tal que Q(I) > 1 — «,
entonces la aplicacion

C:X—=P(E), Ck)={pel:zeT,'(I)}
es una region de confianza para T con nivel de error .
Demostracion. [

Ejemplo (Prodotto Gaussiano). Consideremos el modelo estadistico dado por el
producto Gaussiano n—veces

(X,F,P,: p € R) = (R", B[R"), NZ" : m € R,v > 0)

como viene dado dicho modelo queremos obtener una regién de confianza 1 — « para
poder estimar la media y la varianza, por lo que tenemos que los parametros son
© =R x R*, donde 8 = (m,v) y la caracteristica del sistema que queremos estimar
esT:0 =X =0, conT(d)=4.

Buscamos por tanto, si existe, un pivote para 7, es decir, un mapeo Ty tal que
N o T, sea constante para m,v. Una buena eleccién para T, es la siguiente

Ty —m T —m
Ty :R"—=R" dadapor T,,(x)= <_) —
VO VU
Veamos ahora que efectivamente N5 o TT;}U = NO@?{I para todom € Ry v > 0, y

por tanto () = Ng?f no depende de . Basta demostrarlo para Ay,..., A, € B(R),
ya que los rectangulos generan la o-dlgebra de Borel en R”, de modo que tenemos

goooy

Nimo T (Ay x oo x Ay) = NE" ({o € R™ : Ty (z) € Ay X ..o x Ap}) =

n

= N ({x cR": l‘i\;_m €A i= 1,...,n}> = NZ" <H(\/5Al+m)> -
7 - ,

i=1

= [[ Moo(VoA; +m) = T ] Noa(Ai) = NoP(Ar x ... x Ay,)
=1 =1
NO ESTA TERMINADO
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Observacion. En la demostracion se ha usado una idea muy importante sobre o—alge-
bras de Borel en R, que es que los intervalos abiertos generan la o—algebra de Borel
en R, de ahi que baste demostrar la igualdad en los rectangulos (los generadores)
para que se cumpla en toda la o—4élgebra de Borel en R".
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4. Inferenza Statistica

A continuacién veremos los elementos basicos para la inferencia estadistica, es
decir, como a partir de una muestra aleatoria podemos inferir propiedades de la
poblacién de la que procede dicha muestra. La inferencia estadistica es la rama de
la estadistica que intenta entender un fenémeno gobernado por leyes probabilisticas
a través de observaciones, es decir, de tomar pequenas muestras de toda la poblacion.

Normalmente los datos son:

» Relaciones input-output (problema supervisado): el objetivo es obtener una
relacién entre las variables de entrada y las variables de salida, es decir, se
intenta estimar y = f(x) a partir de un conjunto de datos D = {(z4,y*)} M,
donde cada par (z4,y%) € X x Y C R? x R? es una observacién del fenémeno
que se quiere estudiar y M es el nimero de observaciones.

Se trata de un problema de regresién.

» Observacién de una sola magnitud de interés (problema no supervisa-
do): el objetivo es definir la probabilidad de observar un dato z, o, mejor
dicho, encontrar una funcién de probabilidad P que tiene en cuenta los datos
observados para estimar la probabilidad de ver un dato x. Toma como base un
conjunto de datos D = {z}M, donde cada 24 € X C R” es una observacién
del fenémeno que se quiere estudiar y M es el nimero de observaciones.

Se trata de un problema de maximizacién de la entropia/likelihood.

= Series temporales: el objetivo es predecir la evolucién futura de una variable
en funcién de su evolucion pasada, es decir, obtener la distribucion P de forma
que se intenta calcular la probabilidad de darse un suceso x; en el momento ¢

en funcién de lo ya visto, lo que equivale a P(z; | z1,...,2,_1). En este caso,
la informacién a usar se codifica como una secuencia z4 = (z, 24, ..., 24),

donde cada 2! € X C RP es la observacién en el tiempo t del fenémeno que
se quiere estudiar y T' es el nimero de observaciones temporales.
Se trata de un problema autorregresivo.

Hay varias maneras de justificar el por qué usamos la probabilidad para modelar los
datos observados

» Error en la medida: los datos pueden contener errores de medida. Por ejem-
plo, en el caso del problema de regresion, los datos obtenidos tienen la siguiente
forma

y' = f@") +e
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donde f es la funcion de verdad que se quiere estimar y € es un término de error
que se modela como una variable aleatoria. El objetivo es obtener f: X — Y
de modo que y = f aproxime f lo mejor posible.

NO estd terminado.

Definicién 1 (Statistica). Sea (X, F, Py : 6 € ©) un modelo estadistico, y (X, F’)
un espacio medible, llamamos estadistica a una funciéon S : X — 3 medible.

Definicién 2 (Stimatore). Sea (X, F, P : 6 € ©) un modelo estadistico, (3, F’)
un espacio medible y 7 : © — ¥ una funcién que asigna a cada § € © una cierta
caracteristica 7(f) € ¥. Llamamos estimador de 7 a una estadistica 7, : X — X
tal que T, aproxime a 7(f) para cada 6 € ©.

Ejemplo. Supongamos que estamos estudiando la altura de los estudiantes. Asu-
mimos que siguen una Normal N (yu,0?). Aqui, el pardmetro es el vector § = (u, 0?).

= Escenario A: Queremos estimar la media. Definimos 7(0) = . (Esta es la
caracteristica” que queremos). El estimador 7T seria la media muestral: X =
% > X;. i Qué estima T,? Estima el valor de p.

» Escenario B: Queremos estimar la varianza. Definimos 7(6) = o2. El esti-
mador T’ serfa la varianza muestral: S? = L= 37 (X; — X)2. ;Qué estima 7,7
Estima el valor de 0.

Definicién 3 (Stimatore non distorto). Sea (X, F, Py : 6 € ©) un modelo estadistico
y (2, F’) un espacio medible. Si tenemos 7 : © — 3 una funcién que asigna a cada
0 € © una cierta caracteristica 7(f) € ¥ y T, : X — 3 un estimador de 7, decimos
que T es un estimador no distorsionado (o no sesgado) de 7 si se cumple que

Ey[T,] = /XTT(:E) < f(z;0) de =7(0) VO €O

Definicién 4 (Estimador asintéticamente no sesgado). Sea (X, F, Py : 6 € ©O)
un modelo estadistico y (X, F’) un espacio medible. Si tenemos 7 : © — ¥ una
funcién que asigna a cada 6 € © una cierta caracteristica 7(0) € ¥ y (TT("))neN una
sucesion de estimadores de 7, decimos que la sucesion (TT(n))neN es un estimador
asintéticamente no sesgado de 7 si se cumple que

lim Fy[TM] = 7(8) VO e ©

n—o0

Definicién 5 (Stimatore consistente). Sea (X, F, P : § € ©) un modelo estadistico
y (32, F') un espacio medible. Si tenemos 7 : © — X una funcién que asigna a cada

f € © una cierta caracteristica 7(f) € X y (TT(n))neN una sucesion de estimadores

de 7, decimos que la sucesién (TT("))neN es un estimador consistente de 7 si se
cumple que
T 222 7(0)  casiseguro V6 € ©

T
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4.1. Valores muestrales

En esta secciéon trabajaremos con X1, X», ..., X, variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) en E[X;] = p y Var(X;) = 0? < +oo. Un
estimador de la media p es la media muestral (media empirica)

T,=X = ZX

y como E[X] = L 3" E[X;] = p, tenemos que X es un estimador no distorsionado

de p. Ademds, por la ley fuerte de los grandes nimeros, tenemos que X 5 i cuando
n — oo, por lo que X es un estimador consistente de p.

Observacion. Es importante destacar que aunque no se haya indicado en el estima-
dor T, = X, este depende del tamano muestral n, por lo que en general escribimos

T = X,

Buscaremos ahora un estimador para la varianza o2. Suponiendo no conocido s, un
estimador natural es la varianza muestral (varianza campionaria)

=1

Calculemos ahora su esperanza, donde usaremos el hecho de que

Var(X) = E[(X-E[X])?] = E[X?-2XE[X]|+(E[X])?] = E[X?]—(E[X])? = E[X?] = Var(X)+(E]

Vedmos a continuacién que S? es un estimador distorsionado de o2, calculando
su esperanza

(1< . 1<
E[S=FE|=) (X;—X)?| =E X2 —2X, X +X?)| = X2——X X, +X?
BiSH) = | 20X - %) 2 + Z Z ¥
I 1 & _ 1 <& _
=E|-) X/-2X’+X’| =E —ZX?—XQI = =) E[X]] - E[X’]
n n
1 =1 =1
_ 2 21 2 2 21 (¥) 9 , 0 2 _
==Y (Var (X)) —EX =0+ —EX| 2 +p?— — — )2 =
donde en (%) hemos usado el siguiente desarrollo
1< i 1< 1<
. B B
E[X? =E (EZX> —E EZXin] _EZE[Xin]
=1 1,j=1 i,7=1
1 < 1
= E[X?] E[X, = — Y (Var(X;) + (E[Xi])?) + —=n(n —1
n2 Z +§:1 HQ;( ar(Xi) + (E[Xi])) + —n(n )’
i#j p
1 n(n—1 o?
:—2”(02+M2)+¥M2=—+M2
n n n
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Como podemos ver la varianza muestral S? subestima el valor real de la varian-
za o2. Para corregir este sesgo definimos la varianza muestral corregida o no
distorsionada (varianza campionaria corretta o non distorta)

5 =

”lﬁ v E[SY = o

Observacion. Para los casos que se tiene como caracteristica de interés la media o
la varianza, es decir, 7 (1, 02) = p, 72(p, 0%) = 02, los estimadores no distorsionados
y consistentes son respectivamente la media muestral X y la varianza muestral
corregida S2.

Definicién 4.1.6. La funcién error erf : R — R se define como sigue

erf) =gz [

Proposicion 4.1.1. Dada la funcion de error erf, se cumplen las siguientes pro-
piedades

w erf(—x)=—erf(x) Vo eR (esuna funcion impar)
» lim erf(z)=1y lim erf(zx)=-1
T——00

T—>+00

» La derivada de la funcion de error es er f'(z) = —e¢* VzeR

Jr

donde destacamos que en la sequnda propiedad se ha hecho uso del hecho de la

integral fj;o e—a(@tb)* gp — \/f, cona € RT beR.
a

Observacion. Dada la funcién de error, podemos redefinir la funcién acumulativa
gaussiana de una distribucién normal estdndar N (0, 1) como sigue

O(z) = % (1+erf (%)) Vr € R

Ejemplo. Sean X, X,,..., X, variables aleatorias i.i.d. con distribucién N (u, 1),
queremos estudiar como estimar el intervalo de confianza para la media p con un
nivel de confianza 1 — «, sabiendo que el intervalo tiene la forma

CX)=[X—-t,X+1

por lo que estamos interesados en estudiar P(u € C(X)) = P(]X — pu| < t). Usando
las propiedades de la distribucién normal, tenemos que

X —u _

=vn(X —p) ~N(0,1
L = V(K =) ~ N L)
donde en el ultimo paso usado la normalizacion de la variable aleatoria. Estudiemos
por tanto ahora esta nueva v.a. usando la funcion acumulativa gaussiana, ya que
ahora si podemos usarla al tratarse de una normal estandar

X~N<u,%>:>2:

P(VAX =yl < 2) = P(|Z] < &) = B(c) — (—e) = % <1 terf <%) —teed (‘%»

=3 (7 () = ()
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Vedmos ahora como podemos acotar superiormente erf(z), ya que nos ayudard a
definir nuestro intervalo de confianza, con confianza superior (=) a 1 — «

L-erfla ;f/m e ) e f/m i = f/mw

+o0o “+oo 7332
t 2 2 1 2 400 e
dt = ote=tdt = [_ } _
\/— / 2$ﬁ /x ‘ /T “ L. /T

oo et qt =

donde en (*) hemos usado el hecho de que [

que t > x, es decir, % > 1 + en el intervalo de integracion. Usando esta cota superior,

tenemos que

g y en (k%) hemos usado

erf(z) 21— Voe>0= P(Vn|X —p|<e)>1—- —r—

e
T\
y tomando por tanto e = ty/n, podemos calcular como se querfa el intervalo de
confianza para la media g con un nivel de confianza 1 — «a, lo que equivale a la
siguiente probabilidad (recordemos que sabemos como era el intervalo de confianza)

+2

V2e T

PIX —pul<t) >1—
(IX =l <) N

Dado ya esto, vedmos dos ejemplos concretos

= Sea n = 100 y queremos un nivel de confianza del 95 %, es decir, a = 0,05.
Busquemos el valor aproximado de t usando la cota superior obtenida

2
2 —100%-
0,05:a=uz>m0,18

t-10y/m
por lo que el intervalo de confianza de 95 % para n = 100 es C(X) = [X —
0,18, X + 0,18].

= Sea n = 1000 y queremos un nivel de confianza del 95 %, es decir, o = 0,05.
Busquemos el valor aproximado de ¢t usando la cota superior obtenida

2
9 —1000%
0,05:a:£$t%0,06

t-+/10007

por lo que el intervalo de confianza de 95 % para n = 1000 es C'(X)
0,06, X + 0,06].

(X -

Definicién 4.1.7 (Error estimador). Sea (X, F, Py : 8 € ©) un modelo estadistico
y (2, F’) un espacio medible. Si tenemos 7 : © — 3 una funcién que asigna a cada
0 € © una cierta caracteristica 7(0) € X y T, : X — ¥ un estimador de 7, definimos
el error cuadratico medio del estimador como el valor esperado de la diferencia
al cuadrado entre el estimador y el parametro

MSE(T,) = Eo (T, - 7(0))?] = MSE(@®) = E, W - 8)2}
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que desarrolado queda como
. . 12
MSE(T,) = Varg(T,) + (Biaso(T,))? = MSE®) = Var(d) + [Bias(@)}

donde Biasyg(T,) = Eg|T,] — 7(0) es el sesgo del estimador.

Definicién 4.1.8 (Minimum variance unbiased). Sea T’ un estimador no distorsio-
nado de 7(0), es decir, Biasg(T,) = 0. Decimos que T} es un estimador MVUB
(varianza minima no sesgada) si se cumple que

Var(T;) < Var(S;) VS, estimador no distorsionado de 7(6)

Ejemplo (Libro 7.3). En un programa de television, el presentador muestra una
maquina que genera nimeros aleatorios en el intervalo [0; 0], si el presentador la ha
ajustado al valor 8 > 0. A dos jugadores se les permite usar la maquina n = 10
veces y luego deben adivinar 6. Quien se acerque mas gana.

Es claro que la v.a. viene dada como X = [0, 6] con distribucién uniforme U(0, 9),
por lo que el modelo estadistico es (X, B([0,6]), Py : @ > 0), donde Py tiene funcién
de densidad

z € [0,0]

1
Fa:6) R— (0,1, flas6) =40
0 x¢][0,6]

Ahora veremos dos posibles estimadores para 6:

= Estimador 1: el primer jugador para calcular su estimador usara la ley de los
grandes nimeros, por lo que primero calcularemos la esperanza de la distribu-
cién uniforme

entonces el primer jugador usara como estimador
2 n
A
=23 %
i—

. A . . . [
Es importante destacar que Tr(L ) es un estimador no distorsionado, veamoslo

2 — 2
i=1

= Estimador 2: el segundo jugador usard como estimador el maximo de la

muestra, es decir,
TP = méx{X,, Xy,..., X, }
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que claramente también converge a 6 casi seguro cuando n — oo (al igual
que el otro estimador). Veamos ahora si es un estimador distorsionado o no

distorsionado calculando su esperanza

E[T,EB)]:/ x - fom(r;0)de

[e.o]

. - . B .
para ello necesitamos calcular la funcién de densidad de 7%, Primero calcu-
lamos su funcién acumulativa

x) = P(max{X;, Xo, ...

N

Fye (2;0) = P(TY

2P <2) = (Fx(o)
i=1
donde en (x) hemos usado la independencia de las v.a. Ahora, como la funcién

de acumulacion viene dada asi

0 z<0
T

Fx(z;0) = 3 z € [0,0]
1 >0

podemos calcular la funcién de densidad de T8 derivando la funcién de acu-
mulacién (recordemos que aplicando el la continuidad local de la funcién de
acumulacién, la funcién de densidad es su derivada casi en todas partes)

0 z <0
d nxnfl
frw (@:0) = @FTT(LB)(%H) = i @ €]0, 6]
0 x>0

notar que en x = 0 y x = # no esta definida, pero da igual ya que son puntos
de medida nula, por lo que podemos darle cualquier valor, por convenio se
introducen en el intervalo [0, 6]. Ahora si podemos calcular la esperanza

0 % n—1 0
E[T()] = / 2 fyo (a3 0)da = / AL / iy —
0 " 0 on o™ Jo

9n+l n

_n JR—
S0 n+1 n+1l

es decir, se trata de un estimador distorsionado, por lo que para corregir el

sesgo definimos el siguiente estimador no distorsionado

TP =

5 1 1
7B = n+ nt max{ Xy, Xo,..., X, }
n

n

. . : A) (B
Dados los dos estimadores no distorsionados 73" y T, i« ), calculemos ahora su error
cuadratico medio para compararlos, y por tanto ver cual es mejor. Tengamos en
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cuenta primero que como ambos son no distorsionados tenemos que su sesgo es nulo
(Biase(TéA)) = Bmse(quB)) = 0),por lo que calculemos ambas varianzas

= 4 4 62 62

(4)) N 2, _2 v _7

Vare(T,") = Vary ( ZX) = ;Varg(X,) = _3n Vareg(X) = ~ 13 3,

~ n+1 n—+1\2 62
Vars() = (1) Varar) = (L) (gt ) - i) = s

donde hemos usado que las v.a. son independientes e idénticamente distribuidas, y
ademas

) f 0\> 1 1 (7, 0> 6°
Varg(X):IE[(X—E[X])]:/O ($—§> -5da::5/0 (x —QZE—FZ) de = — 5
0 n—1 0 n+1 19
ET(B):/ T I N _n
L7 =) e e =g ol i
6 n+2 0
ET(B)2:/ 2.”3j :_/ ntl g n 2
() . " do = 6" n+2], = nv2

Finalmente, calculamos los errores cuadraticos medios para el caso n = 10

() 92 92
MSE T T,
7(B) 7(B) G i

por lo que el segundo estimador es mejor que el primero, ya que su error cuadratico
medio es menor.

4.2. Regressione lineare semplice

Trabajaremos con un problema supervisado de regresion lineal simple, es decir,
con datos de la forma (z;, ;) € R?, donde x; es la variable independiente (predictora)
y y; la variable dependiente (respuesta). Supondremos que existe una relacién lineal
entre ambas variables, es decir, que

yi=0s+01x, +¢;, 1=1,2,....,n

donde los datos con los que trabajaremos serdan D = {(x;,y;)}l,, v & es un
término de error que modelaremos como una variable aleatoria con distribucién nor-
mal N(0,0?), es decir, &; ~ N(0,0?). Nuestro objetivo es estimar los pardmetros
0 = (01,05) a partir de los datos observados D.

Para ello, como sabemos la distribucién que sigue el error, tenemos que ¢; = y; — (05 + 01x;)
por lo que la probabilidad para cada observacion ¢ es

Poule) = s e (- = A

2mo? 202
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donde 6 = (61, 65). Suponiendo que las observaciones son independientes, la proba-
bilidad conjunta de todas las observaciones es

Py(ETICHETTE | DATI) = Pyly;|lz;) = exp | ——= i — (02 + 61;))?

donde se ha usado que P(y;,y; | =i, z;) = P(y; | x;) - P(y; | ;) con ¢ # j por la
independencia.

Para obtener estos estimadores de 6y y 03, que son 17, = 07 es estimador de la
pendiente (stimatore di dependenza) y T,, = 65 el estimador de interseccién
(stimatore di intercetta), usaremos el método de los minimos cuadrados, que
consiste en minimizar la suma de los errores al cuadrado, es decir, realizar este

calculo
n

1
T, ,T., =argmin = Y (y; — (0o + 0113;))*
01,02 2 Py

donde se ha usado que las caracteristicas de interés son 71 (01,6) = 01 y 12(61,02) =
0s.

Definicién 4.2.9 (Stimatore di pendenza e di intercetta). En las condiciones del
problema supervisado nombrado anteriormente, los estimadores 77, y T+, se denomi-
nan respectivamente estimador de la pendiente y estimador de interseccion,
y el probelema se resuelve mediante el método de los minimos cuadrados como
sigue

n

1
, 2
T Ty = avgmin o > (yi — (62 + h2s))
1,V2 i—1
Ejercicio 4.2.1. Demostrar en las condiciones anteriores que los estimadores de
minimos cuadrados vienen dados por las siguientes férmulas

n

1 _ _
22 (@i —1)(y — 7) : iy
. =1 covarianza empirica .
Tﬁ:Ql: = . .- ) T72:92:y_61x
1 —\2 varianza empirica
= > (x; — T)
n
i=1
n n
donde T = — > 2; y y = — > y; son las medias muestrales de las variables z e y. En
i=1 n =1

este caso, T, es lamedia de la pendiente y T, es la desviacion media de la linea con respecto a la int

Teorema 4.2.2 (Teorema de Gauss-Markov). Sea D = {(x;,y;)}1, un conjunto
de datos generado segun el modelo supervisado de regresion lineal simple, es decir,
existe una relacion lineal entre ambas variables dada por

yi=0 +br;+e i=12,...,n

donde los errores €; son variables aleatorias independientes con media cero y varianza
o?. Entonces, bajo estas condiciones, el teorema de Gauss-Markov establece que
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los estimadores de minimos cuadrados 1., y T., son los mejores estimadores
lineales insesgados (BLUE, best linear unbiased estimator) de los pardmetros 6y
y Oy respectivamente.

Observacion. Si los errores ¢; siguen una distribucién normal, el teorema de Gauss-
Markov sigue siendo vélido, y ademas, se tiene que los estimadores de minimos
cuadrados son los mejores estimadores de varianza minima insesgados (MVUB) de
los parametros 6, y 6-.

Observacion. Puede haber otros estimadores no distorsionados que tengan menor
error cuadratico medio, pero el teorema de Gauss-Markov solo se refiere a los esti-
madores lineales no distorsionados.

A continuacién demostraremos que los estimadores de minimos cuadrados son es-
timadores no distorsionados de los parametros 61 y 65, pero antes debemos tener
en cuenta que E = E, _p(,.) es la esperanza respecto a la distribucion condicional
P(y | x), por lo que z se considera fijo en este caso, ya que lo que queremos es esti-
mar es el valor de la variable dependiente y en funcién de la variable independiente
x. Notado este detalle, calculamos la esperanza de ambos estimadores

S @ D)u-0)| 5 - B0 - ) Bl - El)

BT,) = E | == =—=— S —
5 (@i — 1) (@i —2)? 5 (@ — 1)

donde en (x) hemos usado el siguiente desarrollo

Eypy) Y] = Een0,02)[02 + 0125 + €] = 02 + 0125 + B oy0,02) €3] = 02 + 010, =

n

1 & 1< 1

=1

= IEyNP(yloc) [Q] = I['I'y~P(y|ff»‘)

Por tanto, hemos demostrado que ambos estimadores son no distorsionados, es de-
cir, E[T,,] =6, y E[T},] = 6s.

Finalmente, vamos a demostrar que ambos estimadores son consistentes, es decir,
que convergen casi seguro a los parametros reales cuando el tamafno de la muestra
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n tiende a infinito. Para ello, primero veamos este desarrollo

0L S (i — D)1+ 023 (2= 1) + L3 =) O (- D) L3 (- D

i=1 ] i=1 () i=1 i=

L 2 L 2
=1 i=1
%;(aﬁi — I)g L1
o T g LIS
L5 (2 —2)? R

1

<.
Il

donde hemos usado en () que

n
Notar que S? = % >~ (x; — z)? es la varianza muestral de la variable independiente
i=1

z,y que S% > 0, pues si no fuera asi, todos los z; serfan iguales y no tendria sentido
hacer una regresién lineal (tendriamos una linea vertical).

Sabemos también que por la ley de los grandes nimeros, S? =3 Var(z) = o2
cuando n — oo, donde 02 > 0 ya que la varianza de x es positiva (lo justificamos
igual que antes). Para ver més claro esta convergencia casi segura dividimos la
varianza muestral en dos términos y vemos que ambos convergen casi seguro

55212(%—55)22%;”;%?—#

=1

donde por la ley de los grandes niimeros tenemos que
P= 13 a s
T=- x; x
o
L~ 2 es
— Z r? 22 Bla?
o

donde para la segunda expresién hemos usado que si X; son v.a. i.i.d., entonces X?
también son v.a. i.i.d., y por tanto podemos aplicar la ley de los grandes niimeros a
la muestra { X7} ;. Tenemos finalmente que

55 N E[l‘Q} — (E[x])2 =Var(z) = 03 cuando n — 00
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Por otro lado, definimos la siguiente v.a.
&:Z':(mi—f)EiNN(O,($i—.T)20'2) i:1,2,...,n

donde viendo que se cumplen las condiciones de la ley de los grandes ntimeros, es
decir,

» Eg2] = (x; — 7)*E[e?] = (x; — T)%0?, que es finito ya que los z; son fijos, y
donde hemos obtenido el segundo multiplicando asi

Elel] = Var(s;) + (Elg])* = 0> + 0 = o?

= Las v.a. §; son independientes, ya que las ¢; 1o son y los x; son fijos.

» Las varianzas de &; son acotadas, ya que (z; — 7)%0? < C para cierto C' > 0,
pues los x; no crecen hasta infinito (supesto del problema).

entonces podemos aplicar dicha ley y tenemos que
I, I¢ I
- Zei = Z(% —T)e; — E[g;] =0 cuando n — oo
=1 =1
Por tanto, usando estos dos resultados en el desarrollo anterior, tenemos que

n

11 c.s.
T, =0, + S Z(a:z —I)e; —» 01 cuando n — oo

z =1

El desarrollo para 77, es analogo.

4.3. Likelihood/Verosimiglianza
En este apartado introduciremos el concepto de likelihood (verosimilitud) y ve-

remos como se usa para estimar parametros en modelos estadisticos.

Definicién 4.3.10. Dado un conjunto de datos observados D = {(z;,y;)}ly y
un modelo estadistico parametrizado por § € O, la funcién de verosimilitud
(likelihood /Verosimiglianza) se define como la probabilidad conjunta de los datos
observados dado el parametro 6

L(6; D) = Py(D) = Py (y | =)

donde Py es la distribucién de probabilidad del modelo estadistico para el pardmetro
0. De hecho definimos también la log-verosimilitud como

1 1
0(0; D) = —log L(0; D) = —log Ps(D)
n n

en otras ocasiones serda mas conveniente usar £(6; D) = log L(0; D), pero los pardme-
tros estimados seran los mismos.
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Desarrollemos un poco mas la funcién de log-verosimilitud en el caso de que las
observaciones sean independientes, ya que es el caso mas comun, y tomando el caso

de regresién lineal simple anterior. Tenemos, por tanto, que P(y | ) = [ Po(yi | xi),
i=1

por lo que la funcién de log-verosimilitud queda como

1 1 - 1
((0; D) = ~log L(6; D) = —log (H Po(yi | :ci)) = > log Py(yi | z;) =
=1 =1

n =
:lzn:log( ! exp(—(yi_elxi_%))):
n P A /27-‘-0-2 20-2
1 9 11 ¢ 2
=3 log(2mo”) — 25, 2 (yi — Orx; — 02)
e ’

por lo que maximizar la funcién de log-verosimilitud es equivalente a minimizar la
suma de los errores al cuadrado (MSE), puesto que la segunda parte de la expresién
estd restando y depende de los parametros #, y 6, mientras que la primera parte es
constante.

Definicién 4.3.11. Dado un conjunto de datos observados D = {(x;,y;)}’; y un
modelo estadistico parametrizado por 6 € O, el estimador de maxima verosimi-
litud (maximum likelihood estimator/Stimatore di massima verosimiglianza) para
el pardmetro 6 se define como

Ty = arg 1516%5(6(9; D) = arg max Py(D)

donde £(0; D) es la funcién de log-verosimilitud. Se suele notar como Ty = Oy/1p.

Ejemplo. Supongamos que tenemos X, Xo, ..., X, ~*44 N(u,0?), es decir, una
muestra aleatoria de tamano n de una distribucién normal con media p y varianza
o%. Nuestro objetivo es estimar los parametros 1 v o2 usando el método de méxima
verosimilitud.

En primer lugar, trabajaremos con el vector de variables aleatorias
X = (X1, Xo,..., Xp) ~ N(p,0°1,)

donde p = (p,...,p) tal que |u| = n y I, es la matriz identidad de tamaio n, de
forma que la matriz de covarianzas ¥ tiene diagonal con o y el resto cero (las v.a.s
son independientes por lo que su covarianza es 0). La funcién de densidad conjunta
de X es

Puae(X) = S, ) = (s enp (5% - s (X = ") =

(2mo?

1 1< )
= —(27m?)”/2 exp (‘@ Z(Xz — 1) >
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donde hemos usado que Y71 = %In. Por tanto, la funcién de log-verosimilitud es

n

> (X —p)? =

1=

1

no?

1 1
U, 0% X) = Elog P, (X)= —élog(27r02) ~ 5
= (T, T,2) = argmégqf(u,o%X)
w0

Teniendo ya definido el problema de maximizacién, procedemos a calcular los esti-
madores. Primero calculamos el estimador de la media

n

9(p, 0% X)
o

1 u 1
=— -2 Xi—p) (1) =— Xi—p) =0
52 ZZI( P (=1) =~ “( 1t)
=1

i=1

SRS

n
E X; (no distorsion:
i=1

Ahora calculamos el estimador de la varianza o?

n

Z(Xi —p)? =0+

o, 0% X) 11 1

0t~ 2 g

n n

1
2 2 2 2 . .
- Xz - =0 E = Ta = — Xz - T dist d
< —no” + E ( ,u) = O\ 2 n E ( ,u) ( 1storsiona O)

=1 i=1

Por tanto, los estimadores de maxima verosimilitud para la media y la varianza son
N ) 1 < -
MMLEZXZEE)Q ; UMLE:gZI<Xi_X>
1= 1=

Ejemplo. Supongamos una v.a. X que sigue una distribucién binomial X ~ Bin(n, p),
donde n es conocido y p es desconocido. Nuestro objetivo es estimar el parametro p
usando el método de maxima verosimilitud.

Sabemos que su funcién de masa de probabilidad es

Pp,n(X:x) = (Z)px(l_p>n—x l':O,l,...,’n,

Por tanto, la funcién de log-verosimilitud es

(. 2) = log Py () = log (Z) +wlogp+ (n— o) log(1 — p) =

= T, = argmax {(p; X)
P

Procedemos a calcular el estimador de maxima verosimilitud para p

dl(p;n, X) X n—-X

dp p 1l-p

=0<=X1-p —-(n—-Xp=0<=
X . :

= X-Xp—np+Xp=0<+<=np=X =T, =— (no distorsionado)
n
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donde sabemos que es no distorsionado usando que E[X]| = np.

Sin embargo, existe un estimador alternativo para p, para el cual el error cuadratico
medio es menor que el del estimador de méaxima verosimilitud, para ciertos valores
de p. Este estimador es

- X +1

T, = ) (distorsionado)

Calculemos su error cuadratico medio para compararlo con el del estimador de maxi-
ma verosimilitud. Primero calculamos su sesgo

~ X +1 1 1 1 np+1
ET)|=F = ElX = 1) =
T [n+2] n+2[]+n—|—2 n+2(np—|—) n+2
, = = np+1 np+1—pn+2) 1-2p
iasy(T) Tl —p nt2 P n+2 n-+2
Ahora calculamos su varianza
N X+1 1 1 np(1 —p)
Vary(T,) = Var, (22} = — L _var,(X) = —~— (np(1 = p)) = 2L—P)
ary(3) = Vary (355 ) = gV X = g1 = ) = L

Finalmente, calculamos su error cuadratico medio

o _ np(l—p)+(1—2p)?

MSEP(TP) - Varp(Tp) T (Biasp(Tp)) (n + 2)2

Por otro lado, el error cuadratico medio del estimador de maxima verosimilitud es

):p(l—p)

MSE,(T,) = Vary(T,) + (Bias,(T,))* = Var,(T, -

donde hemos usado que Var[X] = np(1 —p) y que el sesgo es nulo.

Comparando ambos errores cuadraticos medios, graficado en la Figura 4.1 para
n = 10, vemos que existe un rango de valores de p (cercas a 1/2) para los cuales
el estimador alternativo Tp tiene un error cuadratico medio menor que el del esti-
mador de méxima verosimilitud 7},, a pesar de ser distorsionado. Esto ilustra que
en algunos casos, un estimador distorsionado puede ser preferible si su varianza es
suficientemente baja.

Observacion. Aqui podemos ver un claro ejemplo donde el estimador de maxima
verosimilitud no es el mejor estimador en términos de error cuadratico medio, ya
que existe otro estimador distorsionado con menor MSE para ciertos valores del
parametro a estimar. La clave del estimador de maxima verosimilitud es que a la
larga (n — o0) convergerd al valor real del pardametro, pero para muestras
pequenas puede no ser el mejor en términos de MSE.

Ejercicio 4.3.1. Supongamos que observamos n eventos de decadencia de una esfera
radiactiva, registrando los tiempos de cada desintegracién (tq,ts, ..., t,). Sabiendo

que la desintegracion de las particulas sigue una ley fisica exponencial, encuentra el
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O‘ | ‘0;2‘ | ‘0;4‘ | ‘0;6‘ | ‘0;8‘ 1
p

Figura 4.1: T, (discontinua) vs. 7T}, (continua) para n = 10

Estimador de Méxima Verosimilitud (MLE) para el pardmetro 7 (tiempo de deca-
dencia o vida media).

Utilizando conceptos de fisica nuclear (que no serdn relevantes) sabemos que las
particulas radiactivas siguen una distribucion exponencial, es decir, t; ~ exp (%),
con funcién de densidad de probabilidad dada por

P(t), = Lot 10
T

donde 7 > 0 es el tiempo de decadencia o vida media. Suponiendo observado el
conjunto de datos D = {ty,t,...,t,}, la funcién de log-verosimilitud es

U1; D) = 1logL(T D) ——log (ﬁp ) —log (—exp (——Zt))

— dogr— LS e T =y = argmax ((r: D
og T nT; TMLE arngaX (1; D)

donde hemos usado que L(7;D) = P,(D) = H P(t;), al ser las observaciones

independientes. Procedemos a calcular el estlmador de méaxima verosimilitud para
7, derivando la funcién de log-verosimilitud e igualando a cero

@:—T m?Zt =0 = 7+~ Zt —O<:>T——Zt —T. =1

Es importante notar que hemos hecho un abuso de notacién al escribir ¢;, tanto
para la variable aleatoria como para el valor observado, pero es facil de distinguir si
sabemos lo que estamos haciendo en cada momento. Por ejemplo, en la funcién de
densidad P(t;),, t; es la variable aleatoria, mientras que cuando se esta definiendo
la funcién de log-verosimilitud

U1, D) = %log (H P(ti)T>
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t; es el valor observado.

Ejercicio 4.3.2. Sea X una v.a. discreta con funcién de masa de probabilidad
PX=0=PX=1)=p, P(X=2)=1-2p, pe(0,1/2)

estima el parametro p a partir de una muestra aleatoria xq,xo,...,x, usando el
método de maxima verosimilitud.

RESUELTO EN LOS APUNTES.

Ejercicio 4.3.3. Sean X1, X5, ..., X,, una muestra aleatoria de una v.a. con funcién
de densidad de probabilidad

Py(z)=(0+1)2Lpy, z€R, 0>-1

estima el parametro # usando el método de maxima verosimilitud. Notar la impor-
tancia de tener 0 > —1 para que sea una funcion de densidad valida, pues en otro
caso la funcién de densidad podria dar un valor negativo.

RESUELTO EN LOS APUNTES.

Ejercicio 4.3.4. Sean X, ..., X,, variables aleatorias independientes e idénticamen-
te distribuidas (i.i.d.) que siguen una distribucién uniforme en el intervalo [—6, 26],
con @ > 0, es decir,
X1, X0 L U([-0,20])
Se nos pide que:
1) Estimar el pardmetro § mediante el método de méxima verosimilitud (é MLE)-
2) Calcular la esperanza del estimador obtenido, E[0yz].

. RESUELTO EN LOS APUNTES.

4.4. Entropia

Definicién 4.4.12 (Entropia di Shannon). La entropia de Shannon de una va-
riable aleatoria discreta X con funcién de masa de probabilidad P(X = x;) = p; es
una medida de la incertidumbre asociada a la variable aleatoria, y se define como

S(P) ==k pilogp

donde k£ > 0 es una constante positiva.
De forma anéloga, para una variable aleatoria continua X con funcién de densidad
de probabilidad p(x), la entropia de Shannon se define como

S(P) = —k / p(x) log pla)dz

donde k£ > 0 es una constante positiva.
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0 02 04 06 08 1
p
Figura 4.2: Entropia de Shannon para v.a. X ~ Ber(p)

Ejemplo. Para una variable aleatoria discreta X = {0, 1} ~ Ber(p), la entropia de
Shannon es

S(P) o plogp + (1 — p)log(1 — p)
donde se ha usado que P(X =1) =py P(X = 0) =1 — p. Notar que la entropia
es maxima cuando p = 1/2, es decir, cuando la incertidumbre es méxima. Podemos
ver una representacion en la Figura 4.2.

Ahora vamos a ver como maximizar la entropia de Shannon bajo ciertas restricciones,
usando el método de los multiplicadores de Lagrange, pero, jpor qué se hace esto?
Porque el Principio de Maxima Entropia establece que la mejor distribucién que
podemos elegir es aquella que maximiza la incertidumbre (Entropia de Shannon) lo
que es equivalente a encontrar la distribucién de probabilidad mas imparcial.® {ini-
forme” posible, sujeta a lo que ya sabemos (los vinculos o restricciones). Esto es til
en situaciones donde queremos evitar introducir sesgos innecesarios en nuestras in-
ferencias estadisticas.

Dado por tanto la definicién de entropia de Shannon para una v.a. continua, vamos
a intentar maximizarla bajo las siguientes restricciones

= Para obtener una funcién de densidad de probabilidad valida, la integral de la
funcién de densidad debe ser igual a 1, es decir,

/p(a:)d:c =1

a estas restricciones podemos anadir otras adicionales, que se conozcan del problema
en cuestién, como por ejemplo

= La media de la distribucion es igual a un valor conocido p, es decir,
/ zp(z)de = p
» La varianza de la distribucién es igual a un valor conocido o2, es decir,
[ @ = iyt = o

74 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Statistica Matematica 4. Inferenza Statistica

pero para el desarrollo que haremos a continuacién, solo usaremos la primera res-
triccién, que es la que conocemos en general siempre, y desarrollaremos lo que
se llama Optimizacién con restricciones (extremizzazione vincolata) usando el
método de los multiplicadores de Lagrange. Veamoslo

S\(P) =5+ A (/p(m)dm - 1) = —k/p(x) log p(z)dz + A (/p(a:)da: - 1)
COPIAR DESARROLLO Y EXPLICACION.

Finalmente, el resultado de este desarrollo es que la distribucién que maximiza la
entropia de Shannon bajo la restriccion de que la integral de la funciéon de densidad
es igual a 1, es la distribucion uniforme en el intervalo considerado. Esto tiene
sentido intuitivamente, ya que la distribucién uniforme es la que tiene la mayor
incertidumbre posible dentro de un intervalo dado, ya que todos los resultados son
igualmente probables.

Tenemos por tanto que para un problema con soporte en el intervalo [a, b] sin conocer
nada mas, la distribuciéon que maximiza la entropia de Shannon es

x € [a,b]

p(x) = h—a

es decir, la distribucién uniforme en [a,b], X ~ U(a,b).

Ahora vamos a ver otro ejemplo, en este caso anadiendo las restricciones de media
y varianza conocidas, y obtener por tanto la distribucion que maximiza la entropia
de Shannon bajo estas restricciones.

COPIAR DESARROLLO Y EXPLICACION.

Finalmente, el resultado de este desarrollo es que la distribucién que maximiza la
entropia de Shannon bajo las restricciones de media y varianza conocidas, es la
distribucién normal con dicha media y varianza. Esto tiene sentido intuitivamente,
ya que la distribucién normal es la que tiene la mayor incertidumbre posible dado
un valor fijo de media y varianza.

Tenemos por tanto que para un problema con media ;1 y varianza o2 conocidas, la
distribucién que maximiza la entropia de Shannon es

p(:c):\/%exp (_%) v eR

es decir, la distribucién normal, X ~ N(u,o?).

Definicién 4.4.13 (Cross entropy). Dadas dos distribuciones de probabilidad p y ¢
sobre el mismo espacio de eventos, la entropia cruzada entre las dos distribuciones
calcula el error que cometo al usar la distribucién p para aproximar la distribucion
real ¢q. Se define como

H(q,p) == q(x;)logp(x;)

i
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en el caso discreto, y como

Hlg.p) = - /X 4(z) log plx)dz

en el caso continuo.

En nuestro caso concreto, cuando trabajamos con un problema de datos supervisa-
dos, es decir, D = {(z;,y;)}I~,, y tenemos una distribucién de probabilidad P con
la que queremos aproximar la distribucién real de los datos (), usando la funcién de
log-verosimilitud tenemos que

1

_ / o(z) / a(y | x)log Po(y | x)dy | dx = €(6; D) ~ / 4(x)CE[Q, Pldx

N

CE[Q,P]

donde hemos usado que los datos (z;,y;) son i.i.d. segun la distribucién real @, y
por tanto, q(z,y) = q(x)q(y | x). Tenemos entonces que maximizar la funcién de
log-verosimilitud es equivalente a minimizar la entropia cruzada entre la distribucion
real () y la distribucion del modelo P.

4.5. Distribuciéon Gaussiana multivariante

Definicién 4.5.14 (Difeomorfismo). Sea X C R"™ un abierto. Una funcién g : X —
Y C R" es un difeomorfismo si es biyectiva, diferenciable y suinversa g=!: Y — X
también es diferenciable.

Proposicién 4.5.3 (Transformazioni di densita). Sea X C R"™ un abierto y P una
distribucion de probabilidad en (X, Bx) con funcién de densidad p(z). Sea g : X —
Y C R"™ un difeomorfismo de clase C*, entonces la distribucién de probabilidad
Pog™enY tiene funcion de densidad

q(y) = plg ' (y)) [det Jy1(y)| VyeV

1

donde J,-1(y) es la matriz jacobiana de la funcion g—' evaluada en y.

Demostracion. ]

Teorema 4.5.4 (Vettore di gaussiane standard). Sean Xi, Xs,..., X, v.a.s inde-
pendientes e idénticamente distribuidas segun una distribucion normal estandar,
X; ~N(0,1). Dado B € R™™ una matriz invertible y m € R™ un vector, entonces
la v.a. Y = BX 4+ m tiene funcion de densidad

1 1 T -1
NIl exp (—E(x —m) C (x — m))

donde C := BBT y X = (X1, Xs,..., X,,)T.

py(y) =
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Demostracion. O]
Observacion. En el teorema anterior, la matriz C' es simétrica y definida positiva.

Definicién 4.5.15 (Matriz definida positiva). Una matriz simétrica C' € R™*" se
dice definida positiva si Vv € R™, v # 0 se cumple que

vI'Cv >0

Proposicién 4.5.5 (Caracterizacién de matrices definidas positivas). Una matriz
es definida positiva si y solo si todos sus autovalores son estrictamente positivos
(Ai > 0 para todo i)

Definicién 4.5.16 (Gaussiana multivariata). Dada una v.a. Y = (Y1, Y,, ..., Y,)7T
se dice variable aleatoria gaussiana multivariante si 3m € R",4C € R™*"
simétrica y definida positiva tal que distribucién de Y tiene funcién de densidad

1 1 T -1
CENErTel] exp (—5(35 —m) C  (x — m))

y se escribe Y ~ N (m, C).
Observacion. Si'Y ~ N, (m,C), entonces
ElY;]=m y Cov(Y,Y;)=Cy i,j=12,....n

Proposicién 4.5.6. Sea Y ~ N,(m,C) una v.a. gaussiana multivariante con C
matriz simétrica y definida positiva, entonces 3X ~ N, (0, 1,) tal que

Y=BX+m
donde C' = BB, es decir, B=+/C.

pY(y) =

4.6. Distribuciones relacionadas con la normal

Distribucion Gamma
Previamente al estudio de la distribuciéon Gamma, vamos a estudiar la funcién Gam-
ma, que es la funcién que da nombre a la distribucién. Esta es:
r:- R — R*
o
r —> / t" et dt
0

Algunas propiedades son:

1. T(1) = 1.

2. T'(x+1) = 2l(a), Vz € RT.
3. I'(n) = (n—1), Vn € N.

Definicién 4.6.17. Dada X una variable aleatoria y «a,r > 0, se dice que X si-
gue una distribucién gamma con pardmetros a y r si I'y, es una medidad de
probabilidad en (RT, B(R*)) con funcién de densidad

&T

Par(T) = F(T)mr_le_m x>0

donde I'(r) = [ ¢""'e~"dt es la funcién gamma, y se denota como X ~ T'(«, 7).
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Distribucién x?

Definicién 4.6.18. Dada X una variable aleatoria, se dice que X sigue una dis-
tribucién chi-cuadrado si X tiene distribucién gamma con pardmetros o = 1/2
y r=1/2, es decir, x> =T'1 1. La funcién de densidad es

2'2

1 _
P1/2,1/2(37) =g 1/2

V2I'(1/2)

—x/2

e z >0

y se denota como X ~ x2.

Definicién 4.6.19. Dada X una variable aleatoria, se dice que X sigue una distri-
bucién chi-cuadrado con n grados de libertad si X tiene distribuciéon gamma
con pardmetros & = 1/2 y r = n/2, es decir, x2 = I'1j2,,/2. La funcién de densidad
es

1 £ (/2)=1,—/2

Pri2nr®) = gap e

y se denota como X ~ x2.

Proposicién 4.6.7. Sea X ~ N(0,1) una variable aleatoria con distribucion nor-
mal estdndar, entonces la variable aleatoria Y = X? sigue una distribucion chi-
cuadrado, es decir, Y ~ 2.

Demostracion. O
Teorema 4.6.8. Sean X1, Xs,..., X, v.a.s independientes e idénticamente distri-
buidas segin una distribucidn normal estindar, X; ~ N(0,1). Entonces la variable
aleatoria
X2 2
Sxier(3h) -
Demostracion. O]

Distribucion Beta

Definicién 4.6.20 (Funcién Beta). La funcién Beta de Euler es una funcién

definida como:
B: Rt xRt — R*

(p,q H/t’” )17t dt

Algunas propiedades son:

1. Es simétrica. Es decir, Vp, ¢ € R, se cumple que B(p,q) = B(q,p).

I'(p)L'(q)

2. B(p,q) = Thtq)
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Definicién 4.6.21 (Distribucién Beta). Una variable aleatoria continua X sigue una
distribucién Beta con pardmetros p, ¢ € R* en |0, 1], si su funcién de densidad es:

1 p=1(1 _ -1 4
fx(z) = mw (1—2) €[0,1]

Lo denotaremos como X ~ (p, q).

Proposicién 4.6.9. Dados r,s > 0 y X ~ I'(a,r), Y ~ I'(«,s) dos variables
aleatorias independientes, entonces

X

X+Y ~T(a,r+3s) y X1y

~ B(r, s)

Demostracion. O

Distribucién t-Student

Definicién 4.6.22. Una variable aleatoria X sigue una distribucion t-Student
con n grados de libertad sobre |0, +00] si su funcién de densidad es

n+1

- (102) F @) e

y se denota como X ~ t,.

Corolario 4.6.9.1. Sean las variables aleatorias X, Y1, ...,Y, i.i.d. con distribucion
coman N(0,1), entonces
X
Sl oo
23y
n ,:231 !
Demostracion. O]

Teorema 4.6.10. Sea el modelo estadistico de producto gaussiano n-ario

(R™, B(R"), N&":m € R,v > 0)

m,v)

y sean las v.a.s. (X;)"_; como las proyecciones, es decir, son i.i.d. y X; ~ N (m,v).
Definimos las siguientes variables aleatorias

n n—1
M:%ZXZ» : V*:%Z(Xi—M)z
=1 =1

las siguientes afirmaciones son ciertas

= M y V* son independientes.

n—1

Vo~ X%—l'
. — tn—l-
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4.7. Teorema de estimacion de Cramér-Rao-Fisher

Definicién 4.7.23 (Modello statistico regolare). Sea un modelo estadistico (X, Bx, Py; 0 €
©) con funcién de densidad py(z) y © C R, se dice que es un modelo estadistico
regular si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) © es un abierto en R.

(2) pe(x) es estrictamente positiva y continuamente diferenciable respecto a 6. En
particular, existe la funcién llamada funcién de puntuacién (score function)

Up(a) = 55 108po()

(3) p permite intercambiar la diferenciacion respecto a 6 y la integracién sobre x,

es decir,
d d
— x)dr = —pg(x)dz
i J o) /Xdep9< )
(como siempre para X discreto la integral se sustituye por una suma).

(4) Para cada 6 € O, la varianza I(0) := Vp (Uy) existe y no es nula.
La funcién I : 0 — 1(0) se llama informacién de Fisher.

Proposicién 4.7.11. Sea un modelo estadistico reqular (X, F, Pp;0 € ©), entonces
se cumple que

do

Demostracion. Primero vamos a demostrar que Eq [Uy] = 0. Por definicién de espe-
ranza tenemos que

B[] = & | 5 o pn(X } [ dgoemiam(alds = [ 28yt =

/ (%)
— p— J— _1 J—
/Xpe(x)dx 7 ng( x)dr = 7 0

donde en () hemos usado la propiedad (3) de modelo estadistico regular y en la
ultima igualdad hemos usado que la integral de una funcién de densidad es 1
Veamos ahora la segunda igualdad

d d (3)/ d d

*

—/Xd% ()jglogpa( >d:c+/ () log po()de =

= [ vttt + [ o) g osta)e =0 =

d d?
Eo[Us]) =0 y 1(0) =—Eo { Ue] = —Ey {W Ing9:|

—
=

16)
(e d2 d
1) = —E, |21 )
£ (0) 0 LwQ nge} 0 {d@Ue}
donde en (%) hemos usado la regla del producto para derivadas y en (x*) hemos
usado que por el resultado anterior ahora sabemos que I(0) = E[U}]. O
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Proposicién 4.7.12 (Aditividad de la informacién de Fisher). Sea un modelo es-
tadistico reqular (X, Bx, Pp;0 € ©) con informacion de Fisher 1(0). Entonces el
modelo estadistico de producto n-ario

(X" Fo PP 0 € ©)
es un modelo estadistico reqular con informacion de Fisher
I,(0) = nl(6)

donde ademas la funcion de puntuacion del modelo estadistico de producto n-ario es
Ue(n)(xl, To, ..., Tpy) = Z Up(x;)
i=1

Ejemplo. 1. Sea X ~ N(u,0?) una variable aleatoria, donde conocemos o? y
queremos estimar p, es decir, tenemos el modelo estadistico

(R, B(R), Ny 025 0 € R)

El modelo estadistico es regular, y para poder obtener la informacion de Fisher
tenemos que calcular la funcién de puntuacién

1 (v — p)? 1 x —p)°
) = o (< E) = togp(a) = - gt - S —
T — 4

d
= U,(x) = @ logp,(z) =

o2
Calculada la funciéon de puntuacion, obtengamos la informacién de Fisher

2 (X —p)? 1 o _ O 1
Para el caso del modelo estadistico de producto n-ario, tenemos que la infor-
macion de Fisher es

n 1 1

In(p) = nl(p) = o2 o?/n B Var(X) B

1
2
O%

2. Sea X ~ Ber(p) una variable aleatoria, donde queremos estimar p, es decir,
tenemos el modelo estadistico

({0,1},P({0,1}), Ber(p);p € (0, 1))

El modelo estadistico es regular, y sabemos que P(X =1)=py P(X =0) =
1 — p. Por tanto, para poder obtener la informacién de Fisher tenemos que
calcular la funcién de puntuacion

d d 1
U(X—O)—ilo P(X—O)——d log(1— p) = ———
? B _dp & B _dp & p)= 1—p

81 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Statistica Matematica 4. Inferenza Statistica

entonces la informacion de Fisher es

I(p) = B[U2) = P(X = D)U,(X = 1)° + P(X = 0)U,(X = 02 = p (1) F1-p) (

1 N - 1

p 1-p p(l-p)

donde como al tratarse de una variable aleatoria discreta, la esperanza se
calcula como suma ponderada de las probabilidades.

Si ahora calculamos la entropia de Shannon para esta distribucién, tenemos
que

S(P)=— > P(X=ux)logP(X =x)=—plogp— (1 —p)log(l - p)

z€{0,1}

podemos observar que la informacién de Fisher y la entropia de Shannon estan
relacionadas, ya que se comportan de forma contraria, como bien podemos ver
en la Figura 4.3.

En este sentido, son inversas en su significado, ya que una mayor entropia
implica una mayor incertidumbre en la distribucién, lo que a su vez implica
una menor informacion disponible para estimar el parametro p.

6 + . y
4l . o
g
S
21
0 ///—\
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

D
— Entropia- - - Inf. Fisher

Figura 4.3: Entropia e Informacién de Fisher (X ~ Ber(p)).

3. Sea X ~ P()\) una variable aleatoria, donde queremos estimar \, es decir,
tenemos el modelo estadistico
NO ESTA TERMINADO.

Teorema 4.7.13 (Teorema Fisher/Cramer/Rao). Sea un modelo estadistico regular
(X, Bx, Pp; 0 € ©) y sea T, un estimador insesgado de una caracteristica 7 : © — R,
es decir, Ey[T'(X)] = 7(0) para todo € ©. Entonces se tiene

1) Se cumple el limite de Cramer-Rao

(~'(9))
Var(T;) > 0 Vo € ©
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En particular, si 7(0) = 60, entonces
1

>
Var(T,) > 10 Vo € ©

/ 2

)
1(0)

2) SiVar(T,) =

para todo 6 € ©, entonces

que equivale a
po(x) = h(x) exp (a(0)T:(x) — b(0))

que se llama familia exponencial respecto al estimador T, donde te-

nemos
_ [ 1)
a(@)—/p(e)dQ
b(0) = log/ h(z)exp (a(0)Tr(z)) dx
X
h(z) funcion medible oportuna
Demostracion. ]

Dado este teorema, tenemos que si podemos representar la funcién de densidad
del modelo estadistico en la forma de familia exponencial respecto al estimador
T, entonces el estimador es eficiente, es decir, alcanza el limite de Cramer-Rao, y
tenemos por tanto (identificando a, b, h) lo siguiente

y en general para n extracciones distintas tenemos

n

py(x) = (] ] nwi)) exp <a(9) Z T (i) = b(@)

=1

4.8. Inferenza Bayesiana

Antes de introducir el ejemplo que dara sentido a las siguientes definiciones, recor-
demos el teorema de Bayes en su forma mas simple, es decir, el caso discreto.

Teorema 4.8.14 (Regla de Bayes). Sea (92, A, P) un espacio de probabilidad y sea
{A, }hen C A una particion de Q con P(A,) >0 Vn € N. Entonces, VB € A:
P(B | A;)P(4;)

)

S P(B | A)P(4)

P(4; | B)

JjEN
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Ejemplo (Seguro de coche). Un cliente se acerca a una compania de seguros para
obtener una cita para su nuevo seguro de coche. Tiene un estilo de conduccién
particular que provoca, con probabilidad 6 € [0, 1], al menos un reclamo por ano.
Obviamente, el agente de seguros no conoce 6, pero tiene estadisticas sobre las
frecuencias de reclamaciones para la poblacion total. Estos le proporcionan una
evaluacién de riesgo a priori, es decir, una medida de probabilidad my en © = [0, 1],
llamada medida de probabilidad a priori. Supongamos por simplicidad que 7 es
'suave’, en el sentido de que tiene una densidad de Lebesgue «, lo que significa que

mo(d) =1 VO €0,1]

es decir, todas las frecuencias de reclamaciones son igualmente probables a priori.
Podemos ver una representacion de la funcion de densidad a priori en la Figura 4.4.
Ahora, el agente de seguros presume (subjetivamente) que la probabilidad de que el
cliente tenga k anos de reclamaciones en n anos esta dada por

Poc=n = | o0 Bao( ()8

donde B, ¢({k}) = (})6*(1—6)""" es la funcién de probabilidad de una distribucién

binomial con parametros n y 6. Desarrollemos

Pu(X =k) = /01 (Z) 0k (1 — 0)"*dg = <Z) /01 0k (1 — 0)"*do =

_ (Z)ﬁ(k+ Ln k1) = (Z) R

B n! Kln—k)! 1
Ckn—k)! (n+1)!  n+1

lo que tiene total sentido, pues el agente de seguros no tiene informacion sobre el
cliente, por lo que todas las frecuencias de reclamaciones son igualmente probables,
de modo que sabiendo que k puede tomar valores entre 0 y n, la probabilidad de
cada uno es ? Podemos ver una representacion grafica de esta distribucion en la
Figura 4.5.

Ahora pasados estos n anos, el agente de seguros observa que el cliente ha hecho
x € {0,...,n} reclamaciones. ;Cémo debe actualizar su evaluacién de riesgo a priori
mo? Utilizando el teorema de Bayes, la respuesta es la siguiente: la nueva evaluacion
de riesgo, llamada evaluacién de riesgo a posteriori, es la funcién de densidad 7wy
que reemplaza a my y esta dada por

w0 Bay({ah)dp  Pa(X =2)

Es decir, la evaluacién de riesgo a posteriori es la distribucién condicional de # dado
el evento ’el cliente ha hecho x reclamaciones en n anos’. De este modo la nueva
funcién de probabilidad es la siguiente

P(X_l)_/017TX( )Bno({1})d6 = (n+1) ( )( )/ 0= (1 — 9)*n =+ gp =

:@H)(Z) (7)B(x+l+1,2n—(x+l)+1)
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Veamos ahora la esperanza en ambos casos, es decir, usando ambas funciones de
densidad 7wy y 7x

1 1
Eﬂo[e] _/0 971'0(9)(19 _/0 0do —%

E. [0] = /01 O (0)d0 = (n+ 1) (Z) /01 07+ (1 — g)"—odf =

n> Fz+2)T(n—xz+1)
I'(n+3)

n

:(n+1)(k>,8(x+2,n—x+1):(n+1)(

n\ (x+Dl(n—a)! z+4+1
:(n+1>() n+2)]  n+2

X

X

Dadas estas dos situaciones (conociendo o no el nimero de reclamaciones hechas por
el cliente), podemos observar que la esperanza de la probabilidad de que el cliente

haga una reclamacién en un ano es — si no conocemos el nimero de reclamacio-

nes hechas, mientras que si conocemos que ha hecho x reclamaciones en n anos, la

+1 .
5> que es una media ponderada entre la esperanza a

esperanza se actualiza a

priori y la frecuencia observada x/n. Esto tiene sentido, ya que si el cliente ha hecho
muchas reclamaciones, la probabilidad de que haga una en el préximo ano deberia
ser mayor que si no hubiera hecho ninguna. Por tanto, la inferencia bayesiana nos
permite actualizar nuestras creencias sobre la probabilidad de que un evento ocurra
en funcién de la evidencia observada.

De hecho, si definimos dos estimadores de la siguiente manera
X .
Ty(X) = — (estimador no sesgado)
n
X +1
 n42

(estimador sesgado)

viendo la grafica del error cuadratico medio de ambos estimadores en la Figura
4.6, podemos observar que el estimador sesgado Sy tiene un error cuadratico medio
menor que el estimador no sesgado Ty para ciertos valores de 6. Esto ilustra como la
incorporacién de informacién a priori puede mejorar la precision de las estimaciones
en ciertos contextos.

Definicién 4.8.24 (Distribucion a priori y a posteriori). Sea un modelo estadistico
paramétrico estandar (X, F, Py; 0 € ©) con funcién de probabilidad py : X — [0, 00|
para cada 6 € ©. Entonces, para toda densidad de probabilidad my en (©,F"), que
se llama densidad a priori, y conjunto de datos observados {z1,...,z,} C X, la
densidad a posteriori 7y estd dada por

n

() o(0) Zl;llpe(xi) B 70(0)L(6; D) B mo(0) exp (%iélogpg(a;i))
fo o) T oty Jo molr)Lp; D)y Jo mo(p) exp (% é Ingp(xi)> dp

=1
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1
S
€ 0,5
0

0 02 04 06 08 1

A
— Densidad a priori

Figura 4.4: Funcién de densidad a priori my(#) para el seguro de coche.

0 1 2 3 4 5)
k (niimero de reclamaciones en n afios)
- - - Distribucién de reclamaciones

Figura 4.5: Distribucién de reclamaciones P,(X = k) para el seguro de coche con

n = 9.

0 1 1 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
—ECM de Tg--- ECM de Sg

Figura 4.6: Error cuadratico medio (ECM) de los estimadores Ty y T} para el seguro

de coche con n = 5.
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Observacion. Es importante recalcar que Py(X;) = pp(z;) es la funcién de probabi-
lidad de la variable aleatoria X; evaluada en el dato observado z;.

Definicién 4.8.25 (MSE Bayesiano). Sea (X; F; P; 0 € ©) un modelo estadistico
paramétrico estandar con funcion de verosimilitud p > 0 que es medible conjunta-
mente en ambas variables, y sea m una distribucién a priori en © con densidad .
Ademds, sea 7 : X X © — R una caracteristica real medible con E,,(72) < oo. Dado
un estimador 7' : X — R de 7 su error cuadratico medio (MSE) bayesiano
cuando hay una observacion n = 1 esta dado por

MSE(T / / ))2pe()damo(6)d = — / / 27 (0)dzdd

Para el caso en el que haya n > 1 observaciones, el MSE bayesiano se define como

MSE(T(z1, ... 22)) = /@/nﬁp(;(:ﬂi)(T(:ﬁl,...,xn) H0))2day - . daymo(6)dO =

_ %/@/H(T(D) —(0)*rp(0)day - ... - ddd

donde en ambos casos C' es una constante de normalizacion.

Definicién 4.8.26 (Stimatore di Bayes Ottimale). En las condiciones anteriores, un
estimador 7" : X — R se llama estimador de Bayes 6ptimo (OBE) si minimiza
el MSE bayesiano, es decir,

T = argmmMSEﬁo po@)(T)

esto equivale a decir que

A

() = Epy [1(8)] = / () (6)d6

donde 7y es la distribuciéon a posteriori dada la muestra observada X = x. En
muchas ocasiones el estimador de Bayes éptimo se representara como 6p4y gs, donde
0 es el parametro que se esta estimando.

Observacion. La diferencia clave con el estimador de méxima verosimilitud (MLE) es
que el estimador de Bayes 6ptimo incorpora informacion a priori sobre el parametro
a través de la distribucion a priori my. Esto puede ser especialmente ttil cuando
se dispone de informacién previa o cuando los datos son limitados, ya que permite
ajustar las estimaciones en funcién de dicha informaciéon adicional, mientras en el
caso del estimador MLE solo se basa en los datos observados.

Ejemplo.

Definicién 4.8.27 (Funcién de Dirac). La funcién de Dirac §, : R — R en el
punto a € R se define como

+o0 T =a

Oz —a) =d,(x) = {O v ha
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y cumple la propiedad de que

para toda funcién continua f: R — R.

Proposiciéon 4.8.15. Una propiedad importante de la funcion de Dirac es la si-

gquiente: 5
o) = St

donde los x; son las raices de la funcion g(z).

%
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5. Ejercicios

5.1. Secciéon 1

5.2. Seccidon 2

Ejercicio 5.2.1 (Libro 2.10).

5.3. Seccion 3

Ejercicio 5.3.1 (Libro 3.6). Sea (9, F, P) un espacio de probabilidad y A, B,C €
F. Demuestre directamente (sin usar el Corolario (3.20) ni el Teorema (3.24)):

(a) Si Ay B son independientes, entonces también lo son A y B€.

(b) Si A, B, C son independientes, entonces también lo son AU By C.

Haremos el ejercicio por partes, veamoslo.

(a) Sabemos que A y B son independientes, por lo que se cumple que P(ANB) =
P(A) - P(B), veamos que tenemos

P(ANB¢) = P(A)—P(ANB) = P(A)—P(A)-P(B) = P(A)-(1-P(B)) = P(A)-P(B°)
donde hemos usado la independencia de A y B.

(b) Sabemos que A, B, C son independientes, por lo que se cumple que P(AN BN
C)= P(A)P(B)P(C), veamos que tenemos

P((AUB)NC)=P(A\BUB)NC)=P((A\BNC)u(BNC))=P(A\BNC)+ P(Br
=P(ANB°NC)+P(BNC)=PAPB°)P(C)+ P(B)P(C) =
= P(A)(1—-P(B))P(C)+ P(B)P(C) = P(C)[P(A)P(B°) + P(B)] v P(C)P(AU B)
donde en (*) hemos usado lo siguiente
P(A)P(B°) = P(An B°) = P(A\ B)
P(A)P(B¢) + P(B) = P(A\ B)+ P(B)=P((A\B)UB) = P(AUB)
Ejercicio 5.3.2 (Libro 3.10).
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Ejercicio 5.3.3 (Libro 3.17 Thinning of a Poisson distribution). Supongamos que
el nimero de huevos N que pone un insecto sigue una distribucién de Poisson con
parametro A > 0:

N ~ Poisson(\)

De cada huevo nace una larva con probabilidad p € (0,1), de forma independiente
para cada huevo. Encuentre la distribucion del niimero total de larvas j.

Para la resolucion definiremos la v.a. N que representa el nimero de huevos que
pone el insecto, de manera que tenemos

N:Q— Ny, N(w)=mnsielinsecto pone n huevos en el experimento w €

es importante destacar que el espacio muestral {2 es el conjunto de todos los posibles
experimentos que podemos realizar, y la variable aleatoria N asigna a cada expe-
rimento el nimero de huevos que pone el insecto en dicho experimento. Adem4s,
sabemos que N sigue una distribucién de Poisson con pardmetro A > 0, es decir,

tenemos que
k

7)\_

k!’
Por otra parte, definimos los eventos A; como el evento en el que nace una larva
del huevo i-ésimo, de modo que tenemos la variable aleatoria S que representa el
nimero de larvas que nacen en un experimento w € €, es decir,

P(N=k)= k€ No

N(w)
S:Q =Ny, Sw)=> 1a(w)VweQ
=1

donde 14, es la funcién indicadora del evento A;, es decir,

1, sinace una larva del huevo i-ésimo en el experimento w € 2

1 A (w) =
' 0, sino nace una larva del huevo i-ésimo en el experimento w € {2

donde tenemos que P(A;) = p para todo ¢ € N y los eventos A; son independientes
entre si.

Nuestro objetivo es encontrar la distribucion de la variable aleatoria S, es decir,
encontrar P(S = j) para todo j € Ny. Para ello primero fijaremos n € Ny como el
numero de huevos que pone el insecto en un experimento w € €, es decir, N(w) = n,
y definiremos la siguiente medida de probabilidad para .S,,, que representa el ntime-
ro de larvas que nacen cuando el insecto pone n huevos, que sigue claramente una
distribuciéon binomial con parametros n y p

P(S, =j) = (Z)pj(l —p)" 7, Vj<n, jEN,

Ahora si, aplicando la féormula de la probabilidad total, tenemos que

= 3PS =N = HP = 23 P =P =) =3 () -prey

k=j

_ —AP]Z (1—p)k ])\k _ _APJ Z (I=pA)™ =) 2N S0P _ —pA(p)‘)

;! m! g ;!

m=0
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donde en (#x) hemos usado la serie de Taylor de la funcién exponencial, y en (x)
hemos de usado el siguiente desarrollo

P<{§ Ly = j} N {N = k}) .

k
P(S:j|N:I<:):P(ZILAZ-:J’N:I<;): = POV =T (*i*)P(ZILA-:j)ZP

donde se ha usado en (x % %) que el nimero de huevos N es independiente del
nacimiento de las larvas en cada huevo, es decir, Ay,..., A;. Finalmente se tiene
que la distribucién del nimero total de larvas j es una distribucion de Poisson con
parametro pA, es decir,

(G

S ~ Poisson(p\) donde P(S = j) = e P S
J!

) jENO

Ejercicio 5.3.4 (Libro 3.20).

5.4. Seccion 4

Ejercicio 5.4.1 (Libro 4.15 b)).

5.5. Seccion 5

Ejercicio 5.5.1 (Libro 5.4). Sea (X;);>; una sucesion v.a. de Bernoulli con 0 < p <
1. Demuestra que para todo p < a < 1 se cumple que:

1n
Pl=) X,>a]| <eap) 5.1
(13 wza) <o 5.)

donde
1—
h(a;p):alogg—l—(l—a)log1 ¢
p

(5.2)

Pista: Demuestra primero que para todo s > 0

P (% Zn:Xi > a> <e " (E[e*M])". (5.3)

Ejercicio 5.5.2 (Libro 5.10).

5.6. Seccion 8
Ejercicio 5.6.1 (Libro 8.1).

Ejercicio 5.6.2 (Libro 8.6).
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5.7. Seccién 9

Ejercicio 5.7.1 (Libro 9.2).

Ejercicio 5.7.2 (Libro 9.17).

5.8. PDF extra
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