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1. Introduction

El tema aborda el problema de la prediccién (forecasting) en sistemas complejos. Tradicional-
mente, la fisica cldsica asumia que conocer las variables y las ecuaciones (Escenario 1) garantizaba
predecir el futuro de forma exacta. Sin embargo, el texto desmonta esta ilusién a través de tres
barreras analiticas:

= La Trampa del Caos: En sistemas caéticos, los errores de medicién iniciales (dp) crecen
de forma exponencial en el tiempo. El horizonte de prediccién (T') tiene un limite logaritmi-
co: aunque gastes millones en mejorar la precisién de los sensores por un factor de 1000,
el tiempo til de predicciéon solo aumenta una minucia lineal. El determinismo no implica
predictibilidad.

= La Paradoja de la Alta Dimension: Si intentamos predecir usando el ”Método de Anélo-
gos” (buscar en el pasado una situacién idéntica a la actual para copiar su evolucién), el
espacio de fases se vuelve tan gigantesco debido al nimero de variables (N) que la probabi-
lidad de que el sistema repita una configuracion idéntica es practicamente cero en tiempos
humanos.

= El Nacimiento del Paradigma Probabilistico: Como es imposible realizar un segui-
miento microscépico exacto, la Ciencia de Datos se ve obligada a abandonar las trayectorias
rigidas y tratar el caos y la falta de informaciéon mediante Procesos Estocasticos.

1.1. Teorema de Recurrencia de Poincaré

Teorema 1.1 (Teorema de Recurrencia de Poincaré). Sea un sistema dindmico determinista
que preserva el volumen (como los sistemas hamiltonianos donde la energia total T +V = E es
constante) y cuya evolucidn ocurre en un dominio acotado o conjunto compacto. Para cualquier
estado inicial xo y cualquier entorno abierto o alrededor de €l (definido por una distancia mdzima
de tolerancia e > 0), existen infinitos instantes de tiempo discretos k tales que el estado del sistema
regresa al entorno original:

Jk>1: dlzg,zg) <e = z, €0 (1.1)

. Qué nos dice el resultado? Establece que si tienes un sistema dinamico determinista, que se
mueve en un espacio acotado (cerrado y limitado) y que conserva su volumen (como la energfa en
un sistema fisico), el sistema siempre terminard volviendo a pasar muy cerca de donde empezd.
Analiticamente, si partes de un estado inicial z, con un margen de error tolerado e, existirdn
infinitos momentos en el futuro (k) donde el estado de la trayectoria regresard a estar a una
distancia menor que € de su origen:

Jk>1: dzg,zg) <€

Imaginate una caja cerrada llena de gas donde todas las particulas se mueven de forma caética. Si
sacas una foto inicial, el teorema de Poincaré te garantiza que, si esperas lo suficiente, las particulas
se moveran de tal manera que eventualmente volveran a colocarse casi exactamente en la misma
posicién de la foto inicial, infinitas veces.
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1.2. Ergodicidad y el Lema de Kac

Para calcular cudnto tarda el sistema en regresar a ese estado inicial (el Tiempo de Retorno
T, ), necesitamos introducir el concepto de Ergodicidad. Ergodicidad (Definicién intuitiva): Un
sistema es ergddico si seguir a un unico individuo a lo largo de un tiempo infinito (Promedio
Temporal) da exactamente el mismo resultado estadistico que congelar el tiempo y promediar a
todos los individuos del sistema a la vez en ese instante (Promedio de Conjunto). El Lema de
KacSi asumimos que el sistema cumple la hipétesis de ergodicidad, el Lema de Kac formaliza
matematicamente la normalizacién del tiempo de retorno respecto a la medida del espacio. Nos da
el siguiente resultado analitico:

/z o) dua) =1

Al sustituir este lema en la férmula clasica de la esperanza matematica, obtenemos una conclusién
brillantemente simple:

El resultado fundamental: El tiempo promedio que tarda un sistema en regresar a una regién de
su espacio de estados es exactamente el inverso del volumen (medida p) de esa region.

La gran conclusién (Unién de Poincaré, Kac y Ciencia de Datos)Aqui es donde los profesores

conectan todo. Si un sistema tiene N variables independientes (grados de libertad), el volumen de

la regién objetivo se encoge exponencialmente: u(o) (%)N Al aplicar el Lema de Kac, el tiempo

esperado de retorno se dispara hacia arriba de forma exponencial:

Efr, (2)] o« (L)N

e

En Ciencia de Datos, cuando manejas problemas con cientos o miles de variables (N > 1), el
tiempo promedio que debes esperar para que una trayectoria regrese a un estado pasado (paradoja
de los sistemas de alta dimensién) es mayor que la edad del universo. ;jPor qué fracasa el método
de analogos? Porque el tiempo de recurrencia de Kac nos demuestra que nunca encontrards en
tu base de datos histérica un dia que sea .*actamente igual.?l de hoy para poder predecir el de
manana. El pasado exacto no se repite en sistemas de alta dimension.

8 losdeldgiim.github.io
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2. Stochastic Processes

Antes de empezar a trabajar con procesos estocasticos vamos a recordar los axiomas de Kolmo-
goron, que son las tres condiciones fundamentales que definen matemaéticamente una medida de
probabilidad. Dado un espacio muestral {2 y una coleccién de sucesos F, tenemos

= Axioma de No Negatividad: La probabilidad de cualquier suceso A es un numero real
mayor o igual a cero
P(A)>0 VAeF

= Axioma de Certidumbre: La probabilidad de que ocurra el espacio muestral completo §2
(el suceso seguro) es exactamente igual a 1

PQ) =1

» Axioma de Aditividad Sigma (o-aditividad): Si tienes una secuencia infinita de sucesos
mutuamente excluyentes o disjuntos entre si (4; N A; = () para todo ¢ # j), la probabilidad
de su unién es la suma de sus probabilidades individuales

2.1. Fundamentos y la Dualidad del Proceso Estocastico

Un proceso estocastico X (w,t) es una coleccién de variables aleatorias indexadas en el tiem-
po, definidas sobre un mismo espacio de probabilidad (€2, F,P). Su comprensién profunda radica
en su naturaleza dual:

= Realizacién o Trayectoria (w fijo, t variable): Al fijar el azar, el proceso se convierte en
una funcién totalmente determinista del tiempo (X (@, t)). Representa la evolucién histérica
concreta que ha seguido el fenémeno (por ejemplo, el gréfico de una accién de la bolsa ya
cerrada).

» Variable Aleatoria (¢ fijo, w variable): Al congelar el reloj en un instante preciso ¢,
el objeto colapsa en una variable aleatoria tradicional. Para poder asignarle probabilidades
validas en el mundo real, debe cumplir la condicién analitica de medibilidad respecto a la
o-algebra F:

X 'B,H)={weQ|X(w,f)eB}eF (2.1)

2.2. Propiedades de las Distribuciones Finito-Dimensionales
(FDD)

Para caracterizar estadisticamente una sucesién ordenada de variables discretas X, Xo, ..., Xy,
recurrimos a las Distribuciones Finito-Dimensionales, las cuales representan la probabilidad
de la interseccién logica de que cada variable tome un valor simultdneamente.

Para que el proceso sea consistente (garantizado por el Teorema de Consistencia de Kolmogo-
rov), las FDD deben cumplir obligatoriamente dos propiedades esenciales:

9
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1. Simetria ante Permutaciones: La distribucién conjunta es invariante respecto al orden
en el que se listen las componentes:

IP’({Xl =x}Nn---N{X, = xm}) :IE”({XU1 =z, tN--N{X, A6 = xc,m})

2. Consistencia de Marginalizacién: Permite colapsar la dimensién del problema eliminando
las variables no deseadas mediante el Teorema de la Probabilidad Total.

2.2.1. Desarrollo matematico de la Marginalizacién

Para demostrar que una estructura conjunta es consistente, colapsamos un sistema tridimensio-
nal eliminando el tercer lanzamiento X3 sobre su soporte elemental 23 € {0, 1} en una distribucién
intercambiable de Bernoulli (¢ =1 — p):

P(X;=0,X,=0)= Y P(X;=0X,=0,X;5=ux3)
z3€{0,1}
= P(0,0,1) + P(0,0,0)
=(1—p)’°p+(1-p)°
=(1-p?p+01-p)
=(1-p? 1] =0-p)?

El resultado recupera con total fidelidad la probabilidad marginal del sistema de menor dimensién
(P(X1=0)- P(X5=0)), probando su consistencia.

2.3. Intercambiabilidad sin Independencia

Una distribucién intercambiable es aquella en la que cualquier permutacion de una secuencia
de variables aleatorias comparte exactamente la misma probabilidad. Las secuencias que contienen
el mismo numero de éxitos y fracasos tienen idéntica probabilidad, sin importar el orden temporal.

= Muestreo sin Reemplazo (Distribucién Hipergeométrica): La probabilidad de la se-
cuencia (W, W, B) es % . % . %, mientras que la de (W, B,W) es % . % . %
Los valores numéricos son idénticos porque los numeradores y denominadores contienen los

mismos factores en diferente orden.

= Muestreo con Reforzamiento (Urna de Pdlya): Cada vez que se extrae una bola, se
devuelve y se afiade otra de su mismo color. Utilizando el factorial ascendente (z(¥) =
z(x+1)---(x+y—1)), la probabilidad de una trayectoria ordenada se reduce a:

W (w) g(®)

P(Trayectoria) = N

(2.2)

Como el orden de los factores en el numerador no altera el producto, el proceso es estricta-
mente intercambiable pero claramente dependiente.

2.4. Modelos de Asignacion Combinatoria y F.O.F.

Para modelar la asignacién de m objetos en g categorias de mayor a menor detalle:
1. Descripcién Individual (Microscépica): Registra qué objeto cae en qué caja. Total: g™.

2. Descripcién Estadistica (Macroscépica): Registra tinicamente el conteo de ocupacién

de cada caja (Y; = m;). Total mediante combinaciones con repeticion: (m;f; 1).

3. Frecuencias de Frecuencias / F.O.F. (Maxima Compresién): Variable Z;, = j, que
significa .®%isten exactamente j categorias que contienen i objetos”.

10 losdeldgiim.github.io
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Restricciones Algebraicas de las f.o.f.

Cualquier vector valido f.o.f. Z debe satisfacer obligatoriamente dos leyes de conservacién:
» Conservacién de Categorias: > " Z; =g
» Conservacién de Objetos: Y /" ji-Z; =m

Para calcular cuantas descripciones estadisticas Y corresponden a un vector f.o.f. dado z:

Ntumero de descripciones estadisticas = (2.3)

Zol - Zi\ - Zgl - Z!

2.5. El Teorema de de Finetti (Versién Finita)

Teorema 2.1 (De Finetti - Versién Finita). Si una distribucion de probabilidad es estrictamente
intercambiable sobre una secuencia finita de longitud n, existe una unica distribucion de probabili-
dad discreta a priori p(h) tal que la probabilidad de cualquier trayectoria se puede expresar como
una miztura ponderada de densidades hipergeométricas uniformes:

n

P(Xy=m1,...,Xp =) = Y (nl)u(h) (2.4)
h=0 \h

Demostracion. Definiendo la trayectoria microscépica como el suceso A = (', {X; = z;}, aplica-
mos el Teorema de la Probabilidad Total condicionandolo sobre el nimero total de éxitos reales

P(A) = ip (A zn:Xi = h) P (zn:Xi = h)
h=0 =1 =1

Por la hipétesis fundamental de intercambiabilidad, la distribucién asigna un peso idéntico a
cada una de las (Z) secuencias que comparten el mismo nimero de éxitos. Por tanto, la probabilidad

condicional de observar la trayectoria exacta A colapsa a:
" 1
P (A d X = h) =
i=1 (h)

Sustituyendo esta equivalencia combinatoria, y definiendo la medida de ponderacién discreta como
la probabilidad marginal del conteo de éxitos (u(h) = P(>_ X; = h)), obtenemos el resultado del
teorema:

n

PA) =3 (i)mh)

h=0 \h

2.6. Modelos de urnas

2.6.1. Sin reemplazo (Hipergeométrica)

Al extraer sin reposicién, las probabilidades dependen del historial (no hay independencia),
pero el proceso sigue siendo intercambiable: el orden no altera la probabilidad de una trayectoria
con w blancas y b negras. Esto da lugar a la distribuciéon hipergeométrica.

2.6.2. Con reforzamiento: Urna de Pdlya

Cada bola extraida se devuelve junto con una bola extra del mismo color (refuerzo positivo,
genera correlacion). Para g categorfas con pardmetros iniciales aq,...,a, (=, ;), la proba-
bilidad predictiva de observar la categoria 1 tras n extracciones es

@1 + Ny

PXpp1=1|X1=21,.... X, =2,) = P

11 losdeldgiim.github.io
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Esta es la idea mds importante del modelo: la prediccién combina la ” masa inicial” (creencia previa)
con el conteo observado. La distribucién conjunta resultante (agrupando categorias) es la Distri-
bucién de Pélya Multivariante, y en el limite @« — co (urna infinita”) el efecto de refuerzo se
diluye y el proceso converge a la Multinomial de ensayos independientes.

2.7. Teorema de Johnson y el Aprendizaje Inductivo
El teorema de W.E. Johnson demuestra que la probabilidad predictiva de observar una categoria

en el futuro se reduce a una combinacién convexa entre la informacién empirica real y las
creencias tedricas iniciales:

P =l mpom) = (2 () + (5 ) (%) (25)

Analisis matematico de los dos Regimenes Extremos

= Régimen de Datos Escasos (m — 0): El peso del primer término se desvanece (—2- — 0),

m-ta
provocando que la prediccién dependa exclusivamente de la estructura a priori:
s
. . J
lim P(Xpni1 = j | myom) = L
m—0 o

= Régimen de Datos Masivos (m — o0): El factor de ponderacién empirica tiende a la

unidad (mﬁa — 1), mientras que el peso de la opinién a priori se diluye hacia cero. El

sistema olvida su sesgo inicial y converge a la proporcién empirica observada:

; . . _my
Jim P(Xpiy = [ mgm) = o

2.8. Resumen conceptual

= Un proceso estocdstico tiene una doble lectura: trayectoria (determinista) vs. variable alea-
toria (en un instante).

= La consistencia de Kolmogorov (simetria 4+ marginalizacién) garantiza que una familia de
FDD define un proceso bien definido.

= La intercambiabilidad es més débil que la independencia, pero suficiente para que aparez-
can regularidades fuertes (como en la urna de Pdlya).

= La urna de Pélya y el Teorema de Johnson muestran cémo la prediccién éptima es siempre
una mezcla convexa entre prior y evidencia empirica.

= E] Teorema de de Finetti es la conclusion final: toda secuencia infinita intercambiable
es, necesariamente, una mixtura de procesos i.i.d. Bernoulli(f) sobre un prior Q(6) — el
fundamento tedrico del enfoque bayesiano.

12 losdeldgiim.github.io
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3. Markov Chain

Definicién 3.1. La propieda de markov local establece que para cada nodo X; de un DAG,
la variable aleatoria X; es condicionalmente independiente de sus antepasados remotos dado el
conjunto de sus padres directos, es decir, se obtiene toda su informacién relevante para predecir
X; a partir de sus padres directos.

Definicién 3.2 (Cadena de Mérkov). Un proceso estocastico en tiempo discreto { X, >0 definido
sobre un espacio de estados S discreto (finito o infinito numerable, tal que S = {1,...,¢9}, S=N
0 S =Z) se denomina cadena de maérkov si cumple con la Propiedad de Markov:

P(Xm+1 = Tm+1 ‘ XO = Io,Xl = T1y-- .,Xm = Im) = P(Xm+1 = l’m+1 | Xm = Im)

para todo m > 0 y para cualquier secuencia de estados {zg,x1,...,Zm+1} € S tales que
P(Xo :.TQ,...,Xm :me) > 0.

3.1. El Proceso de Simplificacion Analitica

Descomposicién de la Distribucién Conjunta

Por la regla de la cadena de la probabilidad elemental, la distribucién finito-dimensional conjunta
de una trayectoria de longitud m requiere almacenar toda la memoria histérica acumulada:

P(Xl :ml,,XmZQTm):P(Xm:l‘m‘Xl :$1,...7Xm,1 :CCm,l)
PXp—1=2m—1 | Xy =21, , X2 = T—2)

P(X2 :z2|X1 :l'l)P(Xl :Zﬁl)

Al invocar formalmente la Propiedad de Markov, el condicionamiento masivo colapsa hacia el
eslabén cronolégico inmediato anterior, reduciendo la probabilidad conjunta al producto de tran-
siciones locales:
m
P(X1 = ,Tl,...,Xm = l‘m) = P(Xl = xl)HP(Xz = T; | Xz‘,l = xifl)
i=2

Homogeneidad Temporal

En una cadena de Markov general, la regla de transicién entre dos estados puede mutar segun la
edad del proceso, dependiendo intrinsecamente del paso del tiempo m — 1:

P(Xm =Y | Xm—1= .’E) = mel(xay)

Para estabilizar dindmicamente el modelo, se introduce el supuesto de Homogeneidad en el
Tiempo. Se asume que las leyes que rigen los saltos son estacionarias e invariantes respecto al eje
temporal:

PXp=y|Xmo1=2)=Pz,y) Vm=>1

Dadas estas dos condiciones, la convergencia de la propiedad de Markov y la homogeneidad
temporal, una Cadena de Markov queda univocamente determinada y gobernada por la interaccién
de solo dos elementos matematicos:

13



SPDS 3. Markov Chain

1. Distribucién Inicial (p(z)): un vector de probabilidad que dicta el estado de arranque del
sistema en el instante inicial:

P(X)=2)=p(x) Vxes

2. Probabilidad de Transicién (P(z,y)): la probabilidad estatica de migrar desde un estado
origen x hacia un estado destino y en un solo paso temporal discreto:

P(Xm+1:y|Xm:x):P($ay) vx7y65

3.2. Time Homogeneous Markov Chains

Definicién 3.3. Un proceso estocéstico en tiempo discreto { X, },>0 con espacio de estados finito
o ajustable S es una cadena de markov homogénea en el tiempo si sus probabilidades de
transicion condicionales satisfacen que, para todo paso temporal m, la probabilidad no depende
del indice global sino tinicamente de la distancia entre los estados:

Plz,y)=PXnmt1=y|Xm=2)=PX1=y|Xo=2) Va,ye s

Las probabilidades de transicion deben preservar la medida de probabilidad unitaria en su espacio
mapeado:

Y Play)=1 VeeS

yEeS

Definicién 3.4. Una matriz estocdstica (o matriz de Markov) es una matriz cuadrada cuyas
entradas son no negativas y cumplen con la condicién de que la suma de los elementos de cada una
de sus filas es estrictamente igual a la unidad, es decir,

ZP(:r,y) =1,Vzes

yeSs

Distribucién Marginal y Transicion en n Pasos

En esta seccion, cambiaremos un poco la mentalidad, esta vez diremos “No me importa el camino
intermedio; solo quiero saber la probabilidad de estar en el estado x,, en el paso n, habiendo empe-
zado en algin lado”, lo que significa que vamos a marginalizar sobre todos los estados intermedios
posibles zg, x1,...,2,_1 € S.

Para recuperar la distribucién marginal en cualquier etapa futura arbitraria n, denotada como
pn(zn) = P(X, = x,), aplicamos el Teorema de Probabilidad Total sumando sobre todas las
historias o trayectorias internas posibles de los estados previos zg, 1, ...,Z,_1 € S:

pn(xn)zz Z Z P(XOZanXlley-"aXn:xn)

zo€ES 1 €S Tp—1€S

Sustituyendo la ecuacién estructural de la trayectoria conjunta de la seccién anterior, el calculo se
reduce algebraicamente a:

Pa(an) = > > P(zn-1,2y) - P(®n—2,Zn-1) -+ P(0,%1) | po(20)

z0€S | xz1,...,xp_1€871

= Z P™ (20, 2,) po(o)

ToES

donde P(”)(ato, x,) representa la probabilidad de transicién en n pasos desde el estado inicial z
hasta el estado final z,,, obtenida al sumar sobre todos los caminos intermedios posibles.
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La sumatoria interna anidada representa algebraicamente la multiplicacién iterada fila por colum-
na de la matriz de transiciones P, dando lugar al elemento indexado de la matriz potencia P™.
Definimos matematicamente dicho comportamiento como:

P(”)(xo,xn) = P"(x0, %)

donde lo que se estd haciendo es multiplicar la matriz de transiciéon P consigo misma n veces, y
luego tomar el elemento correspondiente a la fila xg y la columna x,. Esto nos permite calcular la
probabilidad de transicién en n pasos de manera eficiente utilizando algebra lineal.

Observacion. Para ver la igualdad aplicada anteriormenten haremos este desarrollo paso a paso.
Existe una equivalencia exacta entre el Teorema de la Probabilidad Total (sumar las rutas in-
termedias de una cadena) y la multiplicacién de matrices (producto escalar de fila por columna).

Sean dos matrices A y B, su multiplicacién para una celda especifica se define mediante un indice
compartido k:

(A x B); ZAzk k,7)

Al calcular la probabilidad de transicionar de un estado inicial xg a un estado final x5 en exactamen-
te 2 pasos, la teoria probabilistica nos obliga a marginalizar sobre todos los estados intermedios
posibles z1 € S:

P(2 (o, x2) Z P(xzg,21) - P(x1,22)
———

1€5 py, zo de P Columna x5 de P

Como el indice de la etapa intermedia z; ocupa la posicién de columna en la primera matriz y de
fila en la segunda, la estructura matematica es idéntica. Por lo tanto:

» Un sumatorio indexado (), ) equivale a operar un producto matricial (P x P).

= Una sumatoria anidada de n — 1 variables temporales (>, ---> . ) equivale a la multi-
plicacién iterada de la matriz por si misma, resultando directamente en la matriz potencia
pPr.

3.3. Master Equation

Definicion 3.5. Para una cadena de Markov homogénea en el tiempo, la probabilidad de transi-
cionar desde un estado = a un estado y en exactamente dos pasos se calcula sumando sobre todos
los estados intermedios posibles z € S

P (z,y) Zsz 2 Y)
z€S

lo que se llama Chapman-Kolmogorov equation para n = 2. Para el caso general n, tenemos

P™M(z,y)= Y P(x,i1)P(ir,iz) ... P(in-1,y)

i17~~,in71€5’

Teorema 3.1 (Chapman-Kolmogorov Equation). Sea {X,}n>0 una cadena de Markov homogénea
en el tiempo. Para cualesquiera pasos temporales n,m > 1 y estados x,y € S, la probabilidad de
transicionar de x a y en n + m pasos satisface

Ptm) (g Z pn ) - PU™ (2, )
z€S8

Demostracion. Para demostrarlo, debes apoyarnos firmemente en el Teorema de la Probabilidad
Total condicionando en un “tiempo intermedio” exacto (el paso n).

Paso 1. Plantear el objetivo analitico. Queremos calcular P(X, 1., =y | Xo = z).
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Paso 2. Introducir el estado intermedio. Para llegar a y en el paso n + m, el sistema obligatoria-
mente tuvo que pasar por algtin estado z en el paso intermedio n. Aplicas el Teorema de la
Probabilidad Total sumando sobre todo el espacio de estados S

P(Xpim=y| Xo=2) = P(Xpim =1y Xn=2|Xo=1)
z€S

Paso 3. Separar por la Regla de la Cadena, es decir, usando
P(AnB)=P(A|B)-P(B)
entonces abrimos la probabilidad conjunta del sumatorio

S PXnpm =9 Xn=2Xo=2) =Y PXpim=y| Xp=2X=2)-P(X, =z2| X =2)
z€S z€S

Paso 4. Por la Propiedad de Markov, el futuro (n 4+ m) solo depende del presente (n), por lo que
el pasado (Xo = ) se olvida en el primer factor

PXpim=y|Xn=2,Xo=2)=PXpim=y| Xn=2)

Por Homogeneidad temporal, avanzar m pasos desde el instante n al n + m es exactamente
lo mismo que avanzar m pasos desde el cero

P(Xn—i-m =Y | Xp = Z) = P(m)(z,y)
Paso 5. Sustituyendo los términos simplificados, llegas directamente a la igualdad del teorema

POt ™ (2, y) = P (z,y) - P™ (2, 2)
zeS

O

Definicion 3.6. Decimos que un vector de probabilidad 7 = (7(z)).es constituye una distribucién
invariante (o estacionaria) de la cadena si actia como un punto fijo bajo el operador de transicion,
lo que significa que no sufre variaciones con el transcurso del tiempo:

TP=n = 7x(y)=)» w(x)Px,y) VyeS
€S

donde P es la matriz de transicién de la cadena de Markov en el caso discreto, y en el caso continuo
seria Q).

3.3.1. Global Balance vs Detailed Balance

Definicion 3.7. Para cualquier cadena de Markov, si existe una distribucién invariante 7w, esta
satisface de forma general la ecuaciéon de global balance, lo que significa que el cambio neto de
probabilidad en el equilibrio es nulo

0= [P(z,j)n(x) — P(j,x)r(j)] VjeS
xeS

Una condicién mucho més restrictiva (y sumamente til en algoritmos de Data Science como
MCMC) es el principio de detailed balance. Si existe un vector de probabilidad 7 tal que el flujo
de probabilidad entre cada par de estados se equilibra de forma aislada y simétrica:

P, j)(x) = P(j.a)w(j) Va,je S

Definicion 3.8. Una cadena de Markov se dice reversible si existe una distribucién invariante 7
que satisface la condicién de detailed balance, dada por la ecuacién:

P(z,j)m(z) = P(j,x)n(j) Vz,jes

donde para cada par de estados x,j € S, el flujo de probabilidad desde x hacia j es exactamente
igual al flujo de probabilidad desde j hacia x cuando el sistema esta en equilibrio.
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3.4. Ehrenfest Urn Model

El Modelo de Ehrenfest es el ejemplo académico perfecto para evaluar si entiendes la diferencia
entre microestados y macroestados, y cémo la periodicidad puede arruinar la convergencia
de una cadena.

3.4.1. Configuraciéon y Espacio de Microestados (57)

= Concepto: Describe la posicién exacta e individual de cada una de las n particulas mediante
un vector binario (e.g., 101 significa que las bolas 1 y 3 estén a la izquierda y la 2 a la derecha).

= Tamano del espacio: Tiene exactamente 2" estados posibles (para n = 3, son 8 estados).

= Distribucién invariante 7;: Es estrictamente uniforme debido a la simetria del problema:

1 1
I 271’ ’2n

3.4.2. Cadena de Macroestados o de Conteo (Ss)

= Concepto: Simplifica el sistema fijdndose tnicamente en una variable agregada: Y1 = > X;
(el ntimero total de bolas en el compartimento izquierdo, L).

» Tamano del espacio: Se reduce drésticamente a solo n + 1 estados (de 0 a n).
= Leyes de Transicién (jAprender de memoria!): Estando en el estado k:

e Probabilidad de Muerte (k — k — 1): £ (eliges una bola de la izquierda para moverla
a la derecha).

e Probabilidad de Nacimiento (k — k + 1): ”T_k (eliges una bola de la derecha para
moverla a la izquierda).

e Probabilidad de Permanencia (kK — k): 0 (en el modelo estdndar obligatorio cambia
una bola).

= Distribucién estacionaria 7wg: Sigue una forma Binomial. Paran = 3es g = (%, %, %7 %)

= El Gran Problema Analitico (Pregunta de examen): Esta cadena de conteo es irre-
ducible pero PERIODICA (Periodo d = 2). Al no poder quedarse quieta en un paso
(P(z,x) = 0), la cadena oscila eternamente entre estados pares e impares. Por lo tanto, NO
convergeasintéticamente (falla la hipdtesis de aperiodicidad del Teorema de Convergencia
Estacionaria).

3.4.3. Definicion de Birth-Death Chains

= Es una cadena de Markov en un reticulo entero donde las tinicas transiciones permitidas con
probabilidad mayor que cero en un paso son hacia sus vecinos inmediatos (k — 10 k+ 1) o
quedarse en el mismo estado (k). Los saltos de largo alcance estan prohibidos. El modelo de
Ehrenfest pertenece a esta familia.

3.4.4. La Solucién: Versiéon Perezosa (a-retrasada)

= Objetivo fundamental: Romper la periodicidad para forzar la convergencia al equili-
brio.

= Mecanismo: Se introduce un pardmetro de pereza o € (0,1). En cada paso, con probabilidad
a la cadena se congela (k — k), y con probabilidad 1 — « se mueve una particula al azar
usando las leyes normales.

= Consecuencia analitica (El argumento ganador): Al anadir a en la diagonal principal,
consigues que P(x,x) = a > 0, lo que destruye los ciclos rigidos de oscilacién par/impar y
vuelve a la cadena APERIODICA.
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= Conclusion asintética: Al ser ahora simultaneamente irreducible y aperiddica, el Teo-
rema Ergddico/Estacionario se cumple con rigor. Al elevar la matriz estocdstica perezosa
a una potencia n — oo, el sistema olvida por completo el estado inicial y todas sus filas
convergen exactamente al vector de equilibrio binomial 7g.

3.5. Clasificaciéon Topolégica de Cadenas de Markov

La estructura analitica de un espacio de estados S se clasifica segiin la probabilidad de retorno
a largo plazo:

= Estado Transitorio: existe una probabilidad estrictamente positiva de que, una vez aban-
donado el estado, el proceso jaméas regrese a él.

= Estado Recurrente: el proceso regresa al estado con probabilidad igual a la unidad de
forma casi segura.

= Conjunto Absorbente / Cerrado: un subconjunto de estados del cual la cadena es incapaz
de escapar una vez que ha ingresado en él.

Definicion 3.9. El fenémeno de metaestabilidad se refiere a la situacién en la que un sistema
estocéstico parece estar en un estado estable durante un periodo prolongado, pero eventualmente
transiciona a otro estado estable debido a perturbaciones pequenas o aleatorias. Viene dado por una
cadena con dos trampas absorbentes aisladas cuya matriz es la Identidad (1), donde introducimos
una perturbacién infinitesimal ¢ > 0 (donde € < 1, por ejemplo ¢ = 1072°), los muros puros se

rompen:
1 0 Perturbacién 1—c¢ e
o—.%
0 1 € 1—¢

Observacion. Este fenémeno recibe el nombre de metaestabilidad, pues el sistema parece estable y
congelado localmente, pero macroscépicamente evoluciona de manera lenta hacia una distribucién
uniforme.

El comportamiento en este fenémeno se ve de dos formas

= Comportamiento a corto plazo: Si el proceso inicia en A, se mantendrd atrapado en
A durante un tiempo extremadamente largo (1 — e = 1). Localmente parece una cadena
absorbente estatica.

= Comportamiento asintético (Long-run): Al ser una matriz simétrica perturbada, los
estados se comunican y la cadena se vuelve irreducible. A largo plazo (n — 00), el sistema
alcanzard un equilibrio perfecto y balanceado:

1
7TA:7TB:§

3.6. Class Structures

Definicion 3.10 (Accesibilidad o Conduccién). Se dice que el estado i conduce al estado j (notado
como i — j) si existe una probabilidad estrictamente positiva de visitar el estado j en algin
momento, dado que el sistema comenzd en el estado i:

PEn>0:X,=j|Xo=14)>0

Definicion 3.11 (Comunicacién). Se dice que el estado ¢ se comunica con el estado j (notado
como i «— j) si se cumplen simultdneamente que i — j y j — i.

Teorema 3.2. Para dos estados distintos i # j, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. 1= 7.
2. Existen estados intermedios 1,12, ...,i,—1 tales que Py, Py, ... P, ;> 0.
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3. Pi(f) > 0 para algin n > 1.

Proposicion 3.3. La relacion de comunicacion “— 7 es una relacion de equivalencia sobre el
espacio de estados S, de cadenas de Mdrkov.

Demostracion. Debemos verificar tres propiedades fundamentales:

1. Reflexiva (i «— i): Por definicién, en el paso n = 0,
PO = P(Xg=i|Xo=1i)=1>0
por lo que i — 1.

2. Simétrica (i «+— j = j <— i): Se deriva directamente de la conmutatividad de la
conjuncién légica en la definicién del operador (+—), vedmoslo

i+ j = (i=2)HDA[J—2i) = [oDAN({I—=]) = j+—i

3. Transitiva (i +— jAj+—k = i+— k):Sii— jyj—k, existen n,m > 0 tales que
Pi(jn) >0y P;,T )~ 0. Por Chapman-Kolmogorov:

pi(;+m) _ Zpi(ln)Pl(km) > BS?L)P;L'L) S0 — ik
les

Siguiendo el mismo argumento de forma inversa para k — j — i, se obtiene k — i. Por lo
tanto, i +— k.

O

Observacion. Como toda relacién de equivalencia, la comunicacién divide al conjunto S en clases
de equivalencia mutuamente disjuntas llamadas clases de comunicacién. Si todos los estados
pertenecen a una unica clase, la cadena se denomina irreducible.

Definicidn 3.12 (Clase Cerrada). Una clase de comunicacién C se dice que es cerrada si para
todo estado i € C', la condicién 7 — j implica obligatoriamente que j € C. Es decir, una vez que
el proceso entra en una clase cerrada, no puede salir de ella.

Definicion 3.13 (Estado Absorbente). Un estado ¢ € S es absorbente si el subconjunto uniper-
sonal {i} forma por s{ mismo una clase cerrada. Esto equivale a decir que P;; = 1.

Definicion 3.14 (Irreducibilidad). Una cadena de Markov se denomina irreducible si el espacio
de estados total S esta constituido por una tnica clase de comunicaciéon comun. En otras palabras,
todos los estados de la cadena se comunican mutuamente entre si.

3.6.1. Hitting Time & Absorption Probabilities

Consideremos una cadena de Markov en tiempo discreto (X, )n>0 con matriz de probabilidad de
transicion P que opera sobre el espacio de estados S.

Definicion 3.15 (Tiempo de Llegada / Hitting Time). El tiempo de primera llegada a un
subconjunto de estados A C S es una variable aleatoria H# : Q — {0,1,2,...} U {oo} que
cuantifica el nimero minimo de pasos necesarios para intersectar la regién A:

Hw) =if{n>0: X,(w) € A}
Bajo el convenio matemético estdndar, si el conjunto es vacio, adoptamos que inf ) = oco.

Definicién 3.16 (Probabilidad de Llegada). La probabilidad de llegada o hitting probability
es la probabilidad de alcanzar el conjunto de estados A en tiempo finito partiendo inicialmente
desde un estado especifico ¢ se define como:

hit = P,(H" < 00) = P(H* < 00 | X = i)
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Observacion. Si la regién de destino A se corresponde con una clase cerrada de la cadena de
Markov, la métrica h{* adopta el nombre especifico de probabilidad de absorcién.

Definicion 3.17 (Distribucién Impropia). La variable aleatoria H* puede presentar una distribu-
ci6on de probabilidad de caracter impropio si existe una probabilidad residual no nula de no
alcanzar nunca el conjunto objetivo A. En tal escenario, la suma sobre la trayectoria finita cumple:

Pi(HA < o0) = ZPZ-(HA =n)=n<1
n=0
De lo cual se deduce de forma inmediata la probabilidad complementaria para el horizonte
infinito:
Pi(HA:oo)zl—n
Definicion 3.18 (Tiempo Medio de Llegada). El tiempo esperado de llegada al subconjunto A
partiendo desde el estado inicial ¢ viene dado por el valor esperado estadistico E;[H A]:

ki = Ei[HY) = ani(HA =n)+o00- Bi(H* = o)
n=0

A

donde si la probabilidad de no alcanzar el conjunto objetivo es nula (P;(H* = co) = 0), el término

asintdtico indeterminado desaparece de la ecuacién de forma directa.

Interpretacién Intuitiva de las Variables

» h: Cuantifica la probabilidad pura de lograr alcanzar el conjunto A en algiin punto de la
historia futura.

= kZA: Modela el niimero esperado de pasos temporales que el sistema consumira antes de tocar
por primera vez la regién A.

Teorema 3.4. El vector de probabilidades de primera llegada h* = (h{!);cs es la solucion no
negativa minima para el sistema de ecuaciones lineales:

ht =1 para i € A
it = Pijhf parai ¢ A (1)
JjeS

Minimalidad significa que si x = (z;)ics es otra solucidn con x; > 0 Vi, entonces x; > h{‘ Vi.

Demostracion. Analizaremos el comportamiento dindmico del sistema dividiéndolo segun la natu-
raleza del estado inicial respecto al conjunto objetivo A:

= Si Xy =i coni € A, entonces por definicién el tiempo de llegada es inmediato, H4 = 0, por
lo que
ht = P(H* < 00) =1

2

= Si Xo = ¢ con i ¢ A, entonces necesariamente el tiempo de primera llegada cumple que
H# > 1. Utilizando la propiedad de Markov espacial (pérdida de memoria) y la homogeneidad
en el tiempo (la probabilidad pasar de ¢ a j es la misma independientemente del instante n),
evaluamos el condicionamiento al primer paso de la trayectoria:

P(H* < oo | Xo=1i,X1 =j) = P(H* <oo| Xy =j)=h}

Aplicando el teorema de la probabilidad total mediante el condicionamiento exhaustivo sobre
el primer estado visitado X7, obtenemos:

ht = P(H* < o00) = Pi(H" < 00, X; = j)

JeES

WS P(HA < 00| Xo =i, Xy = 5) P(X1 = j | Xo = 1)
jeSs

=Y (Pyh) =) Pyhi
JeS JES

donde en (*) se ha aplicado P(AN B) = P(A | B)P(B).
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Esto demuestra que el vector real de probabilidades de llegada h* satisface formalmente el sistema
lineal (1).

Demostraremos ahora la minimalidad. Sea x = (z;);cs un vector que representa cualquier solucién
no negativa arbitraria del sistema (1). Evaluamos de igual forma por casos:

= Sii € A, por disefio del sistema lineal se cumple de forma directa que z; = 1 = h{‘.

= Sii ¢ A, la ecuacién correspondiente nos permite descomponer el sumatorio sobre el espacio
de estados separando la regién objetivo A de su complemento:

w =Y Pyz;=Y Pyr;+ Y Pyz,

jES jEA jeA
Sustituyendo el valor fijo x; = 1 para j € A, y reconociendo que ) P;; = Pi(X; € A), el
jeEA
término se reescribe como:
xT; = Pi(Xl (S A) + Z Pijxj
J¢A
Procedemos a expandir la ecuacién de forma iterativa sustituyendo la estructura analégica para el
término no acotado x; dentro del sumatorio complementario:

T; = Pi(Xl S A) + Zpij (Pj(Xl € A) + Z ijﬂi‘k>

JEA k¢ A

Expandiendo los productos e identificando las probabilidades de transicién conjuntas mediante la
propiedad de Markov, obtenemos:

iL’z:PZ(Xl EA)+PZ(X1¢A7X2 EA)J'_ZZP”PJ]C(E]C
A kgA

donde para el término sumatorio del medio, hemos usado que
Pj(Xl GA) :P(Xg cA | X, 2])

gracias a aplicar la homogeneidad del tiempo, es decir, es lo mismo partir de j (instante 0) y tener
en el instante 1 un estado en A, a estar en el instante 1 con estado j y que el instante siguiente 2
caiga en un estado de A.

Al reiterar este procedimiento inductivo un nimero finito m de pasos, la expresién adopta la
siguiente forma generalizada:

CL‘Z‘:,Pi(XlEA)+Pi(X1¢A7X2€A)+...

+PZ(X1 ¢A,...7Xm,1 ¢A,Xm€A)+ Z Z ‘Pijl"'ijfljml’jm

Reconociendo que la suma finita de probabilidades de trayectorias truncadas modela exactamente la
probabilidad acumulada de alcanzar el conjunto A en el paso m o antes, simplificamos la expresién
como:
wi=P(H*<m)+ Y -+ Y PPy Pio %),
jl QA jm ¢A

Dado que el vector de soluciones alternativo es estrictamente no negativo por hipédtesis (z > 0) y
las probabilidades de transicién Py; son no negativas, el término del sumatorio multiple residual
es mayor o igual a cero. Por lo tanto, podemos establecer la siguiente desigualdad valida para
cualquier entero m:

z; > Pi(H* <m) ¥Ym>1
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Tomando el limite matematico cuando el horizonte de pasos tiende a infinito en ambos lados de la
desigualdad, y aplicando la propiedad de continuidad de la medida de probabilidad para eventos
mondétonos crecientes, concluimos formalmente que:

z; > lim Py(H* <m)= P(H" < 00) = h*

m—r oo

Por lo tanto, queda demostrado que z; > hf‘ para todo estado ¢ € S, lo que confirma que el vector
real h constituye la solucién minima no negativa del sistema. O

Teorema 3.5. El vector de tiempos esperados de primera llegada k% = (k;“)ies es la solucion no
negativa minima para el sistema de ecuaciones lineales:

kA =0 para i € A
kf =14 Y Pjki paraig¢ A (2)
JgA

Minimalidad significa que si x = (;)ies es otra solucidn con x; > 0 Vi, then x; > k:f V1.

3.6.2. Stopping Times & Strong Markov Property
Definicion 3.19 (Tiempo de Parada / Stopping Time). Una variable aleatoria

T:0-{0,1,2,...} U{oo}

se denomina tiempo de parada si para cada instante finito n € {0,1,2, ...}, la ocurrencia o no del
suceso {T = n} estd determinada dnica y exclusivamente por la trayectoria histérica acumulada del
proceso hasta ese momento, es decir, depende tinicamente de los valores de las variables aleatorias
X0, X1,..., Xn.

Teorema 3.6 (Strong Markov Property). Sea (X,)n>0 una cadena de Markov homogénea con vec-
tor de probabilidad inicial X\ y matriz de probabilidad de transicion P. Sea T un tiempo de parada
respecto a la filtracion natural del proceso (Xp)n>o0-

Entonces, condicionado al suceso {T < oo} y {Xp =i}, el proceso reiniciado (Xryn)n>0 €s una

cadena de Markov auténoma con vector de probabilidad inicial 6; = (0,...,0,1,0,...,0) y matriz
de probabilidad de transicion P. Ademds, el proceso futuro (Xrin)n>o €s estadisticamente inde-
pendiente de la trayectoria historica pasada Xo, X1,..., X7.

Observacion. Si nos fijamos, lo que nos dice el teorema es que si el proceso alcanza un estado @
en un tiempo de parada 7', entonces el proceso reiniciado a partir de ese instante T' se comporta
exactamente como si hubiéramos comenzado la cadena de Markov desde cero con estado inicial
1. Es decir, el proceso “olvida” su historia pasada y se reinicia con las mismas probabilidades de
transicion que al inicio, lo que refleja la esencia de la propiedad de Markov fuerte.

Esto realmente parece muy parecido a la propiedad de Markov normal, que simplemente indica un
instante de tiempo n y dice que el futuro no estd determinado por su pasado, pero la diferencia
clave con la propiedad de Markov fuerte es que entra en juego cuando el instante T es una varia-
ble aleatoria, es decir, un instante que ti no sabes qué nimero serd hasta que ves evolucionar la
cadena, porque depende del propio comportamiento del proceso.

En resumen, la propiedad normal solo sabe congelar el tiempo en niimeros fijos (n = 5). No sabe
lidiar con un tiempo que “flitrea” y cambia de valor segin la suerte de la cadena. El Teorema
Fuerte de Markov es el que viene al rescate para demostrar matematicamente que, incluso si el
instante T' es una sorpresa aleatoria, la cadena también se reseteard en ese momento.

Definicion 3.20 (Estados Recurrentes y Transitorios). Sea (X, )n>0 una cadena de Markov que
opera con vector de probabilidad inicial A\ y matriz de probabilidad de transicién P. Se define la
clasificacién fundamental de un estado ¢ € S segtn las siguientes condiciones asintdticas:
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= Se dice que el estado ¢ es recurrente si la probabilidad de regresar a él una cantidad infinita
de veces es exactamente igual a la certeza:

P;(X,, =i infinitas veces) =1

= Se dice que el estado i es transitorio si la probabilidad de regresar a él una cantidad infinita
de veces es nula:

P;(X,, =i infinitas veces) = 0

Recordemos que el tiempo de primer paso o llegada a un estado especifico ¢ viene gobernado
por la variable aleatoria:

Ti(w)=inf{n > 1: X, (w) =1}, bajo el convenio inf ) = co

Definicion 3.21 (n-ésimo Tiempo de Paso e Intervalo de Recurrencia). Para caracterizar las visitas

. . s . . . T
sucesivas de la cadena, definimos el r-ésimo tiempo de paso a un estado ¢, denotado por Ti( ),
de forma recursiva mediante las siguientes identidades:

7 (w) =0
1Y (w) = Th(w)
Paratodor >1: T W (w) =mf{n > T : X, (w) =i}

De manera complementaria, el tiempo transcurrido entre dos visitas consecutivas al estado ¢ se
define como el n-ésimo intervalo de recurrencia Si(n), el cual adopta la estructura:

S(n) B :ij(n) . T,i(n—l) s Ti(n—l) < o0
¢ 0 en otro caso

Definicion 3.22 (Numero de Visitas a un Estado). Sea (X,,)n>0 una cadena de Markov. Se define
la variable aleatoria discreta V;, que cuantifica el nimero total de visitas al estado i, mediante
la suma de funciones indicadoras a lo largo de toda la trayectoria infinita del proceso:

o0
Vi=> Iix,—i
n=0

Observacion. Haciendo uso de la linealidad del operador del valor esperado, el nimero esperado
de visitas que realiza la cadena al estado i equivale a la suma de las probabilidades marginales de
ocupacion:

E(V;)=FE <Z I{ani}> = Z E[Iix,—iy] = ZP(Xn =)
n=0 n=0 n=0

Cuando asumimos que el proceso inicia con total certeza en dicho estado de referencia (X = 7), esta
identidad se reduce de forma directa a la suma del término diagonal de las matrices de transicion
en n pasos:

o0 oo
E(Vi) =Y P(X,=i)=> P
n=0 n=0

Definicion 3.23 (Probabilidad de Retorno). La probabilidad de retorno h; se define como la
medida de probabilidad de que la cadena regrese al estado de origen ¢ en algin instante de tiempo
estrictamente positivo y finito:

donde T; = inf{n > 1: X,, = i} representa el tiempo de primer paso al estado i.
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3.7. Estados Recurrentes y Transitorios

Lema 3.7. Para todo indice entero de visitas r = 0,1,2,..., la probabilidad de que la cadena de
Markov visite el estado i estrictamente mds de r veces, dado que inicio en i, sigue una distribucion
geométrica de supervivencia gobernada por la potencia de la probabilidad de retorno:

P(Vi > 7)) = I

Nota aclaratoria estructural: Recuerda que el (r 4+ 1)-ésimo tiempo absoluto de paso se construye

de forma aditiva mediante T;TH) = Ti(r) + SZ-(TH), donde Si(rﬂ) representa el correspondiente
intervalo de recurrencia relativo.

Teorema 3.8 (Dicotomia Fundamental de los Estados). Para todo estado i € S de una cadena de
Markov, se satisface de forma estricta y excluyente una de las siguientes dos condiciones analiticas
asintoticas:

1. Si Py(T; < 00) = 1, entonces el estado i es recurrente y la serie infinita de sus probabilidades
de transicion diagonal DIVERGE:

i Pi(im) — o0
m=0

2. Si Pi(T; < 00) < 1, entonces el estado i es transitorio y la serie infinita de sus probabilidades
de transicion diagonal CONVERGE:

i Pi(im) < 00

m=0

Demostracion. Evaluamos de forma separada los dos comportamientos mutuamente excluyentes
de la probabilidad de retorno h; = P;(T; < 00):

Caso i) Supongamos que la probabilidad de primer retorno es unitaria: P;(7T; < oo) = 1, lo que
implica que h; = 1. Evaluando el limite de la probabilidad acumulada de colas para el
namero de visitas obtenemos:

P(Vi=00)= lim P(V; >r)= lim h] = lim 1" =1
r—00 r—00 r—00

Esto confirma que el estado ¢ es recurrente. Adicionalmente, aplicando la expansién lineal
para el valor esperado de la variable, la serie de transiciones diagonales diverge:

i P = (Vi) € ipi(‘/i >7r) = ilr = o0
m=0 r=0 r=0

donde en (*) hemos usado lo obtenido a continuacién

[eS) [eS) k—1 oo k-1
EX)=3k-P(X =k — BE(X)ZY <Z1> PX=k=> 3 PX=k —
k=1 k=1 \r=0 k=1r=0
= BE(X)=)_ > PX=k=)» PX>r)
r=0 k=r+1 r=0
k—1
donde en (*x) hemos utilizado que k = > 1.
r=0

Caso ii) Supongamos ahora que la probabilidad de primer retorno es estrictamente fraccionaria:
P,(T; < 00) < 1, de manera que h; < 1. Al calcular de igual forma el comportamiento
limite de la sucesién geométrica se deduce que:

P(Vi=00)= lim P(V; >r)= lim h] =0

r—00 r—00
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Lo que define al estado ¢ como transitorio. Evaluando la esperanza matematica del nimero de
visitas a través del sumatorio de su funcién de supervivencia, recuperamos de forma exacta
la suma de una serie geométrica convergente de razén h;:

o0 m o0 o0 . 1
g;%>:Em@:2;ﬂm>m:2;m:1_m<m

Al ser h; < 1, el denominador es estrictamente positivo, asegurando la convergencia finita de
la serie de probabilidades, completando formalmente la demostracién del teorema.

O

Teorema 3.9. Toda clase de comunicacion recurrente es matemdticamente cerrada.
Teorema 3.10. Toda clase de comunicacion que sea cerrada y finita es recurrente.

Definicion 3.24 (Variables de Ocupacién antes del Retorno). Sea (X,,)n>0 una cadena de Markov
que evoluciona sobre un espacio de estados arbitrario F. Fijado un estado de referencia base k € F,
definimos el tiempo de primera llegada como la variable aleatoria:

T, =if{n>1:X,, =k} e NU {0}

A partir de este hito temporal, se define la variable estadistica %_(k) como el nimero esperado de
visitas realizadas al estado i antes de que la cadena regrese por primera vez al estado

original k:

Tp—1

k
v =" = B, <Z I{Xn_i}> € [0, 4o0]

n=0
donde hemos usado que Ei(-) = E(- | Xo = k).
Teorema 3.11 (Teorema de existencia general de medida invariante). Para una cadena de Markov
irreducible y recurrente que comienza su trayectoria en el estado de referencia k € E, la medida

del nimero esperado de visitas intermedias v = (V;)iep cumple rigurosamente las siguientes tres
propiedades estructurales:

1. ’)’k:%(ck) =1

2. Para todo estado i € E, el valor estd estrictamente acotado: 0 < v; < 00.

3. El vector v = (v;)icr constituye una medida invariante del sistema, es decir
TP =7

Demostracion. Desglosamos la verificacion analitica para cada uno de los tres apartados del teo-
rema;

(1) Por definicién constructiva de la variable aleatoria de ocupacién, evaluamos la esperanza de la
suma indicadora partiendo del estado k:

T —1
Y = Ej (Z I{X,,;k})

m=0

Dado que el proceso arranca con certeza en k (Xo = k), la primera indicadora toma el valor
de 1. Para cualquier instante de tiempo posterior 1 < m < Ty — 1, por la propia definicién
matemadtica del tiempo de primer retorno (T, = inf{n > 1 : X,, = k}), la cadena tiene
estrictamente prohibido regresar a k. Por lo tanto, el sumatorio se reduce Unicamente a su
término inicial:

Y = Er(Iix,=r}) = Ex(1) = 1
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(3) Para demostrar analiticamente que < es una medida invariante bajo la accién de la matriz
de transicion, debemos verificar el cumplimiento exacto de la ecuacién algebraico-lineal de
balance para cualquier estado de destino j € E:

Vi = Z%‘Pz‘j
i€E

Dado que la hipétesis del teorema nos asegura que la cadena es recurrente, el tiempo de
primer retorno ocurre de forma finita casi con total certeza (T} < oo c¢.s.), lo que implica
la identidad de fronteras Xo = k = Xp,. Mediante un desplazamiento ciclico del indice
temporal, alteramos los extremos del sumatorio interior:

Typ—1 Tk
rY] = Ek (Z I{X'm_j}> = Ek (Z I{X"L—‘j}>
m=0 m=1

Extendiendo el sumatorio formalmente hacia el horizonte infinito mediante la introduccién
de la condicién indicadora {m < T} } y explotando la linealidad del operador valor esperado,

desarrollamos:
= By, (Z I{Xm_j,mng}> = Z Er (I{x,,—j.m<Ty}) = Z Po( Xy = j, m < Ty)
m=1 m=1 m=1

Aplicamos el Teorema de la Probabilidad Total introduciendo una particién exhaustiva sobre
el espacio de estados intermedios visitados en el paso temporal inmediatamente anterior
X.m_1 = 1, pues si sumamos la probabilidad de transicién desde todos los estados posibles
i € E, obtenemos la probabilidad total de alcanzar el estado j en el paso m

=33 Pu(Xom =j, Xpno1 =i, Ti > m)

1€Em=1

Invocando la Propiedad de Markov ordinaria, el comportamiento dinamico del paso m se
desvincula de las restricciones histéricas del pasado acumuladas en el evento {T}, > m}, es
decir, aplicando esto en (%) y la probabilidad condicionada en (*) tenemos

Pe(Xpn = j, Xn1 =i, Ti > m) Z Pu(Xon = | Xet = i, Ty = m) Py(Xme1 = i, T, > m)

() 3 i .
=" P(Xpm =] | Xpno1 =) Po( X1 =0, Ty > m)

y aplicando la homogeneidad temporal tenemos

V=YY Py Pu(Xmo1 =1, Ty >m)
i€Em=1

Efectuamos un cambio de variable elemental sobre el indice temporal de la serie interior
fijando m’ = m — 1:

=3 > Py PuXp =i Ty >m' +1)
i€Em/=0

Restaurando la variable indicadora dentro de la esperanza matemaética y traduciendo la
condicién de cota superior {T} > m + 1} como {T; — 1 > m}, la igualdad de balance se
consolida al reagrupar los términos:

00 Tp—1
= Z Z Pij Bie (I{x, =i, Ty >m+1}) = ZPij Ey (Z I{szi}> = Z%‘Pij

i€eEm=0 el m=0 A D)

Vi

Por lo tanto, queda formalmente demostrado que el vector - constituye una medida invariante
de la cadena.

26 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

SPDS 3. Markov Chain

(2) Debido a la hipétesis de irreducibilidad del sistema, sabemos que todos los estados se comunican
libremente entre si. Por consiguiente, fijado un estado arbitrario i € F, se garantiza de forma
deductiva la existencia de dos horizontes de pasos finitos m, n > 0 tales que las probabilidades
de transicién en miltiples pasos satisfacen que P,g;n) >0y Pi(: ) > 0.

Haciendo uso de la propiedad de invarianza de la medida demostrada en el apartado anterior
(v = vP™), desglosamos el sumatorio matricial para aislar la contribucién del estado de

referencia k:
Z’YJP(m > 'YkP]E;n)
JEE

Sustituyendo el valor unitario de la frontera obtenido en el primer apartado (v, = 1), esta-
blecemos la acotacion inferior estricta:

v = (1)- P = plm 50

Para verificar la cota superior, evaluamos de igual forma la invarianza de la medida sobre
el estado k tras un horizonte de n pasos (y = vP"™), aislando en esta ocasién el aporte del

estado intermedio i: (
1= = Y B )
JjEE

Despejando el término de interés, dado que la intensidad de transicién es estrictamente

positiva (Pi(l? ) > 0), la componente queda confinada superiormente por un valor real real
finito:

Vi < oy < 00

P

Al haber demostrado que la componente es estrictamente positiva y finita para cualquier
estado del espacio, se completa la demostracion de todas las tesis del teorema.

O

Teorema 3.12 (Teorema del nicleo fundamental de medida invariante). Sea (X, )n>0 una cadena
de Markov irreducible y recurrente que opera sobre un espacio de estados discreto E. Fijemos un
estado arbitrario de referencia k € E. Entonces, cualquier medida invariante A = (\;)jeg asociada
al sistema es unica salvo por un factor de proporcionalidad constante. Es decir, se puede escribir
de forma univoca como:

Aj = cvj( ) VjeFE

donde la constante multiplicativa viene dada por la masa del estado de referencia, ¢ = A\, la cual
es estrictamente independiente del estado de destino j.

Observacion. Como consecuencia directa de este teorema, se establece que una cadena de Markov
que es simultdneamente irreducible y recurrente posee una tinica medida invariante salvo por
un factor de escala constante multiplicativo. Dependiendo de las propiedades de sumabilidad de
la trayectoria, esta medida invariante inica puede adoptar una masa total finita (> \; < oo, caso
recurrente positivo) o bien una masa total infinita (> A; = co, caso recurrente nulo).

Corolario 3.12.1. Toda cadena de Markov que sea irreducible y opere sobre un espacio de estados
finito posee una unica medida de probabilidad invariante.

Demostracion. Desglosamos la verificacion analitica en dos fases fundamentales: la construccién
de una medida normalizada (de probabilidad) y la demostracién formal de su unicidad.

Fase 1. Por resultados previos del temario, sabemos que toda cadena de Markov que es simultanea-
mente cerrada (por ser irreducible) y finita cumple de forma obligatoria con la condicién de
ser recurrente.

Al haber demostrado la recurrencia, podemos invocar el teorema de existencia general, el cual
nos garantiza que existe una medida invariante A = (\;);cp que es tnica salvo por una cons-
tante multiplicativa escalar. Ademas, sabemos que todos sus componentes son estrictamente
positivos y reales (\; > 0).
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1. Finitud de la masa total: Dado que el espacio de estados FE es estrictamente finito,
podemos asegurar con total rigor matematico que la suma de todos los componentes de
la medida A no diverge. Definimos esta masa total como la constante M:

MZZ)\1<OO

icE

Si el espacio E fuese infinito, esta suma podria divergir a infinito, impidiendo el proceso
de normalizacién.

2. Construccién de la medida de probabilidad ()\'): Para transformar nuestra me-
dida general A en una medida de probabilidad (cuya suma total sea exactamente 1),
procedemos a dividir cada componente individual por la masa total M. Definimos alge-
braicamente este nuevo vector como A’ (“lambda prima”):

A .
N = MZ Vie F
3. Verificacién del axioma de probabilidad: Haciendo uso de la linealidad del opera-
dor sumatorio, verificamos analiticamente que A’ distribuye una masa de probabilidad
unitaria sobre todo el espacio:

N1 1
SR T T

Dado que AP = ), por linealidad se cumple inmediatamente que A’ P = X', consolidando
a A como una medida de probabilidad invariante legitima.

Fase 2. Para demostrar que no puede existir otra medida de probabilidad invariante distinta, uti-
lizaremos el método directo de reduccién analitica por igualacién de constantes.

Supongamos hipotéticamente que existen dos medidas de probabilidad invariantes del siste-
ma, a las que denominaremos v’ y v”/. Fijemos un estado arbitrario de referencia k € E.

1. Relacién con el vector de visitas esperadas (y(*)): Por el teorema del niicleo
fundamental, cualquier medida invariante del sistema debe ser un multiplo escalar del
vector fundamental de visitas intermedias esperado (¥ = (%;(k))ie g. Consiguientemen-
te, deben existir dos constantes reales estrictamente positivas ¢’ y ¢’ tales que:

v, = c”yi(k) y v = c”’yi(k) Vie E

2. Aplicacién de la condicién de normalizacién: Como por hipdtesis tanto ' como

v" son medidas de probabilidad, la suma de sus componentes sobre el espacio exhaus-
tivo E debe ser idéntica a la unidad. Expandiendo ambas series mediante sustitucion,

obtenemos:
1= Z,jz( _ ch%(k) _ C/Z%(k)

ieE =y ieE
o " o__ n (k) _ n (k)
1= E vy = E c =cC E Y
ieE i€eE i€E

3. Colapso e igualdad de constantes: Despejando algebraicamente de forma directa
los escalares ¢’ y ¢”” de las ecuaciones de balance anteriores, observamos que quedan
univocamente determinados por el mismo valor numérico real:

c 1 c 1
== _w 7 ==  ®
EiEE 'Yi( ) ZieE 'Yz'( )

Por transitividad algebraica, se deduce de forma inmediata que:

/!
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4. Conclusion: Al ser los escalares idénticos (¢! = ¢”), los vectores constituyentes se
igualan componente a componente para todo el espacio:

B — a8 = — =

/ /
v =1¢7
Queda formalmente demostrado que cualquier medida de probabilidad invariante alter-
nativa colapsa necesariamente en la misma estructura vector-espacio, confirmando la
estricta unicidad de la solucién.

O

Observacion. La discrepancia fundamental entre medida invariante y medida invariante de
probabilidad radica tnica y exclusivamente en la masa total del sistema (la suma de sus com-
ponentes), lo cual determina su interpretacién matemadtica y su aplicabilidad en Data Science:

= Medida Invariante (v): Es un vector de pesos no negativos que satisface la ecuacién de
balance algebraico vP = . Su masa total es arbitraria y puede ser finita o infinita, es decir:

M:Z% € (0, o0

el

No representa probabilidades directas, sino proporciones relativas de tiempo o visitas espe-
radas entre los estados.

= Medida de Probabilidad Invariante (7): Es un caso particular de medida invariante
(P = 7) que cumple estrictamente con los axiomas de Kolmogorov. Exige obligatoriamente
que la masa total esté normalizada a la unidad:

Zﬂ'i:1

el

Permite una interpretacién estadistica asintética directa (probabilidad de hallar a la cadena
en el estado ¢ en un horizonte temporal lejano, n — o).

Observacion. Si el espacio de estados E es finito, toda medida invariante v posee una masa total
finita (M < ), lo que garantiza que siempre se puede construir su correspondiente medida de
probabilidad mediante el operador de normalizacién lineal 7; = 7%. Si el espacio E es infinito, la
suma puede divergir (M = 00), imposibilitando dicha normalizacién (cadenas recurrentes nulas).

Observacion. Este corolario es brillante, porque aparte de sustituir la recurrencia que nombraba-
mos en el teorema anterior por la dimensién finita del espacio de estados, nos da una medida de
probabilidad tnica, contando incluso multiplicaciones por constantes, es decir, es realmente tinica.

Observacion. Es fundamental advertir que para el escenario complementario de una cadena de
Markov que sea transitoria e irreducible, el comportamiento asintético se desestabiliza y todo
es posible, pudiendo clasificar los sistemas en tres categorias excluyentes:

1. El proceso no admite ninguna medida invariante no trivial en absoluto.
2. El proceso admite una tinica medida invariante salvo constante.

3. El proceso admite al menos dos medidas invariantes linealmente independientes que no cons-
tituyen multiplos multiplicativos una de la otra.
3.8. Positive recurrence vs Null recurrence

Sea (X,)n>0 una cadena de Markov que evoluciona sobre un espacio de estados discreto S.
Tomemos un estado genérico ¢ € S, asumamos la condicién de inicio fija Xy = ¢ y definimos el
tiempo de primer paso o retorno al estado de origen mediante la variable aleatoria:

T, =inf{m>1:X,, =i} €{1,2,...} U{oo}
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Definimos el tiempo medio de primer retorno al estado ¢ como el primer momento teérico de
dicha variable aleatoria, denotado por m; = E;[T;].

Bajo este marco, se desprenden los siguientes comportamientos asintéticos:

= Si el estado 7 es transitorio, la variable toma el valor infinito con probabilidad estrictamente
positiva, es decir
P(T;=00)=1—h; >0
lo que fuerza a que el tiempo medio de retorno diverja de manera automaética: m; := oo,
vedmoslo facilmente asi

(o)
m; = Zn -Pi(T; =n)+ oo P(T; =00) = (Algo positivo) + oo(1 — h;) ®

Miramos este término

donde en () hemos usado que 1 — h; > 0.

= Si el estado i es recurrente, el sistema regresa con total certeza en tiempo finito, es decir

No obstante, la serie del valor esperado puede converger o divergir, pues la serie queda asi
definida

mi:Zn~Pi(Ti:n)+oo'Pi(Ti:oo):Zn-Pi(Ti:n)—l—oo(O):Zn~Pi(Ti:n)
n=1 n=1 n=1

dando lugar a una subdivisiéon fundamental de los estados recurrentes

Definicion 3.25 (Estado Positivo Recurrente). Se dice que un estado ¢ € S es positivo recurrente
si su tiempo medio de primer retorno es estrictamente finito:

m; = F; [Tz] < o0
Observacion. Todo estado positivo recurrente es, por implicacién directa, un estado recurrente.

Definicion 3.26 (Estado Nulo Recurrente). Se dice que un estado i € S es nulo recurrente si el
proceso regresa a €l con probabilidad unitaria pero el valor esperado del tiempo necesario para que
se efectie dicho retorno es infinito:

m; = E;[T;] =00 e i es recurrente

3.8.1. Convergencia a la Medida de Probabilidad Invariante

Teorema 3.13 (Ley Fuerte de los Grandes Numeros - Caso Clasico). Sea {Y;};>1 una sucesion de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) definidas sobre un espacio
de probabilidad comin (Q,F, P), cuyo primer momento absoluto es estrictamente finito (E[|Y1]] <
00). Entonces, el promedio muestral converge con certeza casi sequra (c.s.) hacia su esperanza

matemdtica teorica:
m

’ 1 C.S.
Jim — 2; Y; = Bl
1=
Ezxpresado formalmente mediante la medida de probabilidad de los sucesos del espacio muestral, la

identidad se escribe como:
1l e
P <w € Q tal que %%%z_;yl(w) = E[Y1]> =1

Observacion (Temario de Repaso Metodolégico). Para la correcta interpretacién de los teoremas
ergddicos de convergencia asintdtica, es imperativo realizar un repaso riguroso de los cuatro modos
fundamentales de convergencia de sucesiones de variables aleatorias:
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1. Convergencia en Distribucién (o en Ley): enfocada en el limite de las funciones de
distribucién acumulada, dado como sigue

X, % X < lim F,(z) = F(z) Vz € R donde F es continua

n— oo
donde F,,(z) = P(X, <z)y F(z) = P(X < z).

2. Convergencia en Probabilidad: Gobernada por el colapso de la medida de las desviaciones
épsilon, dado como sigue

X, B X = V>0, lim P(X,—X|>e) =0
n—oo

3. Convergencia Casi Seguro (c.s.): Concentrada en la certeza unitaria del limite puntual
de las trayectorias w, dado como sigue

X, 5 X = P({we: lim X, () = X)) =1

4. Convergencia en Media r-ésima (o en espacios L"): Basada en la norma del limite de
los momentos del error, dado como sigue

X, 2 X = lim E[X, - X["]=0

n— oo

Esquema de implicaciones fundamentales de repaso:
Casi Seguro = En Probabilidad = En Distribucién

Teorema 3.14 (Teorema Ergddico de Ocupacién). Considere una cadena de Markov irreducible
(Xn)n>0 que opera sobre un espacio de estados S con una distribucion inicial arbitraria o = (o;)ies-
Se verifican los siguientes comportamientos asintdticos para las frecuencias de visita:

1. Sila cadena de Markov es transitoria o nulo recurrente, entonces para todo estado i € S se
tiene que la proporcion temporal de permanencia colapsa a cero casi con total certeza (c.s.):

Vi)

m—r0o0 m

=0 C.S.

donde la variable aleatoria Vi(m) cuantifica el nimero acumulado de visitas realizadas al
estado i dentro del horizonte temporal m:

3
L

Vilm) = ) Iixi=i)
0

E
I

2. Sila cadena de Markov es positivo recurrente con medida de probabilidad invariante A = (X\;)ies,
entonces para todo estado i € S la proporcion temporal de visitas converge con certeza casi
sequra hacia dicha masa estacionaria:

Vi(m)

lim ————= = \; C.S.
m—0o0 m

Corolario 3.14.1. Consideremos una cadena de Markov positivo recurrente (X, )n>o0 dotada de una
probabilidad invariante ™ = (7;)ics, y sea f : S — R una funcion acotada real discreta definida

sobre el espacio de estados. Entonces, el promedio muestral de la funcion a lo largo de la trayectoria
converge casi seqguro hacia su media espacial tedrica de equilibrio:

tm =S F(X) =S mfi = Edlf] e,

donde denotamos de forma abreviada las evaluaciones locales como f; = f(i).
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Demostracion. Para la demostracion tendremos en cuenta estos puntos:

1. Denotamos la esperanza espacial limite como la constante escalar

Exlf] = fim:

€S

2. Sin pérdida de generalidad , asumimos que la funcién estd acotada en norma por la unidad,
es decir

=max|f;| <1
17l = méx |f;| <

Cualquier funcién acotada general se puede reducir a este caso dividiendo toda la expresién
por su norma maxima, sin alterar la convergencia.

3. Definimos
n—1
Vin) =Y Iix=a)
k=0
como la variable aleatoria que cuenta el nimero de visitas totales de la trayectoria al estado
i hasta el horizonte temporal n — 1.
Reagrupando los términos del promedio temporal segin los estados visitados, se cumple la identidad

exacta:
N r = L v = o M,

k=0 i€S i€S

donde el término @ representa la proporcién de tiempo de estancia en el estado i, y f(X}i) es
la evaluacién de la funcion en el estado j visitado en el paso k.

Fase 1. Fijamos un subconjunto arbitrario y finito de estados J C S. Estudiamos el médulo de
la diferencia entre el promedio temporal y la media espacial limite mediante la propiedad del

valor absoluto y la desigualdad triangular:
v
> ((n) -7 z) fi
n

> @fi -y mifi
ies

iceS icS

'iif(xk)—Eﬂ[f]| -

k=0

Aplicando la propiedad distributiva del médulo sobre el sumatorio, y sabiendo que por hip6te-

sis | fi] < 1
3 Vi(n)
( n 7Tz'> fi

i€S

Vi)
n

—

i€S

'|fi|§z

€S

Para gestionar un espacio S potencialmente infinito, descomponemos analiticamente el suma-
torio en dos regiones complementarias usando nuestro conjunto finito 7 y su complemento
J¢ (los estados que no pertenecen a J):

Z‘Vﬁn)m

ieJ

+Z‘V7(ln)7r

igJ

En el segundo sumatorio (el de la ¢olainfinita del espacio, ¢ ¢ J), aplicamos de forma directa
la desigualdad triangular standard |a—b| < |a|+]b|. Como tanto Yiln) ¢omo 7; son magnitudes

n
no negativas, sus valores absolutos se eliminan:

33

ieJ

n—1

S F(Xk) — Eqlf]

k=0

M—m +ZVi(n)+Zm

i¢J i¢J

S|

Antes de seguir con el proceso hay que tener claro estas dos igualdades
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i¢T ieJ

€S
Zﬂ'i:l — ].:ZTQ;'FZWZ'

ieS icg i¢J

Para eliminar la dependencia muestral de la variable aleatoria V;(n) en el término central de
la cola, usaremos las igualdades indicadas antes asi

S (s o] -

igT i€ igT i€
Sy () <
i¢J ieJ "
< Z m + Z ‘VZ(n) — T
¢ ieg! ™

Aplicando esta ultima desigualdad obtenida tenemos finalmente que

n—1

%Zf(Xk-)—Ew[f] < Z VZT(Ln) — |+ <Z‘Vz7(ln) - +Z7Ti> +Z7Ti:
k=0 eJ ieJ i¢J i¢T
:22 Vi(n) - +22m
ieJ " i¢J

Fase 2. Por el Teorema Ergddico de Ocupacion a largo plazo en cadenas positivo recurrentes,
sabemos que la proporcién del tiempo de ocupacién converge casi con certeza a la probabilidad

invariante del estado:
P( lim i) m) -1 Vies

m—oo M

Dado un umbral de tolerancia arbitrario € > 0, procedemos a controlar los dos bloques de la
cota mediante elecciones de diseno secuenciales:

1. Control de la cola infinita (7¢): Dado que

Zﬂ'izl

€S

es una serie convergente, la masa de probabilidad residual de las colas tiende a cero.
Por tanto, existe y podemos elegir un subconjunto finito 7 lo suficientemente grande
tal que la masa de probabilidad fuera de él sea inferior a £:

Zﬂ'i<i

2. Control de la regién finita (7): Una vez fijado y estabilizado el conjunto finito J
en el paso anterior, invocamos la convergencia puntual de las variables de ocupacién.
Al ser una suma de un nimero finito de términos convergiendo a cero, se garantiza que
existe un horizonte temporal determinista N(w) tal que, para todo instante m > N(w),
la desviacién acumulada es menor a §:

¥ [

i€J

<

€
4
de aqui se hereda la convergencia casi segura.
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Sustituyendo ambas acotaciones de control en la desigualdad obtenida al final de la Fase 1,
la expresion colapsa directamente en el umbral e:

23" Vim) _ +2§m§2(i)+2(i):;+;=e
i¢T

[ASVE
Al cumplirse la cota superior para cualquier valor real positivo de ¢, queda formalmente
demostrado que el limite de la diferencia es cero, consolidando la convergencia del teorema
ergddico.

O

Definicion 3.27 (Estado Aperiddico). Se dice que un estado i € S de una cadena de Markov es
aperiddico si existe un horizonte de pasos finito a partir del cual las probabilidades de retorno
diagonal son estrictamente positivas de forma ininterrumpida, es decir, Pl(lm) > 0 para todo m
suficientemente grande.

Lema 3.15 (Solidaridad de la Aperiodicidad). Supongamos que la cadena de Markov (X,,)n>0 s
irreducible y cuenta con al menos un estado aperiddico i € S. Entonces, para cada par de estados del
espacio j, k € S, se verifica que Pj(;n) > 0 para todo paso m suficientemente grande. En particular,
la aperiodicidad es una propiedad de clase, lo que implica que todos los estados de la cadena son

aperiodicos.

Demostracion. Debido a que la cadena de Markov es irreducible, todos los estados del espacio se
comunican entre si. Por lo tanto, para cualquier par de estados arbitrarios j, k € S:

(r)

» Existe un camino para viajar de j a ¢ en un numero finito de pasos r > 0, tal que p;;” > 0.

= Existe un camino para viajar de ¢ a k en un nimero finito de pasos s > 0, tal que pgz) > 0.

Evaluamos la probabilidad de transicién de j a k en un horizonte temporal de r + m + s pasos.
Utilizando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, forzamos al sistema a pasar por el estado
intermedio ¢ y acotamos inferiormente:

(r-fmts) (5) < (1) (m) (s)
P = 3TN T P plm plel > pl pi pl
zeSyes

Analizando los tres términos del producto del extremo derecho:

(™) (s)

= Por ser irreducible dijimos que P >0y py >0.

= Por hipétesis, sabemos que p( ™ S0 para todo m > M;.

Dado que el producto de términos estrictamente positivos es positivo, se cumple analiticamente
que:

p§‘71;+m+8) > Pg:) pgn) ( ) >0 Vm > M,
Haciendo un cambio de variable para el tiempo total n = r +m + s, tenemos que para n suficien-

temente grande (m era suficientemente grande), tenemos que

(n)

Py >0
Para la segunda parte del enunciado que dice que todos los estados son aperiddicos, es tan facil
como realizar el mismo desarrollo para k = j y lo tendriamos. O

Teorema 3.16 (Teorema de Convergencia Estacionaria). Considere una cadena de Markov (Xy,)n>0
que sea simultdneamente aperiodica, irreducible y positivo recurrente, gobernada por una matriz de
probabilidad de transicion P y dotada de una medida de probabilidad invariante A = (\;)ies-

Entonces, bajo cualquier distribucion inicial arbitraria del sistema, la distribucion marginal de
ocupacion de cada estado en el paso m converge de forma asintdética hacia su correspondiente
masa de probabilidad estacionaria pura:

lim P[X,, =j]=X; vje S

m—r o0
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Demostracion. Para demostrar este resultado en espacios de estados generales, utilizaremos una
técnica probabilistica avanzada conocida como método de acoplamiento (coupling). La estra-
tegia consiste en construir un espacio de probabilidad ampliado donde coexistan dos realizaciones
independientes de la cadena y estudiar el instante probabilistico en el que sus trayectorias se
intersectan geométricamente.

Step 1. Definimos dos procesos estocésticos de tiempo discreto, denotados como (Xy,)m>0 ¥
(Yin)m>0, gobernados bajo el mismo espacio de probabilidad subyacente y caracterizados
por las siguientes condiciones estructurales:

1) Cadena Original: El proceso (X,,)m>0 es la cadena de Markov objeto de nuestro
estudio, cuya evoluciéon temporal estd determinada por la matriz de transicion P y
arranca con la distribucion inicial arbitraria «, es decir

P[X(J:Z]:Oél

2) Cadena Estacionaria de Referencia: El proceso (Y;,,)m>0 es una réplica exacta en
su dindmica, lo que significa que posee la misma matriz de probabilidad de transicién
P. Sin embargo, se inicializa de forma idealizada utilizando la medida invariante A como
su distribucién inicial, es decir

P[Yo = k] = M

Por las propiedades de la estacionariedad, sabemos analiticamente que Y,,, mantiene
dicha distribucién para todo instante de tiempo:

PV, =jl=X VYm>0,Vjes

esto lo vemos facilmente con induccién como sigue

= Para el instante inicial (m = 0)
P[Y():j]ZAj VjeS
= Parael paso1l (m=1)
PIi=j] = PlYo=i - PVi=j | Yo=i] =3 Apyy &
ieS icS
donde en (*) hemos usado la propiedad de que A es estacionaria (AP = X).
= Por induccién para cualquier paso m (m > 0):
(Yo = j] ZP 1 =1 P[Ym:ﬂYm—l:i]@Z)\ipij:Aj
i€S i€S

donde en (x) hemos usado la hipétesis de induccién que dice que P[Y,,—1 = i] = A;.

3) Independencia Estructural: Los dos procesos son completamente independientes
entre si desde el origen del tiempo, lo que formalmente denotamos mediante el simbolo
de ortogonalidad estocastica:

(Xm)mzo 1 (Ym)mzo

Fijamos un estado testigo cualquiera del espacio de estados, al que denotaremos como b € S.
Definimos la variable aleatoria T' como el primer instante del reloj en el cual ambas cadenas
coinciden fisicamente sobre dicho estado de referencia b:

T=inf{m>0:X,, =Y, =b} e NU{oo}

Esta variable mapea el primer ¢hoque.® cruce de trayectorias. Si las dos cadenas de Markov
evolucionaran de forma paralela sin intersectarse jamds en el punto b, el conjunto evaluado
serfa vacio y, por convencién, el tiempo de acoplamiento tomaria el valor infinito (T' = c0).

35 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

SPDS 3. Markov Chain

Step 2. Para garantizar que las cadenas se van a cruzar con total certeza, necesitamos demostrar
rigurosamente que el evento de colisién ocurre en tiempo finito casi seguro, es decir:

P(T <o0)=1

Para analizar matematicamente este comportamiento, fusionamos los dos procesos indivi-
duales en un unico sistema vectorial dinamico. Definimos el proceso bidimensional agrupado
Wi = (Xm, Ym), el cual toma valores sobre el espacio de estados producto cartesiano deno-

tado como S =S5 x S.

Debido a la independencia mutua de las componentes de partida decretada en el Paso 1,
el proceso conjunto W,, hereda de forma limpia la estructura de una cadena de Markov
homogénea en el tiempo. Sus pardmetros analiticos quedan determinados por las siguientes
componentes:

= Probabilidades de Transicién Conjuntas: la probabilidad de pasar del estado com-
puesto (i,k) al estado compuesto (j,I) en un paso se calcula mediante el producto
directo de las probabilidades marginales individuales, dado que las cadenas se mueven
sin afectarse entre si:

Pik), ) = P Xmr =5, Ympr = 1| Xon =4,V = k] = pij - prt

= Distribucién Inicial del Espacio Producto: la ley de probabilidad inicial de la
cadena conjunta en el origen del tiempo Wy = (Xp, Yp) se construye multiplicando las
respectivas distribuciones de arranque de los procesos marginales:

/”'(i,k:) :P[WOZ(Z7k)] :P[X():Z-,YE):]C]ZOQ-)\]{,

Por aperiodicidad e irreducibilidad, tenemos que 3N = N(i,j,k,l) tal que para m > N

tenemos:

~(m) _(m) _(m)
Py, Gy =Pij " Pr >0

Por lo tanto, W, es irreducible, y A=\ - A\ es su distribucién de probabilidad invariante,
entonces

W, es positivo recurrente — P(T < c0) =1

donde sabemos la implicacién final, porque al ser positivo recurrente, irreducible y aperiédico,
tenemos que el estado (b, b) es visitado infinitas veces casi seguro, y por lo tanto, la primera
visita a (b, b) ocurre en un tiempo finito con probabilidad 1.

Step 3. Definamos el proceso:

7 _ Xm m<T
" 1Y, m>T

donde Z,, sigue la trayectoria de la cadena original X,, al principio. En el momento exacto
T en el que se cruza con Y,,, Z,, se “salta” a la trayectoria de Y,, y la sigue para siempre.

Este proceso es una cadena de Markov con distribucién de probabilidad inicial a y las mismas
probabilidades de transicién P que X,,, Yo,

Como Y,, comienza en la distribucién estacionaria A, se cumple que
PYn,=j)=X VjeS
Por construccion, X, y Z,, tienen la misma distribuciéon en cada paso de tiempo m
PX,=j)=PZ,=j) VjeSs
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pues antes de T son idénticas y después de T se comporta como Y,,, pero como ya se tiene
un punto de partida se usa la matriz P (la misma para Y;, y para X,;,) y no la medida A.
Tenemos por tanto el siguiente desarollo

Oglp(Xm:j)_Aﬂ:

< Pm<T)+Pim<T)=2P(T >m)

donde en () hemos usado que P(AN B) < P(B). Tenemos finalmente

lim 0< lim |P(X, =j)—A\] <2 lim P(T >m) =
m—0o0 m—0o0

m—o0

— 0< lim |P(Xp = j) =N S P(T=00) =0 =

— lim_|P(X, =)~ A =0

3.9. Reversible Markov Chain

Recordemos la definicién de cadena de Markov reversible.

Definicion 3.28 (Balance Detallado). Se dice que una cadena de Markov discreta con matriz de
transicién P = (p;;) es reversible respecto a una distribucién de probabilidad macroscépica
7 = (7;)ies si satisface de manera unfvoca el sistema de ecuaciones algebraicas lineales denominado
Condicién de Balance Detallado:

pijT; =pimi V(i,j) €S xS

Fisicamente, esta condicién impone una simetria estadistica temporal absoluta: el flujo neto de
probabilidad que transita desde el estado j hacia el estado i en equilibrio es idéntico al flujo en
sentido inverso. Una consecuencia analitica directa de este principio es que cualquier distribucién
7 que verifique el balance detallado constituye automéaticamente una distribucién estacionaria
e invariante del proceso (7 = 7wP).

3.9.1. Metropolis Algorithm

Para garantizar de manera univoca el cumplimiento de la relacién cinematica

P(s' | s) — o BAH
P(s|s)

sobre un computador, Metropolis y su equipo dividieron la probabilidad de transicién en dos
fases consecutivas independientes: la probabilidad de proponer un estado ¢(s’ | ) (simétrica) y la
probabilidad de aceptarlo a(s’ | s). Esto formaliza el siguiente procedimiento iterativo de muestreo
estocastico:

Teorema 3.17 (Metropolis Algorithm). Dada una configuracion de partida y una temperatura in-
versa fija 3, el proceso evoluciona de acuerdo con las siguientes reglas estocdsticas paso a paso:

1) Imicializacion: Comenzar la simulacion desde un estado de espin macroscdpico inicial s.

2) Mutacion Local: Seleccionar un inico espin de la red cristalina de forma aleatoria uniforme
e invertir su orientacion (S; — —S;) para construir una configuracién de prueba tentativa
denotada como s'.

37 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

SPDS 3. Markov Chain

3)

4)

5)

6)

7)

FEvaluacion Energética: Computar la barrera de energia potencial entre ambos estados
calculando el gradiente local del Hamiltoniano:

AH =H(s') — H(s)

Criterio de Descenso Energético: Si AH < 0, el movimiento propuesto conduce a una
configuracion energéticamente mds estable o degenerada. El sistema acepta el movimiento
con probabilidad unitaria: se almacena s’ como el nuevo estado actual de la cadena y se
reinicia el ciclo desde el Paso 2.

Criterio de Activacion Térmica (AH > 0): Si el movimiento propuesto impone un so-
brecoste energético, la transicion se ve condicionada por las fluctuaciones del bano térmico. Se
selecciona un numero pseudoaleatorio auxiliar a muestreado bajo una distribucion uniforme
continua en el intervalo abierto estandar:

a~U(0,1)

Aceptacion Estocdstica: Si el umbral aleatorio satisface la desigualdad:

o < e PAH
Se acepta la transicidon a pesar del incremento energético. Se guarda s’ como el siguiente
eslabon de la trayectoria y se reinicia el ciclo.

Rechazo y Conservacion de Masa: Si no se cumple la desigualdad anterior, el movimien-
to de prueba es denegado. El sistema permanece estdtico haciendo s = s. Se vuelve a registrar
la configuracion original s como el estado consecutivo de la serie cronoldgica (acumulando
peso estadistico en el histograma de ocupacion) y se reinicia el proceso.
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4. Procesos de Renovacion y

CTRW

4.1. Del paseo aleatorio discreto al proceso de renovacion

Definicion 4.1. Un paseo aleatorio discreto es una sucesién {X;}5°, de variables i.i.d. en R que
modelan la magnitud de cada salto espacial. La posicion tras m saltos es

=1

Si X; ~ N(p,0), por estabilidad Gaussiana Y, tiene densidad fy,, (u) = f¥"(u) (convolucién de

orden m), con E[Y,,] = mu y Var[V,,] = mo?. La idea importante a retener no es el caso Gaussiano
en si, sino que la densidad de una suma de variables i.i.d. es siempre la convolucién
iterada de la densidad base, sea 0 no Gaussiana.

Tiempos de espera y proceso de renovacion

Para pasar a tiempo continuo se desacopla el "niimero de saltos”del ”tiempo realintroduciendo
tiempos de espera.

Definicion 4.2. Sea {J;} una sucesién i.i.d. de variables estrictamente positivas (tiempos de
espera entre saltos). El instante del m-ésimo salto es

ILL__zizoha To = 0.

{T,»} es un proceso de renovacion: tras cada salto el ¢ronémetro”se reinicia con la misma
distribucién (el sistema .°lvidagudnto llevaba esperando).

Definicion 4.3. El proceso de conteo asociado es

N(t) = max{n € Ny : T, < t},
es decir, cuantos saltos han ocurrido hasta el instante t. Sus trayectorias son cadlag (continuas
por la derecha, con limite por la izquierda).

Ejemplo. Si J; ~ Exp(\), entonces T), sigue una distribucién de Erlang (caso particular de la
Gamma con pardmetro de forma entero):

6—Au

me (u) = )\TnuTrL_lm, u Z 0.

4.2. El proceso CTRW: subordinando el espacio al tiempo
Definicion 4.4 (CTRW). El paseo aleatorio en tiempo continuo (Continuous Time Random
Walk) es el proceso compuesto
N(t)
Y(t)=Yne = > X,
i=1

es decir, la cadena de saltos espaciales Y, ”subordinada.?] reloj aleatorio N(t).
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Observacion. Aunque (Yy,) v (T),) son, cada una por separado, cadenas de Markov en su indice de
pasos m, y aunque el par (T,,,,Y,,) es Markoviano si (Y,) L (T,), el proceso final (Y (¢));>0 no es
Markoviano en general: la probabilidad de saltar depende de cuanto tiempo lleva ya esperando
la particula (su .dad”), no solo de su posicién actual.

4.3. Markov, semi-Markov y el rol de la edad ~(t)

Para formalizar esto se usa un espacio filtrado (Q, F, {F;}i>0, P), donde F; recoge toda la
historia conocida hasta ¢. La propiedad de Markov clasica exige

P(X, e B|F)=PX;€B|X;=ux), s>t

es decir, que el futuro solo dependa del presente, no de toda la historia.
Para analizar el CTRW se definen, en torno al instante ¢ (entre el dltimo salto T5 y el proximo Ty,
digamos):

= Edad ~(t) = t—T5: tiempo transcurrido desde el tltimo salto. Es conocida (medible respecto
a ]:t)

= Vida residual o(t) = Ty — ¢: tiempo que falta hasta el préximo salto. Es desconocida y
depende de ~(t).

Como la vida residual depende de la edad acumulada, el sistema es un proceso semi-Markoviano.

Proposicion 4.1 (Vectorizacion de Markov). Aungue Y (t) por si solo no es Markoviano, el par
(Y(t),v(t)) si es un proceso de Markov en tiempo continuo: basta anadir la edad al espacio de
estados para recuperar la falta de memoria.

Proposicion 4.2 (Condicién de Markovianidad pura).
Y (t) es Markoviano <= J; ~ Exp(}) Vi.

La exponencial es la inica distribucion de espera sin memoria, asi que es la unica que evita tener
que aumentar el espacio de estados con y(t).

4.4. Distribucién unipuntual y la ecuacién de Montroll-Weiss

Definicion 4.5. q(t,u) es la densidad de probabilidad de encontrar la particula en la posicién u en
el instante ¢ (f.d.p. unipuntual de Y (¢)).

Calcular ¢(t,u) directamente en (t,u) es muy complicado por las infinitas convoluciones que invo-
lucra. La solucién prictica es pasar al espacio dual aplicando Fourier en el espacio (u — k) y
Laplace en el tiempo (t — s):

s fx,(u) = fx, (k) (funcién caracteristica de los saltos)
= f5.(t) = f7,(s) (Laplace de los tiempos de espera)

Teorema 4.3 (Ecuacién de Montroll-Weiss). Bajo desacoplamiento (saltos y esperas independien-
tes), la solucidén en el espacio dual es

%Jl (S)

78,/{: — =~ ,
) = e ) )

donde F j,(s) = %1(6) es la transformada de la funcion de supervivencia de J;.

Protocolo de uso: (1) calcular fx, (k) v f,(s), (2) sustituir en la férmula, (3) invertir Fourier-
Laplace para volver al espacio real. Esta es la idea central de toda la seccién: el acoplamiento
espacio-temporal, intratable en el espacio real, se vuelve un simple cociente algebraico en el espacio
dual.
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4.5. Caso particular: esperas exponenciales = Proceso de
Poisson

Ejemplo. Si J; ~ Exp(\), sustituyendo en Montroll-Weiss (sin la parte espacial) se obtiene tras
invertir Laplace

P(N(t) =n) = e—“% —  N(t) ~ Poi(\t).

Observacion. Esto no es casualidad: la exponencial es la tnica ley sin memoria, asi que es la
tnica que convierte a N(¢) en un proceso de Poisson, caracterizado por tener incrementos
independientes y estacionarios:

N(ty) = N(t1) £ N(ta —t1),  N(ta) — N(t1) L N(t,).

Esta propiedad es la que define a los procesos de Lévy en general.

4.6. Limite difusivo: del CTRW a la ecuacion del calor

Existe una forma equivalente de ¢(t,u) escrita directamente en (¢, x), la ecuacién de renovacién
semi-Markoviana, que combina ”la particula atin no ha saltadogon ”la particula ya salté y siguié
moviéndose”. Aplicando Fourier-Laplace a esa ecuacién se recupera exactamente Montroll-Weiss
(es la misma informacién, vista de otra forma).

Idea clave del limite a gran escala: si los saltos tienen varianza finita y las esperas tienen media
finita, cuando se observa el sistema a escalas grandes (k,s — 0) las transformadas se aproximan

por Taylor (fx, (k) ~1— k2, le (s) & 1 —s), y reescalando convenientemente se obtiene

~ 1

(s, k) — ———.

M(Sﬂ ) c—00 k2 _|_ s
Teorema 4.4 (Limite de difusién). Esta expresion, al deshacer las transformadas, equivale al pro-
blema de Cauchy de la ecuacidén de difusién (del calor):

<(§t — 86952> u(t, z) = §(x)d(t), u(0,7) = 6(x),

cuya solucion es el nicleo del calor

M)

(t7) = —— "
u(t,x) = e
V2t
Observacion. Este resultado es la version "macroscépica” del Teorema Central del Limite: a escalas
grandes, cualquier CTRW desacoplado con saltos de varianza finita y esperas de media finita
converge a un Movimiento Browniano, sin importar la forma exacta de las distribuciones base

— solo importan sus primeros momentos.

8

|
pd

4.7. Resumen conceptual

= El CTRW combina un paseo aleatorio espacial discreto (Y;,) con un reloj aleatorio dado
por un proceso de renovacién (T,,, N(t)).

= El resultado, Y'(£) = Yy, en general no es Markoviano: hace falta conocer la edad ~(t)
desde el dltimo salto para predecir el futuro (proceso semi-Markoviano). Anadiendo (t) al
estado, se recupera Markov.

= Solo cuando los tiempos de espera son exponenciales el proceso es Markoviano puro, y N ()
se convierte en un proceso de Poisson (caso particular de proceso de Lévy).

= La herramienta analitica central es pasar al espacio dual de Fourier-Laplace, donde la
f.d.p. unipuntual se resuelve algebraicamente (ecuacién de Montroll-Weiss).

= A escalas grandes, todo CTRW desacoplado razonable” (varianza de saltos y media de esperas
finitas) converge a la ecuacién de difusidn, es decir, al Movimiento Browniano: es el
analogo macroscépico del Teorema Central del Limite.

41 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

SPDS 4. Procesos de Renovacion y CTRW

42 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

5. Procesos (zaussianos

5.1. Variable normal: lo basico
Definicion 5.1. X ~ N(u,0?) si tiene densidad

1 _z=m?

fx(@) = —om e

2mo

Aqui p es la media y o2 la varianza. Estandarizando, Z = % ~ N(0,1).
Propiedades clave a recordar (sin entrar en el detalle de cada férmula):

= Las colas de la normal decaen muy rapido (tipo e=’/ 2): es muy poco probable alejarse de la
media.

= Si X,Y son normales independientes, su suma vuelve a ser normal: X +Y ~ N(u; +
M2, O—% + 0%)

» Un limite de normales (independientes) vuelve a ser normal.

5.2. Vector Gaussiano: la idea importante

Definicion 5.2. X = (X4,...,X,) es un vector Gaussiano si cualquier combinacién lineal de
sus componentes, » . ¢; X;, es una variable normal.

Observacion. Ojo: que cada componente X; sea normal por separado no significa que el vector
sea Gaussiano (hay contraejemplos). Lo que define al vector Gaussiano es que se comporten bien
en conjunto, no solo de forma individual.

Un vector Gaussiano queda totalmente determinado por:
= su vector de medias m = E[X],
» su matriz de covarianzas C(X) = (Cov(X;, X;)); ;.
Proposicion 5.1 (La propiedad més ttil). Si X, Y son conjuntamente Gaussianas, entonces
X1U1Y <« Cov(X,Y)=0.

Es decir: en el mundo Gaussiano, “no correlacionadas” e “independientes” son lo mismo (en general,
fuera del caso Gaussiano, covarianza cero NO implica independencia).

Si la matriz C' es invertible, el vector tiene densidad multivariante (la generalizacién en n dimen-
siones de la férmula de la normal):

1 1 )
I5(0) = rmasreyr o (—3t - m 0 e m)).

(No es necesario memorizar la deduccién, solo saber que existe y que generaliza la férmula 1D.)
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5.3. Proceso Gaussiano: lo que hay que saber

Definicion 5.3. (Xi)i>0 es un proceso Gaussiano si para cualquier eleccién finita de instantes
ty,...,tn, el vector (X¢,,..., X, ) es un vector Gaussiano. Queda caracterizado por:

= la funcién de media m(t) = E[X],
= la funcién de covarianza K(s,t) = Cov(X;, X¢).

Observacion. Idea clave: si me dan cualquier funcién de media m(t) y cualquier funcién K(s,t)
que sea simétrica y ”positiva definida” (una condicién técnica de consistencia), el Teorema de
Existencia (via Kolmogorov) garantiza que existe de verdad un proceso Gaussiano con esa
media y esa covarianza. Esto es justo lo que permite construir el Movimiento Browniano en la
seccion siguiente.

Estacionariedad (idea basica)

Un proceso es estacionario si su comportamiento estadistico no cambia al desplazarlo en el
tiempo. Hay una versién fuerte (toda la distribucién es invariante) y una débil (solo la media
y la covarianza son invariantes). Dato importante: para procesos Gaussianos, ambas nociones
coinciden (porque la Gaussiana queda totalmente determinada por media y covarianza).

Continuidad de las trayectorias (idea basica)

Existen resultados técnicos (Kolmogorov-Chentsov) que garantizan que, si los incrementos del
proceso no crecen demasiado rapido, las trayectorias pueden tomarse continuas (de hecho Holder-
continuas). No hace falta el detalle, solo saber que esta propiedad es la que hace razonable” dibujar
trayectorias continuas de un proceso Gaussiano como el Movimiento Browniano.

5.4. Movimiento Browniano: el resultado central del tema
Definicion 5.4 (Movimiento Browniano Estdndar, MBE). Es un proceso Gaussiano (By):>o con
E[B] =0, Cov(Bs, Bt) = min(s, t).

Observacion. De dénde viene: si tomamos un CTRW con saltos cada vez méas pequenos pero cada
vez més frecuentes (limite difusivo visto en el tema anterior), el proceso converge exactamente a
este Movimiento Browniano. Es, en cierto sentido, .°! ruido aleatorio més simple posible”.

Propiedades que hay que recordar (las importantes):
= By =0y las trayectorias son continuas.

» Para s < t: el incremento By — By ~ N(0,t — s) — la varianza solo depende de cuanto
tiempo ha pasado, no de en qué momento empieza.

= Los incrementos en intervalos disjuntos son independientes (incrementos independientes y
estacionarios).

= Es un proceso de Markov: el futuro solo depende del valor actual, no de céomo se llegd
hasta ahi.

» Tiene propiedades de simetria ttiles: se puede trasladar, reflejar (—B;), reescalar (y/c By.)
o invertir en el tiempo, y en todos los casos se obtiene de nuevo un Movimiento Browniano.
Martingala (idea basica)

Una martingala es un proceso cuya mejor prediccién del futuro, sabiendo todo el pasado, es
simplemente su valor actual: E[Y; | F] = Y; para s < t.

Teorema 5.2. (By) y (B —t) son ambos martingalas.
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Teorema 5.3 (Caracterizacién de Lévy — muy til en la practica). Si un proceso (X:) cumple:
empieza en 0, tiene trayectorias continuas, y tanto (X;) como (X? —t) son martingalas, entonces
(X)) es un Movimiento Browniano.

Observacion. Esto es muy préactico: en vez de comprobar la definicion Gaussiana completa, basta
verificar estas tres condiciones (mds féciles de chequear) para saber que un proceso dado es un
Movimiento Browniano.

5.5. Resumen en una frase por concepto

= Vector Gaussiano: todas sus combinaciones lineales son normales (no basta con que cada
componente lo sea).

= Independencia = covarianza cero, pero solo si las variables son conjuntamente Gaussia-
nas.

= Proceso Gaussiano: cualquier conjunto finito de instantes da un vector Gaussiano; queda
definido por su media y su covarianza, y siempre existe si la covarianza es razonable” (positiva

definida).
= Estacionariedad fuerte = débil solo en el caso Gaussiano.

= Movimiento Browniano: el proceso Gaussiano mds simple (media 0, covarianza min(s, t));
tiene incrementos independientes y normales, es Markoviano, y es una martingala. La carac-
terizacién de Lévy permite reconocerlo facilmente sin pasar por la definicién completa.
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6. ;Por qué funcionan los
algoritmos M CMC?

6.1. Introduccion

Buenos dias a todos. Hoy vamos a responder a una pregunta fundamental en la computacién y
la fisica moderna: ;Por qué funcionan los algoritmos MCMC?

Antes de entrar en las ecuaciones, descifremos qué significan estas siglas. MCMC significa Markov
Chain Monte Carlo (o Monte Carlo por Cadenas de Markov en espaiiol). Este nombre une dos
mundos de la probabilidad en un solo atajo genial:

= Monte Carlo: Es la filosofia de resolver problemas matematicos imposibles mediante el azar,
usando una computadora para generar miles de muestras aleatorias y quedarnos con su
promedio.

= Cadenas de Markov: Es un mecanismo dindmico, un caminante aleatorio que se mueve paso
a paso por un mapa de estados, donde su siguiente posicién depende unicamente de dénde
estd parado justo ahora (falta de memoria).

. Qué es lo més importante de MCMC y por qué lo necesitamos? En el mundo real —como en el
Modelo de Ising que vimos en el Tema 3 o en la Estadistica Bayesiana— a menudo queremos anali-
zar una distribucién de probabilidad que llamaremos (). El gran drama es que esta funcién tiene
un denominador, una constante de normalizacién (como la funcién de particién Z(8) en fisica, o la
evidencia en Bayes), que requiere sumar o integrar sobre espacios de estados gigantescos (jdel orden
de 2107 configuraciones!). Enumerar ese espacio es fisicamente imposible para cualquier ordenador.

La genialidad de MCMC es la siguiente: En lugar de intentar calcular esa constante imposible desde
arriba, programamos a un caminante aleatorio inteligente (la Cadena de Markov) para que deam-
bule por el espacio de estados. Al diseniar sus reglas de movimiento de forma astuta, el caminante
visitard més seguido las zonas de alta probabilidad y menos seguido las de baja probabilidad. Al
final, la trayectoria de sus pasos “dibujard” la forma exacta de la distribucién 7 (z).

Gracias a esto, podemos estimar esperanzas y generar muestras de 7 sin necesidad de conocer jamas
la constante de normalizacién. En otras palabras, MCMC nos permite simular la distribucién que
nos interesa sin tener que calcularla explicitamente, con el objetivo de obtener resultados practicos
en problemas de fisica, estadistica y aprendizaje automatico, que suelen ser los valores promedio
de ciertas funciones bajo 7, por ejemplo

= ;Cudl es la energia interna promedio ((H)) del material a esta temperatura?
= ;Cudl es la magnetizacién promedio ((M)) para saber si el material es magnético?
= ;Cudl es el valor medio esperado ((6)) de este pardmetro?

Matematicamente, cualquiera de estas preguntas se traduce exactamente en la definicién de espe-

ranza
Er[f] = (i) f(i)

i€S
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donde f(i) es la propiedad que mides (la energfa, la magnetizacién, etc.) en la configuracién i,
multiplicada por su peso estadistico 7 (7).

Hoy vamos a demostrar formalmente por qué este “atajo” de usar pasos correlacionados de un
caminante funciona exactamente igual de bien que tomar muestras independientes de la distribucién
real, y todo ello sin necesidad de conocer jamas esa constante de normalizacién.

6.2. Motivacion: el problema que resuelve MCMC

Recordemos el contexto (Tema 1 y el Modelo de Ising del Tema 3): muchas veces queremos
calcular esperanzas, o simplemente generar muestras, de una distribucion de probabilidad 7
definida sobre un espacio de estados S enorme. Dos ejemplos que ya conocemos:

—BH(s)
= Modelo de Ising: 7(s) = eZW’ con |S| = 2V configuraciones de espin. Para N ~ 1023
(como en el Tema 1), enumerar el espacio es imposible: ni siquiera podemos calcular Z(8) =

>, e PH ),

= Estadistica Bayesiana: 7(6) o verosimilitud(f) - prior(#), donde la constante de normali-
zacion (la evidencia) es una integral intratable.

Observacion (La idea central de MCMC). En vez de calcular 7 directamente, construimos una
cadena de Markov (X,,),>0 cuya distribucién estacionaria sea exactamente 7. Si simula-
mos esa cadena durante suficientes pasos, las muestras X,,, se comportan (aproximadamente) como
muestras de 7, y los promedios temporales de la trayectoria nos dan las esperanzas que buscabamos.
Toda la pregunta de ”por qué funciona MCMOC”se reduce a justificar rigurosamente
esta frase.

6.3. Construccion general: el Algoritmo de Metropolis-Hastings

En el Tema 3 vimos el algoritmo de Metropolis aplicado al modelo de Ising (propuesta = voltear
un espin al azar, aceptar con min(1,e #2H)). Generalicemos esa idea a cualquier distribucién
objetivo m sobre un espacio de estados S.

Observacion. Cuando hablamos de una distribuciéon objetivo sobre la que trabajar m no necesi-
tamos conocer su constante de normalizacion, es decir, si

basta con conocer f(z) (la parte “salvo constante multiplicativa”) para poder construir la cadena
de Markov. Esto es lo que hace que MCMC sea titil en la préctica: nunca necesitamos calcular Z
ni la evidencia bayesiana.

Definicién 6.1 (Metropolis-Hastings). Dada una distribucién objetivo 7 (que solo necesitamos
conocer salvo constante multiplicativa) y una distribucién de propuesta ¢(z,-) (ficil de
simular), el algoritmo construye una cadena de Markov (X,,) asi:

1. Estando en el estado x, proponemos un estado candidato y ~ ¢(x, ).

2. Calculamos la probabilidad de aceptacion:
) 7(

a(z,y) =min { 1,
™

3. Con probabilidad a(z,y) aceptamos: X,,+1 = y. En caso contrario, rechazamos y nos que-
damos: X,,41 = x.

48 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

SPDS 6. Por qué funcionan los algoritmos MCMC?

Observacion. La distribucién de propuesta

Q(ma )

es simplemente la regla de exploracién del ordenador. Si el caminante estd en el estado z, g(x,y) es
la probabilidad de que al ordenador se le ocurra sugerir el estado y como proximo destino. Es una
distribucién completamente arbitraria que elegimos nosotros porque es sumamente facil y rédpida
de simular (generar nimeros aleatorios con ella toma microsegundos).

Observacion. para entender con detalle el segundo paso, conviene escribir el cociente de aceptacién

ot~ Gw) < (i)

—_———
Filtro Espacial  Filtro Temporal

donde explicaremos el concepto de ambos términos como sigue

= Primer componente: este bloque compara la altura o el peso real de los dos estados en
nuestro “mapa objetivo”

e Imagina el escenario: El caminante esta en la casilla actual z y el ordenador le propone
viajar a la casilla y.

e Si el destino es mejor (m(y) > mw(x)): Este cociente serd un nimero mayor que 1. Al
multiplicarlo por el segundo bloque, tenderd a hacer que la aceptaciéon « sea alta. El
algoritmo premia el movimiento hacia las cumbres de probabilidad.

e Si el destino es peor (7(y) < 7(x)): El cociente serd un nimero menor que 1. Esto reduce
el valor de «, obligando al caminante a ”pensérselo dos veces” (lanzando la moneda
estocdstica) antes de descender a un valle.

= Segundo componente: este bloque compara la facilidad de ir de z a y con la facilidad de
volver de y a x segun la distribuciéon de propuesta. Se llama Factor de Correccién de
Hastings y sirve para compensar los sesgos del propio software de exploracién.

Es de vital importancia, pues si disenamos un algoritmo de exploracién que, por culpa de
como esta programado, tiene una enorme tendencia natural a proponer pasos hacia la derecha
y casi nunca propone pasos hacia la izquierda

g(izquierda, derecha) > g(derecha, izquierda)

entonces nuestro caminante pasara la vida en el lado derecho de la pizarra, por lo que el
factor de correccién de Hastings compensara este sesgo, de la siguiente manera.

Este bloque evaltia la proporcién inversa

Probabilidad de regresar (y — x)
Probabilidad de ir (z — y)

siir de z a y era “demasiado ficil” para el ordenador, el denominador ¢(z, y) serd muy grande,
lo que hard que este factor de correccién se vuelva muy pequeno. Al multiplicar, penaliza
y frena el paso. Castiga los caminos que son “autopistas faciles” de propuesta y premia los
caminos que son “dificiles” de proponer, garantizando que el caminante se mueva guiado por
la fisica del problema (7) y no por los caprichos del programador ()

Observacion. El algoritmo de Metropolis del Tema 3 es el caso particular donde ¢ es simétrica
(¢(z,y) = q(y, ), p. €j. .®lige un espin al azar y vuélcalo”), por lo que el cociente se reduce a

mWaly.2) _ 7)) _ _—pan
m(x) q(z,y)  w(x)

que es exactamente la férmula que ya conociamos.
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Punto clave (escribir en la pizarra): en el cociente

m(y)

()

la constante de normalizaciéon se cancela. Esto es lo que hace que MCMC sea ttil en la
practica: nunca necesitamos calcular Z(f) ni la evidencia bayesiana.

6.4. Pilar 1: la construccién garantiza que 7 es estacionaria

La probabilidad de transicién resultante es

P(z,y) = q(z,y) a(z,y), Vr#yeS

Es importante tener claro desde el primer momento que la probabilidad de transiciéon usada aqui, la
matriz enorme P, no sabemos si realmente va a hacer el correcto trabajo a largo plazo en funcién de
7. Para ello viendo que se cumple la condicién de balance detallado (lo demostramos més adelante),
tenemos que queda demostrado matemaéaticamente que, sin importar lo caprichosa que fuera tu ¢
original, el filtro « corrige la trayectoria de tal manera que el caminante se ve obligado a mantener
un equilibrio perfecto respecto a la distribucién real .

Proposicidn 6.1 (La cadena de Metropolis-Hastings es reversible respecto a 7). La matriz P cons-
truida arriba satisface la condicion de balance detallado:

(@) P(x,y) = 7(y) Ply,x)  VYa,yeS.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos 7(z)q(z,y) < 7(y)q(y,x), con = # vy,
puesto que el caso x = y es trivial. Entonces:

a(wy) =1, alpa) ==
Por tanto:
m(2)P(z,y) = m(2)q(z,y) - 1 = 7m(z)q(z,y),

T O (Y]
m() Py, 2) = mw)aly,2) - s

como ambos lados coinciden, entonces se cumple el balance detallado. O

= m(z)q(z,y).

Corolario 6.1.1. Como ya vimos en el Tema 3 (Cadenas de Markov Reversibles), el balance
detallado implica estacionariedad: sumando sobre x la igualdad anterior,

> w(@)Px,y) =D w(y)Py.x) =7(y) > Ply.x)=n(y), VyeSs
zeS zeS z€S

es decir, TP = w. m es, por construccion, la distribucion invariante de la cadena, sin
importar lo complicada que sea ™ ni si conocemos su constante de normalizacion.

6.5. Pilar 2: la cadena converge a 7 (sin importar el punto
de partida)
Que 7 sea una distribucién estacionaria no basta: necesitamos que la cadena realmente llegue

a ella partiendo de cualquier estado inicial. Aqui es donde entra el Teorema de Convergencia
Estacionaria que ya demostramos en el Tema 3:

Teorema 6.2 (Recordatorio: Teorema de Convergencia Estacionaria). Si una cadena de Markov es
irreducible, aperiddica y positivo recurrente, con distribucion invariante unica T, entonces para
cualquier distribucion inicial oc:

lim P(X,, =j)=n(j) VjeS.

m—r o0
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Este limite realmente significa que, después de un nimero suficientemente grande de pasos, la dis-
tribucién de probabilidad del caminante se vuelve indistinguible de 7, sin importar dénde empezé.
En otras palabras, la cadena “olvida” su punto de partida y se estabiliza en la distribucién objetivo,
lo que significa que en la préactica sabemos que si descartamos los primeros K pasos de nuestra
simulacion, el resto de la trayectoria ya estara ”limpia”del sesgo del punto de partida Xj.

Aplicado a Metropolis-Hastings, necesitamos verificar dos condiciones sobre el diseno del algo-
ritmo (no son automdticas, jhay que elegir bien ¢!):

= Irreducibilidad: la propuesta g debe permitir, en un nimero finito de pasos, llegar desde
cualquier estado a cualquier otro (con probabilidad positiva). Por ejemplo, en Ising: si solo
pudiéramos voltear espines en bloques fijos, podriamos quedar atrapados en una sub-regién
del espacio de estados.

= Aperiodicidad: significa que la cadena no se mueva en ciclos fijos de longitud estructurada,
lo cual se obtiene con que exista algin estado donde la cadena pueda quedarse parada en un
paso, es decir P(x,z) > 0. Esto ocurre autométicamente en Metropolis-Hastings en cuanto
hay algin rechazo posible (a(x,y) < 1 para algin y), lo cual es casi siempre el caso salvo
en ejemplos degenerados.

Observacion. Si el espacio de estados es finito (como en el Ising con |S| = 2VV), recordemos que
"Finito + Irreducibleza implica autométicamente positivo recurrencia (Tema 3). As{ que en la
practica solo hay que preocuparse de disenar q para que la cadena sea irreducible y aperiédica, y
la convergencia hacia m queda garantizada matematicamente.

El problema que tenemos actualmente, es que el teorema de convergecia nos da la distribucion 7
para un estado j € S, que es el estado final de nuestra cadena de Markov después de m pasos, es
decir, P(X,, = j), por lo que para poder hacer el promedio (esperanza), necesitariamos ejecutar
miles de cadenas de Markov independientes y tomar el promedio de sus estados finales. Esto es lo
que nos lleva al siguiente pilar: el Teorema Ergddico, que nos permite usar una sola trayectoria
larga para estimar esperanzas bajo .

6.6. Pilar 3: el Teorema Ergdédico — por qué podemos esti-
mar con MCMC

Hasta aqui hemos justificado que X,, se parece a una muestra de m cuando m es grande. Pero
en la practica no relanzamos la cadena miles de veces: simulamos una tunica trayectoria
larga y usamos sus valores para estimar esperanzas. Esto se justifica con el resultado que también
demostramos en el Tema 3:

Teorema 6.3 (Recordatorio: Teorema Ergddico / Corolario de promedios temporales). Si la cadena
es positivo recurrente con invariante w, entonces para toda funcion acotada f:S — R:

n}f&% Z_ F(Xi) =) (i) f(i) = E<[f]  cs.
k=0

i€S

Observacién (Por qué esto es la pieza que faltaba). Este teorema es la versién markoviana de
la Ley Fuerte de los Grandes Numeros: aunque los X; de una misma trayectoria estan
correlacionados (no son i.i.d.), su promedio temporal converge igualmente al promedio espacial
bajo 7. Es exactamente lo que se necesita para que el "Monte Carlo.™ MCMC tenga sentido: una
sola simulacién larga es suficiente para estimar E[f] (por ejemplo, la energia interna (H) del
Ising, o la media a posteriori de un pardmetro bayesiano 6).
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SPDS 6. Por qué funcionan los algoritmos MCMC?

6.7. Resumen: los tres pilares

Para la pizarra, esquema final:

1. Balance detallado (diseno) = = es invariante: 7P =7

2. Irreducible + aperidédica = P(X,, =) —— 7 (converge sea cual sea Xj)
m— o0

1 m—1 c.s
3. Teorema Ergédico = — > f(Xp) —— E:[f]
m ;=0 m—00

Observacion (Conclusién, en una frase). MCMC funciona porque (1) construimos la cadena a
propdésito para que 7 sea su distribucién de equilibrio, (2) la teorfa de cadenas de Markov garantiza
que ese equilibrio se alcanza sin importar dénde empecemos, y (3) el Teorema Ergddico convierte
una tUnica trayectoria simulada en un estimador valido de cualquier esperanza bajo 7 — todo ello
sin necesitar jamas conocer la constante de normalizacién de .

Notas para la exposicion oral:

= Si sobra tiempo, se puede mencionar (sin demostrar) que la velocidad de convergencia
hacia 7 estd gobernada por el segundo autovalor méas grande en médulo de P (Tema 3,
Teorema Espectral para Cadenas Reversibles): cuanto més cerca de 1 esté A2, més lento es
el "mixing”de la cadena.

= Conviene dibujar en la pizarra el esquema circular: Distribucién objetivo m — Cadena de
Markov diseflada (Metropolis-Hastings) — Simulacién larga — Muestras / Estimaciones.

= Buen cierre: enlazar con el Tema 1 — el Teorema de Recurrencia de Poincaré mostraba
que esperar a que un sistema determinista ”visite”sus estados de interés es inviable en alta
dimensién; MCMC es la respuesta probabilistica a ese mismo problema: en vez de esperar
recurrencias deterministas, disenamos una dindmica aleatoria que converge rdpidamente al
lugar que nos interesa.
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