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1. Introduction to Stochastic and
Mechanical Statistics

En esta seccion se introducen los conceptos basicos de la estadistica estocastica y
mecanica, necesarios para el estudio de los modelos matematicos en redes neuronales.

1.1. Stochastic Statistics

La estadistica estocastica se ocupa del analisis de sistemas que involucran incerti-
dumbre y aleatoriedad.

Definicién 1.1.1. (Sistema estocdstico) Un sistema determinista es un sistema
predecible, donde sabiendo las reglas y el estado inicial puedes predecir el estado
futuro, mientras un sistema estocastico es un sistema que incorpora elementos
de aleatoriedad o incertidumbre, lo que significa que su comportamiento futuro no
puede predecirse con certeza absoluta, incluso si se conoce el estado inicial y las
reglas que rigen el sistema.

1.1.1. Cadena de Markov

La cadena de Markov es un modelo matematico que usaremos en las redes neurona-
les, donde destacaremos la Propiedad de Markov.

Teorema 1.1.1 (Propiedad de Markov). El futuro del sistema no depende del pa-
sado, solo del presente, es decir, del estado en el que se encuentra el sistema en un
momento dado, y no de como llego a él.

Observacion. En la apliacion a las redes neuronales, el estado de la red en el momento
t+1 depende unicamente del estado en el momento ¢, y no de los estados anteriores.

1.2. El Modelo de Ising y su Interpretacion Neu-
ronal

El modelo de Ising proporciona el marco de la mecanica estadistica para estudiar
el comportamiento colectivo de las redes neuronales recurrentes. Al mapear neuro-
nas a espines, transformamos el problema de ”procesamiento de informacién.®® un
problema de relajacion de energia”, es decir, el modelo busca minimizar la energia
(Hamiltoniano) del sistema.
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1.2.1. Componentes del Modelo

» Variables de estado: 0; € {—1,+1}. La simetria alrededor de cero facilita
el calculo de correlaciones (0;0;).

» Energia (Hamiltoniano):

1
E(O’) = _§Zt]ij0-io-j _tho-z (1].)
i#j i
En fisica, los sistemas siempre buscan el estado de "minima energia” (como
una pelota que siempre rueda hacia el fondo del valle). En una red neuronal,

esa .®"ergia.° Hamiltoniano es una medida de la frustracion del sistema.;Cémo
se lee la formula?

E(O’) = _%Zt]ijo-iaj —Zth'l

7]
——

Interacciones Presién externa

1. El primer término (Interacciones): mide cuénto gaso”se hacen las neuro-
nas entre si.

e Si J;; es positivo (amigos), la energfa baja si ambas neuronas estdan
en el mismo estado (ambas +1 o ambas —1).

e Si estan en desacuerdo, la energia sube.

e La red esta “feliz” (baja energia) cuando las neuronas que deben
estar juntas, lo estan.

2. El segundo término (Campo externo): es como un viento o una fuerza
que empuja a una neurona hacia un lado especifico, sin importar lo que
digan las demas.

Conclusion: el Hamiltoniano es una funcion que nos dice qué tan estable es
una configuracion. Si la energia es baja, el sistema ha encontrado un recuerdo.®
un estado estable. Si es alta, el sistema estd en un estado de confusién o
transicién

= Matriz de interaccién: J;;. En modelos de memoria (Hopfield), se construye
mediante la regla de Hebb: J;; = + > 8HE
Si el Hamiltoniano nos dice dénde estan los valles, la Regla de Hebb es el
proceso mediante el cual cavamos.®os valles en el paisaje para guardar infor-
macion.

Se basa en la premisa bioldgica: "Neuronas que se disparan juntas, se conec-
tan juntas”. Matematicamente, si queremos que la red memorice P patrones
distintos (llamados &*), definimos los pesos J;; como:

P
1
Jij = v Z el (1.2)
p=1
{Cémo funciona la légica de esta suma?
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1. Tomamos un patrén que queremos recordar (por ejemplo, una imagen de
una letra .A7).

2. Miramos dos neuronas cualesquiera, 7 y j.

3. Si en el patrén ambas estdn encendidas (41 - +1) o ambas apagadas
(—1-—1), su producto es +1. Esto hace que el peso .J;; aumente: la red
aprende que estas dos neuronas suelen ir de la mano.

4. Si una esta encendida y la otra apagada, el producto es —1. El peso
disminuye: la red aprende que cuando una se activa, la otra debe callarse.

Conclusién: la matriz J;; no es mas que un "promedio”de todas las correla-
ciones de los patrones que le hemos ensenado a la red.

» El campo local (¢;): es la suma > Jy.0 + h;. Representa la ” fuerza total” que
siente la neurona ¢ en un momento dado.

1.2.2. ;Qué es exactamente &!'?

Para entender la matriz de pesos J;;, debemos entender los ”ladrillos¢on los que se
construye: los vectores &.
Definicién: & representa un patrén de memoria especifico (una imagen, una
palabra, un estado). Si tenemos una red de N neuronas y queremos que memorice
P cosas distintas, tendremos P vectores diferentes.

Desglose de la notacién: En la expresion &

» El indice superior p (mu): Indica cudl recuerdo estamos mirando. Si p =1
es la cara de tu abuela, si ;4 = 2 es el niimero de tu teléfono. Va desde 1 hasta
P.

= El indice inferior i: Indica qué neurona del recuerdo estamos mirando. Va
desde 1 hasta N.

» El valor ¢ € {—1,+1}: Es el estado que deberia tener la neurona i para
representar correctamente el recuerdo pu.

Ejemplo Visual: Imagina una cuadricula de 3 x 3 neuronas (N = 9) para
representar letras. Si queremos guardar la letra ”X” (nuestro patrén p = 1):

» & =+1,& = +1 (las esquinas superiores se encienden).
» &1 = 41 (el centro se enciende).

» & = —1 (la neurona de la parte superior central se queda apagada).

1.2.3. El papel de ¢ en la Regla de Hebb

Recordando la féormula: b

By =5 e (13)

p=1

Aqui, el producto §'¢}" actiia como un comparador:
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= Si en el recuerdo p, las neuronas i y j deben estar igual (ambas +1 o ambas
—1), el producto es +1. La conexién J;; se fortalece.

= Si deben estar opuestas, el producto es —1. La conexién se debilita.

Conclusién: Los & son las Tstrucciones de montaje”para los valles del Hamil-
toniano. Al sumar todos los productos &;§; de todos los patrones, el peso J;; acaba
siendo un compromiso (un promedio) de cémo deben relacionarse esas dos neuronas
para satisfacer todos los recuerdos a la vez.

1.2.4. El efecto de la Temperatura

La temperatura T en este modelo no es calor fisico, sino una medida del ruido
sindptico.

» Para 7' < T, (Temperatura critica): El sistema presenta ruptura de ergodi-
cidad. La red puede quedar .2trapada.®® un valle de energia, lo que equivale a
recordar un patrén de forma estable.

= Para T > T,: El sistema se vuelve desordenado. El ruido impide que las neu-
ronas colaboren para mantener el patrén.

1.2.5. Mapeo de Sistemas

La relacién entre el umbral de una neurona MP (U}) y el campo externo de Ising

(h;) es: N

j=1

Este mapeo demuestra que cualquier red de neuronas binarias puede ser analizada
como un sistema fisico de espines interactuantes bajo un campo magnético.

8 losdeldgiim.github.io
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2. Biological inspiration

2.1. McCulloch-Pitss neuron

The model aims to represent a basic neuron, that receives a signal from the N
neighbouring neurons (as we can see in Figure 2.1), whose state is represented by
the vector x = (z1,xs, ..., xy) and which are associated to a synaptic weight vector
J = (J1,Js,...,JN); the neuron elaborates this information an returns as output

the variable y
N
j=1

where 6 is the Heavyside function and U* is the activation threshold of the
neuron.

Definicion 2.1.1. (Heavyside function) The main purpose of the Heavyside fun-
ction is to switch something on or off depending on whether the input is positive
or not. Formally, it is defined as

1 ifx>
o) =1 07
0 ifx<0

Inputs Weights

Threshold U*

Figura 2.1: Schematic representation of a MP neuron.

Before proceeding with the construction of networks of MP neurons it is worth
noticing that there are two main classes of networks: feed-forward networks and

9
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recurrent networks.

In the former, one distinguishes different layers of neurons, say layer 1, 2, ..., L and
connections among them are directed in such a way that a neuron in layer n recei-
ves input from one (or more) neurons in layer n - 1 and contributes to the input
to one (or more) neuron in layer n 4+ 1. Thus, in this neural network, information
only moves in one direction, forward, with respect to entry nodes, through nodes
belonging to intermediate (if any) layers - these are also called hidden nodes - to
exit nodes. Otherwise stated, in this case, J;; # 0 and Jj; = 0 if neurons j and ¢ be-
long, respectively, to layers n—1 and n, but Ji; # 0 if neuron k belongs to layer n+1.

Conversely, in recurrent networks, connections are not directed and if a neuron x;
is connected to a neuron x; then x; affects the state of x; which, in turn, affects the
state of x; ; clearly, in this case, we have the existence of cycles. In this case it is
convenient to label the MP neuron as well, namely to recast y as xy.1; accordingly,
the vector J is reshaped as a matrix J = {J;;}ij=1,..n+1, in such a way that eq.
(2.1) turns into

N+1

2 =00)_ Jyz;—U7) i=1,...,N+1 (2.2)
j=1

where J;; therefore represents the amplification factor of the signal due to the j-th
neuron on the i-th neuron and, in general, the effect can be asymmetric, namely
Jij # Jji, and the sum possibly includes self-interactions, that is, J;; can be non
zero. In the following we will only consider symmetric recurrent networks, where the
connection matrix is symmetric, that is, J;; = Jj; for any 1, j.

2.1.1. Universality of McCulloch-Pitts neurons

Here we will show that networks of MP neurons have universal computatio-
nal capabilities in the sense that the operation of any finite, deterministic, digital-
information processing machine can be emulated by a properly constructed network
of MP neurons. Since the basic logical units of digital machines can be constructed
with MP neurons, all the theorems of computer science (on computability, Turing
machines, etc.) that apply to such digital machines will also apply to MP neural
networks.

We are going to demonstrate how any such machine can be reduced to a collection
of simpler single-output binary machines:

= Every finite digital machine can be regarded as a device that maps finite-
dimensional binary input vectors z € Q C {0,1}"V (representing characters,
numbers, keys typed on a keyboard, camera images, etc.) onto finite dimen-
sional binary output vectors y € {0, 1}*. Therefore every finite deterministic
digital machine can be specified in full by specifying the output vector y = S(z)
for every possible input vector z € €, that is, by specifying the mapping M :

M:Q—{0,1}* Mzr=S(z) VzeQ

10 losdeldgiim.github.io
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» Finally, we can always construct K independent sub-machines M; (I =1,..., K),
each of which takes care of one of the K output bits of the full mapping M :

M, :Q—{0,1} Mz = S/(z) VYxeq.

We conclude that we are allowed to concentrate only on the question of whether it
is possible to perform any single-output mapping M : Q C {0,1} — {0,1} with
networks of MP neurons. This question will be answered in the affirmative in two
steps: (i) we first show that any such single-output Boolean function of N variables
can be expressed in terms of combinations of three logical operations performed on
the inputs (AND, OR, NOT), (ii) the three elementary logical operations can be
performed by MP neurons.

For further details on these demonstrations, please refer to page 24 of the book.

For statement (ii), the answer is positive only for N = 1 that is, only for the trivial
case of a single input variable z € {0,1}, we can check all possible operations
M :{0,1} — {0, 1} (of which there are four, to be denoted by M,, My, M., and M,
), and verify that one can always construct an equivalent MP neuron y = S(x) =
6(Jx — U*), as outlined by Table 2.1.

x| My(z) 6(=1) My(z) 6(—z+1/2) M(z) 0(x—1/2) My(x) 6(1)
0] 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 1 1 1 1

Tabla 2.1: The table shows the possible 4 mappings conceivable when N = 1.

For N > 1, however, the answer is no. There are several ways for showing this. The
simplest is to give first a counterexample for N = 2, which can subsequently be used
to generate counterexamples for any N > 2, the so-called XOR operation (exclusive

OR).
Proposicion 2.1.1. No set of real numbers {Jy, Jo, U*} exists such that
G(Jla:l -+ JQlL’Q — U*> = XOR(Z'l, 513'2) V(l'l, il'g) € {O, 1}2

Geometric representation

The set of all possible operations M : {0,1}¥ — {0,1} consists of all possible
ways of assigning the output values 0 or 1 to the set of values {0, 1}"; since there
are 2V possible values in the domain of the function and each one can be assigned
either 0 or 1, the total number of different operations is 22"

A MP neuron, performing the operation

S:{0,1}Y = {0,1}, S(z)=¢0 (i Jexy, — U*) (3)

can be seen as dividing the space RY into two subsets which are separated by

N
the hyperplane >  Jyzp, = U*. The information conveyed by the outcome of the
k=1

11 losdeldgiim.github.io
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operation of a MP neuron, given an input x € {0, 1}", is simply in which of the two
subsets the corner x of the hypercube is located:

N
1 if z is in the subset > Jyz > U*
S(z) = it

N
0 if z is in the subset > Jyzp < U*
k=1

For the moment, let us not worry about the pathological case where x is on the
separating plane. For N = 2, the hypercube is a square,. There are 22 = 4 corners
and 22° = 16 operations, M : {0,1}% — {0, 1}, that is, sixteen ways of colouring the
four corners as we can see in Figure 2.2.

o xeld", Mx)=1
refl”, Mix)=10

SEENBRE!
BREREEE!
BRBNERE
L

Figura 2.2: All the possible operations for N = 2.

N=2 xe(01)

Next, by defining linear separability, we can see in Figure 2.3 which operations are
linearly separable.

Definicion 2.1.2. Let X; and X, be two sets of points in an n-dimensional Euclidean
space. Then X; and X, are linearly separable if there exist n + 1 real numbers

Wy, Wa, . . ., Wy, k, such that every point x € X; satisfies Y w;x; > k and every point
i=1

xr € X, satisfies > w;x; < k. The expression z - w = k identifies a hyperplane that
i=1
is referred to as the separator hyperplane. Setting zp = 1 and wy = —k, the

separator hyperplane can be recast as x - w = 0.

12 losdeldgiim.github.io
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BENEDSS
BF=SIN0
BRIES B0
SRVENES

Figura 2.3: Non linearly separable sets of points in a 2D space.

2.2. Multilayer networks of MP neurons

In accordance with what was previously agreed, a single MP neuron cannot
realize every mapping M : {0, 1} — {0, 1}, however, we also noticed that combi-
nations of simple operations (each achievable by a single MP neuron) can emulate
any operation M, so in this section we are going to work with the “grandmother-
cell” (or “Jennifer Aniston neuron”) concept. The main idea of this concept is that
a single neuron, called the grandmother cell, is a hypothecal neuron that represents
a complex but specific concept or object. It activates when a person ”sees, hears, or
otherwise sensibly discriminates.? specific entity.

Notacion. The configuration of the middle (or ‘hidden’) layer will be denoted as
y) = (ygl), e ,y(Ll)) this notation allows a straightforward generalization in the ca-

se of multiple hidden layers, that is, y* = (y( ), o ,yj( ), . ,yff)) with ¢ € N, whose
sizes can, in principle, be arbitrary.

Se busca una estructura de una MP neuron, es decir, se buscan weights W;; and
firing thresholds V; for hidden neurons that satisfying

N
2 z) =10 (Z Wijx; — W) = 0ppi with ' € Q% and z € {0, 1}V

For the case N = 2, let us see how to construct a function to differentiate the

vectors that return +1 from those that return —1, so given O+ = {z! 22} where
= (1,0),2% = (0,1) we can define

2 . i
2(2% )2z, —1) = E 2(2 :p — 1z E (Qx _1):{2 lfx:m'
Jj=1

= < 0 otherwise

13 losdeldgiim.github.io
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Here, the purpose is exploiting the knowledge of 2 and design the structure in such
a way that, for each vector z° € QF, there is precisely one neuron ¢ in the middle

(or ‘hidden’) layer which produces an output +1, thereby signaling that the state of
1)

the output neuron is to be +1 when x’ occurs as input, that is, y;’ = 1 if z = 2

where ' € Q0 and y!" = 0 otherwise.

For the resolution of this case step by step, please refer to page 31 of the book, but
we can see the main idea of the final sketch in Figure 2.4.

()
g

R =l = \
oy =58(u") = XOR(x,, x,)
X2 ! h=
Wi 7
yib

Figura 2.4: Schematic representation of a multilayer network of MP neurons.

2.2.1. General case

We now give the general construction, which works for arbitrary input dimen-
sions N and for arbitrary operations M : {0,1}Y — {0,1}. Let QF = {z €
{0,1}¥|M(z) = 1} the set of all input vectors that are mapped to output value
+1 by the operation M, and L := |Q*| € N. Then, we construt the neurons y; in
the hidden layer such that the operation of each of them is defined as determining
whether the input vector x equals a neuron-specific prototype vector from QF, in
other words, each ygl) is a detector for the prototype vector z¢ € QF, where its
value would be 1 if x = 2° and 0 otherwise.

Definicion 2.2.3. For the construction of the associated grandmother neurons we
need to define the building block G:

N

G(x,z*) =10 (Z(h‘z —1)(2z; —1) = N + 1) , m,rt e {0, 1}

i=1

Let’s look at the main property that will interest us of this function.
Proposicion 2.2.2. For the building block G defined above we have
Gzr,z")=1 < xz=2a"

Namely G(x,z*) = SAME(x,z*).

14 losdeldgiim.github.io
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Demostracion. If x = x*, then

G(z,xz) =10 (Z(Zﬁlcz — 1> - N+ 1) =0(1)=1

i=1

Now we show that G(x,z*) = 0 as soon as x # z*:

1 itz =af
-1 ifx; #xf

)

Vo, of € {0,1} : (22, —1)(2z] — 1) = {

Consequently,

N
2(2% —1)(22] — 1) = N — 2 x (number of indices ¢ with x; # x})
i=1

in such a way that

N
r# T = Z(2xi—1)(2xf—1)<1\7—2 = G(z,2%) =0

i=1
which completes the proof. O

En este sentido, reestructurando el bloque G se obtiene que la configuracion buscada

€S
N

N
Gz, z*) =6 (2 > @ -z —2) a+ 1)
=1 =1

thus, G(x, z*) is clearly of the MP form.
We can now construct our two-layer network from these building blocks, by assigning
to each vector € Q7 a hidden neuron of the form G(x, z*)

QF = {2 c {0, 1} |M(z) =1} = {2, 2%, ... 27! 21}
vie{l,...,L} oy {0, 1}V = {0,1} ¥V =G(x, ).

The required operation of the output neuron S, finally, is to simply detect whether
or not any of the hidden layer neuron states yzm equals one. Our final result is the
following network

N L
1
yw@9=9<Z?MﬂU—W>, y=5@m):9(izﬁn_§>

i=1

N
where Wj; = 2(22% — 1) and V; = 2 Y 2% — 1. Destacar que tenemos U* = 3y
=1
J;=1,Vi=1,...,L en la neurona de salida.

15 losdeldgiim.github.io
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2.3. The perceptron

For a MP neuron S(z) = 6(J - x — U*) learning means the adaptation of the set of
connections {J;}¥, and the threshold U*, in order to improve the accuracy in the
execution of a given task M : {0,1}" — {0,1}.

We don’t know the task M explicitly, we only have some available examples provided
by some “teacher” of “questions” (input vectors z € {0,1}") with corresponding
“answers” (the associated output values M(x)), and the main idea is that S(z)
classifies examples z € {0,1} “mimicking” M(z). A so-called “online” training
session consists of iterating the following procedure:

= STEP 1: Draw at random a question = € €}
s STEP 2: Check whether teacher and student agree on the answer:

o if M(x)= S(z): do nothing, return to STEP 1.
o if M(x)# S(x): modify parameters

J —  J+AJL Uz, M(x))
U — U+ AU(J,U* 2z, M(x))

then return to STEP 1.

Definicion 2.3.4. (Experience) Llamaremos experience al conjunto de ejemplos
{2@ M (2®)}i21.. p que el perceptrén utiliza para aprender a aproximar la funcién
objetivo M : {0, 1} — {0,1}.

Definicion 2.3.5. (Performance) We define the performance of the perceptron on
a given experience as la exactitud de la funcién S respecto a la funcién objetivo M
en los P ejemplos que componen la experiencia:

dist({z, M(x(i))}izl,...,P)

The problem one faces is how to choose an appropriate recipe (AJ, AU*) for upda-
ting the neuron’s parameters that will achieve this. A perceptron is defined as a MP
neuron which learns according to the following rule (perceptron learning rules) for
updating its parameters:

Sx)=1,M(z)=0=AU*"=1,AJ = —x

O,M(z)=1=AU"=—-1,AJ==x
Teorema 2.3.3. (Perceptron convergence theorem, Rosenblatt [1958]) If the task M
s linearly separable, then the above procedure will converge in a finite number of

modification steps to a stationary configuration, where Vx € Q : S(x) = M (z).
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2.4. Recurrent networks of MP neurons

First, having in mind a network of MP neurons that mutually interact each other,
we can look at (2.1) as an evolutionary rule which can be applied in turn to all the
neurons making up the network and which can be possibly iterated. We therefore
introduce a dependence on a time variable as follows

Jj=1

where At represents the refractory time.

N
Notacion. From now on, we will use the following notation U;(t) = ) Ji;z;(t) to
j=1

indicate the post-synaptic potential acting on neuron ¢ at time ¢.

En el modelo anterior de McCulloch-Pitts (MP), la neurona es un robot predecible.
Compara su entrada U;(t) con un umbral fijo U;. Si U;(t) > U}, se activa; si no, no.
El problema es que este sistema se queda atascado en minimos locales (memorias
espurias). La solucién estocdstica es introducir ruido” para permitir que la neurona
"se equivoque.* proposito, dandole la capacidad de saltar fuera de esos valles de
energia.

Aplicamos ahora la teoria de Procesos Estocésticos introduciendo z;(t) que es una
variable aleatoria que actia como fuente de “ruido térmico” que recibe la neurona
¢ en el instante .

2.4.1. Stochastic neurons

Definicion 2.4.6. (Sthocastic neurons) Dada la definicién de la neurona MP recu-
rrente en (2.3), una neurona estocdstica es aquella que tiene un umbral fluctuante
dado de la siguiente manera

1
donde T' € R* es la controlador de la magnitud del ruido (o también llamado
temperatura) y z;(¢) es una variable aleatoria independiente e idénticamente dis-
tribuida (i.i.d.), es decir, 2;(t) ~iqq P, ¥i = 1,..., N. Tomaremos estas propiedades
como supuestos basicos en el modelo:

= Blzi(t)] = z(t) =0 = E[zi(t)?] = i(t)* = 1

Cabe destacar que la esperanza de la diferencia del umbral fluctuante al cuadrado

- (tro)
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por lo que el parametro T' controla la magnitud de las fluctuaciones del umbral, es
decir, la aleatoriedad de la neurona estocastica es controlada por T'.
A partir de ahora el estado de la neurona estocéstica i en el instante t + At viene
dado por

x;i(t + At) = 0 (U;(t) — U (t))

2.4.2. Stochastic symmetric neurons

El objetivo sera mapear nuestro sistema de neuronas estocasticas con activacion
{0,1} a un sistema de neuronas simétricas con activaciéon {—1,41}, ya que este
ultimo es mas sencillo de analizar. Para ello, teniendo en cuenta el modelo de
neuronas de Ising sabemos que la neurona o; se activa (pasa a +1) si la entrada
neta que recibe es positiva, es decir,

N N
ZjikO'k + hz > (0 <= Z Jipop > —hl

k=1 k=1

donde h; es su preferencia personal o un estimulo que viene de fuera de la red. Por
tanto, tomando la conversién de las neuronas z;(t) = i[ai(t) + 1] (para pasar de
sistema {0,1} a {—1,+1}) tenemos que

N N N N
1
];_1 Jzkxk > U: <~ kg_l Jzki[Uz(t) + 1] > U < E Jikak > QUZ* — E Jzk

k=1 k=1

Igualando las dos expresiones obtenidas, tenemos que el mapeo al nuevo sistema
simétrico es

rit) = Slot) + 1
. 1/ XN (2.4)
vt =1 (kzlJik—m)

The stochastic version of the MP model is the following

zi(t + At) = 6 (Z Jya;(t) — UF + %Tzﬂt))

Jj=1

thereby becomes

%[ai(t LA 1] =6 (; Jik%[ok(t) 41— (Z T — hi) 4 %Tzi(t)> —

then

ot + At) = sgn (pi(t) + T=(t)  where () = 3 Juow(t) + by
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Definicion 2.4.7. (Stochastic version of the MP model) The stochastic version of
the MP model for a network of N symmetric neurons is defined by the following
evolutionary rule:

0i(t + At) = sgn (pi(t) + Tz(t))  where pi(t) =) Jaow(t) + h;
k=1

so sgn(z > 0) = +1, sgn(z < 0) = —1; sgn(0) is drawn randomly from {—1,+1}.
The quantity ;(t) is called the local field. The first term of ;(¢) is called the
internal field and is due to the first neighboring neurons, that is to other elements
of the system; the second term is referred to as external field because it acts as
a bias, independent of the neuronal configuration and favouring either one of the
possible states.

Lo que hemos hecho aqui realmente es unir el concepto de MP neurona estocastica
con el modelo de Ising, obteniendo asi una neurona estocastica simétrica. A par-
tir de aqui podemos analizar la probabilidad de que la neurona i tome el valor

La probabilidad de que la neurona i tome el valor o;(t + At) = +1 se puede ex-
presar en términos de la distribucién P(z) de la variable aleatoria z;(t). Para las
distribuciones simétricas del ruido, es decir, P(z) = P(—z) Vz tenemos

Plo;(t + At) = 1] = Plpi(t + At) + T'z(t) > 0] = /00 P(z)dz
—pi(t)/T

P[ai(t+At):—1]:/__%(t)/TP(z)dz:/oo P() dz,

00 i(t)/T
We can now combine the two probabilities into the single expression:
Ploi(t + At) = £1] = g(Fi(t)/T)

with

g(x) = /ﬁt P(z)dz = % + /OxP(z)dz.

—00
The function g(z) is a cumulative distribution function and it has the following
properties:

(i) g(z) +g(—2) =1
(i) lim g(x) =0, g(0) =1/2, lim g(z) =1

(iii) ¢'(z) = P(x): ¢'(z) =20V, ¢(—x) =4 (x) Vo, lim ¢'(x)=0.

r—F00

Una eleccién usual de la distribucion del ruido es la distribucion normal estandar,
es decir, z ~ N(0,1) con funcién de densidad de probabilidad

N Gt D

Plz) = vV 2%06 20"

19 losdeldgiim.github.io



https://losdeldgiim.github.io/

MMNN 2. Biological inspiration

donde =0y o = 1, por supuesto al inicio de esta seccion y por tanto tenemos

2

s =L [ F—[f (=)

Definicion 2.4.8. La funcién er f(z) se define como el drea bajo una curva Gaussiana
especifica (normalizada de una manera particular), desde 0 hasta un valor z:

erf(z) = % /OZ e dt

Mide que tan probable es que una variable Gaussiana con media p = 0 y varianza

2 _ 1 :
0° = 5, caiga entre —z y +=z.
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3. Neural networks for pattern
retrieval

In a network of such units, updates can be carried on either synchronously (in
parallel) or randomly asynchronously (one after the other). Vedmos como calcular
la probabilidad de que una red de este tipo recupere un patrén almacenado a partir
de una version ruidosa del mismo, es decir, la probabilidad de llegar a un estado
concreto a partir de uno dado.

Tenemos a continuacion los dos casos posibles, synchronously and asynchronously:

Synchronously La probabilidad combinada de encontrar un estado o(t + At) = {0y, 09,...,0n} € {1, 1}V
en un sistema de N unidades estocasticas actualizadas en paralelo es el pro-
ducto de las probabilidades individuales de cada unidad, es decir,

P(o(t+ At)) = [T glou(t + At)%).

=1

Asynchronously We have to take into account that only one neuron changes its state at a time,
so we can choose ¢ randomly from 1,...,n or following a certain sequence
[1: N], and

Ploi(t+ At)] = g (a,-(t + A) 90"}”) .

Observacion. We stress that the parameter T' controls the impact of this noise, in
fact, it adjusts the stochasticity level affecting the neuronal dynamics and, specifi-
cally,

T = 0 = deterministic process such that o;(t + At) = sgn[p;(o(t))]
T — oo = fully random process

3.1. Noiseless Dynamics (7 = 0)

In this subsection we focus on the noiseless case, whence the dynamics can take
the following form (hereafter we shall set At =1 to lighten the notation)

Parallel. The state of neuron 7 at time t 4+ 1 is given by the sign function

oi(t+1) = sgn (Z Jijoi(t) + hi) Vi

J

21
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Sequential. A neuron i is extracted (either randomly of following a deterministic
sequence) and updated according to the sign function

i randomly from {1,..., N}
choose O'Z(t + ].) = sgn (Z] Jz’jO'j(t) —+ ]’Lz>

Imagina que tu red tiene N neuronas. Como cada una puede estar en +1 o —1, el
nimero total de configuraciones posibles es 2/V. Esto se llama el espacio de estados.
Como el nimero de estados es finito, si el sistema es determinista, tarde o temprano
tiene que volver a un estado en el que ya estuvo. En ese momento, se cierra un ciclo.

» Punto fijo (Periodo 1): es el escenario ideal. La red llega a una configuracién
(un recuerdo) y se queda ahi para siempre (o(t + 1) = o(t)).

= Ciclo limite (Periodo > 1): la red no se queda quieta, sino que .°scila.®*tre
varios estados en un bucle infinito (por ejemplo: A - B — C — A...).

Hay varios ejemplos de dindamica paralela en la pagina 44 del libro de referencia.

3.1.1. Sequential dynamics

En esta seccién nos centraremos en la dinamica secuencial, donde estudiaremos
la interaccion de simetria y las Lyapunov functions.

Proposicion 3.1.1. Given a noiseless system (T = 0), if interactions are symmetric
(Jij = Jji V(i,7)), self-interaction are non-negative (J; > 0 Vi), and the external
field h is stationary , then

LN7J7h<O-) = —% Z Z Jijgigj — Zhldl
) J %

15 a bounded Lyapunov function for the sequential dynamics

oi(t+1) = sgn (f) Jor(t) + hi)
or(t+1) = ox(t) k:‘;’k #1i
with © drawn randomly and uniformly at each step.
Demostracion. [

During the iteration of the map, Ly, jx(0) decreases monotonically and, due to its
boundedness, a stage is eventually reached where o;(t + 1) = 0;(t), Vi.

In the deterministic limit (7" = 0), the sequential (parallel) dynamics with sym-
metric interactions, non-negative self-interaction (not needed for parallel dynamics)
and stationary external fields will always end up in a fixed point (limit cycle with
period < 2). Es importante notar, que en el caso secuencial siempre se acabard en
un punto fijo, mientras en el caso paralelo, puede ser un dos ciclo o un punto fijo.
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Observacidon. La funcién de Lyapunov L(o) mide la .®tergia” del sistema en una confi-
guracion dada, es decir, actia de forma equivalente a lo que llamamos Hamiltoniano
en el modelo de Ising de espines.

Observacion. Tenemos dos aspectos importantes a destacar:

» La simetria de las interacciones (J;; = Jj;) es crucial para que no existan
corrientes de probabilidad, es decir, evoluciona hacia un estado de equilibrio
estatico donde la probabilidad de pasar del estado A al B es igual a la de pasar
de B al A.

= La condicién J; > 0 es necesaria para garantizar que la funcién de Lyapunov
disminuya en cada paso. Si J; < 0, podria darse el caso de que la actualizacion
de una neurona aumente la funcién de Lyapunov, impidiendo la convergencia
a un punto fijo. Vedmos un caso simple:

oi(t +1) = sgn(J)o;(t) = —o;(t)

siJj;=Jb;, J<0=—
! {O'k(t—i-l):()'k(t)

provocando que el sistema no converja a un punto fijo, sino que oscile indefi-
nidamente entre dos estados.

3.2. Fundamentos de la Memoria Asociativa

Una red neuronal recurrente, como la red de Hopfield, puede ser utilizada
como una memoria asociativa para almacenar patrones (palabras, imagenes, etc.)
mediante la creaciéon de atractores de punto fijo en su espacio de estados.

Definicion 3.2.1. Un atractor representa una configuracién estable en el “espacio
de estados” (el conjunto de todas las combinaciones posibles de las neuronas) hacia
la cual el sistema evoluciona con el tiempo. En las redes de memoria asociativa,
los atractores son los recuerdos almacenados: cuando el sistema recibe una entrada
ruidosa o incompleta, la dinamica de la red lo .®™puja”hacia el atractor més cercano
para recuperar la informacién original.

3.2.1. Configuracion del Sistema

= Arquitectura: Red totalmente conectada donde cada nodo es una neurona
de McCulloch-Pitts (MP).

» Pardmetros Congelados (Quenched): Los acoplamientos sinapticos J y
los campos externos h se mantienen constantes durante la evolucién de la red.

» Dindmica sin Ruido (7" = 0): La red evoluciona de forma determinista hacia
un atractor determinado por los parametros del sistema.

A modo de resumen, trabajaremos con un modelo de red neuronal recurrente sin
ruido (7" = 0), es decir, la dindmica es determinista (no depende de ninguna variable
aleatoria), donde cada nodo es una MP neurona y las interacciones J y los campos
externos h son ”quenched” (fijos en el tiempo).
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3.2.2. Representacién de Patrones (&)

Los elementos que deseamos almacenar se representan como vectores de N bits en
un espacio bipolar:

= (e el ey e =L+, u=1,...,P (3.1)

Donde P es el nimero total de patrones almacenados. Cada componente ¢! indica
el estado deseado de la neurona ¢ para el patron .

Definicion 3.2.2. Se define el solapamiento o actividad promedio m(t) respecto a un
patrén como la semejanza entre el estado actual o(t) y el patrén &:

m(t) = % PO (3.2)

La recuperacion exitosa ocurre cuando m(0) es suficientemente grande, permitiendo
que la red “caiga” en la cuenca de atraccién del recuerdo.

3.3. La Regla de Hebb

El problema inverso consiste en calcular los pesos J;; para que los vectores {#
sean puntos fijos estables. La solucién clésica es la regla de Hebb: “Neurons that
fire together wire together”, que nos permitira definir las conexiones sinapticas (.J;;)
en funcién de los patrones a almacenar (&).

3.3.1. Almacenamiento de un Unico Patrén (P = 1)

Para un solo patrén &, definimos las conexiones como:

1
Jij = Nfzfg (3.3)
» Si ¢y & tienen el mismo signo, la conexion es excitatoria (J;; > 0).
= Si tienen signos opuestos, la conexion es inhibitoria (J;; < 0).

= Simetria: Debido a la naturaleza de la regla, tanto £ como su inverso —¢ se
convierten en atractores.

Si en este caso definimos h; = h Vi, donde |h| < 1, tenemos tres posibles casos:

» Recuperacién Exitosa (0 = £): Si el solapamiento inicial es mayor que la
intensidad del campo (m(0) > |h|), la red converge al patrén deseado (77,
donde todos los 7; = 1, donde 7; = §;0;).

» Recuperaciéon Inversa (¢ = —¢): Si la red empieza muy “desalineada”
(m(0) < —|h|), converge al patrén invertido debido a la simetria del modelo.

» Estado Dominado por el Campo: Si el solapamiento inicial es débil (—|h| <
m(0) < +|h|), las neuronas simplemente se alinean con el campo externo h,
resultando en un estado que no corresponde al patrén original.
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3.3.2. Almacenamiento de Miiltiples Patrones (P > 1)

Para almacenar P patrones, la regla de Hebb se generaliza sumando las contribu-
ciones de cada uno:

P
1
i = (L= 0) )€y (3.4)
p=1
pero para que la red funcione correctamente, se establecen tres requisitos fundamen-
tales:

» Ortogonalidad (¢ L £”): los patrones deben ser linealmente independientes
u ortogonales. Matematicamente, su solapamiento debe ser nulo

N

1

T =0 Yty
=1

Esto limita el nimero de patrones a P < N.

» Sin Auto-interaccién (J; = 0): las neuronas no se conectan consigo mismas
para evitar inestabilidades.

» Sin Campo Externo (h; = 0): se asume que no hay un sesgo externo que
favorezca un estado sobre otro, permitiendo que la red se guie solo por sus
recuerdos.

Si analizamos la expresién de los J;;, vemos que el término (1 —d;;) es el que garan-

tiza que J; = 0.

Para el caso de miiltiples patrones ortogonales, la funcién de energia (Lyapunov) se
expresa como:

P
o) = —%ZZJMU@UJ _Zhiai = __ZUZ [ (1- )Z{“f“]
i i w=l

donde tenemos los siguientes desarrollos

1 1 o o ) B _p
+§ EZ op; (N EZ fzfz> 0 2N % E 1= —NP 5
ot _ 1 p y B 1 P N , 2
IR ( zu) A—-—2szm>@jaﬁ>_-ﬁﬂ1 (zg)

p=1 14j

donde () se cumple porque &' € {—1,+1} = (£)? = 1, y por tanto, la funcién
de energia queda como

P

11 1 & ’
Lio)= P~ Zl <\/_N ;&%)

Ahora a partir de los patrones definimos una base de vectores normalizados
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Au_lu

VN
y como los patrones son ortogonales (% &Y = 0,,), este conjunto {é"} forma
una base ortonormal en el espacio R". Tenemos ahora la siguiente propiedad fun-
damental

jo
(" -x)?, zeRY
M:l
donde en nuestro caso el vector = es el estado actual de la red, o. La desigualdad
nos dice que la magnitud total de un vector (o?) siempre es mayor o igual a la
suma de los cuadrados de sus proyecciones sobre un conjunto de ejes ortogonales
(los patrones), de modo que podemos escribir

1 1< 1.1 1
Lic)==-P— - et >-P— - P—-—N
(0) = 3P =5 2@ ) 3 5P =50 = 5(P =)
On the other hand, if we choose the state o to be exactly one of the patterns, that
is, o = & for some pu, we see that we satisfy exactly the lower bound

L) = 5(P - N)

Thus, all patterns and their inverses are stationary points for the dynamics because,
by choosing the coupling between neurons according to Hebb’s rule, the resulting
Lyapunov function has configurations as minimum points o = +£#* = each £&# is
a fixed point for this system.

Conclusion: esta desigualdad garantiza que ningin estado de la red puede tener
menos energia que los patrones almacenados. Esto convierte a los recuerdos en ”po-
zos” de energia donde la dindmica de la red tiende a caer y quedarse atrapada.

Observacion. Es importante destacar que puede haber otros minimos locales en la
funcion de energia que no correspondan a los patrones almacenados. Estos minimos
adicionales pueden actuar como ”falsos recuerdos” formados por mezcla de patrones,
donde la red puede quedar atrapada, impidiendo la recuperacién correcta de los
patrones deseados.

3.4. Noisy dynamics (7 > 0)

A diferencia de la dindmica sin ruido (7" = 0), aqui el estado de la neurona
o;(t + 1) no esta determinado inicamente por el campo local, sino que se le suma
un término de ruido aleatorio 7'z (t), es decir, tenemos

N

oi(t+ 1) = sign ZJkuk Y+ hi+Tzt)|, T>0
k=1
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donde T es la temperatura (representa el nivel de ruido en el sistema), y z;(t) son
numeros aleatorios extraidos de una distribucién de probabilidad P(z). En esta caso
en particular, tomaremos P(z) como sigue

P(z) = %[1 —tanh(2)] = g(x)= %[1 + tanh(z)]

de manera que siguiendo el calculo de probabilidades que hicimos en el Tema 2,
tenemos que

N

N
. _ ei)\ _ 17l
parallel:  P(o(t+1)) = Hg (O’i(t +1) T > = H 5 [1+ o;(t + 1) tanh (Bp;(o(t)))]
i=1 i=1
. _ wi(t)) 1 .
sequential:  Plo;(t+1)] =g | oi(t + 1) 7 ) =3 [14 o;(t + 1) tanh (By;(o(t)))] Vi
N
donde 8 =T71, pi(0) = Jijo;+h; es el campo local en la neurona 7, y se ha usa-
j=1

do la propiedad de la funcién tangente hiperbélica tanh(az) = a tanh(z) para a € R.

3.4.1. Markov Chains (MCs)

MC is a model of the random evolution of a system in a discrete set S of possible
states. There are two versions:

= Discrete time: the state of the MC is recorded every unit of time, that is, at
times 0,1, 2, and so on.

= Continuous time: the state is observed at all times ¢ > 0.

Definicion 3.4.3 (Markov property). Sea un proceso estocastico {X;,t =0,1,2,...}
que toma un numero finito o numerable de valores posibles. Se dice que tiene la
propiedad de Markov si estando en el estado ¢ € S en el tiempo ¢ si X; = 1; se
asume que existe una probabilidad fija W;; de que si el proceso esta en el estado ¢
pase al estado j en el siguiente paso, lo que viene dado por

P<Xt+1 :j‘Xt :Z}thl :Z'tfl,-'-,Xo :io) = P(Xt+1 :j|Xt :i) = Wi'

Esto equivale a decir que la probabilidad de transicién depende tnicamente del

estado actual y no de los estados anteriores, lo que caracteriza la propiedad de
Markov.

Definicion 3.4.4 (Cadena de markov). Una cadena de Markov es un proceso
estocastico {X;,t = 0,1,2,...} con la propiedad de Markov y un conjunto finito
o numerable de estados posibles S. La dinamica de la cadena esta completamente
determinada por la matriz de transicién W € [0,1]/5*I15I donde W;; representa
la probabilidad de pasar del estado 7 al estado j en un solo paso de tiempo.
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Como un proceso debe hacer una transicion a algin estado, se cumple que
E Wi;=1 Vi
jES

No todas las cadenas se comportan igual. Para que una red neuronal recuerde”de
forma estable bajo ruido, la cadena debe tener ciertas propiedades:

» Homogeneous: If the transition probabilities W do not change over time.

» Irreducible: If it is possible to reach any state from any other (the state graph
is fully connected).

» Ergodic: This is the most important property. A chain is ergodic if it is
irreducible, aperiodic (it has no fixed cycles) and positive recurrent (it returns
to states in finite time).

Definicion 3.4.5 (Homogeneity). A MC is referred to as homogeneous if W is
independent of time, then:

Prob[X,,+1 = j|Xm =i] = Prob[X; = j| X =1 =W,

Definicion 3.4.6 (Irreducibility). A MC is irreducible when all its states communi-
cate. When representing the set of states by a graph, where two nodes are connected
iff there exists a non-null probability to move from state to the other, this property
equals to say that the graph is connected.

Definicion 3.4.7 (Absorbing). A MC is said absorbing if one of its states is absor-
bing (i.e., it is impossible to leave once it has been entered P,;W;; = 0 ) and from
a non-absorbing state we can reach an absorbing state.

Definicion 3.4.8 (Periodicity). A state i is said to have a period k if
k = ged{t > 0: Prob|X; = i| Xy =1i] > 0}
Further, A MC is aperiodic if every state is not periodic.

Definicion 3.4.9 (Transience and recurrence). A state 7 is transient if, starting from
1, there is a non-zero probability that the chain will never return to 7. It is recurrent
otherwise, and positive recurrent if the mean time to return in 7 is finite.

Definicion 3.4.10 (Ergodicity). A MC is ergodic if there exists a positive integer 7
such that for all pairs of states (i,j) € S x S, then

Prob[X; = j|Xo =14 >0 Vt>r1
Irreducibile MC whose states are aperiodic and positive recurrent is ergodic.

Definicion 3.4.11 (Invariance). A distribution p(X|Xy) over the possible states that
can be taken by the MC is invariant if p(X| X)W = p(X|Xj).
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Teorema 3.4.2. For any ergodic MC, there is an unique invariant distribution p.(X)
that is the principal left eigenvector of W, such that if v(i,t) is the number of visits

to state 1 in t steps,

. v(i,t) B
i 20—

Lo que equivale a decir que, independientemente del estado inicial, la distribucion
de probabilidad sobre los estados converge a ps, conforme t — oco.

Definicion 3.4.12 (Detailed balance). A stochastic matrix W and a measure p(X)
are said to be in detailed balance if

p(X =)Wy =p(X =)W Vi, j

En dindmicas secuenciales, si la matriz de pesos es simétrica (J;; = J;;), el sistema
cumple automéaticamente con el balance detallado.

3.4.2. Distribucion de Boltzmann

Este es el concepto mas importante para entender por qué la red sigue funcionando
con ruido:

= La probabilidad de encontrar la red en una configuracién o en el equilibrio es:

Poo(0) e H()/T

» ; Qué significa esto? Que los estados con menor energia (donde H es minimo)
son los més probables. Como disenamos la red (via Hebb) para que los patrones
guardados sean minimos de energia, el ruido no impide que la red pase la mayor
parte del tiempo en esos recuerdos.

. Por qué no se pierde el recuerdo? Cuando la red es muy grande (N — 00), ocurre
lo que se llama Ruptura de Ergodicidad o Confinamiento:

= Las "montanas”de energia entre un recuerdo y otro se vuelven tan altas que
el ruido no es suficiente para que la red salte de un patrén a otro.

= El sistema se queda .2trapado.® el valle del patrén mas cercano al input inicial,
lo que permite una recuperacion robusta.
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4. Basics on Statistical
Mechanics of simple systems

4.1. Curie-Weiss Model

El modelo de Curie-Weiss describe un sistema de N ”spins” (que en nuestro ambito
representaran neuronas) que pueden estar en dos estados: o; € {+1, —1}, equivalen-
tes a una neurona activa o en reposo.

La caracteristica clave del modelo de Curie-Weiss es que es un modelo de campo
medio (Mean Field). Esto significa que cada neurona interactia con todas las demés
de la red con la misma intensidad, sin importar la distancia o la geometria. Es lo
que llamamos un “grafo completo”.

Definicion 4.1.1 (Hamiltoniano del Modelo de Curie-Weiss). El Hamiltoniano
(Funcién de Energia) define la energia total del sistema para una configuracion
dada de estados (o). En el modelo CW, se define como:

N
Hyn(o) = — E 0;Jij05 — E hio;
ij i=1

J
donde J;; = ~ para todo par (i,7), es decir, todas las neuronas estdn igualmente

conectadas con un peso J/N, y h; = h Vi, por lo que otra definicién equivalente es:

J N
Hygn(o) = —NZUZ'O']' - hZai
i=1

i>j

notar que el primer sumatorio deberia ser el doble, pues solo cuenta cada par una vez
y no las autointeracciones (de ahi la condicién ¢ > j), pero atin asi es una definicién
valida. Las caracteristicas son las siguientes:

= J: Es la constante de acoplamiento. Si J > 0, el sistema es ferromagnético: las
neuronas prefieren estar alineadas (todas activas o todas inactivas) porque eso
minimiza la energia.

» h: Representa un campo externo (un estimulo sensorial o sesgo) que empuja a
las neuronas hacia un estado especifico.
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= 1/N: Es un factor de escala necesario para que la energia sea .*tensiva” (que
crezca linealmente con el nimero de neuronas).

Para simplificar el andlisis de /N variables, introducimos una variable macroscopica
llamada magnetizacién (m), que mide el promedio de actividad de la red

1 N
mN(a) = NZUZ
i=1

que toma valores en My = {1 — 2i/N,i = 1,..., N}, donde si my(o) = 1 — 2i/N
entonces la configuracién o tiene i espines hacia abajo y N — i hacia arriba. Ahora
podemos reescribir el Hamiltoniano en términos de la magnetizacion

Hygn(o) = —g[m]v(a)]z + —hNmy(o) + % = Nojn(my(o))

donde lo que hemos hecho es lo siguiente:

N 2 N N N
(Z ai> = Z Zaiaj HGN (Nmy(0))? = Zaig + QZUin —
i=1 =1

i=1 j=1 1>]

(Nmy(0))> =N  N%*my(0)]? — N
— Z 0,05 = 5 = 5
1>)
donde en (*) hemos usado que cuando i = j, 02 = 1, por lo que Zf\il 0?2 =N,y
para pares ¢ # j contamos cada par dos veces por ser simétrica (o;0; y 0;0;), por
lo que hay exactamente el doble de términos que en el sumatorio ¢ > j, es decir

2 Zi>j 0095
Finalmente sustituimos en el Hamiltoniano el término ), ;0i0j, de la siguiente
forma:
N
J J N?mpy(o)?—N
Hn.sn(o) :_N;Uiaj_h;()'i:_ﬁ' 5 — hNmy(o) =
NJ
= = [mx(0) = hNmy (o) + 5

Como es logico J puede ser tanto positiva como negativa, pero en el contexto de redes
neuronales y sistemas bioldgicos, generalmente se asume que J > 0 (ferromagneto),
ya que las neuronas tienden a activar a otras neuronas similares (excitacién mutua)
en lugar de inhibirse entre si, es decir, si la neurona ¢ estd encendida (41), empuja
a su vecina j a encenderse también para que el producto o;0; sea positivo. Esto
minimiza el término —Jo;0; en el Hamiltoniano. En redes neuronales, esto es lo que
permite crear atractores (recuerdos estables).

El caso J < 0 corresponderia a un sistema antiferromagneto, donde las neuronas
tienden a estar en estados opuestos (una activa y la otra inactiva). Este tipo de in-
teraccién es menos comin en modelos de redes neuronales, pero podria representar
situaciones donde la inhibicion mutua es dominante.
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El modelo de Curie-Weiss, usa como ya hemos comentado J > 0. Este modelo
no nos indicard cémo evolucionan las neuronas en el tiempo, sino que nos dara
informacion sobre las configuraciones de equilibrio del sistema, es decir, cudles son
las configuraciones mas probables de encontrar en funcién de los parametros J, h y
la temperatura 7', mediante la siguiente distribucién de probabilidad

e (e
ta‘l que Z N,J;h,ﬁ == g e N,J,h(o)

o

PN,J,h,ﬂ(U) = Zn s

donde tenemos que

» La expresion e ?# representa la exponencial de Boltzmann que es la 16gica
central. Los estados con menor energia (H muy negativo) tienen una proba-
bilidad mucho més alta de ocurrir. La red “cae” en los valles de energia (que
son nuestros patrones memorizados).

s La funcion Z es la funcion de Particion, que matematicamente es solo una
constante de normalizacién (la suma de todos los pesos exponenciales posibles)
para que la probabilidad total sume 1.

4.1.1. Thermodynamic observables

A continuacién veremos algunas funciones importantes que nos ayudaran a en-
tender el comportamiento del sistema

» La Energia Libre (F') y la Energia Libre Intensiva (f), dadas por

1 Fn.n,
Fnnpg = 3 log Znjng Y fNanpg = TB

donde la energfa libre F' mide el equilibrio entre energia y entropia (desorden)
del sistema, y la versién intensiva f nos da esta medida “por neurona”, util
para comparar sistemas de diferentes tamanos.

Cuando hablamos de que la energia libre y libre intesiva, representan el equi-
librio entre energia y entropia, nos referimos a que el sistema siempre busca
minimizar su energia (bajar H) buscando estados ordenados (como todos los
espines hacia arriba o hacia abajo), pero al mismo tiempo, la entropia (que
mide el desorden) tiende a maximizarse, ya que aunque estos estados desor-
denados tienen baja energia, son muchos en la cantidad, por lo que al sumar
sobre todas las configuraciones, la estadistica empieza a ganar por ¢antidad”lo
que pierde por ¢alidad” (energia).

» La Energia Libre en el Limite Termodinamico (f3 )
= lim
f8,7n Jim IN.JIhp

que es el valor de la energia libre cuando tenemos una red “infinita”. En
matematicas de redes neuronales, solo cuando N — oo aparecen los fenémenos
de fases (como el paso de “no recordar nada” a “recordar perfectamente”).
Estudiamos este limite porque las redes reales tienen miles de millones de
conexiones y se comportan de forma muy similar al limite infinito.
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» La Presién Intensiva (Ay s, 3), dada por

1
ANngng = = 1log Zn jnp

N
es simplemente otra forma de escribir la energia libre (fijate que An jns =
—Bfn.snp). Se suele usrr mucho porque es mas manejable para usar técnicas
como el “interpolatién trick” o el “replica trick”. Representa lo mismo: el es-
tado de equilibrio del sistema.
Al igual que antes, definimos la Presion Intensiva en el Limite Termo-
dindmico (Az ;1)

AB,J,h = lim AN,J,h,ﬁ
N—o0

» El Promedio Térmico de un Observable (wy ;5 3), dada por
wN,7h,5(9) = Zg(g)pN,J,hﬁ(U)

es una funcién que nos permite calcular el valor esperado de cualquier cosa
que queramos medir (g) en la red bajo la distribucién de probabilidad py s p 5.
Viene a ser esperanza ponderada por g y la probabilidad P.

Si quieres saber, por ejemplo, cudl es la magnetizaciéon promedio (m) de la red,
no miras una foto fija, sino que haces un promedio pesado por la probabilidad
P de todos los estados. En nuestros apuntes, veremos que a menudo se escribe
como (g). Es lo que se veria si observaramos la red durante mucho tiempo bajo
un nivel de ruido constante (temperatura fija).

Ahora estudiaremos la funcién de particién Zy ;g para reducir la sumatoria, pues si
tenemos una red neuronal con muchas neuronas, es decir, N grande, la sumatoria se
vuelve inabarcable, ya que existen 2%V configuraciones posibles. Para ello, usaremos
la variable macroscdpica magnetizacién my (o) que ya hemos definido antes. Notar
que muchas configuraciones diferentes o pueden tener la misma magnetizacién m,
por lo que podemos reagrupar la sumatoria en Z segun los valores de m, veamoslo

ZN,J,h7ﬁ = Ze_ﬁHN,J,h(O—) — Z e_BHN,J,h(O')QN(m)

meMn

donde Qy(m) es el nimero de configuraciones o que tienen una magnetizacion m,
es decir, la densidad de estados con magnetizacion m. Esta cantidad se puede
calcular combinatoriamente, ya que si m = 1 — 2i/N, entonces hay i espines hacia
abajo y N — i hacia arriba, por lo que

o= () (s

usando la definicién del coeficiente binomial (més adelante veremos la demostracién
de la segunda igualdad). A continuacién, definiremos la entropia Sy(m) como el
logaritmo natural de la densidad de estados

Sny(m) = log €y (m)
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teniendo por tanto

ZN,JJ%ﬁ e Z e_BHN,J,h(U)esN(m) — Z 66[ HN Jh(O')+TSN m) Z 6_BFN

meMpn meMpn meMn

donde hemos definido la Energia Libre de Helmholtz (F(m)) como
FN(m) = HNJ,}L(O') - TSN(TI’L)

que mide el equilibrio entre energia y entropia para una magnetizacion m dada. La
red neuronal vive en una competencia constante. La energia quiere orden y memoria,
mientras que la entropia (potenciada por la temperatura T', es decir, T-S) quiere caos
y ruido. El sistema siempre buscard el estado m que minimice esta competencia (F).

4.1.2. Saddle Point Method(or Laplace’s Method)

Lo que intentaremos buscar en esta resolucién es encontrar a partir de que valor T'
(ruido) la red deja de recordar el patrén almacenado. Para ello, usaremos el Método
del Punto de Silla (o Método de Laplace), que nos permite aproximar sumas o
integrales de funciones exponenciales cuando N es grande. La idea clave es que, para
N grande, la suma estd dominada por el término donde el exponente es méximo (o
minimo si es negativo).

En primer lugar, tenemos que la probabilidad de observar una magentizacién espe-

cifica m en la red es
(i) = > pi(0)5(m — my(0))

donde ¢ es la delta de Kronecker, que selecciona solo las configuraciones o que tienen
magnetizacién my (o) = m. Al final, py(m) es simplemente la suma de las probabi-
lidades de todas aquellas configuraciones que ”votan” por el mismo valor de memoria.

En lo siguiente, utilizaremos la notacion m para referirnos a una magnetizacion
genérica m, y my (o) para la magnetizacién especifica de una configuracién o.

Ahora, veremos una igualdad importante que nos permitira simplificar la expresion
de pn(m), usando una funcién cualquiera g, vedmoslo

> pn(m)gm) = > g( ZPN §(m —my(o ZPN > gm)s(m —my(0)) =

meMpn meMpn meMy

) ZpN(a)g(mN(a)) = wn(g(mn(0)))

donde en (%) hemos usado la propiedad de la delta de Kronecker, que selecciona
el valor m = my(o) en el sumatorio, de manera que g(m) solo contribuye cuando
m = my(o).
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Calculemos finalmente py(m) usando la igualdad anterior con g(m) = d(m — m),
veamoslo

px(m) =3~ pw(0)d(m — m(0)) 2> {ZiNe—ﬁHN@] 5(m —my(0)) = Z"Z(Z”

donde en (x) hemos usado la forma de Boltzmann de la distribucién de probabilidad

pn (o), es decir
e_ﬁHN(O-)

pn(0) = Zn

Tenemos por tanto que

Zy(m) = d(m—my(o))e N

es la funcién de particion restringida a una magnetizacion m. Ademas

_ Zn(m) _ o~ B(En(m)~Fx)
ZN

pn(m)

donde .
Fi(m) =~ log Z(m)

es la energia libre restringida a una magnetizacion m. Anélogamente, definimos
la energia libre intensiva restringida como

_ Fy(m)
N

fn(m)
Antes de avanzar es importante tener claro el significado fisico de estas cantidades:

» Zn(m): Nos dice cuanto ”peso”tienen todas las configuraciones con magne-
tizacion m. Es como si filtraramos todas las posibles configuraciones y solo
mirdramos aquellas que tienen un nivel especifico de memoria (magnetizacion).

s Fxy(m): Mide el equilibrio entre energia y entropia para las configuraciones
con magnetizacion m. Nos dice qué tan ”favorable.® ese nivel de memoria en
términos de energia libre.

= py(m): Es la probabilidad de encontrar la red en un estado con magnetizacién
m. Nos indica qué tan probable es que la red recuerde un patrén con un cierto
nivel de fidelidad.

Observacion. Cuando hablamos en este concepto de una funcién “restringida” nos
referimos a que hemos limitado la consideracién a un subconjunto especifico de
todas las configuraciones posibles del sistema, en este caso, aquellas que tienen una
magnetizacion fija m. Esto nos permite analizar el comportamiento del sistema bajo
condiciones especificas, en lugar de considerar todas las configuraciones posibles de
manera indiscriminada.
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A partir de ahora, no necesitaremos calcular Zy directamente, es decir, todas las
configuraciones posibles, sino que nos centraremos en Zy(m), que es mucho méas
manejable. La idea de esto, es que podemos representar cuanta importancia tiene
un valor concreto de memoria para el sistema, por lo que si Zx(0,8) es mucho més
grande que Zx(0), la red nos esta diciendo que “prefiere” con mucha diferencia estar
en un estado de alta memoria que en uno de ruido (recordemos que el caso m = 0
es ruido total, sin memoria).

Estudiemos ahora el caso més sencillo donde fy(m) tiene un tnico minimo global
en m = m*. en este caso, tomando el desarrollo de taylor de fy(m) alrededor de
m*, tenemos

Felm) & fie(m®) + Frm*)m —m*) + 3 Fy(m)m —m*) 4.

donde como m* es un minimo, f}(m*) =0, por lo que

* 1 * *
fn(m) & frx(m®) + 5 [l (m") (m —m")?
usando esta aproximacion en la expresion de py(m), tenemos

p(m) = e PEN=FN) — =BN(UN(W)=fx) ny o= BN (N ()3 R () m—m")*~fx) _

- *)— — BN #11 () (m—m*)? _(m=m*)?
donde la segunda parte es una funcién gaussiana centrada en m* con varianza

0> = —————. Tenemos por tanto que la funcién de probabilidad py(m) se

BN f(m*)

comporta como una distribucién normal alrededor del valor de magnetizaciéon m*
que minimiza la energia libre intensiva restringida fy(m).

Para N — oo, la varianza se vuelve muy pequenia (6> — 0), lo que significa que
la distribucién py(m) se concentra cada vez més alrededor de m*. En el limite ter-
modindmico, la red neuronal “elige” un valor especifico de magnetizacion m* que
minimiza la energia libre, y las fluctuaciones alrededor de este valor se vuelven
insignificantes. Esto refleja el comportamiento tipico de los sistemas en equilibrio
termodindmico, donde las propiedades macroscépicas (como la magnetizacién) se
estabilizan en valores especificos determinados por las condiciones del sistema (tem-
peratura, interaccion, etc.).

Antes para calcular Zy necesitabamos la suma sobre todas las configuraciones po-
sibles o (es decir, 2V términos). Ahora, gracias a relacionar la probabilidad py con
una distribucién gaussiana alrededor del minimo de fy(m), podemos aproximar Zy
usando una integral, veamoslo

Zn = Z Zy(m) = Z e NBIn(m) Ngoo/dm e PENM) — /dm e ANIN(m)

meMy meMy

9 / dm e—ON(In )+ 3 m ) om=m)?) _ ~6Nfx(m*) / dim =S Felm) om=—m")? _

(=) =8N (") 2m

BN fr(m*)
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donde en (x) hemos usado la aproximacién de Taylor de fy(m) alrededor de su
minimo m* y la integral gaussiana estandar. Es importante destacar que al tomar
N grande (cuando hacemos N — 00), estamos pasando de una suma discreta a una
integral continua, lo que es logico, pues tenemos ahora una funcién de probabilidad
continua alrededor del minimo. Lo que nos podriamos preguntar es porque si m €
[—1,1], la integral va de —oo a oo. La respuesta es que para N grande, la funcién
gaussiana estd muy concentrada alrededor de m* (desviaciéon muy pequena), por
lo que los valores fuera del intervalo [—1, 1] contribuyen muy poco a la integral, y
podemos extender los limites sin afectar significativamente el resultado. Recalcar
que en (x%) hemos usado la férmula de la integral gaussiana

+oo T
/ e a(@tb) dx—\/j aceRT, beR
oo a

Por tanto, la energia libre por neurona es

2T
fn=— BN log Zn ~ fn(m™) — BfN(ZV)B Niaof(m*)

asi que en el limite termodindmico, la energia libre intensiva fn converge al valor
minimo de la energia libre intensiva restringida fy(m), es decir, f(m*). Esto significa
que el comportamiento macroscépico del sistema estd dominado por la configuracion
de magnetizacién que minimiza la energia libre.

Nuestro objetivo ahora es claro, evaluar f(m) y extremizarlo, es decir, buscar su
minimo. Vedmos ambos desarrollos por separado, tomando h = 0 (para ver més
sencillo los resultados), pues de esta manera los dos estados de memoria (todos +1
o todos -1) tienen la misma energia, y es la red la que “decide” en cudl atraparse.

Calculo de f(m). Usando la definicién de f(m), tenemos
Flm) = lim fy(m) = — lim ~log Z
m) = i, Im) == i,y tos Zn ()
Ahora, tenemos que calcular Zy(m), vedmoslo

BJNm?2

Zn(m)=e 2z Qu(m) donde Qn( 25771 my (o))

donde es importante notar que el término % del Hamiltoniano lo hemos ob-
viado, pues al ser constante no afecta a la dinamica del sistema, cuando N es
grande. Por tanto, tenemos que

T T m>
f(m)=— lim NlogZN( m) = — lim Nlog[ =3 QN(m)} =

N—o0 N—oo
L BINmM? Jm?
——A}lir(l)oﬁ T—HogQN(m) = —Ts(m)
donde S )
)= i S = i, ow )
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que es la entropia de Boltzmann por neurona asociada a la magnetizacion m.
La primera parte se calcula facilmente del Hamiltoniano, y la segunda parte
es la entropia que mide el desorden asociado a tener una magnetizacion m.
Asumiremos que N = N* + N~, donde N es el nimero de neuronas activas
(0; = +1) y N~ el nimero de neuronas inactivas (0; = —1), entonces

=3

N(1— _
y N~ = %, ya que siendo m = m%,

N(1+m)

donde NT = 5

deducimos que
N(1+4+m)
2

Usando la aproximacién de Stirling para factoriales grandes, que dice lo si-
guiente

(NF=NT)+(NT+N~) = Nm+N = 2NT = N(1+m) = N =

logx! ~ rlogx para x grande
podemos aproximar log Qy(m) de la siguiente forma

NI

N
log Qn(m) = log (N*) zlogm ~log N! —log N*! —log N~| ~
W Nlog N — Nt log Nt — N~ log N~ =

N(1+m) N(l+m) N(1-m)

= Nlog N — 1 — 1 =
0g B 0g B 5 0g

14+m 14+m 1—-m 1-m
——N[—Q log( 5 )+ 5 10g(—2 )]

donde en (%) hemos aplicado la aproximacién de Stirling a cada término, y
finalmente tenemos que

1+m I+m 1—m 1—m
s(m) = — 5 log 5 - log 5

Realmente lo que hemos hecho aqui es calcular la entropia de una distribucién
binomial con parametros N y p = HTm, que es la probabilidad de que una
neurona esté activa. La entropia mide la incertidumbre o el desorden en la
distribucion de estados de la red. Es importante destacar que hemos puesto =
en lugar de ==, pues en el limite N — oo, la aproximacién de Stirling se vuelve

exacta para el calculo de la entropia por neurona.

Extremizacién de f(m). Ahora que tenemos f(m), buscaremos su minimo deri-
vando e igualando a cero, pero primero veamos lo que hemos conseguido hasta
el momento

Jm? 14+m 14+m 1—m 1—m
f(m)=— 5 —l—T[ 5 log( 5 >+ 5 10g(—2 )]

Antes de seguir con este desarrollo debemos entender fisicamente qué repre-
senta cada término
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/ . 2 ;. . , .
= Kl término —J% representa la energia interna del sistema. Este término

favorece estados con alta magnetizacion (es decir, m cercano a +1 o —1),
ya que minimiza la energia cuando las neuronas estdn alineadas (todas
activas o todas inactivas). En el contexto de redes neuronales, esto co-
rresponde a la capacidad de la red para recordar patrones especificos.

» El término T's(m) representa la contribucién de la entropia al equilibrio
del sistema. La entropia mide el desorden o la incertidumbre en la distri-
bucién de estados de la red. Se busca una baja entropia (es decir, estados
més ordenados) para maximizar la memoria, pero a medida que la tem-
peratura T aumenta, la entropia se vuelve mas significativa, favoreciendo
estados con menor magnetizacién (mas desordenados).

Es importante notar s(m) es negativo, lo cual es totalmente légico, pues
como bien hemos comentado si T' es pequena la batuta la lleva el término
de energia, pero si T' es grande, la batuta la lleva el término de entropia, y
como queremos minimizar f(m), el término de entropia debe ser negativo
para que al multiplicarlo por T' (positivo) pueda crecer y dominar sobre
el término de energia.

Otros aspectos que debemos tener en cuenta es ciertas propiedades de f(m)

= f(m) es una funcién par, es decir, f(m) = f(—m). Esto refleja la simetria
del sistema, ya que no hay preferencia entre recordar un patréon o su inver-
so (todas neuronas activas o todas inactivas), pues en el Hamiltoniano no
hay campo externo (h = 0), y por tanto ambos estados tienen la misma
energia.

» Si J < 0 (antiferromagneto), el término de energia favorece estados con
baja magnetizaciéon (es decir, m cercano a 0), ya que minimiza la energia
cuando las neuronas estan desalineadas (mezcla de activas e inactivas).
En este caso, la red no puede formar patrones estables y tiende a un es-
tado desordenado (ver panel derecho de la Figura 4.1).

» Si J > 0 (ferromagneto), el término de energia favorece estados con al-

ta magnetizacién (es decir, m cercano a +1 o —1), ya que minimiza la
energia cuando las neuronas estan alineadas (todas activas o todas inac-
tivas). En este caso, la red puede formar patrones estables y recordar
informacion.
En este caso si T es muy alta, el término de entropia domina, favorecien-
do estados con baja magnetizaciéon (mas desordenados). Sin embargo, si
T es baja, el término de energia domina, favoreciendo estados con alta
magnetizacién (méas ordenados), creando dos estados de recuerdo estables
el buscado y su inverso (ver panel izquierdo de la Figura 4.1).

Dejando esto claro, buscaremos derivar f(m) e igualar a cero para encontrar
sus puntos criticos, por lo que para ellos usaremos la propiedad siguiente

| N d(l ) =1 IR d 1+m1 1+m _1 1 1+m 1
xlogx dwxogx = logx - 5 og 5 =3 og 5

40 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

MMNN 4. Basics on Statistical Mechanics of simple systems

05 ——————r— DS ————
N._ _TE'[]':E'_E f

1A ' .'.‘_ Tzntg gl I
W " 0t .535'
St} _ Y i
AR ST
L _
A — LA NN/
08 | ™ =11 A . NN
T=1.2 .
T=1.2
ool e T S . |
| 0.5 0 0.5 | | 0.5 0 0.3 |

Figura 4.1: Comportamiento de la funcién de energia libre intensiva restringida f(m)
en funcién de la magnetizacion m para diferentes valores de la temperatura T y el
parametro de interaccion J. Izquierda: J = 1. Derecha: J = —1.

y aplicandolo andlogamente al segundo término de la entropia s(m), tenemos

o= () (152

T 1 1 1
:—Jm—i-—log(ﬂ)zo — —log( +m):J}n:Jﬂm

2 1—m 2 1—m

Ahora usaremos la siguiente identidad que define la tangente hiperbdlica in-
versa (atanh) para simplificar la expresién anterior

1 1
atanh(z) = 5 log < il x)

1—2z

y por tanto tenemos la ecuacién de estado
atanh(m”*) = Jpm* = m”* = tanh(Jfm")

Esta es la ecuacién de auto-consistencia del problema, también llamada
la ecuacién de Curie-Weiss en el contexto del magnetismo.

Ahora analizaremos las soluciones para h # 0, pues antes habiamos impuesto dicha
restriccion para ver ciertas propiedades de la red, como por ejemplo que es par y por
tanto simétrica, es decir, la eleccién entre el patréon y su inverso es equiprobable, y
no venia afectada por un campo externo.

Volviendo a la energia libre de la red, tenemos
Jm? 1+m 14+m 1—m 1—m
= — —h T |——1 1 —_—
f(m) 5 m + [ 5 log < 5 +—5log 5
y la ecuacion de auto-consistencia generalizada es

m* = tanh(5(Jm* + h))
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donde el campo externo h rompe la simetria entre los dos estados de memoria, fa-
voreciendo uno sobre el otro. Esto significa que la red tendra una preferencia clara
por recordar un patrén especifico (por ejemplo, todas neuronas activas) en lugar de
su inverso (todas inactivas).

Es 16gico que m* son los valores donde la derivada de f(m) es cero, pero esto incluye
tanto minimos como maximos y puntos de inflexion. Nosotros nos interesaremos por
los minimos que son los estados estables de la red. Querremos ahora demostrar que
m* es el valor esperado de la magnetizacién en el limite termodindmico (cuando
N — 00), es decir

i wx g p(ma(0)) = m*

donde wy, 7 s representa el promedio estadistico de la magnetizacién bajo la medida
de Boltzmann. El limite limy_,o w(my) = m* te asegura que, en una red grande, no
veras fluctuaciones locas: veras a la red comportandose de forma sélida y constante
en este nivel de fidelidad m*.

Vamos a demostrar esto usando el método del punto de silla, para ellos necesi-
tamos usar la siguiente identidad

A N2 & z2
650 :C// e—ﬂ-&-ov’cdx

e e}

donde C’ es una constante de normalizacién. Usando esta identidad, podemos rees-
cribir la funcién de particion Zy g de la siguiente manera, donde usaremos J = 1
para simplificar la notacion

2

ZNphB = Ze_BHN’h(”) = Zexp % <Z al-) + Bh (Z O'Z'> =
+o0 2

2 ;exp [Bh (;m) C’/_oo exp [_2(5/]\7) —f-y;ai dy =

) Zexp [Bh (Z Ui> C’/_Z:o exp [—Nng +ﬁ$20i dr =

= C/_+°° Zexp [—NB%Q + B(h + ) Zo—i

=C /*‘” exp (—Nﬁ?) [Z ﬂ exp (B(h + x)ai)] dz

o o =1

dr =

donde en (x) hemos aplicado la identidad anterior con A = /Ny O = >, 04, ¥
en (#*) hemos hecho un cambio de variable y = fz. Resaltar que la expresién del
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Hamiltoniano usada es la siguiente

,HN”]’}L(U) = —%[mN(U)]Q — thN(U) = —g (% ZO}) — hN <% ZJZ> =

Para seguir con el desarrollo anterior, vamos a ver que

2= )

o1==x1o09=%1 on==*1

donde lo que hacemos en la primera sumatoria es recorrer todas las posibles confi-
guraciones de la red, y en las siguientes sumatorias recorremos cada neurona indivi-
dualmente, dandole a la primera neurona el valor +1 y luego —1, y asi sucesivamente
con todas las neuronas, mientras que cuando avanzamos en la sumatoria de la pri-
mera neurona, las demas permanecen fijas.

Veamos esta idea un poco méas al detalle, pues lo que estamos haciendo es recorrer
el estado individual de cada neurona por separado.

= >, _4: Esto significa "mira la neurona 1; primero ponla en +1 y luego en
_177.

= > ,,—+1:Mientras la neurona 1 esta fija, haz lo mismo con la neurona 2.

= Al poner todos estos sumatorios juntos, lo que haces es recorrer de forma
sistematica todas las combinaciones posibles de los N elementos.

De esta manera, recorremos todas las configuraciones posibles de la red, y tenemos

N
ZHexp (B(h+ z)0;) = Z Z Z Blhta)or | Blhta)os . eﬁ(thx)oN} _

o =1 o1=x109==+1 on==%1

— ( Z eﬁ(h-‘rI)Ul) . ( Z eﬁ(h-l-a:)az) ( Z 66(h+x)aN> _
o1=%1 oa=%1 on=x+1

® 12 cosh(B(h + z))]Y

donde en (x) hemos usado que cada sumatorio es idéntico, y se calcula facilmente
como

Z Plhtaoi — oBlhta) 4 o=B(h+a) — 9 cosh(B(h + x))
o;==x1

Siguiendo con el desarrollo de Zy 4, 5, tenemos

+o0 1’2 +o0
Znpp = C/ exp {—N (55 —log 2 cosh(B(h + x)))} dx = C/ exp(—No¢(z)) dz

(e 9] o0

% Cexp(—No(a))
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donde en (x) hemos aplicado el método del punto de silla, que nos dice que para
N grande, la integral estd dominada por el valor minimo de la funcién ¢(x) dado
por x*, pues para el resto de puntos x la exponencial decae muy rapido (queda como
la funcién de dirac). Calculemos dicho minimo

o = e ) — o) = e MO

= [z — ftanh(B(h+z)) =0 = 2" = tanh(B(h + z¥))

donde hemos usado que la derivada de cosh(z) es sinh(x).

Por definicion y propiedades de las observaciones térmicas, tenemos que

_8fN . 1 QlogZNﬁ,g_ 1

0
R o 1 106
- 773 {% log(C) — - No(a )} =5 9%

por lo que calculemos ahora la derivada de ¢(z*) respecto a h

%a(zf*) _ a% [5@ — log2cosh(B(h + x*))] -
T 15
_ B aa“l’; _ Btanh(8(h + %) <1 + %f;) —
- %ﬁﬁ (z* — tanh(5(h + 27))) — B tanh(5(h + 7)) =
Y _Btanh(8(h + 2*))

donde hemos usado la regla de la cadena para derivar el segundo término, y en (x)
hemos usado que z* satisface la ecuacién de auto-consistencia z* = tanh(g(h+ x*)),
por lo que el primer término se anula. Finalmente, tenemos lo esperado

w(m) = tanh(B(h + z¥)) = z*

que nos indica que el valor esperado de la magnetizacion en el limite termodinamico
es igual a la solucién de la ecuacion de auto-consistencia.

Aqui tenemos un resumen de lo que hemos logrado hasta ahora

» El punto de minima energia (m*): representa el estado de mayor estabilidad
termodinamica. Es el valor hacia el cual el sistema ” quiereir naturalmente para
minimizar su energia libre, pues es el punto minimo de f(m).

» El valor més esperado (w(m) = z*): representa lo que realmente observarias si
midieras la red. En el limite de muchas neuronas (N — 00), la probabilidad se
concentra tanto en el punto de silla z* que cualquier fluctuacion desaparece.

44 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

MMNN 4. Basics on Statistical Mechanics of simple systems

*

» La coincidencia (w(m) = x* = m*): al demostrar que estos valores son el
mismo, estds probando que la realidad fisica (lo que mides) coincide con la
estabilidad tedrica (el minimo de energia).

Ahora, sabiendo que la magentizacién converge a x* = m*, estudiaremos las solu-
ciones de la ecuacion de auto-consistencia para diferentes valores de la temperatura
T y el campo externo h, es decir, para que valores de T' y h la red puede recordar
patrones (tener m* # 0) o no (tener m* = 0).

Primero, veamos el caso sin campo externo (h = 0), para centrarnos en el ruido. En
este caso, usaremos la aproximacién de tanh(z) por la serie de Taylor alrededor de

x =0, que es
3

x
tanh(z) ~ = — 3 + O(z°)
y aplicandola a la ecuacién de auto-consistencia, tenemos

3
m = tanh(SJm) ~ BJm — @ +O(m°)
donde tomamos m* = m por simplicidad y obviando los términos de orden superior,
tenemos
(8Jm)? (BI) 4 »_ 3(JB-1)

Llegados a este punto, tenemos dos casos

» Si JB < 1 (es decir, T > J), entonces m? < 0, lo cual es imposible. Por lo
tanto, la unica solucion fisica es m = 0. Esto significa que la red no puede
recordar ninguin patrén, ya que la magnetizacién es nula.

» SiJB > 1 (esdecir, T < J), entonces m? > 0, y por lo tanto hay dos soluciones
fisicas posibles

3(J8 —1)

m==+4/ ——=
(BJ)?
Esto significa que la red puede recordar dos patrones (uno y su inverso), ya
que la magnetizacion es diferente de cero.

Por tanto, hemos encontrado un punto critico en la temperatura 7, = + = J,
que separa dos fases distintas del sistema. Para que la férmula sea mas facil de
interpretar, aproximamos el término (8J — 1) cerca de T,

J J=T T.-T

pJ T T T,

Sustituyendo esto en la féormula de m y asumiendo que cerca de T, 5J =~ 1, entonces

3(T, —T)

~ 4+
m T
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esta ecuacion nos dice que la magnetizacién m crece como la raiz cuadrada de la
diferencia entre la temperatura critica 7T, y la temperatura actual T', siempre que
T. < T. Al ser una raiz cuadrada, la pendiente en T, es infinita. Esto significa que
en cuanto el ruido baja un milimetro por debajo del punto critico, la red reacciona
violentamente y empieza a formar un recuerdo muy rapido.

Finalmente, hemos encontrado los valores de temperatura T' que definen las dos fases
del sistema

» Fase ordenada (memoria): para 7' < T, la red puede recordar patrones,
ya que la magnetizacién es diferente de cero (m # 0).

» Fase desordenada (caos): para T > T,, la red no puede recordar ningin
patrén, ya que la magnetizacion es nula (m = 0).

Este comportamiento es caracteristico de una transicion de fase en sistemas fisicos,
donde un cambio en un pardmetro (en este caso, la temperatura) provoca un cambio
abrupto en las propiedades del sistema (en este caso, la capacidad de memoria de
la red neuronal).

4.2. Phase transition

Definicion 4.2.2. En fisica, una transiciéon de fase es cuando el agua se congela.
En nuestra asignatura, ocurre cuando hay una singularidad (un ”salto.® un cambio
brusco) en la Energia Libre (F'). Imagina que vas subiendo el ruido (temperatura T)
en tu red. De repente, en un valor exacto de T, la red deja de reconocer el patron.
No lo hace poco a poco, sino que “colapsa”. Ese punto exacto es la transicién de fase.

Para la clasificacién de las transiciones de fase, usamos la Clasificacion de Eh-
renfest, que se basa en la continuidad de las derivadas de la energia libre (F):

= Primer orden: hay una discontinuidad en la primera derivada de F'. En la practica:

la memoria desaparece de golpe (como el hielo fundiéndose).

» Segundo orden (o continua): las primeras derivadas son continuas, pero
las segundas fallan. En la practica: la capacidad de recordar va bajando sua-
vemente hasta que llega a cero de forma nitida.

El parametro de orden es una variable que nos dice en qué fase estamos. En
nuestro caso, es la magnetizacion (m). En nuestro caso el solapamiento (m), puede
ser

» m = 0: Fase paramagnética (ruido total, no hay memoria).

» m # 0: Fase ferromagnética (la red recuerda, hay orden).
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Symmetry Breaking

En el modelo de Hopfield, si inviertes todas las neuronas (o; — —o;), la energia es la
misma. El sistema ”"no sabe”si prefiere el patrén o su inverso. Esto se llama simetria.

En baja temperatura (Orden): Elsistema .ligeiino de los dos estados (el patrén
o su inverso) y se queda ahi. Al elegir, rompe la simetria.
Aplicacién: Aprender es, esencialmente, romper la simetria del desorden para
gaer.®® un estado concreto (el recuerdo).

En alta temperatura (Caos): La red salta tanto de un estado a otro que el pro-
medio es cero. El sistema es simétrico.

4.3. Ergodicity breaking

Cuando la temperatura (ruido) es alta (T' > T,), el sistema tiene tanta energia
térmica que nada lo detiene. La red neuronal salta de un estado a otro sin parar.
No se queda fija en ningin recuerdo, lo que significaria que es una red ergddica,
por lo que decimos que el sistema “explora todo el espacio 7.

Sin embargo, cuando la temperatura baja (7" < T.) (el sistema se enfria), el sistema
pierde energia térmica y se “atasca” en ciertos estados (recuerdos). La red ya no
puede explorar todo el espacio de configuraciones posibles, sino que se queda atra-
pada en ciertos atractores. Esto se llama ruptura de ergodicidad. Lo que ocurre
es que, el espacio de fases € se “rompe” en pedazos aislados (por ejemplo, 2, y Q_),
donde €2, podria representar el recuerdo de una “Cara”, y €)_ podria representar el
recuerdo inverso (o un “Gato”).

En este sentido, decimos que el sistema se queda confinado en uno de estos subes-
pacios, dependiendo de su estado inicial y de las fluctuaciones térmicas. La red ya no
puede saltar libremente entre todos los estados posible (por ejemplo de Q4 a Q_),
porque hay una barrera de energia gigante (proporcional al nimero de neuronas V).

Para que esto sea “memoria”, necesitamos comparar dos tiempos:

» 79 (Tiempo de observacion): el tiempo que tardamos en usar la red.

» 775, (Tiempo de salto): el tiempo que tardaria la red en saltar de un recuerdo
a otro por puro azar.

» Ruptura de la Ergodicidad (79 < 7y;): el salto es tan improbable (tardaria
"tiempos astronémicos”, mas que la edad del universo) que, para nosotros, el
sistema esta en equilibrio local. jEsto es la memoria! La red se queda fija en el
patrén que le hemos pedido recuperar.

Un punto a notar importante es que, en teoria, si esperasemos trillones de anos, el
sistema acabaria saltando de un valle a otro y recuperaria la ergodicidad. Sin em-
bargo, en la practica, como nosotros usamos la red neuronal durante unos segundos
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o minutos (un tiempo 79 muy pequeno), para nosotros el sistema estd en equilibrio
local y no vemos esos saltos. Esta es la justificacion matematica de por qué podemos
decir que una red neuronal ha “convergido” a una solucién, aunque técnicamente el
universo siga evolucionando.

. Por qué es importante esto en el modelo de Hopfield? Si la red fuera siempre
ergddica, tu le darfas una imagen borrosa y ella empezaria a oscilar entre todos los
patrones que conoce sin detenerse en ninguno. La ruptura de la ergodicidad es lo que
permite que la red “tome una decisiéon” y se quede en un valle de energfa (atractor).

4.4. Hopfield model

El modelo de Hopfield es la evolucién natural del modelo de Curie-Weiss (CW) que
hemos estado analizando. Mientras que en el modelo CW las neuronas solo aprendian
a “ponerse todas de acuerdo” (almacenando solo 1 bit de informacién), el modelo de
Hopfield permite que la red actie como una memoria asociativa capaz de almacenar
y recuperar multiples patrones complejos.

La tarea principal de esta red es la reconstruccién de P “piezas de informacién”.
Estas piezas son vectores binarios {£#} de longitud N. Imagina que cada vector £*
es una imagen o un concepto (por ejemplo, una foto de un gato). La red debe ser
capaz de “recordar” esa imagen completa incluso si solo le das una parte borrosa
o con ruido. En lugar de tener solo dos valles en +1 y —1, el modelo de Hopfield
disena el paisaje para que haya un “valle” (minimo de energia) en cada uno de los
patrones £# que queremos recordar.

En el modelo CW, las conexiones entre neuronas eran uniformes (todas las neuronas
se influfan igual), es decir, J;; = % En el modelo de Hopfield, las conexiones son
especificas y se disenan para almacenar los patrones deseados. La regla de apren-
dizaje de Hebb nos dice como ajustar estas conexiones de la siguiente manera

P

1
Jij = NZ&”&;‘

p=1

donde & es el estado (activo o inactivo) de la neurona i en el patrén u. Esta
regla asegura que las neuronas que tienden a activarse juntas (en el mismo patrén)
refuercen su conexién, mientras que las que no lo hacen debilitan su vinculo. Ahora
el hamiltoniano del sistema es

Hyen(o) = —% Z Zéffj”aiaj — Z h;o;
4,j<i p i

donde o; es el estado actual de la neurona %.

Nos centraremos en estudiar como la red puede recuperar un patron especifico £
cuando se le presenta una version ruidosa o incompleta del mismo, por lo que defi-
niremos h = 0, ya que queremos estudiar la capacidad de memoria pura de la red
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sin influencias externas, pues estas pueden ser beneficiosas para la clasificacion, y
es eso justo lo que no queremos, intentando estudiar solo como reacciona la red en si.

4.4.1. Low-load regime

En esta seccién nos centraremos en el régimen de baja carga (low-load), donde
el namero de patrones almacenados P es mucho menor que el nimero de neuronas
N (es decir, « = P/N — 0 cuando N — o0). En este régimen, la red puede manejar
multiples patrones sin que interfieran entre si, lo que facilita el andlisis.

Definicion 4.4.3. Consider the Hopfield model with N neurons oy, i € {1,..., N}
and P patterns &#, € {1,..., P}, the Hamiltonian is defined as

1 ul 1 1
HN,{(O—) = —N Z nyfyo—lo—ﬂ = _ﬁzgfgfazaj + ﬁz (65)2 Uiz =

,5<i p=1 4,5, ("

1 P
z : oy
_ﬁ gz gj i% + E

5051

Definimos las siguientes funciones

the (pattern realization dependent) partition function as

g

the Boltzmann factor as

By gglo) = e PHvel

the Boltzmann-Gibbs average as

" _ 2. F(0)Brpelo)
welF) >0 Bnpe(o)

for any arbitrary function F'(o) of the spins.

the quenched statistical pressure as

1

Angp = —5ffv{57 f]%}),,g = BN

E IOg ZN,B,§

where ff\%ﬁ = —ﬁLNElog Zn pg is the (quenched) free energy.

Para resolver el modelo de Hopfield, lo que buscamos es querer demostrar que la
red es capaz de recordar los patrones almacenados {£#}, es decir, que la red puede
converger a uno de estos patrones cuando se le presenta una version ruidosa o in-
completa del mismo. Para ello, debemos determinar el valor de los solapamientos
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u order parameters de m,, que miden la similitud entre el estado actual de la red
o vy cada patréon almacenado &¥. Estos solapamientos se definen como

| XN
my (o) = N ngai
i=1

donde m,, toma valores entre —1 y +1. Un valor de m,, cercano a +1 indica que la
red estd en un estado muy similar al patron £#, mientras que un valor cercano a —1
indica que la red estd en el patrén inverso. Un valor cercano a 0 significa que la red
no tiene correlaciéon con ese patron.

The main interest of this section and of the two following ones (for which the same
definitions hold) is to find the expression of the free energy in the thermodynamic
limit fg = limpy_00 f]%,) 5 In terms of the order parameters, both in the low and high
storage regimes.

Saddle Point Method

Antes de proceder con el desarrollo del modelo de Hopfield, repasemos brevemente
el método del punto de silla (saddle point method), que ya hemos usado en la
seccién anterior. Este método es una técnica matematica utilizada para aproximar
integrales de la forma

I(N) = /€N¢(x) dx

cuando N es grande. La idea principal es que, para valores grandes de N, la integral
estd dominada por las regiones donde la funcién ¢(x) es minima, ya que la expo-
nencial decae rdpidamente en otras regiones.

También, es importante destacar esta igualdad que usaremos en el desarrollo poste-
rior procedente de la delta de Dirac
+o0o

+oo 1
f(x)o(z —a) dz = f(a) = /_ g(my,)o (m,L % Zﬁfai) dm, =1

donde g(z) = 1. Aplicando esto a todos los patrones p € {1,..., P}, tenemos

P oo 1

m, — — -0, m, =
11/ 5(# NZ@“)M 1
p=1""7° i

Usando esta identidad, y el siguiente desarrollo

2 P 2 N
Z{f{foiaj: (Z{fd) =N’m’, = %Z(Zé}“m) Z%Zmi

i,
podemos reescribir la funcién de particion del modelo de Hopfield como

ﬂ M BN - 2 - 1 Iz
Znse =Y exw |3 S etetoio | = [exp (T3S w2 ) T |6 (my = 5 et ) dm,
o o pn=1 i

651 p=1
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donde hemos obviado el término constante exp (—5P/2), ya que no afecta a las
observables térmicas, cuando N es grande. Ahora buscaremos aplicar la definicion
formal de la delta de Dirac

ademads de hacer un cambio de variable £ = Nm,. Veamos todos los pasos al aplicar
estos conceptos

7 p=1 p=1 i
P P
25 fon (S0 1 o (0 - £ 5o ) M)
g p=1 p=1 P
P P
-5 o (5 2 ) T[] oo [ 5 (= e )| -
7 p=1 p=1 p -
P
5 o (o S o 2 )
o p=1 P i -

donde en (*) hemos hecho el cambio de variable k, = Nm,. Ahora volveremos a
usar una idea similar a la que usamos en la seccién anterior, es decir, que

N
S e (1) <11 5 o (-0 St -
o i p

i=1 o;==%1

e (£ ) - o [flaoe (£ ) -

(g (5e))
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o mas desarrollado la primera parte

> exp (—iZmu§f0i> =) exp (-ZZU %:mufzf‘) —

o [y o

= Z exp (—im Z m,@f) ...exp (—igN Z mﬂfﬁf) —
H I

o

= ) exp <—z’al;mug$> L) exp <_¢0szu%> _

o1==%1

® 2 cos (Z m,@f) ...2cos (Zm,@f{,) =
N 1

= H 2 cos (Z m,@f)
=1 1%

donde en (*) hemos usado que € + e~ = 2 cos(z). Tenemos ahora la funcién de

particion como

P
Ndm,dm
INpe = /H [%1 exp (z’N E my,my, + g In [2 cos ( E mgf)
p=1 H i I

BN 5
2o
I
(4.1)
Cuando N es grande, podemos aplicar el método del punto de silla para apro-
ximar la integral, donde buscaremos el minimo primero para m,, y luego para m,,.
Primero nos centraremos en minimizar respecto a m, , por lo que derivaremos el

exponente respecto a m, (debemos fijar p pues el resto de m, son distintas para
p # v) y lo igualaremos a cero

8zu (iNZmMmM + Z In [2 cos (Z muﬁf)

H ( H

notar que aunque hemos derivado respecto a m,, hemos despejado para m,, pues
buscamos tener la expresion de la funcién de particion en funcién de los ordenes de
parametro m,,. Ahora, sustituyendo este valor de m, en la funcién de particién, y
aplicando el método del punto de silla (donde eliminamos por tanto las integrales
respecto a mu), tenemos

P
ZN g N / <H dmu> exp (—g Zmi + Zln [2 cosh (ﬁZm,@f‘)])
H p=1 7 H

debemos destacar que hemos usado que cos(ix) = cosh(z).

Hemos obtenido una expresion de la funcién de particion en términos de los érdenes
de pardmetro m,,, pero realmente queremos poder quitar la integral, por lo que para

52 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

MMNN 4. Basics on Statistical Mechanics of simple systems

ello aplicaremos el método del punto de silla a la vez, tanto para m, como para m,,.
Por tanto, derivamos el exponente que tenfamos en 4.1 respecto a m, y lo igualamos
a cero

—sin (ZH Tﬁﬂff) i
(T

iNm, + =0 = iNm, — Y &'tan (Z mﬁ) =0 —

o
my, = —% Zﬁftan (Zm,,fj)
J v

Ahora tomando el minimo mj, para este valor de m,, y el valor de 1, que habiamos
obtenido antes, tenemos el sistema de ecuaciones

my, =ipfmy,

. L1 , )
my =m, = —% %:5,“ tan (zﬂ%:mzé‘;f) —  m, = N zj:@ tanh (ﬂzy:mV@)

donde hemos usado que tan(iz) = itanh(x). Finalmente, aplicamos el método del
punto de silla en la funcién de particién, sustituyendo el valor m;, en la expresion,
obteniendo

£ P
ZNpe ol (%) exp ( B;V Z * 4+ Zln [2 cosh <62m g“)])

pn=1

P
donde la parte del productorio (%) 2 es irrelevante en el limite termodinamico,

pues al calcular la free energy, esta parte se anula al dividir por N y hacer N — oo.
Entonces, the (quenched) free energy in the thermodynamic limit is

1

N—o0 N—>

[ (i)

= lim K,

N—oo

Z m — %Elochosh <6 Z mﬁ“)]

donde lo que hemos aplicado es definir la variable aleatoria X; para cada neurona ¢

CcOomo p
X, =1In (2 cosh <5 > m;gg‘> >
pn=1

que por la ley de los grandes ntimeros (cumple las hipétesis trivialmente), cuando

N — oo, tenemos que
P
In (2 cosh (B Z mZﬁ“) )] c.s.
pn=1

1 N
N Z ' N—>oo ] Eg
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Ahora bien, necesitamos ver como calcular la esperenza respecto a los patrones
&. En nuestro caso, el “experimento” es elegir los P bits de una neurona al azar.
Definimos un vector aleatorio & = (£1,€2,...,&F) que representa los bits de una
neurona genérica (puede tomar +1 con probabilidad 1/2 cada uno). Entonces, la
esperanza que necesitamos calcular es

Elg(¢)] = > P() - g(¢)

todas las configuraciones &

donde sustituyendo nuestra P(£) = 1/2F y expandiendo la suma para cada compo-
nente del vector, obtenemos la siguiente ecuacion

Z PO DN I
==41¢£2=+41 EP=+1

y por tanto sabemos como calcular la esperanza respecto a los patrones &.

Ahora para demostrar el siguiente enunciado, debemos recordar que los valores de
m,, que minimizan la quenched free-energy son los obtenidos al derivar la quenched
free-energy respecto a m, y igualar a cero

of 0 1 1 SRR
o, — o, lﬁzlmz_BEln (2cosh (B;myf ))] =

v=

=m, — lE [tanh (627711,5”) . ﬂf“} =0

g
P
&Htanh (B Z m,,§”> ]

v=1

- mu:Eg

Teorema 4.4.1. The quenched free-energy of the Hopfield model in the thermodyna-
mac limit of the low-storage regime is

fﬁ = mln [ Zm — BElog?cosh (ﬁzmugﬂ)]

where the Mattis magnetizations satisfy the self-consistency equations

P
£* tanh (ﬁ > m;g”> ]
v=1

mZ:Eg

at the equilibrium states.
Ahora veremos ciertos comentarios muy importantes respecto a la solucién obtenida.

Notacion Vectorial y el Estado de Equilibrio. Usando una notacién vectorial
mas compacta, podemos escribir la energia libre y las ecuaciones de auto-
consistencia como

1 1
fs= §m2 - BElogQCosh(ﬁm <€) tal que m = E¢ tanh(fm - £)
donde m es la ecuaciéon de auto-consistencia, que indica que el estado
de equilibrio de la red (su magnetizacién) debe ser igual al promedio de la
respuesta de las neuronas ante el campo creado por los patrones.
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El Limite de Recuperacién Pura (Curie-Weiss). Si suponemos que la red so-
lo intenta recuperar el patrén 1 (m; # 0 y los deméas m, = 0), ocurre algo
muy elegante: La ecuacién se reduce a

my; = E[¢! tanh(Bm,€")]

como la funcién tanh es impar, tanh(8m.£Y) = &Htanh(fmy), v &8 = +1,
entonces al multiplicar por la £ de fuera, obtenemos (£')? = 1, lo que nos da
lo siguiente

my = tanh(Sm;)

Esta es la Ley de Curie-Weiss que describe a los imanes. Esto demuestra
que, si solo hay un patron, la red de Hopfield se comporta exactamente como un
material ferromagnético donde los “espines” se alinean para formar el recuerdo.

Simetria de las Variables Auxiliares. Al derivar respecto a m, y m,, simultanea-
mente, realmente no se calculé la “energia libre restringida” (que es mas dificil),
pero que mateméticamente no importa: los puntos de equilibrio (minimos) son
los mismos.

Analysis of the self-consistency equation

El anélisis de la ecuacién de auto-consistencia

P
&M tanh (6 Z m,,f”) ]

v=1

my, = ¢

muestra que existe un umbral 5. = 1 tal que
= si B < ., m=0 es la tnica solucién;
= si 8> [, resulta m # 0 y hay muchas soluciones admisibles.

Para probar esto, sabiendo donde esta el umbral ., tomaremos una pequena des-
viaciéon € =  — 1 < 1, cerca de este punto, los valores de m, son muy pequenos
(cuanto mas crezca [ respecto a . més ira creciendo m,,), lo que nos permite usar
la aproximacion de Taylor para la tangente hiperbdlica

1 2
tanh(z) = 2 — 23 + —25 — ...
anh(z) =z 3% + R

Sustituimos esto en nuestra ecuacién original

3
B | ﬁZmyf”—§<ﬁZm,,§”>

Debemos resolver la esperanza término a término, recordando que E[£#EY] = 4,
(son independientes) y que (£#)% = 1.

s Término Lineal:

E[¢"BY m,&] =8> mE[E"¢] = Bm,
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= Término Cubico: Sea X = Y m,&”. El término es —3B°E[¢#X?]. Al ex-
pandir X3 y promediar sobre el ruido, los tinicos términos que sobreviven son
aquellos donde los indices de & se emparejan. El resultado de esta combinatoria
es:

E[¢"X"] = mam,msB[E"E" ) = m3, + 3> mym

a,v,0 v

P P
= mi +3 (Z mumz — mumi) = mz +3m,, (Z mi) — 3m2 =
v=1 =
P
=3m,, (Z m?,) — Qmi = 37an2 — 2m2

donde hemos usado que

Ele"] = P& = +1)(6" = +1) + P(€" = —1)(€" = —1) = ;(+]) + 5(~1) =0
E[(€)7] = P(e* = +1)(6" = +1)* + P(e* = ~1)(¢" = ~1)* = Z(+1)’ + 1

de manera que

e Regla de imparidad: si algin indice £ aparece un nimero impar de
veces (como 1 o 3), el promedio es 0.
e Regla de paridad: si todos los indices aparecen un nimero par de veces
(como 2 o0 4), el promedio es 1 (porque (§)*> =1y (£)* =1).
Agrupando los resultados, tenemos
(1+¢)3
3
(1+¢€) mz =

1
my, ~ fm, — —63(3mum2 —2m3) = my, (1 + (3m,m® —2m?) —

€) =
2
= m, —m, =mue— (1+ ¢)*m,m’ +§

2
= m, e—(1—|—6)3m2+3(1+6) =0

entonces tenemos dos posibilidades:
» Sim, =0 para todo p, tenemos la solucién trivial (estado desordenado).

» Si m, # 0 para algin u, entonces el término entre corchetes debe ser cero,
entonces

2
0=¢e—(1+¢’m®+ 5(1 +e)’m? =
=e— (14+3e+32+m? + Z(1 4+ 3¢ + 36 + & )m? =
(x4)

2
= ¢ —m? — 3em? +3m“+§emi

Wi N

* 2 3
© e m? —1—3 i: m, ==+ §(m2—e)
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donde en (%) hemos decidido quedarnos solo con los términos de “primer
orden” (los que no tienen potencia en € o solo tienen €') y eliminar todo lo
que tenga € 0 € y en (*) hemos despreciado los términos em?* o em?, pues
en ambos casos son numeros pequenos multiplicando niimeros més pequenos
pequenos, por lo que son despreciables.

Si solo existe un m,, # 0 (digamos m; ), tenemos la solucién de patrén puro y
se llamaria estado de Mattis, y tendriamos que toda la magnetizacién total
m? se concentra en ese patrén, es decir,

m = (m,0,0,...,0) = m?=m]
por lo que la intensidad del recuerdo es
3. 9 2 _3 o 3 2
my; ==+ §(m1—e) = my=gmy - e = m? =3¢ = my; = +V3e

de manera que claramente si € = § — 1 es grande (equivale a 8 > 1, es decir,
T < 1 poco ruido), el patrén se recuerda con mayor intensidad.

Puede ser que la red intente recuperar varios patrones a la vez, es decir, que varios
m,, # 0. Si suponemos que n de los P patrones son recuperados simultdneamente
con la misma intensidad m, tenemos que

m®™ =m,(1,1,...,1,0,0,...,0) = m? =nm?

~
P—n
y aplicando esto en la expresién anterior, tenemos

3 3 3 3
mp, = 4/ =(nm2 —¢) = m2:§(nmi—e) = m? (1—§n>+—€:0

2 " " 2
3
—€
9 9 3¢ 3¢
T T B2 " 3n — 2

de manera que para n mas grande se debilita la intensidad del recuerdo m,,, para
cada patron. Para finalizar remarquemos dos puntos importantes:

» Estabilidad: de todas las soluciones que existen (n =1,2,3,...),laden =1
(patrén puro) es la que tiene la energia libre mas baja y, por tanto, es la que
la red "prefieretisar.

» Limite de Capacidad: todo esto es valido mientras el nimero de patrones
P no crezca demasiado. Si P se acerca al 14% de N (P =~ 0,14N), el ruido
de interferencia entre patrones destruiria incluso estas soluciones que hemos
calculado.
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4.4.2. High-load regime

En esta seccion analizaremos el modelo de Hopfield en el régimen de alta carga, es
decir, cuando el nimero de patrones P crece linealmente con el tamano del sistema
N, es decir, P/N — « con o > 0 cuando N — ooy P — 0., donde o (pardmetro
de carga) mide qué tan “llena” estd la memoria de la red. En este caso, la técnica
usada en la seccion anterior no funciona, ya que el nimero de 6rdenes de pardametro
m,, crece con N, y no podemos aplicar el método del punto de silla como antes. Pa-
ra resolver este problema, usaremos la técnica del replica trick, que nos permitira
calcular la presién estadistica promediada sobre el ruido.

En baja carga, los patrones son casi ortogonales y no se molestan entre si. En carga
alta, el sumatorio de los patrones que no estas intentando recordar actiia como un
ruido de interferencia (crosstalk). Si intentas recordar el patréon 1, los otros P — 1
patrones generan un ruido que tiene una varianza proporcional a a.. Este ruido actia
como una temperatura efectiva adicional que puede desestabilizar el recuerdo.

En baja carga solo usdbamos m (el solapamiento). En carga alta necesitamos dos
parametros para describir el sistema:

» m (Magnetizacién/Memoria): mide cudnto se parece la red al patrén que
queremos recuperar.

» ¢ (Pardmetro de Edwards-Anderson): mide cudnto se parecen dos réplicas
distintas entre si. Si ¢ > 0 estan correladas. Si ademas, m = 0, la red esta
gongelada.°™ una configuracién aleatoria que no es un recuerdo (esto se llama
fase de Spin Glass o Vidrio de Espin).

Para resolver las ecuaciones, solemos aplicar la hipétesis de Simetria de Répli-
cas: suponemos que todas las copias del sistema se comportan de la misma manera
y tienen el mismo solapamiento entre ellas (¢, = ¢ para todo a,b).

Observacion. Aunque esta hip6tesis no es exacta (existe algo llamado “Replica Sym-
metry Breaking”), es la que se usa para obtener la solucién estdndar del modelo.

El analisis muestra que la memoria no desaparece poco a poco, sino que hay un
colapso brusco:

» Para una temperatura T > 0, si a < a.(7T), lared puede recordar (fase de recuperacion).

» Sia > a.T), el ruido de los patrones almacenados es tan fuerte que la red co-
lapsa y ya no puede recuperar ningin patrén, cayendo en un estado de confusién total
(Spin Glass).

Replica Trick

Como el desorden estd congelado (quenched), necesitamos calcular E[ln Z]. Ma-
tematicamente, promediar un logaritmo es una pesadilla. La estrategia consiste en
usar la identidad:

ElZ™ —1
Efln 7] = lim 221 =1
n—0 n

., Coémo se interpreta esto?
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» Réplicas: imaginamos n copias idénticas del sistema (réplicas) que compar-
ten los mismos patrones almacenados (£) pero que pueden estar en estados
distintos.

» Promedio: calculamos el promedio de Z™ (que es mas facil porque es un
polinomio) y luego hacemos el limite matemético cuando el nimero de copias
tiende a cero.

Para calcular E[Z"] de forma analitica, se asume inicialmente que n es un ntme-
ro entero positivo. Fisicamente, Z™ representa la funcién de particiéon de n copias
idénticas (réplicas) del mismo sistema:

» Cadaréplica tiene su propia configuracion de neuronas S (dondea = 1,...,n).

= La hipétesis clave es que todas las réplicas comparten exactamente los mis-
mos patrones almacenados .

Al promediar E[Z"], las réplicas que antes eran independientes “se hablan” entre si
porque todas estan intentando recordar los mismos patrones. Esto genera una inter-
accion entre las copias que nos permite ver cémo el desorden afecta al sistema global.

Al resolver E[Z"], aparecen términos que miden la correlacién entre dos réplicas
distintas, a y b

1 N
E a qb
Qab = N - Sz Sz

Para simplificar el problema y poder tomar el limite n — 0, se introduce la Hipote-
sis de Simetria de Réplicas (RS): se asume que todas las copias del sistema son
equivalentes, por lo que el solapamiento entre cualquier par de réplicas es el mismo

G =¢q paratodoa #b

59 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

MMNN 4. Basics on Statistical Mechanics of simple systems

60 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

5. Machine Learning

5.1. Restricted Boltzmann Machines (RBMs)

Las méquinas de Boltzmann restringidas (RBMs) son modelos generativos es-

tocéasticos que pueden aprender una distribucion de probabilidad sobre su conjunto
de entradas. Fueron introducidas por Geoffrey Hinton y se utilizan ampliamente en
el campo del aprendizaje automatico, especialmente para tareas de reduccién de
dimensionalidad, clasificacién y generacién de datos.
Desde el punto de vista de la fisica estadistica, una RBM es un sistema de espines
con dos capas: una capa visible y una capa oculta. Los espines en la capa visible
representan las variables observables (datos de entrada), mientras que los espines
en la capa oculta capturan las caracteristicas latentes o patrones en los datos. Las
conexiones entre las capas visibles y ocultas son ponderadas, y no hay conexiones
entre espines dentro de la misma capa (de ahi el término restringidas”).

La representaciéon minima de una RBM consta de:

» Capa visible (¢7): Contiene las unidades visibles que representan los datos
de entrada.

» Capa oculta (¢!!): Contiene las unidades ocultas que capturan las carac-
teristicas latentes de los datos.

» Salida (¢//7): En algunas arquitecturas, puede haber una capa de salida para
tareas especificas.

» Pesos (J;;): Conexiones ponderadas entre las unidades visibles y ocultas.

Hay también arquitecturas mas complejas, como las Deep Boltzmann Machines,
que contienen multiples capas ocultas, que lleven el nombre de Redes Neuronales
Profundas (Deep Neural Networks, DNNs), de ahi el nombre de Deep Learning.

Notacion. Cuando no haya peligro de confusién, usaremos una sola variable s;
(t=1,...,N;+ Ny + No) para denotar a todas las neuronas de la red.

Para que estas maquinas funcionen y “aprendan” correctamente, deben cumplir con
ciertas condiciones de los sistemas fisicos en equilibrio:

= Pesos Simétricos: Las conexiones entre neuronas deben ser iguales en ambos

sentidos (J;; = Jj;).
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= Sin Auto-interaccién: Se excluye que una neurona influya sobre si misma

» Funcién de Energia (Hamiltoniano): El estado de la red se describe me-
diante una energia total definida por

1
HN(S’U)) = —5 Z JijSiSj — Z biSi (51)
1,5 i

= Distribucion de Boltzmann: Bajo estas premisas, la red converge a una
distribucién de probabilidad tnica donde los estados de menor energia son los
mas probables
P(s) = Z ' exp(—BHy(s|w))

A diferencia de los modelos deterministas, aqui el cambio de estado de una neurona
es estocastico (probabilistico). La regla de actualizacién viene dada por

P(si — s;) = %[1 + tanh(Bs;hi(s))]

esta regla asegura que el sistema alcance eventualmente el equilibrio térmico descrito
por la funcién de particién Z.

Aprendizaje en RBMs

El objetivo del aprendizaje en una RBM es ajustar los pesos J;; y los sesgos b; para
que la distribucién de probabilidad de la red (P(c’, o)) se parezca lo més posible
a la distribucién de los datos reales (Q(o’,o'!)). Consideramos el Principio de
Maxima Verosimilitud, el cual establece que los pardmetros del modelo (.J;; y
b;) deben ajustarse para maximizar la probabilidad de observar los datos dados. En
términos practicos, esto se traduce en minimizar la divergencia entre las dos distri-

buciones (divergencia de Kullback-Leibler).

Definicion 5.1.1. La divergencia Kullback-Leibler (KL) entre dos distribuciones
de probabilidad, @ (la real) y P (la del modelo), se define siempre como sigue

AQ.P) = ;W) log (;‘iiii)

Dada la definicén anterior, el procedimiento de entrenamiento se describe mediante
la divergencia de Kullback-Leibler entre las distribuciones @) y P:

A@P)= Y Qo'.0")log (%)

ol olII

Minimizar esta divergencia con respecto a los pesos y sesgos nos lleva a las siguientes
reglas de actualizacion:

_9AQ.P)

9AQ.P)
aJ,; ‘

Blij = ab,

) Abz =
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donde € < 1 es la tasa de aprendizaje. La variacién de la distancia KL (o divergencia
de Kullack-Leibler) es (hasta el orden cuadratico)

IAQ,P) =) %AJ@- +3° %Abi +0(e) =

i 7

- [Z (8A§%P))2 . Z (aA(a% P))2

ij

+ O(€?)

En el aprendizaje supervisado, el docente proporciona un input (o) y un output
deseado (o). Durante el entrenamiento, las neuronas de la primera capa (¢!) no
fluctian libremente; se mantienen fijas (fixed) con los valores de los datos de entra-
da. El sistema ya no busca cualquier configuracién aleatoria, sino que busca la mejor
configuracién de las capas ocultas (o!) y de salida (o//!) dada esa entrada especifica.

Definicion 5.1.2. Originalmente, tenemos que la probabilidad conjunta de un es-
tado s = (0!, 0!l 1) viene dado por la distribucién de Boltzmann de la siguiente

forma

P(s) = 7

, donde Z = Z e PHN ()

ol oIl gIII
Aqui, Z es la suma sobre todas las combinaciones posibles de todas las capas.

La probabilidad conjunta de lo que “vemos” (entrada y salida) se obtiene sumando
sobre todos los estados posibles de lo que “no vemos” (la capa oculta)

P<0_170_III) — ZP(O’I,UII,OJII)

oII
de hecho, como la capa de entrada esta fija, podemos considerar la distribuciéon
condicional P(c!!, o!1|!), teniendo por tanto

P(s) = P(o", 0™ 0 )P(s") = P(6", 0™ |o")Q(0")

donde dado que estamos en entrenamiento, la probabilidad de observar una entrada
especifica P(o!) es exactamente la distribucién de los datos reales Q(o). Tenemos
entonces

P(O’I,O']II) _ Q(JI)ZP(0_1170_111|0_I)
oIl

pero
efﬁHN(S)

P(o’, o1 | 1) =
(00" o) =
donde tenemos la siguiente definicion.
Definicion 5.1.3. Definimos la funcién de particién restringida o condiciona-
da, como
Z(O‘I) — Z e BHN(s)
ol oIIT

que representa la suma de los “pesos estadisticos” de la red, pero solo para aquellas
configuraciones que son compatibles con la entrada ¢! que hemos fijado.
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Finalmente, tenemos que la probabildiad conjunta de observar una entrada y una
salida concretas es

ACIR )

I Iy _ I )

P(U7U >_Q<0) Z(O’I)

donde claramente Z(o!, o) = 3" e7#HN() eg la funcién de particién restringida a

oIl

las configuraciones compatibles con la entrada o’ y la salida o’//.

Para calcular las reglas de actualizacion, necesitamos las derivadas parciales de la
divergencia KL con respecto a los pesos y sesgos, por lo que primero veremos un
desarrollo de dicha divergencia

= ; Q(z) log (

donde como S(Q) es la entropia de la distribucién real @, y al ser independiente de
los pardametros del modelo, al derivar solo necesitamos preocuparnos por la segunda
parte. Por tanto, tenemos

Z(

) > Q@) lo&(Qa)) = 32 Qo) o&(P(a)) = =S(Q) = 32 Qa)lo

A(Q,P)I— Z Q(O‘I HI)lOg(P( I HI)) _ Z Q(O‘ III)log (Q( 1)—

ol oIl ol oIl

= _ Z Qo' a'"")log (Q(a)) — Z Q(o!, 0" log (M)

O'I O'III O'I O-III Z(UI)
®_ Z Q(o!,o"") [log (Z(o",6"")) —log (Z(0"))] =
(+5) _% Z Q! o) [log (Z(UI,JHI)) —log (Z(JI))]

donde en (%) hemos usado que es una constante (independiente de los pardmetros
del modelo) y la podemos omitir (no afectard al cambio de pardmetros) y en (xx)
hemos introducido el factor 1/ para facilitar los calculos posteriores.

Como bien hemos comentado, buscamos minimizar la divergencia KL, por lo que
necesitamos obtener los minimos de A(Q), P) con respecto a los pesos y sesgos. Para
encontrar el minimo de una funcién compleja, utilizamos el algoritmo de gradiente
descendente. La derivada parcial

0A

8Jij
nos indica en qué direccion y con qué intensidad cambia el error cuando modificamos
un peso especifico. Destacar que lo mismo ocurre para los sesgos b;. Para ello, primero
calcularemos estas derivadas parciales

0 aHN e BHN aHN
log Z(o! I _ o1l 111
aJij o (U 70 an: @Jw Z JI UIH ﬁ; aJU |U i )
OHy(s)e —AHN () OHy(s) T _IIT| I
log Z(o") = —3 =5 Y TV pE! oMo
a(]l,] O.IIXU:III (JI) 011270_:11] 8’]74.7
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Poniendo esto todo junto en la expresion de la divergencia KL, obtenemos

8A(Q P III III I
—_— = —log Z — —logZ =
o0, IZHQ o7, s 2(0!,0™) = 5o-loa (o)
OHn( OHy(s)
III N II I III N II IIry I
IZIII ﬁZ; 8JW | +B 1;11 aJW P(a 7 |0

OHy(s) OHn(s)
_ [ 111 N Iy 1 Iy N Iy 1
= 3 Qo) | I b ot - Y S Pt o1t

ol oIII oIl ol gIII

y finalmente queda como

OA(Q,P) OHy (s)
oy 2. dJij

P(o’”’0'17 UIH)Q(OI, UIII)

ol oIl gIIT

(s

_ Z 9 N(S)P(UH,5,III|O,I)Q(0,170_IH)
&Iij

ol oIl gIII GIII

donde hemos usado la notacién § = (o', 0 para distinguir las dos sumas.
Podemos simplificar la expresion anterior, para ellos vedamos la simplificacion del
segundo término como sigue

Z aHN<§)P(O_II76_III|O_I)Q(O_I7O_III) _ Z 8HN(§)P( 11 7III|O_ (ZQ

ol oIl gIII GIII an’j ol o1l GIIT 8Jij 111

1 II75.III)

*) aHN(E)p oA G 1O (0!
al,;;‘rln aJiJ @ ’ A7)
donde en (x) hemos usado que por definicién de probabilidad marginal, si sumamos
la distribucién conjunta de los datos Q(o, o/f!) sobre todos los posibles estados de
la salida o?/!, obtenemos la probabilidad de la entrada. Por tanto, la expresién de
la derivada parcial queda como

OA(Q,P) Z OHy(s)

— P Iy 1 _IIT I _II1
o7 3 Flele! o’ o)

ol o1l 11

_ Z aHN(S)PwH,0111’01>Q(01)

ol o1l G111 a‘]ij

Recordando la expresiéon del Hamiltoniano (5.1), vamos a deducir un resultado im-
portante para el aprendizaje en RBMs. Primero observamos que

(9I-IN(3)
8Jij

= —SZ’Sj

Definicion 5.1.4. En fisica estadistica, el valor esperado o promedio de una
cantidad A bajo una distribucién P(z) se define como

= A()P(x)
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nterior nicion mos interpretar um nder n X-
Dada la anteriore definicién, podemos interpretar las sumas ponderadas en la e
presiéon de la derivada parcial como valores esperados bajo diferentes distribuciones,
teniendo por tanto

(9HN(5) aHN
- aJ_U P(o‘fl ‘ O'I,O'III) = <_8JZJ >Cond1 = _<8i3j>cond1
OHy (s) I _IIT | I OHy
—5 7 = \37 /conda — T \5i5j/con
IIX:III a‘]l (0- ;O- | o ) < aJZ] > d2 <S S]> dg

donde las etiquetas cond; y conds significan lo siguiente

» cond, (Fase clamped): el promedio se hace solo sobre o/, Esto ocurre porque
tanto la entrada (o) como la salida (o?/1) estén fijas por los datos del maestro.

» cond,y (Fase free): el promedio se hace sobre o/ y o/1. Aqui solo la entrada
(o) estd fija; la red es “libre” de decidir qué salida generar.

Tenemos ahora las siguientes expresiones para los dos términos de la derivada parcial,
veamoslo por partes separadas

OHp (s
> Q) Y %@P(o”, o | o") ZQ ) (i8] ) conds = —(5i8 ) conds
ol Y

oIl oIII
GHN S
Z Q(O’I,UHI) aJ( )P(O'H | O'I,O'HI) _ Z Q HI S 5j>cond1 _
ol gIIT oII ij ol o ITT
= - Z ZQ ]]I <Sisj>cond2 -
oIII

= - ZQ 3 3] cond; — _<Si8j>cond1

Con lo ya obtenido, se obtiene de forma directa la siguiente proposicion.

Proposicion 5.1.1. The Contrastive Divergence learning algorithm for Res-
tricted Boltzmann Machines is given by the following gradient of the Kullback-Leibler
divergence with respect to the weights:

0A(Q, P)
(;#ij - (<3i3j>clamped - <Sisj>free)

Por supuesto, un resultado completamente andlogo se obtiene para los sesgos, por lo
que finalmente llegamos a la regla de actualizacion de los pardmetros

AJij =€ (<Si5j>clamped - <5i5j>free) )
Abz =€ (<3i>clamped - <$i>free) .

Observacion. Como las neuronas s; y s; son variables que fluctian (pueden ser +1
o —1), el término s;s; es el producto de sus estados en un momento dado. El valor

(si85)
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es el promedio de esos productos sobre muchas configuraciones posibles. Un valor
cercano a 1 significa que las neuronas casi siempre estan de acuerdo (se activan
juntas), mientras que un valor cercano a 0 significa que no tienen relacién entre si.
Este valor esperado es crucial para entender cémo las conexiones entre neuronas se
fortalecen o debilitan durante el proceso de aprendizaje en una RBM.

m (5iS;)clamped: €S la correlacién que el “maestro” impone a la red. Indica qué
neuronas deberfan activarse juntas segun los datos reales.

m (8;5)mee: €8 la correlacion que la red genera por si sola cuando “suefia” o fun-
ciona libremente. Indica qué neuronas cree la red que deben ir juntas basandose
en sus pesos actuales.

5.2. Duality between Hopfield model and RBMs

Hemos mencionado cémo la red de Hopfield es un modelo representativo para la
recuperaciéon y las maquinas de Boltzmann son sistemas fundamentales para el
aprendizaje. Desde un punto de vista tanto intuitivo como formal, el aprendizaje
y la recuperacion no son dos operaciones independientes, sino dos aspectos comple-
mentarios de la cognicion. Por lo tanto, debe ser posible recuperar la regla de Hebb
para el aprendizaje también partiendo de las maquinas de Boltzmann (restringidas).

El objetivo principal de esta seccion es demostrar la dualidad matemaética entre las
Méquinas de Boltzmann Restringidas (RBM) y el modelo de Hopfield. En esencia,
buscamos probar que lo que una RBM “aprende” es equivalente a lo que una red de
Hopfield “almacena”. Lo que buscaremos es demostrar que partiendo de una RBM
simple de dos capas, se puede recuperar la regla de Hebb del modelo de Hopfield.

Para ver esto, por simplicidad, a partir de ahora las usaremos en su representa-
ciéon mas simple, es decir, como redes bésicas de dos capas. Usamos el simbolo o,
i € {1,..., N} para las neuronas en la capa visible, z,, u € {1,..., P} para las de
la capa oculta y w! para etiquetar los enlaces (o pesos) entre la neurona i en una
capa y la neurona pu en la otra capa.

Podemos entonces escribir la funciéon de costo para la maquina de Boltzmann como

ozzu

N
Hy(o,z,w) Z

IIM’U

Este Hamiltoniano representa, en la jerga de la mecanica estadistica, un vidrio de
espines bipartido (bipartite spin-glass). Para estudiar el diagrama de fases relacio-
nado, trabajamos la maquinaria de la mecanica estadistica, comenzando por escribir
la presiéon promediada (quenched) de la maquina de Boltzmann como

N P
Ang = %EanZexp (ﬁ% ZwaJizu> .

i=1 p=1
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La propiedad fundamental de las RBM es que no hay conexiones entre las neuronas
de la misma capa (capa oculta en este caso). Esto permite intercambiar el orden de
la sumatoria y el producto en la exponencial, obteniendo

5 & N P g &
exp <\/_sz# <Zwﬁ‘m>) :Hexp (zu-\/—Nwam)

Al aplicar la suma sobre todas las configuraciones posibles de las neuronas ocultas
2, € {—1,1}, la suma de un producto se convierte en el producto de las sumas

P

_ b\ po | @ : B - b
21:[()—1_[ Z exp (zu'\/—ﬁizlwiaz> —1;[2cosh<mizlwiaz>

p=1z,==%1
donde en (%) hemos usado que ) e* = e*+ e * = 2cosh(a). Por ahora, tenemos

r==+1
la siguiente expresion para la presion promediada

] P g &
Ang = NEIDZ H 2 cosh (\/_N wam)
i=1

o p=1

Para conectar con el modelo de Hopfield, expandimos el término In cosh(z) usando
su serie de Taylor siguiente

x? b x?

In cosh(x) = EERED) + = In cosh(x) ~ 5

para valores pequenos de x, lo que se cumple en nuestro caso en el limite termo-
dindmico donde N — oo debido al factor 1/+/ N, y por tanto tenemos

g (8 S LN (S LY
Incosh | —— who; | =~ = | —= who; | === who;
() ~3 () =5 (3
Aclarada esta idea, buscamos poder expreser el productorio de p de una forma que

podamos aplicar esta idea, para ello simplemente aplicaremos las funciones inversas
exponencial y logaritmo de la siguiente manera

P 5 N P 5 N
EQCOSh (\/_N ;wfm) = exp (; In [2 cosh (\/_N ;wfm)]) =
® exp (iﬁ—QZw”w’-‘a-J) =
‘= 2N 4= v
52
= exp (ﬁ Z [Z wﬁ‘wy] aiaj>

1]

donde en (%) hemos usado la idea demostrada anteriormente y hemos obviado el
factor 2 dentro del logaritmo porque genera una constante aditiva que no afecta a la
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fisica del sistema cuando N — oo. Tenemos finalmente la expresién que buscabamos
de la presién promediada

1 3 N P
Anp ol NaneXp (W Z (Z wfwf) Umj)

ij=1 \p=1

donde la E desaparece porque la expresion final describe el Hamiltoniano efectivo
que sienten las neuronas visibles. En el limite termodinamico, el promedio sobre el
desorden (E) y el comportamiento de un sistema con pesos fijos coinciden, es decir,
al tomar el limite termodinamico, la esperanza sobre el desorden y el comportamien-
to de un sistema con pesos fijos convergen.

Comparando la expresion anterior con la del modelo de Hopfield, podemos identificar
que los patrones almacenados en la red de Hopfield estan dados por los pesos de la
maquina de Boltzmann, es decir,

oo
& = w;

y por tanto, la regla de Hebb para el modelo de Hopfield

1 P
Jij = N;@“ﬁf

se recupera directamente como

1 P
_ E [N
Jij - N p w; wj

esto demuestra la dualidad matemaética entre las maquinas de Boltzmann restringi-
das y el modelo de Hopfield.

Observacion. En fisica estadistica, si dos sistemas tienen la misma Presién (Ang)
o Energia Libre, significa que son macroscépicamente idénticos: tendran los mismos
estados estables, las mismas transiciones de fase y el mismo comportamiento de me-
moria.

Aunque una Maquina de Boltzmann Restringida (RBM) tiene dos capas (visible y
oculta), su comportamiento efectivo para las neuronas que vemos es el de una red
de una sola capa. Esto se debe a lo siguiente:

= RBM (Bipartita): originalmente, las neuronas visibles (o;) solo interactian
con las ocultas (z,) a través de los pesos w!'.

» Suma sobre z (Marginalizacién): al realizar la suma estadistica sobre todos
los estados posibles de la capa oculta, esta capa ”desaparece” matematicamen-
te.

» Resultado: lo que queda es una interaccion directa entre las neuronas visibles
(0; y ;) que tiene la misma forma que el Hamiltoniano de Hopfield.
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Hopfield Network

Boltzmann Machine

Figura 5.1: Correspondence between a two-layer restricted Boltzmann machine and
an Hopfield neural network.

Podemos ver en la Figura 5.1 un esquema que ilustra esta dualidad entre una RBM
de dos capas y una red de Hopfield.

Observacion. La proporcién entre la capa oculta (P) y la visible (N), definida ma-
temdaticamente como a = limy_,., P/N, equivale exactamente a la capacidad de
almacenamiento de patrones en el modelo de Hopfield. Si la capa oculta es demasia-
do grande en relacién con la visible (superando un umbral critico), la red no aprende
a generalizar, sino que cae en el overfitting (sobreajuste), al igual que una red de
Hopfield colapsa si intentas “forzarla” a recordar demasiados patrones.
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