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1. Introduccion

Antes de iniciar con el contenido tedrico de la asignatura, debemos recalcar varios
puntos a tener en cuenta.

El primero y méas importante, aunque los apuntes estén en espanol, la asignatura
esta totalmente impartida en italiano, y el examen escrito estd en italiano, por lo que
es conveniente que se tenga en cuenta la traduccién de ciertos conceptos y términos
importantes, bien sean por ejemplo, spazio vettoriale normato (espacio vectorial nor-
mado), spazio di Banach (espacio de Banach), spazio di Hilbert (espacio de Hilbert),
operatore lineare (operador lineal), operatore limitato (operador acotado), operato-
re compatto (operador compacto), operatore autoaggiunto (operador autoadjunto),
operatore unitario (operador unitario), operatore normale (operador normal), spet-
tro (espectro), etc.

La profesora que impartié la asignatura fue Filomena Pacella, con ella aunque el
examen escrito esté en italiano, puedes resolverlo comentando lo que necesites en
inglés, y ademés puedes hacer el examen oral en inglés.

El segundo punto a recalcar es que la nota final no se basa en la media aritmética
entre el examen oral y escrito, sino que primero se hace la prueba escrita (que ne-
cesita ser aprobada para hacer el examen oral), y después se hace el examen oral,
donde ella pone la nota final basandose gran parte en el examen oral, aunque como
es obvio el escrito también tiene peso si se obtuvo con buena calificacion.

Por 1ltimo, como consejo para el examen oral, es conveniente tener control sobre
la mayoria de definiciones, teoremas y resultados, pero lo que mas se va a pregun-
tar es la demostracién de los teoremas més importantes de la asignatura (aquellos
con nombre propio), como por ejemplo el teorema de Hahn-Banach, el teorema de
Banach-Steinhaus, el teorema de Open Mapping, el teorema de Closed Graph, el
teorema de Riesz Representation, etc.
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2. Espacios normados

Definicién 2.1. (Espacio normado) Un espacio normado es un par (X,| - ||)
donde X es un espacio vectorial real y || - || : X — R es una funcién tal que:

1) ]| >0 VeeXylz]]|=0 < z=0.
2) |Az|| =\ ||lz]] YAER,Vz e X.
3) |z +yl| <zl +1lyll Vo,y € X (Desigualdad triangular).

Observacion. Todo espacio normado es un espacio métrico con la distancia definida
por:

d(z,y) = [z —yl|
Por lo tanto, es posible trasladar el concepto de convergencia fuerte (o conver-
gencia en norma) a los espacios normados.

Definicion 2.2. (Convergencia fuerte) Sea (z,) € X una sucesién y sea z € X.
Decimos que z,, converge fuertemente a = (x, — ) si:

lim ||z, —z|| =0
—00
Observacion. = Se cumple la desigualdad triangular inversa: |||z|| — [|y||| <

|z — y||. En efecto:
el = llz =y +yll <llz =yl + Iyl = llzll = llyll < llz =yl

Analogamente se obtiene que ||y|| — ||z|| < |ly — z|| = [z — y||, de donde se
deduce que:
[zl = llyll] < lle =yl

» La funcién g(z) := ||z|| : X — R es continua. De hecho, si z,, — x, entonces:
n—oo
19(2n) = 9(@)] = [llzall = Iz ]l| < llzn = 2] = g(2n — 2) =0

Por tanto, g(z,) — g(z).
= Se tiene que
le =yl =z —2) = (y=2)l Vo,y,z€X

de donde deducimos que ||-|| es una distancia invariante por traslaciones.
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Es importante destacar que en el segundo punto de la observacién anterior, se ha
utilizado el hecho de que el limite de una funcién continua es la funcién del limite.
Es decir, si f : A C R — R es una funcién continua y (z,) € A es una sucesién
que converge a x € A, entonces:

lim f(2,) = f (lim 2, ) = f(2)

n—oo n—o0
Definicion 2.3. (Sucesién de Cauchy) Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesién
(Zp)nen € X se dice que es una sucesiéon de Cauchy si

Ve >0, N € N tal que Vn,m > N = d(z,, ) < €

Definicion 2.4. (Espacio de Banach) Un espacio normado (X, || - ||) se dice que es
un espacio de Banach si es completo con respecto a la métrica d(x,y) = ||z — y/|.
Es decir, si toda sucesién de Cauchy en X converge a un elemento de X.

Proposicion 2.1. Sea X un espacio de Banach, y sea’Y C X un subespacio, entonces
Y espacio de Banach <= Y es cerrado

Observacion. Cuando hablamos de un espacio normado X y decimos que es de
Banach, es importante saber que automaticamente estamos hablando del espacio
normado (X, ||+ ||x), es decir, se da por hecho que existe una norma para ese espacio
notada de la forma || - || x.

Definicion 2.5. (Espacio Vectorial Topoldgico) Un espacio vectorial topoldgico
es un espacio vectorial X sobre R (o C) que estd equipado con una topologia tal
que las operaciones de suma y multiplicacién por escalar son continuas. Es decir, las
funciones:

+: X xX —X, (r,yy—zx+y

y
CRxX — X, (ANa)— A
son continuas con respecto a la topologia dada en X.

Observacion. Todo espacio vectorial normado es un espacio vectorial topoldgico,
ya que la topologia inducida por la norma hace que las operaciones de suma y
multiplicacion por escalar sean continuas.

Ejemplo. 1. R", n > 1 con la norma euclidiana [|z|ly = /22 + 23 + -+ + 22 es
un espacio de Banach. Espacio normado es trivial, para demostrar que es un
espacio de Banach, tomamos una sucesién de vectores (2*))en en R que sea
de Cauchy. Esto significa que

Ve > 0,dN tal que Vk,m > N — ||x(k) — x(m)||2 <€

Si escribimos los vectores por sus componentes: z*) = (xgk),:cgk), - ,x%k)),
observamos que para cada componente fija i € {1,...,n} se cumple

2 =™l < 2o = el = o = < e
j=1
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La desigualdad anterior nos dice que si la sucesién de vectores es de Cauchy
en R"™, entonces cada una de las sucesiones de sus componentes (xgk))keN es
una sucesion de Cauchy en R. Por el analisis real basico, sabemos que R es
completo. Por tanto, cada componente converge a un nimero real: xgk) — X
cuando k — oo.

Definimos el vector limite como =z = (x1,2,...,x,). Como cada x; € R,
entonces x € R™. Finalmente, como cada componente converge, la norma de
la diferencia tiende a cero

le® =zl = | > (@ — )2 — 0

2.1, = {r = (zx)rey C R : > |zx? < 400}, 1 < p < 400 es un espacio de
k=1

s 1/p
zlp = (Z |l“k|p>
k=1

lo = {z = (Tp)ken SR : sup 71| < o0}
€

Banach, con norma

De hecho,

es un espacio de Banach, con norma ||z||e == supyey |Z|-

3. Los espacios LP(2), con Q2 C R™ abierto, son espacios de Banach para todo
p € [1,400].

Definicion 2.6. El espacio LP(§2) (donde 2 C R™ es un abierto) esté formado por
las funciones medibles f : 2 — R tales que la integral de su valor absoluto elevado
a p es finita. Matemadticamente, decimos que f € LP(Q) si

1/p
T ( / !f(fc)lpdx) < too

De hecho, para p = +o0, el espacio L*®(2) consiste en las funciones que estan
esencialmente acotadas, y la norma viene dada por

|| fllzoo() = inf{C > 0 : |f(x)| < C para casi todo x € 2}

Proposicion 2.2. Para todo p,p’ € (1,400) se cumple la inclusion estricta 1, C Ly
siempre que p < p'.

Demostracion. Sea x € l,, entonces

[e.e]

Z |z |P < oo

k=1
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lo que implica que kh’m |z|? = 0. Dado que la funcién potencia f(t) = t'/? es conti-
— 00

nua en 0y usando en (*) que el limite de una funcién continua es la funcién del limite,
podemos concluir que:

* 1/1’
lfm |oy] = Wm (Jo, ") = lm f(|la?) & f <lim |xk|p) - (h’m |xk|p) — 0/ =
k—o0 k—o0 k—o00 k—o0 k—o0

Por tanto, existe un indice N € N tal que |z)| < 1 para todo k > N. Como p < p/,
para estos términos se tiene que |z;?" < |z;[P. Entonces:

00 N o) N [e's)
Dolal =3 a0l <Dl + D el < oo
k=1 k=1 k=N+1 k=1 k=N+1

Esto demuestra que « = (zx)ken € Iy, es decir, [, C [,.

. : : . : 1
Para ver si la inclusidn es estricta consideramos la sucesién x = (x)gen = <m ,
keN

y vemos que = ¢ [, para todo p > 1 (serie arménica divergente)

1

[e's)
=1

[e.e]
>l =2
k=1 K

pero zy, € ly (serie armoénica generalizada convergente)

00 , e 1 p’ 00 1
2£;|$kV’:= > (2;7;) = ZEI'EZVE

k=1 k=1

dado que p < p/, el exponente %’ es mayor que 1, y por el criterio de la serie armonica
generalizada, esta serie converge (si el exponente del denominador es mayor que 1
converge). Por tanto, x € [, pero x ¢ [,, lo que demuestra que la inclusién es
estricta. O

Destacar que en la primera parte de la demostracion se ha hecho uso del siguiente
enunciado.

Proposicion 2.3. (Criterio del limite) Sea (ap)nen una sucesion, tenemos que

o0

st lim a, # 0 = E a, NO converge

n—00 f
n—=

FEjercicio 1. Encontrar una sucesiéon = = (x)geny C R tal que kh’m x, = 0, pero que
—00

no pertenezca a ningun [, para p € (1, +00).

Consideramos la sucesién x;, = m. Esta sucesion cumple que obviamente lo
que primero se pide, es decir

. . 1

lim 2, = llm —— =0
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Buscamos ahora demostrar que = ¢ [, para todo p € (1,+00). Para ello, basta con

demostrar que
e}

1
;WI—FOO, Vp € (1,+OO)

Para probarlo, recordamos que log(1 + k) < k, y demostremos ahora que para k
grande se tiene que (log(1 + k))? < k. Para ello, aplicamos el criterio de I'Hopital al
limite

(log(1 + k))? vHopitar ,,  PUog(1+ k)P o . p(log(1 + k)P

1/ ]. = ]_ =
LU LN I ST Tk ’
Si aplicamos el criterio de I'Hopital p — 1 veces més en (%), se obtiene que

. (log(L+ k)P ¢ ,,  pllog(l+ k) vuopitar -, p!
lim —— % 2 |y = UE im — &
k—~400 k k—+o0 (1 + k)p k—+o0 (1 + k)p+1
Como el limite es 0, para k grande se tiene (log(1+£&))? < k, y por tanto m >

%. Dado que Z% diverge, por el criterio de comparacién, nuestra serie también
diverge, y por tanto z ¢ I, para todo p € (1, 400).

Proposicion 2.4 (Desigualdad de Hélder). Si tenemos dos funciones medibles f y g
definidas sobre un espacio de medida, la desigualdad nos dice que

/ @) - (o) de < (/ b )l i) ” (/ b \g<x>|qu)1/q

FEzxpresado de forma mucho mds elegante utilizando la notacion de normas LP

1= gl < Il - llgll o

2.1. Teorema de Baire

Definicion 2.7. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X un subconjunto. Se dice que
A es raro si A no contiene ningin abierto, notado como

Int A=10

Definicion 2.8. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X un subconjunto. Se dice que
A es denso si
A=X

Definicion 2.9. Sea (X, d) un espacio métrico. C' C X es un conjunto de I* cate-
goria si C' es la unién numerable de conjuntos raros, es decir:

C = U A, con A,, raros.

n=1

Los conjuntos que no son de [ categoria se dicen de I1® categoria (0 no magros).

11 losdeldgiim.github.io
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Teorema 2.5. (Teorema Nested-Balls) Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea
{Bp}nen C X una sucesion de bolas cerradas encajadas, es decir, B,,1 C B, para
todo n € N, entonces

() B.#0
n=1

Ademds, si tenemos B, = (x,,r,) con r, — 0 cuando n — oo, entonces:

() B. = {2}

donde x es un unico punto de X.

Demostracion. (NO SE PIDE EN EL EXAMEN) Sea z,, el centro de cada bola B,,.
Como B, C B,, para cualquier m > n tenemos que z,, € B,, C B,. Dado que
Tm, Ty € By, la distancia entre ellos cumple:

d(xpm, x,) < diam(B,,) < 2r,

Como r, — 0, la sucesién {z,,} es una sucesién de Cauchy. Al ser (X, d) un espacio
completo, existe un punto z € X tal que x,, — =x.

Para un n fijo, todos los términos z,, con m > n estan contenidos en B,,. Como
las bolas son cerradas, el limite x también debe pertenecer a B,,. Como esto es cierto

para todo n, se tiene que:
o0
T E ﬂ B,
n=1

Finalmente, la unicidad es consecuencia de que el radio tiende a cero: si existieran
dos puntos distintos x,y en la interseccién, su distancia deberia ser menor que 2r,
para todo n, lo que implica d(z,y) = 0 y, por tanto, z = y. ]

Teorema 2.6 (Teorema de Baire). Todo espacio métrico completo es de I1® categoria.

Demostracion. (Equivalente a: la interseccién de abiertos densos es densa).

Paso 1: Sea A un conjunto raro. Mostramos que cualquier bola cerrada en X con-
tiene una bola cerrada que no interseca a A.

Sea B una bola cerrada. Como A es raro, su clausura A no contiene el interior de
B (B° € A). Por tanto, B\ A contiene un abierto, ya que B°\ A = B°N (A)¢ es un
abierto no vacfo y B°\ A C B\ A.

Entonces, existe un punto € B\ A y un radio R > 0 tal que Br(z) C B\ A es
una bola abierta. Tenemos por tanto la bola cerrada Br/(z) € B\ A C B\ A con
R’ < R, donde hemos usado que por definicién de clausura A es el conjunto més
pequeno cerrado que contiene a A, por lo que A C A.

Paso 2: Supongamos por reduccion al absurdo que X es de primera categoria, es
decir

oo
X = U A, con cada A, raro
n=1
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Por el Paso 1, existe una bola cerrada B; tal que B; N A; = (). Andlogamente, como
A, es raro, existe una bola cerrada By C By tal que BoN Ay = () con radio ro < 71/2.

Repitiendo el proceso, obtenemos una sucesion de bolas cerradas encajadas B,, tales
que
B,NA,=0yB,.1CB,VneN

Como ademds r, < 71/2"1, se tiene que 7, — 0 cuando n — oo. Ahora, por el
Teorema de las Bolas Encajadas, existe un punto z € (), By.

Sin embargo, T ¢ A, para todo n, lo que implica que z ¢ |J,—; A, = X, lo cual es
una contradiccion, y por tanto tenemos que X es de I1* categoria. O

Proposicion 2.7. Sea Y un subespacio de un espacio normado X, entonces
Y es denso en X o bien Y es raro

Demostracion. Supongamos que Y no es denso, es decir, Y C X. Mostremos que Y
€s raro, o sea, mostremos que Y no contiene bolas abiertas.

Supongamos por reduccién al absurdo que 3B(Z,7) C Y. Sea x € X, definimos
y==1I+ %ﬁ, entonces:

ly—#l=5 = yeB@r) <Y

Como Y es un subespacio normado es un espacio vectorial topolégico, entonces la
suma de elementos es cerrada y la multiplicaciéon por escalar es cerrada, por lo que

2 —
el ey

Xz
r

y por lo tanto, por la arbitrariedad de « € X, se sigue que Y = X, lo cual contradice
la hipotesis inicial. O

2.2. Base de Schuader

Definicion 2.10. (Base) Una base de un espacio vectorial X es un subconjunto de
X tal que cada = € X se escribe como una combinacién lineal finita de elementos
linealmente independientes de dicho subconjunto.

Corolario 2.7.1. Un espacio de Banach de dimension infinita no puede tener una
base numerable.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Supongamos por
reduccion al absurdo que 3{e, }°°; tal que:

X =[{entnti] = U (€1, em] = U E,,
m=1 m=1
donde E,, = [e1, ..., en,] es el subespacio generado por los primeros m elementos de

la base.
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Por la proposicion anterior, sabemos que cada FE,, es raro o denso. Sin embargo,
E,, no puede ser denso, ya que F,, es un subespacio de dimensién finita, y por lo
tanto su clausura E,, tiene igual dimensién a E,,, lo que implica que E,, C X. Por
tanto, cada F,, es raro para todo m € N.

Esto implica que X = |J-_, E,, es una unién numerable de conjuntos raros, lo
que contradice el Teorema de Baire, ya que X, al ser un espacio de Banach, debe
ser de segunda categoria. O

Definicion 2.11. (Base de Schauder) Sea X un espacio normado. Una base de
Schauder es un conjunto numerable {e, },en tal que para cada = € X, existe una
tnica sucesion de escalares {ag(x) }ren C R tal que:

r = Zak(x)ek (2.1)

Equivalentemente, esto significa que la sucesién de sumas parciales converge a x en
la norma de X:

ml_l)I_I:QQ T — ; ag(x)e|| =0 (2.2)

Observacion. Para demostrar que un conjunto numerable es base de Schauder, hay
que demostrar que la sucesion de escalares es tinica y que se cumple la igualdad 2.1,
solo que esta igualdad podemos comprobarla también con el limite en 2.2

Definicion 2.12. Un espacio métrico (o normado) X se dice separable si contiene
un subconjunto denso que es numerable

Observacion. Si X admite una base de Schauder, entonces X es separable con un
conjunto denso numerable Y = [{e,, }meq]. (El reciproco no es cierto) .

FEjercicio 2.2.1. Sea Z = [polinomios en ¢t € [a, b]]. Demostrar que no es completo
para ninguna norma.

Si demostramos que Z es de [ categoria, entonces no es completo, por el Teorema de
Baire. Demostramos que 3{A4,,}2_, de conjuntos raros que cumplen | J°_, A, = Z.
Consideramos Z = |J,-_, Ay, donde

A,, = {polinomios de grado < ment € [a,b]} = [{t"}o ] = [{1, tt2 ... MY

Dado que cada A,, es un subespacio de dimensién finita de Z, entonces A,, no es
denso. Usando la propiedad vista anteriormente (Proposicion 2.7), A,, es un conjunto
raro para todo m. Por lo tanto, Z es una unién numerable de conjuntos raros, lo
que significa que Z es de I categoria, y por el Teorema de Baire, Z no puede ser
completo.

FEjercicio 2.2.2. Sea X = [polinomios en t € [0,1/2]] con || - ||c. Mostrar que no es
completo.
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Para demostrar que no es completo, encontramos una sucesiéon de Cauchy {p,, }men

m

que no converge a un elemento de X. Definimos p,,(t) = >_ t*. Entonces, para
k=0

m>n:

<> (2:3)

k=n-+1

>t
k=n+1
Dado que t € [0,1/2], tenemos que [t|* < (1/2)%. Por lo tanto:

[pm(t) — pu(t)] =

(10,3)

m m k
1
[Pm = pall sup [pm(t) — pa(t)| sup Y Jt] Ei(z)

te[0,1/2] t€[0,1/2] . 207 k=n-+1

Esta ultima expresion corresponde al resto de una serie geométrica convergente, por
lo que tiende a 0 cuando m,n — 4o00. Asi, {p,,} es una sucesion de Cauchy. Para
ver esto un poco maés claro, vamos a hacer el siguiente desarrollo teniendo en cuenta
primero lo siguiente

o 5,0 < 5,607 E0' 0" ¢)

Ahora buscamos demostrar que es de Cauchy, es decir, que ||p,, — pn|loc — 0 cuando

m,n — +00. Para ello, dado € > 0, existe un N € N tal que (%)N < €, esto se puede

ya que (%)n — 0 cuando n — +oo. Por tanto, para todo m > n > N se tiene que

|pm — Pulleo < €, lo que demuestra que {p,,} es de Cauchy.

Sabemos que para [t| < 1, la serie {p,()}men converge puntualmente a . De
hecho, si una sucesién es de Cauchy en la norma infinito (||-||o ), esa sucesién siempre
converge uniformemente a alguna funcién continua f en el intervalo [0,1/2]. Esto
se debe a que el espacio de todas las funciones continuas (C°[0,1/2]) sf es completo
(es un espacio de Banach). Por lo tanto, sabemos que la convergencia es uniforme
en [0,1/2], y la funcién limite f(t) = & no es un polinomio, por lo que f ¢ X.

-t
Concluimos que X no es completo.

2.3. Operadores lineales

Definicion 2.13. Sean X, Y espacios normados. T': X — Y es un operador lineal
Si:
T(ax+ py) =aT(z)+ T(y) Yo,B R, Va,ye X

Definicion 2.14. Sea T : X — Y un operador lineal, con X,Y espacios normados,
entonces

i) T se dice continuo por sucesiones en xy € X si para cada sucesion (x,)nen €
X tal que x,, — xg, se tiene T'(x,) — T'(x).
Si X, Y son espacios métricos, entonces

T continuo <= T continuo por sucesiones
iii) 7T se dice acotado si T'(D) es acotado VD C X acotado.
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Definicion 2.15. La norma de un operador lineal 7' (denotada como ||T]]) se
define como la constante més pequena M que hace que la desigualdad ||T(z)|| <
M||z|| sea cierta para todo x € X. Formalmente:

T
17 = s 72
20 |||
Observacion. En el caso de T' no acotado, tendriamos ||T'|| = oo y por tanto de-

jariamos hablar de norma estrictamente.

Proposicion 2.8. Sea T : X — Y un operador lineal. Entonces
T es acotado <= IM >0 tal que | T(z)|| < M - ||z|]] Vxe X

Demostracion. <) Sea D C X acotado, es decir, D C B,.(x) para algin r > 0y
xr € D. Entonces:

IT()|| < M-|z|| <M-r = T(D) C By..(z) es acotado

Notar que aqui hemos usado una idea que se omite por simplicidad, veamosla
a continuacion.

Sabiendo que D esta contenido en una bola cerrada B,.(z), entonces para cada
y € D se tiene que |ly|| < |ly — z|| + ||=|]| < r + ||z]|. Por tanto, definiendo un
nuevo radio como 1’ = r + ||z||, tendriamos la desigualdad

lyll <7’

pero en la demostracién anterior se abrevia nombrando otra vez r, para aho-
rrar notacion, y porque realmente solo se necesita comprobar que T'(D) esta
contenido en una bola cerrada, sin importar realmente el radio de esta bola
cerrada.

—>) Supongamos por reduccién al absurdo que

|7 ()|

Ym € N, dz,, € X tal que ||T'(z,)| > m-||zn| = Tonl
Tm

> m con T, # 0

Como T es un operador lineal tenemos que

S N R

[l e [l

De lo cual T'(B;(0)) no es acotado, y llegamos a una contradiccién, quedando
demostrado que IM > 0 tal que ||T'(x)|| < M - ||z|| para todo z € X.
]

Proposicion 2.9. Sean X,Y espacios normados. Sea T : X — Y un operador lineal.
Son equivalentes:

i) T es continuo en 0.
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ii) T es continuo.
iii) T es acotado.
Demostracion.

1 = 2) Sea z( un punto arbitrario de X. Para cada sucesién x,, — xg, se tiene
que z, —xo — 0, y por hipétesis, T'(z, — x¢) — 0.

Por linealidad del operador tenemos que
T(x,) —T(xg) =T(xp —x9) — 0 = T(x,) — T(x0)

por lo que, T es continuo en xy. Dado que z( es arbitrario, T es continuo.

2 = 3) Demostremos que IM tal que ||T'(z)|| < M - ||z|| para todo x € X. Para
ello, vamos a usar la continuidad de 7" en 0, vedmoslo

Ve >0, 30 >0tal que Ve € X, ||z]| <d = |T(x)] <¢

Tomando € = 1, se tiene que si ||z|| < 6 = |T(x)| < 1. Para z € X,

x
Tl entonces ||x4|| = 5 < 9, vy aplicando lo que hemos
x

conseguido antes, tenemos que

§i) H _ 0 T@)]
201l ~ 2" el

definimos zs =

N Sa

Il <1 = |z ( <1 = [T@] <2 |al

Como z es arbitrario, se tiene que ||T'(z)|| < M - ||z| para todo x € X, con
M =

[SELN]

3=1) Dado que T es acotado, IM > 0 tal que ||T(x)| < M - ||z|| para todo
x € X. Para cada sucesién x,, — 0, se tiene que

n—oo
0

0 < T (xn) =0 < M -] —

lo que implica que T'(z,,) — 0 por definicién del limite, y por lo tanto T es
continuo en 0.

O
FEjemplo. 1. La aplicacion identidad Id : X — X es un operador lineal.

2. Existen operadores lineales no continuos. Consideramos el espacio X = (C*([0, 1]), ||-
|o) v €l operador de derivacién T : X — X definido por T'(f) = f'.

T no es un operador acotado. En efecto, si tomamos la sucesién de funcio-
nes f,(z) = z", observamos que:

* ||fulloo = SUDPLepo 1) |27 = 1 para todo n € N.
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w ful@) =na"t = |fille=mn
De esto se deduce que:
IT(fa)lloo = [ falloo = 1 === 400

Como ||T(f.)]] no estd acotado para una sucesién de funciones con norma
unidad, 7" no es acotado y, por consiguiente, no es continuo, donde hemos
usado la Proposicion 2.9.

3. Sea T : C°([0,1]) — C°(]0, 1]) el operador definido por T'(f fo
(operador integral), donde el espacio esta dotado de la norma del supremo

- lloo-
Observacién. El simbolo C°[0, 1] representa el conjunto de todas las funciones
reales (o complejas) que son continuas en el intervalo cerrado [0, 1].

C°0,1] = {f :[0,1] = R | f es continua en [0, 1]}

Este operador es lineal y continuo. Para verificar la acotacion:

/f < sup/|f |das</ (@) dx < | fl

te€[0,1]
donde en (*) hemos usado que |f(z)| > 0 para todo z € [0, 1], y por tanto es
no negativo. Dado que || T(f)|lco < ||f]|oo, €l operador es acotado con norma
|T|] <1y, por tanto, continuo.

IT(f)lloc = sup
t€[0,1]

M4s en general, sea T : C°([a,b]) — C%([a, b]) definido mediante un niicleo
K(z,t) continuo en [a,b] X [a ,b]
/ K(z,t)f

Usando la desigualdad de Minkowski (o propiedades bésicas de la integral):
T(f))] < / K (e t)]- 0] dt < / K, 0] Iflwdt < [l / Il dt =

b
[l WK |t = 1o ol 1Ko

donde en (*) hemos acotado a [f(t)| por ||f|lcc = SuPefap ()], s decir, su
maximo valor absoluto en el intervalo [a,b], y en (%) hemos hecho lo mismo
para |K(x,t)]|.

Definiendo M = |b — a| - || K||, se tiene ||T'f|lcc < M||f]|co, 10 que demuestra
que T es continuo.

4. Sea Fy, : I, — R el funcional que asigna a cada sucesiéon su k-ésima compo-
nente, es dec1r Fy.(x) := z. Este operador es continuo, ya que:

0o 1/p
IFu(@)] = |zx] = (|zaf?) 7 < (Z '“’"”p) ~ el

1=1
Esto muestra que ||Fy|| < 1, por lo que el operador estd acotado y es, por
tanto, continuo.
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Definicion 2.16. Sean X, Y espacios normados. Definimos el conjunto de los ope-
radores lineales acotados como:

BL(X,Y):={T: X — Y | T es lineal y acotado}

Proposicion 2.10. BL(X,Y) es un espacio vectorial normado con la norma opera-
cional definida por:

T
170 = sup L@ _ o 1@, vT e BL(xX,Y)
w20 [lz]|=1

Demostracion. Observamos primero que si 1" es acotado, existe M > 0 tal que:

|1 T]]

[Tz) < Mllz]| = T

<M Ve#0 = ||T| <M<+

Para demostrar que ||T|| es una norma, verificamos la desigualdad triangular, pues
los otros dos axiomas, ||AT|| = [A|||T]| v [|T]| =0 <= T =0, se cumplen de forma
trivial, veamoslo:

= [[AT] = Sup [A(Tz)|| = Sup (IAMTz[) = [A] sup [Tz|| = |A|[|T| para todo
x||=1 z||=1 z||l=1

AeRyTeBLX,Y).
» |7 =0 <= sup ||[T(z)|| =0 <= T(x) = 0 paratodo z con ||z| =

1l «<— T=0.

Visto los axiomas sencillo, veamos finalmente la desigualdad triangular. Sean 17, T, €
BL(X,Y). Para cualquier x € X, tenemos:

I(Th + 1) ()| = |Th + Tox|

< Tzl + | To]

< N el + 1Tl - ]
U7l + U721 - =]

Tomando ||z|| = 1, obtenemos:
(T + L)) < [Tl + T, Voe X

donde sabiendo que ||T} + T5|| = sup ||(71 4+ 13)(z)]|, y tomando que la desigualdad

[Jf|=1
anterior se cumple para todo x € X tal que ||z|| = 1, entonces se tiene que |7} +
To|| < ||T1|| + || T2]], lo que demuestra la desigualdad triangular. O

Observacion. Realmente la norma ||T']] es la constante més pequena M tal que
[Tz < Mllz].

Notaciéon. Importante notar, que a veces en lugar de poner ||T(z)|| se suele escribir
|Tz||, es decir, se omite el paréntesis, y se escribe Tz en lugar de T'(z), aunque
ambos significados son equivalentes.
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Observacion. Para ver més claramente la ultima igualdad de la Proposicién 2.10, es
decir, la siguiente

T(x
sup LNy )
=0 Nzl =
basta observar el siguiente hecho, tomando u = Hi_l’ entonces
x 1
foll = 25| = 7 - et =1
[l ]
Aplicando esto, tenemos que
T 1 % 1
Fl_ ran @ r (2|
] ] ]

donde en (*) hemos usado la propiedad de escalares de la norma (aunque no hemos
probado que esta sea una norma ya, si hemos probado dicha propiedad justo antes).

Definicion 2.17. Como BL(X,Y) es normado, entonces tenemos la nocién de con-
vergencia. (1,,) € BL(X,Y) converge (o converge uniformemente) a T €
BL(X,Y) si:

T, —T
ITe T 50 = sup 1 D@
2]} 20 |l

Observacion. Si T,, — T entonces T,,(x) — T(x)Vx € X, de hecho:
| To(2) = T(@)|| = (T = T)(@)[| < ([T = T| - |||l =0
Definicion 2.18. Llamamos BL(X,R) =: X* al espacio dual continuo de X.

Teorema 2.11. Sea Y wun espacio de Banach, y X un espacio normado. Entonces
BL(X,Y) es de Banach.

Demostracion. Sea (T,,)nen una sucesion de Cauchy de BL(X,Y'), es decir: ||T,, —
Tw|l < e Vn,m > N. Entonces:

Ve e X | Twx — Tx|| < [T — Twl| - |]z|] < e |lz|| Vn,m > N
Como {71, (z)}nen es de Cauchy en Y, que es completo, entonces 37'(x) tal que:
T, (z) = T(z) cuando n — 400
Sea T la aplicacién x +— T'(x), entonces:
(i) T es lineal:

T(a+y) = lm Tl +y) = lim (Tu(@) + Tuly) = T(x) + T()

n—o0
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(ii) T es acotado:
Dado que {7, (z)} es de Cauchy en Y, entonces {||T,,(z)||} C R es una sucesién
de numeros reales que es de Cauchy (esto ocurre porque la norma es una
funcién continua y mantiene la sucesién de Cauchy), y por lo tanto es acotada,
es decir, M > 0 : ||T,,(z)|| < M. Entonces:

[T (@)|] < Tl - [|z]| < M -[|z]|Vz € X
Pasando al limite:

T (@)|| < M -||lz|| = T € BL(X,Y)

(iii) T, — T en BL(X,Y):
Ya sabemos que ||T),(xz) — T (x)|| < e -||z|| Vn,m > N. Hacemos n — +o0:

| T'(z) = T ()]
[|]]

T (x) = To(@)|| < - ||2]] <= <e con [jzf| #0

donde hemos supuesto ||z|| # 0 porque si ||z|| = 0 entonces se cumpliria la
desigualdad trivialmente. Se tiene finalmente que T,, — T

O

Corolario 2.11.1. X* es de Banach para todo espacio normado X, sea o no de Ba-
nach.

Estudiaremos ahora el caso Y = X, donde primero definiremos BL(X) := BL(X, X),
y luego veremos que BL(X) es cerrado para la composicién.

Sean 11, T, € BL(X), tales que X By X 2 X Entonces:
TQOTl iXHX, (T20T1)<£C):T2(T1(Z')) Vere X

Veamos ahora si estd acotada esta composicion

[(Tz e T)(0)]| _ I Ta(Th)|| [ Taz]]

= < T2 - 7]
] [Tzl ]

donde hemos supuesto ||z|| # 0y ||T1x]| # 0, y se ha obtenido que || Ty 0T} || < || T3] -
|IT1|| < 400, lo que demuestra que T, o T} es acotado, y por tanto, TooTy € BL(X).

Comprobaremos ahora que la composiciéon también es continua, es decir, el limite
de la composicion es la composicién de los limites.
Sean (T4 ,), (Ty,) € BL(X) tales que Ty, — T1 y To,, — T3, entonces:

| Top 0Ty, —TooTh| = |TopoTiy —TopoTy + 1o, 0Ty —Th o T4
<N Ton(Trn = To)|| + [(To — 1) o Th|
<N Toull - 1 Th0 — Tl + [ T2 — T2l - |1 T3]l — O

por lo que 75, o T}, — 15 o T. Esto demuestra que la composicion es continua, lo
que implica que (BL(X),0) es un Algebra de Banach con elemento neutro idx.
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Definicion 2.19. Para que un conjunto 4 sea un Algebra de Banach, debe cumplir
cuatro condiciones fundamentales:

1. Es un espacio vectorial

2. Existe una operacién de “multiplicacion.®tre sus elementos, que es
» Asociativa: (a-b)-c=a-(b-¢) Va,b,ce A
» Distributiva: a- (b+c¢)=a-b+a-c Va,b,ce€ A.

3. Es un espacio de Banach.

4. Para cualquier par de elementos a,b € A, se debe cumplir:

labll < {lall - [|o]

Ejercicio 2.3.1. Sea Fj(z) = xy, con x € {,. Mostrar que {Fyx} converge puntual-

mente a 0, pero ||Fy| 4 0.

Como z € ¢, sabemos que kh’m |zk[? =0, y tomando f(y) = y? funcién continua en
—00

y = 0, tenemos que
, , 1/p . 1/p 1/
lim |zg| = lim (|ag|P) " = (hm ]a:k|p> =0""=0
k—o0 k—oo k—o0
y por tanto
k—o0 k—o0
Tenemos ahora la convergecia puntual de la sucesién {Fjrx} a0

lim Fpz = lim 2 =0 (Convergencia puntual)
k—oo k—o0

Por otro lado, observamos que:

[e's) l/p
|F(@)] = [a| = (Jawl?)? < (Z |37ifp> = lzll, = [Fe(2)] <1-[lzll, Yz e,

=1

de lo que tenemos || Fg|| < 1. Si tomamos la sucesién z = e, = (0,0,...,1,0,...)
(donde el 1 esté en la posicién k):

Fi(e
lexlle, =1 v Filer) =1 = |[|Fyl| > | |’|“(3(kﬁ>| =
De lo anterior concluimos que ||Fy|| = 1 para todo k, por lo que la sucesién de

operadores no converge a 0 en norma, aunque si lo haga puntualmente.

Ejercicio 2.3.2. Sea F : C°([a,b]) — R definido por F(u) = u(c) para un c € [a, D]
fijo. Calcular ||F||.
Sea u € C%([a, b]). Como [a, b] es compacto, u alcanza su maximo, por lo que:

[F(u)l = [ule)] < max [u(®)] = |lule = IF] <1
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Si tomamos la funcién constante u(t) = 1, tenemos ||ul|o = 1 y |F(1)| = 1. Por lo
tanto, || F|| = 1, donde hemos usado que

IF] = sup [F(u)]

llulloo=1

VAN
—_

y por tanto si encontramos una funcién u € C°([a, b]) que cumpla F'(u) = 1, tenemos
el supremo buscado, es decir, || F|| = 1.

Ejercicio 2.3.3. (i) Sea F : C°%([a,b]) — R tal que F(u) = fab u(t) dt. Calcular
IF]]-

Calculemos la norma

b b b
/ u(t)dt\s / ()] dt < JJullo / Ldt=1b—al - ull

Esto implica || F|| < |b — al|. Si u(t) = 1, entonces F(1) = b — a, luego ||F|| =
|b— al.

|F(u)| =

(i) Sea T': C°([a,b]) — C°([a, b)) tal que T(u)(t) = [, u(x) dz. Calcular ||T|.
Calculemos la norma del operador:

/a ule) di

Si u(t) =1, entonces T'(1)(t) =t — a. El maximo se alcanza en t = b:

1T (u)]oc = sup

te(a,b]

b
S/ ()| de < |o—al-[[ullec = [T < [b—al

IT(Dloe = sup [t —a| =[b—a] = [[T]| = |b—al

te[a,b]

FEjercicio 2.3.4. Sea T : {5 — {5 el operador de desplazamiento a la izquierda (Shift)
definido por Ty (z) = (Zg41, Tkra,- .. ). Demostrar que Tj es un operador lineal aco-
tado y calcular su norma.

Demostremos que es acotado

2

(0.9} oo
Dol <Nl = lell; = 1 Tk(@)]lz < |zl

j=k+1 j=1

ITi(2)II =

Esto muestra que ||T;|| < 1. Para ver que la norma es exactamente 1, tomamos el
vector de la base candnica egq = (0,...,0,1,0,...) (donde el 1 esta en la posicién
k+1):

lexsille =1 vy Tilert1) = (1,0,0,...) = [[Tr(ers1)]l2 =1

Por lo tanto, ||T%|| = 1.

2.3.1. Distancias equivalentes

Definicion 2.20. Sea X un espacio vectorial. Dos espacios normados (X, ||-||1) v (X, ||
||l2) se dicen equivalentes si son equivalentes como espacios métricos (equivalencia
métrica), es decir, si y solo si cada conjunto abierto en (X, || - ||1) contiene un
conjunto abierto de (X, || - ||2) y viceversa (equivalencia topolégica).
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Observacion. En términos generales, el hecho de que dos espacios sean equivalentes
no garantiza que preserven el cardcter de las sucesiones de Cauchy (una sucesién de
Cauchy en un espacio podria no serlo en el otro).

Ejemplo. Consideremos (R, d;) con la métrica usual d;(z,y) = |z —y| y (R,d) con
la métrica d'(x,y) = arctan(|z — y|). Aunque ambos espacios son topoldgicamente
equivalentes, observamos que:

= La sucesién x, = n es de Cauchy en (R, d') ya que ||z,||¢ = arctann — 7,
lo que implica su convergencia en la completacion del espacio.

» Sin embargo, dicha sucesion no converge (ni es de Cauchy) en (R, d;).

Definicion 2.21. Sean (X, dy) y (X, d2) dos espacios métricos. Se dice que las métricas
dy y dy son uniformemente equivalentes (o simplemente equivalentes) si

Jda, 5 > 0 tales que ad;(z,y) < da(z,y) < Bdi(z,y) Vr,y e X

Notacion. Es importante destacar que cuando hablemos de “uniformemente equiva-
lentes” nos referiremos a la equivalencia métrica (definicién anterior), mientras
que si hablamos de “equivalentes” nos referiremos a la equivalencia topolégica.

Proposicion 2.12. Si (X,dy) y (X, ds) son uniformemente equivalentes, entonces:
() es de Cauchy en dy <= (x,) es de Cauchy en dy

Demostracion. Supongamos que (z,) es una sucesion de Cauchy en (X,d;). Por
definicién, para todo € > 0 existe N tal que dy(zn,x,,) < € para todo n,m > N.
Utilizando la equivalencia uniforme:

do(Tn, Tm) < Bdi (T, Tm) < Pe

Dado que fe puede hacerse arbitrariamente pequeno, se deduce que (z,) es de
Cauchy en d,. El reciproco se demuestra de forma anéloga utilizando la constante
Q. 0

En general, si dos distancias son equivalentes, no tienen porque ser uniformemen-
te equivalentes, cuando hablamos de espacios métricos, mientras que en espacios
normados si es lo mismo, lo veremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.13. Dos normas || - |1 y || - || sobre un espacio vectorial X son equi-
valentes si y solo si existen constantes o, f > 0 tales que:

allzlly < [[zll: < Bllzfi Yz e X

Demostracion. <) Si existen tales constantes, las métricas inducidas d;(z,y) =
|z —y|l1 y do(z,y) = ||z — yl||2 son uniformemente equivalentes. Esto garantiza
que ambas normas definen la misma topologia (mismos conjuntos abiertos) vy,
por tanto, son equivalentes.
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—) Supongamos que las normas son equivalentes. Esto implica que la aplicacién
identidad:
Id (X |- 1) — (X - ]2)

es continua. Esta conclusién viene de una nocién topoldgica, donde se tie-
ne que una aplicacién es continua, si tomando un abierto en (X, | - ||2), su
imagen inversa es un abierto en (X, | - ||1). Dado que las normas son equiva-
lentes, un conjunto abierto V' en el espacio de llegada, en el espacio inicial es
Id~*(V) =V, que es un conjunto abierto para la norma || - ||;, pues dijimos
que las normas eran equivalentes.

Dado que el operador identidad es claramente lineal, la continuidad implica
que es un operador acotado. Por lo tanto, existe una constante 5 > 0 tal que:

Hd(2)]l2 < Bzl = llzlls < Bllzlly Vo e X

Por simetrfa, la aplicacién inversa Id~' : (X, - [|2) — (X, | - |l1) también
es lineal y continua, lo que implica que es acotada. Asi, existe una constante
~v > 0 tal que:

1d™ (@) <Allzll: = llzlh <Allzllz Vo e X

De esta tultima desigualdad obtenemos %||x||1 < [|z]]2. Definiendo o = %, se
llega a la relacién:

allzly < lzfla < Bl
O

Observacion. La equivalencia entre espacios normados puede ser vista como equiva-
lencia métrica o topoldgica, en ambos casos es equivalente como hemos comprobado
en la anterior proposicion. En cambio en espacios métricos, la equivalencia topoldogi-
ca es la que habla de abiertos y la métrica es la que habla de desigualdades entre
las métricas.

2.3.2. Convergencia de series de operadores

Sea X un espacio de Banach y sea (T,)nen € BL(X) una sucesion. Definimos

Sn = i Tk
k=1

Definicion 2.22. Se dice que la sucesién (S, )nen s convergente si exsite el limite
lim S, =T
n——+00
n—-+0o0o

es decir, si ||S, — T'|| prx) — 0.

Definicion 2.23. Una serie de operadores (S),)nen se dice absolutamente conver-

gente si
>_ITll
n=1

es convergente como sucesion de niimeros reales.
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Observacion. Si (S,,) converge absolutamente, entonces converge.

Demostracion.
n n 400
Z Tyl < |Tk|| de lo cual ZTk < 400 = 5, es convergente
k=1 k=1 k=1

Ejercicio 2.3.5. Sea T € BL(X) con ||T|| < 1. Demostrar que

+oo
Tt =(Id-T1)"
k=0

Primero demostraremos que converge absolutamente, donde sabemos que (BL(X), ||-
||) es un Algebra de Banach, entonces tenemos que la norma de operadores tiene la
propiedad de submultiplicatividad, es decir, || T*|| < ||T||*, entonces

+oo +oo
DoM< T
k=0 k=0

+o00o
y como ||T|| < 1, entonces Y. ||T||* es una serie geométrica convergente, lo que
k=0

“+o0 —+o0
implica que T*|| es convergente, lo que implica que T* es convergente.
plica que ) || gente, lo g plica q g
k

=0 k=0
Demostrado que la sucesién es convergente (existe el limite), calcularemos cual es el

limite, veamoslo

+o00 +o00 —+00 +oo
ZT’“:Id—l—ZT’“:Id—i—T-ZT’“’l:Id—i—TZTk
k=0 k=1 k=1 k=0

+o0o +oo
— (Id-T)- TF=1d = Y T'=(Id-T)"

k=0 k=0

Ejercicio 2.3.6. Sea T : X — Y lineal. Demostrar que

T es continua <= T manda sucesiones de Cauchy a sucesiones de Cauchy

n,m—-+o0o

=) Sea (z,,) una sucesiéon de Cauchy. Entonces ||z,, — x,,|| ——— 0. De lo cual

n,m—-+oo

1T (2n) = T(zm) |l = 1T (@0 = zm) | < NTI - [len — 2| 0

donde hemos usado que como T es un operador lineal continuo, entonces aco-
tado y por tanto ||| < +o00. Queda demostrado que (T(z,)), es de Cauchy.

<) Supongamos por reduccién al absurdo que 7" no es continua, entonces 7" no es
acotada (lo cual es equivalente a no ser continua por sucesiones), es decir,

para cualquier constante M > 0, existe algtin vector v € X tal que ||T(v)| > M]||v||
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Sabiendo esto, obtendremos la sucesion (z,) tal que
IT(z0)l > n*27|| 20
y definirimos la sucesién (x,,) de la siguiente manera

1 Zn

2zl

Tn

Vedmos que dos desigualdades obtenemos de la definicion de x,,, tanto para la
norma de los elementos de la sucesion, como para la norma de su imagen por

T
1 “n 1 HZnH 1
o ol = || =l
n? [zl n® lzl  n
L) L [Tl . 1 nP2%||z|
el = ()| = Al Ll
n? |zl n2  lzl T on2 [zl

n
Entonces, sea S,, = > xj tal que
k=1

n

> =

k=m+1

n

< D llmll= ) 2%’;;;;;;;? 0

HSn - Sm“ =

es de Cauchy. Por otro lado,

n

IS = 1D Tl > Y 2F = +oc

k=1 k=1

lo que implica que (T(S,)), no es de Cauchy, ya que si la sucesién no estd
acotada, entonces no es de Cauchy. Esto es una contradiccién, por lo tanto, T
es continua.

2.4. Espacios normados de dimensién finita

Definicion 2.24. Un espacio normado (X, || - ||) se dice que es de dimensién finita
si el espacio vectorial subyacente X es finito, es decir, posee una base formada por
un numero finito de elementos.

Proposicion 2.14. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean aq,...,a, y bi,..., b,
numeros reales cualesquiera. Entonces se cumple la siguiente desiqualdad:

(Eo0) (&) (54

Ademas, la igualdad se verifica si y solo si existe un niumero real x tal que

arr +b, =0 para cada k=1,...,n.
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Proposicion 2.15. Sea (X, || - ||) un espacio normado con dim X = N < 400 y base
{ai,...,an}. Entonces la aplicacion:

N a1
T:X — RY, x:Zaiailﬁ
i=1

an
es un isomorfismo lineal topoldgico.

Demostracion. T es un isomorfismo lineal por ser X un espacio vectorial de dimen-
sion finita, esto se ve facilmente demostrando las propiedades siguientes:

» Linealidad: T'(az + by) = aT'(z) + b1 (y). Esto es directo por la definicién de
coordenadas.

» Bijectividad: Es inyectiva porque en una base la representacién es tnica (si
las coordenadas son cero, el vector es cero). Es sobreyectiva porque para cual-
quier columna de ntimeros en RY, puedes construir un vector en X sumando
la base.

Para demostrar que 7' es un isomorfismo topoldgico, tenemos que demostrar que 17"y
su inversa T~ ! son continuas, para ello usaremos la Proposicién 2.9, ya que sabemos
que T'y T~ son operadores lineales (se puede demostrar trivialmente sabiendo que
trabajamos con una base).

» Continuidad de T'~': Consideramos la aplicacién inversa dada como

N
T_l :RN—>X7 T_l(y)zza’iai vy:<a17""aN)TERN

=1

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

N N N 12 /N 1/2
S e <3 Jarl ol < (Zw) (Znain?) — Jlyllm
=1 =1 =1 =1

1T~ (W)l =

N

Si definimos M = (3 ||z;]|*)'/? como una constante (los vectores de la base
i=1

no cambian), tenemos ||[T1(y)|| < M||y|2. Al ser un operador acotado, T~ *

es continuo.

= Continuidad de T': Supongamos por reduccion al absurdo que 7" no es con-
tinua en el origen. Entonces buscamos una sucesién (x,) C X tal que x,, — 0
pero || T(x,)| # 0, y que cumpla que

de > 0 tal que | T(z,)|| > € para todo n

Para ello sabemos que 7' no es continua en el origen, es decir, existe un & > 0
tal que para cualquier 6 > 0 que yo elija, siempre hay al menos un vector x que
cumple ||z|| < dy || T(x)|| > &, y como es cierto para cualquier 9, construiremos
la sucesion de la que hablabamos antes de la siguiente manera
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e Para 0 = 1, existe x; tal que ||z1|| < 1y [|T(z1)| > &

e Para § = 1, existe 5 tal que [|z.]| < 1y [|[T(z0)| > €.

e Y asi suceswamente para Cualquler n.

Finalmente tenemos que una sucesion {x, },en tal que z, — 0, pues ||z,| < %
pero ||T(x,)| > € para todo n.

Definimos z,, = , que lo podemos hacer porque sabemos que el deno-

IIT( n)ll’

minador nunca es 0 (por lo demostrado antes). Se observa que ||T(z,)| = 1
para todo n, y que z, — 0 porque

[zall _ 1/n
Izl = — =0
1T ()l €
La sucesién {T(z,)} estd contenida en la esfera unidad SV = {z € R" : ||z|| = 1}

de RY | que es un conjunto compacto. Por tanto, existe una subsucesién {T'(z,, )}
que converge a un elemento y € RY con ||y|| = 1, esto es cierto gracias la con-
tinuidad de 7', es decir
lyll = lm ([T (zn,)[| = lim 1 =1
—00 k—ro0

y donde hemos usado que toda sucesion acotada tiene una subsucesion con-
vergente (Teorema de Bolzano-Weierstrass).
Debido a la continuidad de 7! demostrada anteriormente:

T7HT(z) = TMy) = 20, > T7(y)

Sin embargo, como z, — 0, su subsucesién también debe converger a 0. Esto
implica que T-!(y) = 0, y por la inyectividad de T71, y = 0. Esto contradice

el hecho de que |ly|| = 1, concluyendo que T' es continuo.
[l
Corolario 2.15.1. Sea (X, || - ||) un espacio normado de dimension finita, entonces
todas las normas sobre X son equivalentes.
Demostracion. Sean (X, - |[1) v (X,]| - |]2) dos espacios normados con la misma

estructura vectorial pero con normas diferentes, entonces

(1) B RY 25 (X )
con Ty T~ isomorfismos lineales topolégicos. Por lo tanto, tenemos
Id: (X, |- [h) = (X, ]l2), Id=T'oT

donde Id es continua por composicién de continuas, y entonces Id estd acotada, es
decir, ||z||s < M||z||1, Yz € X. Anédlogamente

Id: (X,]|-|l2) = (X |- |h), Id=ToT™
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es continua, y entonces ||z|; < C||z||2 Vz € X. Por lo tanto, las normas son equiva-
lentes.

[

Corolario 2.15.2. Sea (X, | - ||) un espacio normado de dimension finita y (Y, | - ||)
un espacio normado cualquiera, entonces toda aplicacion lineal

L:X—Y
es continua.
Demostracion. Como X es de dimensién finita, entonces L(X) = (aq,...,ap) es un
subespacio de dimensién finita en Y, de hecho podemos definir una base en dicho
subespacio como {f, ..., Bn}, con m < n. Existe una matriz M € R™*" tal que

L(z) = Mlz]

donde [z] es el vector columna de las coordenadas de z en la base de X. Tenemos
entonces

[L(2)|| = IM [z} < [|M]] - [[[z]l] = C - |||
de donde obtenemos que L esta acotada, es decir, es continua. O

Corolario 2.15.3. Si X es de dimension finita, entonces
K C X es compacto <= K es cerrado y acotado
Demostracion. — ) Es cierto en cualquier espacio métrico.

<) Sea T : X — R™ un isomorfismo lineal topolégico y K C X cerrado y
acotado. Entonces T'(K) C R™ es compacto por ser T' continua, por lo que
es cerrado y acotado en R™. Dado que T~ ! es continua, K = T-YT(K)) es
compacto en X.

O

FEjercicio 2.4.1. Si X es un espacio normado de dimensién finita, entonces X es
completo.

Sea T': X — R" un isomorfismo lineal topoldgico. Si (z,,) € X es una sucesién de
Cauchy tenemos que ||z, — z,||x — 0, entonces como T' es continua, y por tanto
acotada, se tiene que

1T () = T(@m)len < T - ll2n — 2mllx

como el lado derecho se va a cero, el lado izquierdo también, y entonces (T'(z,,)) C R”
es una sucesién de Cauchy en R", que es completo. Por lo tanto, T'(z,,) — vy € R™.
Dado que T~ es continua, z,, = T (T (z,,)) — T '(y) € X. Esto muestra que
toda sucesion de Cauchy en X converge, por lo que X es completo.

FEjercicio 2.4.2. Si 'Y es un subespacio de dimensién finita en un espacio normado
X, entonces Y es cerrado.

Sea T : 'Y — R"™ un isomorfismo lineal topoldgico. Dado que R™ es un espacio
normado completo, es cerrado en si mismo. Por lo tanto, Y = T-}(R") es cerrado
en X por ser T~ continua.

30 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Analisi Funzionale 2. Espacios normados

Lema 2.16. (de Riesz). Sea X un espacio normado cualquiera yY C X un subespacio
propio, entonces

Ve>0 Fu.€ X :|ufl=1 v du,Y)>1-¢
donde d(u,Y') := inf d(u,y).
yey
Demostracion. Es importante destacar que estudiaremos solo el caso 0 < ¢ < 1,

porque para € > 1, la desigualdad d(u.,Y) > 1 — € se cumple trivialmente para
cualquier u. con ||u.|| = 1.

Como Y C X, entonces Jv € X \ Y y por lo tanto d(v,Y) =6 > 0. Sea y. € Y tal
que

1)
v — ]| < —— > 6
&

1—
U —Ye .
Sea u, = o= ull entonces ||uc|| = 1y es tal que para cualquier z € Y
U—¥Ye
U= U_ye_Hv_yeH'Z *) 0
d(ue, z) = ||lu —zH:‘——zH: > =1-¢
) ) o — 4ell o — 4l /(1 —e)

donde en () hemos aplicado para el denominador la desigualda anterior y para el
numerador, como sabemos que y. y z estan en Y y es un subespacio, entonces es
cerrado para la suma y producto de escalares, y tenemos

[0 =ye=llv=yell = lv=(ye+llv=vell-2)l = l[o=¢"| = d(v,Y) =6  donde y" €Y
lo que implica que d(u.,Y) > 1 —e. ]
Teorema 2.17. Sea X = (X, || - ||) un espacio normado, entonces:

X es de dimension finita <= la bola unidad es compacta

Demostracion. =) Ya estd demostrado en Corolario 2.15.3.

=) SaB={recX||z| =1} compacta. Demostremos que X es de dimensién
finita.

Sea 1 € B y sea Y; = (x;) el subespacio generado por z;. Si ¥} = X he-
mos terminado. De lo contrario, Y; es cerrado y por Riesz, tenemos que

Jxy € B tal que d(x3,Y]) >

N —

Definimos ahora Y := (1, x9) el subespacio generado por x1 y z3. Si Y = X
hemos terminado, de lo contrario

Juz € B:d(xs,Y) >

N —
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y definimos Y3 := (x1, 29, x3) e iteramos. Supongamos por reduccién al absurdo
que el proceso no termina, entonces

_ 1
A(z,) € B tal que d(x,,x;) > 5 para todon € {0,...,n—1}

donde sabiendo que X es espacio normado de dimension finita, es completo y
por tanto al no ser la sucesién (z,) de cauchy, no es convergente. De hecho,
lo anterior afirma que (r,) no admite subsucesién convergente en B, lo que
contradice la compacidad de B, y por reduccién al absurdo se tiene.

m

Ejemplo. Demostremos que [y es de dimension infinita.

n
Sea e, = (0,0,...,1,...,0) la sucesién que tiene un 1 en la posicion n y 0 en las
demads posiciones. Es facil verificar que cada e,, pertenece a B = {z € Iy : ||z|2 = 1},
ya que |le,|l2 = 1. Ademds, para cualquier n # m, se tiene:

len — emlla = /(T = 0)2+ (0 — 1)2 =2

Esto implica que la sucesién (e,,) no es de Cauchy, ya que la distancia entre cualquier
par de términos es constante e igual a V2. Por lo tanto, (e,) no converge en I,
entonces B no es compacto, y por el Teorema 2.17 tenemos que [y es de dimension
infinita.
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Definicion 3.1. Sea X un espacio vectorial real, p : X — R se dice sub-lineal (o
sub-aditiva) si se cumple:

i) ple+y) <plx)+ply) vVe,yeX
i) plax) =ap(z) VaeR"Vre X

Ejemplo. Las normas son sub-lineales.

Definicion 3.2. Un conjunto X esta totalmente ordenado si existe una relacién
binaria < que cumple tres propiedades para todos los elementos a, b, c € X:

i) Reflexiva: a < a
ii) Antisimétrica: Sia < by b < a, entonces a = b
iii) Transitiva: Sia < by b < ¢, entonces a < ¢

Se le dice parcialmente ordenado si la relacion < no compara todos los elementos
de X, es decir, pueden existir elementos x,y € X tales que ni x < y ni y < x.

Definicion 3.3. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Un subconjunto
Y C X se dice inductivo si cada uno de sus subconjuntos totalmente ordenados
admite una cota superior, es decir

si Z CY es totalmente ordenado — daeVY :z<a VzeZ

Definicion 3.4. Sea (X, <) parcialmente ordenado. Un elemento m € X se dice
maximal si
Vx € X tal que m < x, entonces m = x

es decir, no existe ningin elemento en X que sea mayor que m.

Ejemplo. El conjunto X = {[a,b] C (0,1) C R | a < b} estd parcialmente ordenado
por la relacion de inclusion, veamoslo:

i) Reflexiva: Para todo [a,b] € X, se cumple que [a,b] C [a,b], por lo tanto
la,b] < [a,b].

ii) Antisimétrica: Si [a,b] < [¢,d] y [¢,d] < a,b], entonces [a,b] C [c,d] v
[c,d] C la,b], lo que implica que |a, b] = [c, d].
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iii) Transitiva: Si [a,b] < [e,d] v [¢,d] < [e, f], entonces [a,b] C [e,d] v [¢,d] C
le, f], lo que implica que [a,b] C [e, f], es decir, [a,b] < [e, f].

En cambio, no es inductivo, ya que el subconjunto {[%, 1— %] IneNn>2} CX
esta ordenado pero no tiene cota superior.

Lema 3.1. (de Zorn) Todo conjunto no vacio parcialmente ordenado e inductivo
admite un elemento mazimal.

Los teoremas de Hahn-Banach se ocupan de estudiar las extensiones de aplicaciones
lineales definidas en un subespacio Y de un espacio X.

Teorema 3.2. (de Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial real y sea p : X — R
sub-lineal. Sea Y un subespacio vectorial de X y consideramos f :Y — R lineal tal
que f(y) < p(y) para todo y € Y. Entonces: ezxiste F': X — R lineal tal que:

i) Fly)=fly) YyeY
i) F(x) <plx) VrelX

Demostracion. La demostracion se basa en el Lema de Zorn, vedmosla. Sea F el
conjunto de pares (Y,, f,) donde:

i) Y, C X yY CY, es un subespacio de Y.
ii) fa:Y, — R es una extensién lineal de f en Y.
iii) f, < p sobre Y.
Sabemos que F # (), de hecho (Y, f) € F. Definimos una relacién de orden en F:
(Ya, fo) < (Ys, f3) <= Y, C Y, v fs es extension lineal de f,

(F,<) es un conjunto parcialmente ordenado. Demostremos que (F, <) es inducti-
vo, veamoslo.

Sea G C F una familia totalmente ordenada, veamos que admite una cota supe-
rior. Definimos

M= ] Ye [y)="raly) VYa€G
Yo €6

entonces, vamos a demostrar que efectivamente (M, f) es una cota superior de G,
veamoslo:

) YoCM VY, eg

ii) f esté bien definida porque si y € Y, N Y3, entonces uno estd contenido en el
otro y, por lo tanto, uno es extension del otro.

iii) f es lineal: f(y1 +y2) = fa(th +y2) = falyr) + fa(y2) = f(yl) + f(y2>

iv) f(y) = faly) <ply) Vyey
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Se sigue que (M, f ) es una cota superior = F es inductivo. Por el lema de Zorn
existe (Z,F) € F elemento maximal, por lo tanto F' es extensién lineal de f con
F < pen Z. Si verificamos que Z = X, hemos terminado.

Supongamos por reduccién al absurdo, que Z C X, entonces existe xg € X \ Z,
y consideramos el subespacio

W ={z+txg|2z€ Z,t € R} =7+ Ruxy
y definimos
¢:W =R, o¢z+txg) =F(2)+te, VzeZ,teR

donde ¢ € R es una constante por determinar. Tenemos que ¢ es una extension lineal
de F' a W, es decir, ¢|; = F. Para que ¢ sea una extensién de F' tal que ¢ < p en
W, es necesario y suficiente que se cumpla

¢z +txg) = F(2) +te < p(z+txy) VzeZteR (3.1)

Lo que haremos es ver que necesitamos de ¢ para que se cumpla la desigualdad
nombrada anteriormente. Primero cogeremos factor comun de ¢ en la desigualdad, y
como trabajamos con funciones lineales y sub-lineales aplicando su propiedad para
escalares obtenemos lo siguiente

t [F (;) —f—c} <tp<§+x0> Vte R
y tenemos dos casos:

“Sit>0 — F(§>+cgp<§+xo> VzeZ.

" Sit<0 — F(—§>—02p<—§—x0> Vre Z

= Sit = 0 no se podria haber sacado factor comin, pero en este caso la desigual-
dad 3.1 se cumple porque F(z) < p(z) para todo z € Z.

z z
Ahora si tomamos x = n vy = — entonces x,y € Z y tenemos que ¢ debe cumplir

F(z)+c < platazo) vy Fly)—c<ply—x0) = F(y)—p(y—x0) < ¢ < p(a+z9)—F ()
Por lo tanto, ¢ debe cumplir la siguiente desigualdad
Fy) —ply —xo) < c<plx+x9) — F(zx) Ve,yeZ

notar que aqui hemos generalizado la desigualdad para cualesquiera x,y € Z, ya
que x e y dependen de z y t, y z es un elemento arbitrario de Z y t es un escalar
arbitrario. Sabiendo que F' esta dominada por p (lo vimos antes), tenemos que

Fz)+ Fy) = F(r +y) < plz +y) =p(x + 20 +y — 70) < p(x + 20) + p(y — 70) =
= F(y) —ply — z0) < plx+x0) — F(z) Ve,ye”Z

35 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Analisi Funzionale 3. Teorema de Hahn-Banach

Nuestro objetivo ahora es ver si realmente existe ese ¢, puesto que hemos encontrado
las restricciones que debe cumplir, pero no sabemos si puede existir. Para ellos
definimos los dos conjuntos siguientes

A={F(y) —ply—=0) |lyeZ} v B={plx+zo)—F(z)|veZ}

y hemos visto que ¢ debe cumplir a < ¢ < b para todo a € Ay b € B. Por lo tanto,
si sup A < inf B, entonces existe tal c¢. Veamos que esto es cierto. Para todo a € A
y b € B, existen z,y € Z tales que a = F(y) —p(y —x0) y b = p(x + z9) — F(x).
Entonces, como hemos visto antes, se cumple que a < b. Por lo tanto, sup A < inf B,
lo que implica que existe tal c. Esto demuestra que ¢ es una extension de F' a W
tal que ¢ < pen W. Por lo tanto

We)e F y (Z,F)< (W, 9)
pero como (Z, F) es maximal, entonces (Z, F') = (W, ¢), entonces
L=W=2+1try <= 20€ 2

lo que es una contradiccién, ya que zq € X \ Z. Por lo tanto, Z = X, lo que implica
que F' es una extension lineal de f a X tal que F' < p en X, como se pedia.
O

Aplicando esto a los espacios normados, obtenemos el siguiente resultado.

3.1. Formulacion analitica del teorema de Hahn-
Banach

Teorema 3.3. (Hahn-Banach analitico) Sea X un espacio normado, Y un subespacio
de X y sea f € Y™, entonces existe F' € X* tal que

i) Fy)=fly) VyevY
i) [|[F| = || fl

Demostracion. Sea p(z) = || f|| - |||, entonces p es sub-lineal por ser multiplicacién
de normas (la aplicacién sub-lineal por excelencia) y domina a f, como se ve a
continuacion

f) <IfWI<IfIl- vl =ply) VyeY

Entonces, por el teorema de Hahn-Banach, existe F' : X — R tal que Fly = fy
F(z) < p(x) para todo x € X. Entonces

1= s 1P < sup pa) = sup 1] -l = 1]

Por otro lado

IFll = sup [F(z)| = sup [F(y)| = sup [f(y)| = [ f]

[l]|=1 llyll=1 llyll=1
yey yey

Por lo tanto, || F|| = ||f]|-
[l
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Veamos algunas aplicaciones.

Corolario 3.3.1. Sea X un espacio normado y sea xog € X, entonces
IF € X* tal que Flzo) = ool y | F|l =1

Demostracion. Sea 'Y = (xg) el subespacio generado por xg, y definamos f: Y — R
por f(kxo) = |k| - ||xo||. Entonces, f es lineal y || f|| = 1. Por el teorema de Hahn-
Banach, existe F' : X — R tal que F|y = f y ||F| = 1. En particular, F(z) =

(o) = ||l

[l
Corolario 3.3.2. Sea (X, || - ||) un espacio normado y sean x1,x2 € X con x1 # 2,
entonces
JF € X* tal que F(x1) # F(x2)
Demostracion. Sea F' € X* tal que F'(x1—x5) = ||z — 2|, podemos encontrar dicha

funcion por el Corolario 3.3.1, entonces como F' es lineal, F'(xq—x5) = F(z1)—F (),
de lo cual se sigue que

F(xy) = F(x2) + [[v1 — 22| # F(x2)

[
Corolario 3.3.3. Sea (X, || -||) un espacio normado, entonces para todo x € X se
cumple
Joll = sup 7] | = mix o)
o fex:
Demostracion. Sea f € X* con ||f|| = 1, entonces |f(z)| < || fIl - |z|| = ||z =

|f(x)] < ||z||. Por lo tanto:

Viceversa, por Hahn-Banach existe F' € X* tal que F'(x) = ||z|| y | F'|| = 1. Entonces:

|E(2)] = ||zl = sup [f(z)] = ]

Se sigue que:

sup |f(z)] = |||
=1
O

Corolario 3.3.4. Sea (X, || - ||) un espacio normado y sea Y C X un subespacio no
denso en X. Entonces existe F' € X* tal que:

|IFl=1 y F=0enY
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Demostracion. Sea Y C X no denso, entonces Y C X, por lo tanto, existe xo €
X\ Y. Sea Z = (x0,Y) el subespacio que contiene a Y, es decir:

Z=A{kro+y|keRyeY}

Definimos f(z) = f(txo + y) = td(x,Y ), donde f : Z — R. Vedmos que f es lineal
[z + 2) = f((t+t2)xo + (1 4+ 12)) = (1 + t2)d(20,Y) = f(z1) + f(22)
Tenemos que f cumple que

flzo) =d(x0,Y) v fly)=0 VyeyVY

Calculemos finalmente la norma de f:

)
[f ()| = [f (ko + y)| = [tld(zo,Y) < [t] ’

)
zo+ 2| = litzo +yll = 121 = 11 <1

donde en (*) hemos usado que podemos elegir y = —¥ € Y arbitrario, ya que

, ) Y
(w0, V) = tnf Jlag = /|| < o — (=)l = |0 + 2|
y'eYy t t

Sea (y,) € Y una sucesién tal que d(zg,y,) — d(xo,Y’), por lo tanto

d(x0,Y) = f(xo) = f(x0) —a@: f(xo —yn) <

0
< f(@o = yn)|l < ISIF - Nlzwo = ynll = [ - d(z0, yn)

y cuando n — oo, se tiene

d(wo,Y) < [If]| - d(zo, yn) = I fII - d(20,Y) = [If]| > 1
y, por lo tanto, se sigue que ||f|| = 1. Por el teorema de Hahn-Banach existe F' :
X — Rtal que |F|| = ||fll =1y Flz = f. En particular, F(y) = f(y) = 0 para

todo y € Y, como se queria demostrar.
m

Ejercicio 3.1.1. Sea X un espacio normado, entonces para z € X se cumple
r=0 <= f(z)=0 Vfe X"

— ) Obvio, si = 0, entonces f(z) = f(0) = 0 para todo f € X*, por linealidad
de f.

<) Supongamos que x # 0, entonces existe xo € X con zg # 0. Por el Corolario

3.3.1, existe F' € X* tal que F(x) = ||zo| # 0y ||F|| = 1. Por lo tanto,
f(x) # 0 para algin f € X*, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, z = 0.
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Ejercicio 3.1.2. Demostrar que si X* es separable, entonces
S*={FeX"||F||=1}C X"

es separable.

Antes de comenzar con la demostracion, recordemos que un espacio X es separable
si tiene un subconjunto denso numerable. Visto de otra manera, existe una sucesion
() € X tal que {zy, }nen = X.

Dado que X* es separable, existe una sucesién (subconjunto numerable) (f,) € X*
densa en X*, entonces, el conjunto { f,, }ren es denso en X*. Por lo tanto, el conjunto

)
1l ) en

es denso en S* = {F € X* | ||F|| = 1}, lo que implica que S* es separable.

De hecho, podriamos haber tomado el conjunto generado por la sucesién (f,,) € X*,
es decir, el conjunto [{ f, }nen| que es el conjunto de todas las combinaciones lineales
de los elementos de la sucesion, y luego normalizar cada elemento de ese conjunto, es

fn
[l neN
se es solo numerable si los coeficientes son Q.

decir, tomar el conjunto que claramente es denso. Para ambos conjuntos

FEjercicio 3.1.3. En [, con p € [1,400), se puede definir una base de Schauder
e; = (0,0,...,1,0,...,0).

o0 n
Sea x € [,, entonces = se puede escribir como x = ) xper. Sea x, = > Tiey,
k=1 k=1
entonces:

2% 0. De lo cual Tp —> T.

—+00
E L€k

k=n+1

Iz = nll, =

p

o

donde lo que hemos usado es que como = € [,, entonces Y |zx|? < 400, lo que
k=1

. . +m E

implica que [ > |zg|?) — 0 cuando n — +o0.

k=n+1
Se tiene demostrado que es base de Schauder, puesto que la sucesion de escalares es
Unica, ya que viene dada univocuamente por x € [, y hemos demostrado el limite.

Observacion. Sea I € I (espacio de funciones lineales de vectores de [,,), entonces

dado que {e, }nen s base de Schauder, cada x = ) xpeg, de lo cual:

k=1
~ %
F(z):=F (Z xkek> = ZxkF(ek)
k=1 k=1
entonces dado a := F(ey), vemos que la sucesién ap = (a,as,...) caracteriza el

funcional.
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3.2. Espacio dual y reflexivo

Teorema 3.4. Sea (X, || -||) un espacio normado, entonces tenemos que
X es separable = X es separable

Demostracion. Sabemos que X* es separable, por lo tanto, el conjunto S* = {F €
X* | ||F|| = 1} es separable (Ejercicio 2). Entonces, existe una sucesion (f,) € S*
densa en S*. Para cada n, tenemos que

[foll = sup [fo(zn)| =1 = Fz, o [ful@n)] > 1/2y |z =1

llznll=1

Sea ahora Y = [{x,}] el subespacio generado por la sucesién (x,,), donde los escala-
res pertenecen a QQ, entonces vamos a demostrar que Y = X, lo que implica que X
es separable.

Supongamos por reduccién al absurdo que Y C X, entonces por Hahn-Banach
existe G € X* tal que ||G|| =1y G(y) = 0 para todo y € Y. Entonces, G(x,) =0
para todo n. De lo cual se sigue que

[fo(@n) =G (2n)| = |fuzn)] > 1/2 = 1/2 < [fu(2n) =G (2n)| < [fa=Gl-[2nll = [| /=G

lo que es una contradiccién, porque { f,, } es densa en S*, por lo tanto, debe “acercarse.?
G. Por lo tanto, Y = X, lo que implica que X es separable.

[l
Corolario 3.4.1. loo C I (de lo contrario seria separable).
Definicion 3.5. Sea (X, | - ||) un espacio normado, entonces el espacio dual de X
es el espacio
X :={F: X" — R lineales y continuas}
La funcién
J: X — X*
x — Jy
donde J, : X* — R con J,(f) := f(x) se llama inyeccién candnica (o mapeo

canénico).

Observacion. La inyeccién canénica J es una funcién linear y continua, veamoslo.
Para z1,25 € X y t € R, tenemos que

Jx1+t:t2<f) = f(xl + t$2> = f(ml) + tf(l‘z) = JI1 (f) + tJ362(f>

lo que demuestra que J es lineal. Para ver la continuidad de J, veamos que J, es
continua para cada x € X. Para ello, veamos que J, es acotada, lo cual implica que
es continua. De hecho, para cada f € X* se cumple que

[ LS = @) <A - Nzl = L]l = valulglumf‘ < Hj}nlglllfll el =l

donde tenemos que al ser un operador acotado J, es continuo para todo = € X,
entonces J es continuo.
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Siguiendo con la légica de la observacion vamos a demostrar que J es una isometria,
es decir, ||J;|| = ||z|| para todo x € X. Para ello, veamos que ||J.|| < ||z] (visto en
la observacion) y ||J,|| = ||z||, vedmoslo.

Por el corolario de Hahn-Banach para cada x € X, tenemos que df € X* tal que
f(z) = ||z|| y por lo tanto ||J,.f]| = |f(x)| = ||z||. De lo cual

[ Jell = llzl[ y por lo tanto [[.J|| =1

por lo que tenemos que J es una isometria.

Para demostrar la inyectividad de J, tenemos que dados x; # xs, entonces

lo que demuestra la inyectividad de J. De hecho, tenemos que .J, es isomorfismo

lineal, y por tanto
X~ JX)CX™

Definicion 3.6. Sea (X,|| - ||) un espacio normado, entonces se dice X reflexivo
si J 1 X — X™ es sobreyectiva, y por tanto J es un isomorfismo algebraico y
topologico.

Observacion. En general, podrian existir isomorfismos entre X y X** sin que J lo
sea.

Observacion. Si X es reflexivo, entonces X es completo porque X** es completo y,
por lo tanto, también X lo es.

Ejemplo. LP, con p € [1,400), es reflexivo.

Proposicion 3.5. Sea X un espacio reflexivo, entonces cada subespacio cerrado es
también reflexivo.

Demostracion. Sea J' 1Y — Y™ con Y cerrado, nuestro objetivo es demostrar que
J' es sobreyectiva, es decir, que dado g € Y**, existe y € Y tal que J; = g.

Sea g € Y** arbitrario, vamos a definir la siguiente aplicacion

fo: X — R
Fo— fo(F) = g(Fly)

donde F'|y es la restriccién de F' a Y. Estd claro que f, estd bien definida, es lineal

y continua, por ser restriccién de una funcién lineal y continua, es decir, pertenece
a X**.

Puesto que J es sobreyectiva, dz € X tal que J, = f,. Demostremos que x € Y.
Supongamos por reduccién al absurdo que ¢ Y = Y (la igualdad es por ser Y
cerrado), entonces por el corolario de Hahn-Banach 3.3.4 como Y no es denso en X,
se cumple que

JF € X* tal que Fly =0,||F|| =1y F(z) =d(z,Y) > 0
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Entonces, © ¢ Y = F(x) # 0, pero por otro lado

() *

0# F(x) = J.(F) = f4(F) = g(Fly) = g(0) =0

—
N

donde en (%) hemos usado que g es lineal, y en (x%) que F|y = 0. Esto es una
contradiccién. Por lo tanto, x € Y, lo que implica que J, = ¢, ya que tenemos que

F(z)=J,(F) = fy(F)=g(Fly) VFeX" = J,(F')=g(F'ly)=g(F') VF eY*
como se queria demostrar.

Si la explicacién de antes de J,, = g no nos es clara, podemos demostrarlo més
rigurosamente, de la siguiente manera. Tomemos h € Y* arbitrario, demostraremos
que J.(h) = g(h), donde

Joo YY" — R

h —— h(x)

Por el Teorema de Hahn-Banach, sabemos que todo funcional en un subespacio
Y C X puede extenderse a un funcional F' en el espacio total X tal que Fl|y = h.
Como F es la extensién de h y x € Y, entonces h(x) = F(x).
Usando la igualdad del principio de la ecuacién 3.5, es decir, F'(z) = J,(F'), tenemos
que

F(z) = g(Fly) = g(h)
y finalmente concluimos que J.(h) = h(z) = F(z) = g(h). O

Proposicion 3.6. Dado dos espacios normados X eY, yseaT : X — Y un operador
lineal acotado, entonces T* también lo es y ademas | T*|| = || T

Proposicion 3.7 (Regla de la composicién de adjuntos). En general, si tienes dos
operadores lineales acotados A: X —Y y B:Y — Z, el adjunto de la composicion
cumple que

(BoA)"=A"oB*

Fjercicio 3.2.1. Si'Y y X son isomorfos, entonces
X reflexivo <= Y reflexivo

Supongamos X reflexivo, entonces J : X — X** es sobreyectiva. Sea T : X — Y un
isomorfismo, entonces dado

T Y* — X*
g — T7(g)=goT

tenemos que es un isomorfismo con inversa (771)*, ya que
s (T toT* = (T Y oT*=(ToT V) = (Idy)* = Idy-
s T*o (T*) ' =T o (T = (T 'oT)* = (Idx)* = Idx~

Veamos el siguiente diagrama conmutativo
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X T .y

|

X** T Y**

de donde se deduce que T** es un isomorfismo (podemos pensarlo igual que
hemos hecho con T*). Si demostramos que el diagrama conmutativo es vélido, ha-
bremos terminado, pues tendriamos que J' es sobreyectiva.

Para ello, necesitamos ver que ambos caminos, superior derecha e inferior izquierda,
llevan a la misma funcién. Teniendo lo siguiente

T o J(x) =T"(J) = JpoT* y JoT(x)=J(T(z)) = Jru
el objetivo sera demostrar que
Jr@(F) = oo T*(F) VFeY”
De hecho, Jp . (F) = F(T(z)) y J.(T*F) = J,(F'oT) = FoT(x), lo que demuestra

la validez del diagrama conmutativo. Por lo tanto, J’ es sobreyectiva, lo que implica
que Y es reflexivo.

Proposicion 3.8. La propiedad de ser reflexivo se mantiene por isomorfismos.

3.3. Formulaciéon geométrica del teorema de Hahn-
Banach

Definicion 3.7. Sea f : X — R un funcional, entonces el conjunto
To ={z € X | f(z) = a}
se llama hiperplano de X.

Observacion. Decimos que f es un funcional, cuando nos referimos a una funcion
cuyo dominio es un espacio vectorial X y cuyo codominio es el cuerpo de los escalares
(que en nuestro curso suele ser R, aunque podria ser C).

Definicion 3.8. Un conjunto C' en un espacio vectorial X se dice convexo si, para
cualquier par de puntos z,y € C, el segmento que los une también esta contenido
integramente en C'. Matematicamente, esto se traduce en que se cumple que

tr+(1—t)ye C, Vr,yeC, Vte|0,1]

Definicion 3.9. Sean A, B subconjuntos convexos de un espacio vectorial, entonces
se dice que un hiperplano 7, separa Ay B si

fla) <a< f(b) VacAbeB
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Observacion. Si X es normado y f es lineal y continua, entonces 7, = f~(a) es
cerrado, ya que es la preimagen de un conjunto cerrado por una funcién continua.
De hecho, 7, es un hiperplano cerrado.

Teorema 3.9 (Teorema de Hahn-Banach geométrico). Sea X un espacio normado y
sean A, B convexos disjuntos no vacios. Si A es abierto, entonces

3f € X* ya € R tales que 7l = {f = a} separa A y B

Corolario 3.9.1. Sea C cerrado y convexo con interior no vacio (C° # () de un
espacio normado X, entonces

Vb e 0C, 3f € X* tal que f(z) < f(b) Vr el

Demostracion. Sea A = C° # (), podemos ver facilmente si es convexo, tomando
z,y € A,y sea t € [0,1] arbitrario, tenemos z = tx + (1 — t)y. Por definicién de
abierto, tenemos que 3r,,r, > 0 tales que B(z,r,) C C'y B(y,r,) C C. Entonces,
si tomamos r = min{r,,r,}, entonces B(x,r) C C'y B(y,r) C C. Por lo tanto,

B(z,r) =2+ B(0,r) = t(x+B(0,7))+(1—t)(y+B(0,7)) CtC+(1-t)C = C (3.2)

donde lo que hemos usado es aplicar la propiedad de convexidad de C' a los conjuntos
xz+ B(0,7) y y + B(0,7), que son subconjuntos de C'.

Por otra parte, tenemos B = {b} con b € 9C, entonces AN B = () son convexos vy,
por lo tanto, aplicando Teorema 3.9 4f € X*, a € R tales que:

flx)<a< f(b) VeecC”

Ademads, para b € 9C, tenemos f(b) < f(b), por lo que dado que C' es cerrado,
entonces C' = C° U C, y por lo tanto, f(x) < f(b) para todo = € C.
0

Definicion 3.10. Sea A C X un subconjunto de un espacio normado X. Se dice que
A estd todo de un lado respecto a m(lf) si

flz)<a VxeA obien f(x)>a VreA

Si existe b € A tal que f(b) = «, entonces 7, se llama hiperplano de soporte y f
se llama funcién de soporte. Podemos ver un ejemplo representativo en la Figura
3.1.

Teorema 3.10 (Teorema de Hahn-Banach fuerte). Sean A, B conjuntos converos no
vacios, con A cerrado y B compacto en un espacio normado X. Entonces existen
a, B reales con a < By f € X* tales que

fla)<a<p<f(b) Yac A,be B

Por lo tanto, el intervalo (o, B) separa los dos conjuntos.
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Figura 3.1: Ejemplo de un conjunto convexo A y un hiperplano de soporte 7.

3.4. Integracion en espacios de Banach
Sea ¢ : [0,1] — X continua. Queremos definir fol (t)dt.

Sea P una particién de [0, 1], es decir, P ={0 =1ty <t; < ... <t, = 1}. Definimos
las sumas integrales o, como

Op 1= Z 0(&)(ts —tiy) con & € [tio1, ).
i—1

Tiene sentido definir ¢ como integrable si existe lim o, =: y € X. Supongamos
n—-+00

que y existe, veamos qué propiedades tiene.
Sea f € X*, entonces

f(y)=f< lim an) Yt flo) " im ST FeE)) t — ti)

n—-+0oo n—-+00 n—+oo £

donde en (x) hemos usado que f continua y en (xx) que es lineal. Ademds, como
fog:]0,1] = R es continua, si existe y, podemos definir

f(y) = / F(o(t))dt

que obviamente estd bien definido porque f o ¢ es continua por composicion de
continuas. Por lo tanto

f (/Olgo(t)dt) :/Olfogo(t)dt Vf e X

donde hemos usado la conmutatividad entre el funcional lineal y la integral.

Definicion 3.11. Sea ¢ : [0,1] — X continua. Definimos la integral ¢ en X como el
Unico elemento y € X tal que

f@)=1l fop(t)dt VfeX*

v= [ eton
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Observacion. No hemos demostrado la existencia de y, pero veamos la unicidad. Sean
y1,y2 € X tales que f(y1) = f(y2) Vf € X*, entonces f(y1 —y2) =0 Vfe€ X"
Aplicando el Corolario 3.3.3, tenemos que

)
|y —well= sup [f(n —42)| =0 = 41— =0 = y1=yo sup
|]Lfell;1 Ifl=1fex*

donde en (%) hemos usado que f(y1 — y2) = 0 para todo f € X*. Por lo tanto, la
integral de ¢ es Unica.

Proposicion 3.11. Si ¢ : [0,1] = X es continua, entonces

i < | (ot

Demostracion. Sea y = fo t)dt, entonces por Corolario 3.3.1 tenemos que

If € X" tal que f(y) =yl y Ifll=1

entonces
1
sl =loll= | [ etora] - ‘f i = | [ 1o < / 1 o pldt =
/|f ))ldt < /Ilfll Je)ldt < /Ilso dt O
° Y
L]
Sigp:[a,b]ﬁXdeformaanéloga:f(fab ) ffogo tydt Vfe X"

Si g [a,+00) — X, entonces f;oo p(t)dt := lim fab p(t)dt y

b—+o0

+o0 400
f </ go(t)dt) = fop)dt VfeX”

En resumen la integral definida para funciones con valores en un espacio de Banach
(a menudo llamada integral de Bochner o de Riemann-Banach) hereda las
propiedades fundamentales del calculo integral clasico de funciones reales, es decir,

/0 1 o(t)dt

= Lineal respecto al integrando:

cumple

b b b
/(agp(t)+5¢(t))dt:a/ o(t) dt+ﬁ/ W(t)dt, Va,B € R, p, 1 funciones,
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» Teorema Fundamental del Célculo(TFCI): si defines G(z) = [ o(t) dt,
entonces la derivada de esa funcion es el integrando: G'(x) = p(z).

Si @ es una primitiva de ¢ (es decir, ' = ), entonces fab o(t)dt = ®(b)—P(a).

» Propiedad de la media: podemos expresarlo de dos manera

b b
o |12 ewar| < [Vleid < 06— a sup o)
t€la,
e El valor ;= fab o(t) dt pertenece a la clausura del casco convexo de la

imagen de la funcién ¢([a, b]).

3.4.1. Applicazioni

Tomemos la ecuacion diferencial

du
b A(u(t)) te (0,400)
u(0) = xg

con A: X — X en un espacio X de Banach, donde

d t+h)—u(t

du | u(th) —u()

dt h—0 h
Como A es un campo vectorial Lipschitziano, tenemos por definicion de funcién
lipschitziana

|A(w) — A()|| < L-|lu—v|| Yu,ve Xy L>0

Mediante la teoria de la integracion podemos demostrar que resolver el problema de
Cauchy es equivalente a resolverlo en forma integral

u(t) —up = /0 A(u(x))dx

A partir de aqui usamos el Teorema del Punto Fijo de Banach y llegamos a
la existencia y unicidad local del problema de Cauchy. Si A es lineal y continuo,
entonces el problema se convierte en

& = Alu(t))
u(0) = ug
que tiene como tunica solucién el mapa exponencial
et = T — u(t) = e uy

k=0

la cual es solucién del problema global V¢ € R.

En general, el método no siempre funciona. Por ejemplo en el caso

ou
a(x,t) =Auen Q x(0,1)

si A no estd acotado en L?, entonces se requieren teorias para operadores no acota-

dos.
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4. Principio de Acotacion
Uniforme

Definicion 4.1. Sean XY espacios normados y sea {Ty}aca € BL(X,Y). Se dice
que {T,}aeca es uniformemente acotada si

IM >0:|Ta]| <M VacA

Definicion 4.2. Sean XY espacios normados y sea {Ty}aca € BL(X,Y). Se dice
que {T,}aca es puntualmente acotada si

Ve € X : {To(x)}aea C Y estd acotada

Observacion. Si{T,} estd acotada uniformemente, entonces {71, } estd acotada pun-
tualmente. De hecho:

[Ta(@)l| <[ Tall - Izl < Mljz]] = {Ta(z)} SV estd acotada

Teorema 4.1 (Teorema de Banach-Steinhaus o Principio de Acotacién Uniforme).
Sea X un espacio de Banach eY un espacio normado, entonces toda familia {T,}aea C
BL(X,Y) puntualmente acotada es también uniformemente acotada.

Es decir, siVr € X {T,(x)}aca CY estd acotada, entonces

3A4:>():H7;HBLCXJ3 g M VYae A

Demostracion. Definimos X, := {x € X | |To(2)|| < n Va € A} Vn € N, para
saber que es cerrado definimos para cada indice o € A la aplicacion

heg: X — R
z — || Ta(a)]

continua por ser la composicién de T, con la norma de Y, que es continua. Tenemos

entonces que
{z € X [ ITa(2)]| < n} = ha'([0,n])

cerrado por ser la preimagen de un conjunto cerrado bajo una aplicaciéon continua,
y usando la interseccion infinita tenemos

Xo = (z e X [ |Ta(@)] <n} = () Xna
acA a€cA
cerrado por ser la interseccion de cerrados. Ademads, se cumple

X:UXn

neN
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porque {1, }aeca es puntualmente acotada. Por el Teorema de Baire 2.6, X es de II
categoria (X no es unién numerable de conjuntos raros), por lo tanto Ing € N : X,
no es raro, es decir, 3B(xg,r) C X, con g € X y r > 0, de lo cual

.
Ve X: <1, Vaed L= IT.(52) 1< |rT(z+xo)|r+|rT<
(%)
<t [ 1] [ Tufao)]] < 20,

donde en (x) hemos usado que rz+z¢ € B(xg,7) C X,,, es decir, ||T,(rz+z)|| < no
para todo o € A, y en (x%) hemos usado que xy € X,,,. Por tanto

2
ITa(2) < 22 Wz i |l2] <1y por tanto ||Tall = sup ||Ta(2)] < 2
r lz]|=1 r

O

Notacion. Notar que a veces aludiremos a dicho teorema con la abreviacion P.A.U.
(Principio de Acotacién Uniforme).

Corolario 4.1.1. Sea X un espacio de Banach eY un espacio normado, si{Ty}nen C
BL(X,Y) converge puntualmente, es decir

T.(z) —T(x) VveXenY
entonces T' es lineal y continuo.

Demostracion. Dado = € X, (T,,(z)), converge puntualmente 7'(z), por lo tanto
(T,.(z)), estd acotada. Por el Teorema de Banach-Steinhaus, {7}, },, es uniformemente
acotada, es decir

AM >0:||T,| <M Vn

Por lo tanto, ||T,,(z)|| < M -||z| para todo n, y por lo tanto ||T(z)|| < M -||z||. Esto
implica que T es acotado. Ademas, dado z,y € X y A € K, tenemos que

IT(x +y) = T(x) = T(y)l| = m [Tz + y) = Tu(z) = Tuly)[| = 0

IT(Ax) = AT (z)]| = lim | T, (Az) = ATy ()] = 0

por lo tanto T es lineal, y como hemos visto antes que era acotado, entonces también
es continuo al ser lineal. O

Corolario 4.1.2. Si X es un espacio de Banach e Y normado, entonces
BL(X,Y) CL(X,Y)={T: X =Y lineales}
es cerrado.

Demostracion. Sea (T,,) € BL(X,Y) tal que T,, — T en L(X,Y), es decir,
T,(z) — T(x) para todo x € X. Por el Corolario anterior, 7" es lineal y conti-
nuo, es decir, T' € BL(X,Y). Por lo tanto, BL(X,Y") es cerrado en L(X,Y). O
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4.0.1. Aplicaciones

Definicion 4.3. Una sucesién (x,,),eny de un espacio normado X es infinitesimal si
r, — 0 en X.

Sea (a,) € R tal que Y apxy converge en R V{xz,} € Cy donde
k=1

Co = {sucesiones (z;) € R infinitesimales: z; — 0 con norma medida en (.}

entonces (a,,) € {1, veamoslo. Sea

F.(x) = Z&kxk con z = () € Cp

k=1
entonces: F), : Cy — R es un funcional lineal y continuo. Veamos ambas cosas

» Linealidad: Dado z,y € Cy y A € R, se tiene que

n n

Fn(l’ + y) = Zak(xk + yk) = Zakxk + Zakyk = Fn(x) + Fn(y)

k=1 k=1 k=1

F,(\x) = Zak(kxk) = )\Zakxk = A\, (2)
k=1 k=1

= Continuidad: Dado x € Cy, se tiene que x;, — 0 y por lo tanto x;, es acotada,
ya que por propia definicion del limite tenemos que

Ve >0,INeN:|z, -0/ <e VN =n

y tomando € = 1 se tiene que |z,| < 1 para todo n > Ny, y como los términos
anteriores a Ny son finitos, entonces |z < M para todo k. Tenemos por ser
acotada que

lzlloo += sup x| < o0

n

Por lo tanto,
n n
| Fn(z)| = |ag| - x| < Sup k| - Y Jax] = [llloo - D lax| < oo
k=1 k=1

> o
k=1
(4.1)

para todo n, lo que implica que Fj, es acotado, y por tanto continuo para todo
n.

<
k=1

Tenemos por tanto que
F,eCy={T:Cy— R:T lineal y continuo}
donde Cj es el espacio dual continuo de Cj.

_ n
Observemos que ||F,|| = > ,_; |ax] Vn, para ello tenemos que tener presente la
definiciéon de norma para un funcional, es decir

“Fn“: sup |Fn(x)|

l[#]loc=1
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y usando la ecuacién 4.1 se tiene que |F,(z)] < [|2ls © Dop_y|ax|, por lo tan-
to || F|| < > p_; lak|. Buscamos entonces una sucesién x con ||z|o = 1 tal que

[Fn()| = 2 k=1 laxl-

Dado n € N, si tomamos & = (Z) tal que z := (1,1,..., 1 ,0,...,0,...) en-
tonces ||Z]| = 1, y tenemos
Fa@)] = D a1 =Y lax| = [F)l = il (4.2)
k=1 k=1 k=1
Por otra parte, la hipdtesis indicaba que ) apxy converge para todo x € Cj, por
k=1

lo que sus sumas parciales estan obligatoriamente acotadas. Como F,(x) es preci-
samente la suma parcial hasta n, entonces para cada x existe una constante C, tal
que

|Fo(x)] < C, VneN

lo que significa que {F,}, es puntualmente acotada.

Al saber que () es un espacio de Banach, podemos aplicar el Teorema de Banach-
Steinhaus, y por lo tanto {F,}, es uniformemente acotada, es decir

IM >0 |[F S MVneN = ) |a| <M VneN = ) o <M
k=1 k=1

Corolario 4.1.3. Sea X un espacio normado y sea B C X, tenemos que
si f(B) ={f(x) | x € B} acotado Vf € X* = B estd acotado
Demostracion. Sea J : X — X** el mapa candnico, es decir
J(f)=flx) Vfe X" VereX
Entonces J es una isometria (lo vimos cuando se definié el espacio dual), es decir
[Tl x= = [lzllx Ve e X
Para que (J,).ep esté acotada puntualmente, necesitamos que
Ve X" {J.(f)}een = {f(2) }zep esté acotada

pero como sabemos que f(B) = {f(z) | + € B} estd acotado para todo f € X*
(hipétesis), entonces se tiene.

Por el Teorema de Banach-Steinhaus, que lo podemos aplicar ya que J, : X* — R
y como R espacio banach, y X espacio normado, entonces X* es espacio de banach,
entonces tenemos que (J,).ep estd acotada uniformemente en X**, es decir:

IM >0 || Jullx = ||zllx <M VaoeB

lo que implica que B esta acotado. ]
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Ejercicio 1. Sea a, € R tal que ), ayx, < +oo Vo = (x;) € (1, demuestra que
entonces (a,,) € loo.

Sea

donde recordamos que

(r={z = (@)ken SR: Y |zy| < +oo}
k=1

o0

con la norma ||z||; = ) |zx|, entonces F), es lineal y continuo, veamoslo, fijando
k=1

n € N.

» Linealidad: Dado z,y € {1 y A € R, se tiene que

Fuw+y) = aplme+y) = apze+ Y awye = Fu(x) + Fo(y)
k=1 k=1 k=1
F,(\x) = Zak(kxk) = )\Zakxk =\, (2)
k=1 k=1

» Continuidad: Dado x € /1, se tiene que
oo
Izl = |zl < 400
k=1

entonces, el objetivo serd ver si |F,(z)| < M||z||; con M > 0, vedmoslo

n

E ATy

k=1

| Fn()] =

n n
<D laxlloe] < méxfagl- ) loxl < max o] |l < +o0
k=1 k=1

por lo que F;, es acotado, y por tanto continuo para todo n.

Observemos ahora que || F,|| = kméx |ax|, para ello usaremos la definicién de norma
=1,...,n

)

de operadores lineales, es decir

| Foll = sup | F(z)| < sup méx |ag|-||z]|, = méx |al
llll1 )|y B=1m k=1,...n

Viendo la desigualdad dada, buscaremos un x € ¢; con ||z||; = 1 tal que |F,(x)| =
Maxg—1,.n|ak|, y tendriamos la igualdad buscada. Sea Z € ¢, tal que

_Jo k#£k )
T= - conap = max |ay
a; k==F k=1,...,n
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entonces tenemos que

= |aj| = méx |ay|
k n

n
= g apTy
=1

y por lo tanto || F,|| = krriéx |lag|.
=1,...,n

Por otra parte, como bien demostramos que para todo = € ¢; se tiene que |F, ()]
estd acotada, entonces tenemos que {F,}, es puntualmente acotada. Por el Teore-
ma de Banach-Steinhaus, tenemos ¢; espacio de Banach, {F),}, es uniformemente
acotada, es decir

aM >0 ||F||—kmax lag| <K M VneN = |ax| < M VkeN = (a,) € l«

FEjercicio 2. Sea X = {polinomios,t € [0, 1]} con ||p|| = Omf:ié( la;|. Sea
&P

E,: X — R
n n
) .
g a;t’ — E a;
Jj=1 Jj=1
mostrar que F}, son continuos pero no uniformemente acotados.
Para demostrar que F, lo que queremos es ver que es un operador lineal y des-

pués demostrar la acotacion, que equivale en operadores linales a la continuidad.
Para la linealidad, dado p,q € X y A € R, se tiene que

Fulp+q)=> (a;+0) Za]Jer_F )+ Fu(q)
j—l

ZA% —/\Zaj = AF,(p

para la continuidad, dado p € X, se tiene que

()
Zaj < Zlajl <n- méx Ja;| < n-|p]
Jj=1l,...,n

7j=1

donde en (x) hemos usado que la definiciéon de norma toma el maximo de |a,|, pero
incluyendo j = 0, de ahi que pongamos el < en lugar de la igualdad. Al igual que
antes aplicando la definicién de norma de operadores lineales, se tiene que

| Foll = sup [F(p)| < sup n-[]p]| =n
Ipll=1 Ipll=1

por lo que F;, es continuo para todo n.
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Siguiendo la misma dinamica de antes, definimos un polinomio concreto para ver la
n

igualdad en || F,||, es decir, definimos p* = >_ t*, entonces
k=1

[ Fn(p)| = =n = [F.]=n

S
k=1

es claro que tenemos que {F,} no estd uniformemente acotada, ya que || F,|| = n
para todo n, y por lo tanto no existe M > 0 tal que ||F,|| < M para todo n. De
hecho, (X, || - ||) no es un espacio de Banach y, por lo tanto, el P.A.U. no es vilido.

Es importante notar aqui que la eleccién de p* esta hecha en funcién de F;,, es decir,
el grado de p* es ny concreto para F,,, y por lo tanto para la acotaciéon uniforme no
es un polinomio fijo para todos los F;,, sino que cada F;, tiene su propio polinomio
p con el que se alcanza la igualdad en la norma de operadores lineales. Esto es de
vital importancia, puesto que SI cumple la acotacion puntual, ya que si tomo mi p*
particular para un F,, concreto, entonces |F,,,| = ng, pero para n > ngy tendriamos
el mismo valor |F,,(p*)| = ng, por lo que la acotacién puntual se cumple, al tener
una sucesion convergente en la constante ny.
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5. Teorema de la Aplicacién
Abierta

Corolario 5.0.1. Una aplicacion f : X — Y es continua si y solo si la imagen
wversa de cualquier abierto es un abierto.
Es decir: si V CY es abierto = f~1(V) C X es abierto

Definicion 5.1. Sean X,Y espacios normados y T : X — Y una aplicacion lineal.
Se dice que T es abierta si T'(A) es abierto para todo A C X abierto.

Teorema 5.1 (Teorema de la aplicacion abierta). Sean X,Y espacios de Banach y
T € BL(X,Y) sobreyectiva, entonces T' es abierta.

Demostracion. Para la demostracion utilizamos la siguiente proposicion:
Proposicién. Sean X, Y espacios de Banach y T' € BL(X,Y’) sobreyectiva. Entonces

Vr > 0,3s > 0 tal que B*(0,s) C T(B*(0,7))

Dada la proposicion, sea ahora GG abierto en X y sea xg € GG, tenemos
Ir>0:B.(r9) CG = 20+ B.(0) C G
Entonces T'(xg) € T(G) y, por la proposicién
35 >0: BY(0,s) C T(BX(0,7))
Ahora

BY(T(x0),s) = T(x0) + BY(0,5) C T(x¢) + T(B*(0,7)) = T(zo + BX(0,r))
= T(BX(z0,7)) CT(G) = BY(T(x0),s) CT(G) Vo€ G

entonces tenemos que Vy € T(G),3s > 0 : BY(y,s) C T(G), es decir, T(G) es
abierto. O

Corolario 5.1.1. Sea T' € BL(X,Y) con X,Y espacios de Banach y T biyectiva,
entonces

T-' e BL(Y, X)

o7



Analisi Funzionale 5. Teorema de la Aplicacion Abierta

Demostracion. Por el teorema de la aplicacién abierta, T es abierta, es decir,
VYV C X, abierto = T(V) C Y abierto

y para demostrar que 7! es continua, basta con demostrar que la imagen inversa
de un abierto por 77! es un abierto, es decir,

VYV CY, abierto = (T~')"}(V) C X abierto

pero esto es cierto, ya que (T~1)~1(V) = T(V), y por ser T abierta, T'(V) es abierto.

Por otra parte, la linealidad de 7! se sigue de la linealidad de T y de la definicién
de inversa, es decir, para y1,y2 € Y y A € R, tenemos

T Ay +y2) =T AT(T () + T(TH(y2) = T HTAT 1) + T (12)))
= AT (1) + T (y2)

y por lo tanto T~ es lineal, es decir, tenemos T—! € BL(Y, X). ]

Definicion 5.2. Sean X, Y espacios topoldgicos, y f una funcién de X a Y’; entonces,
f es un homeomorfismo si se cumple que:

= f es una biyeccion
= f es continua

= La inversa de f es continua

5.0.1. Aplicaciones

Una de las aplicaciones méas importantes del teorema de la aplicacion abierta es la
aproximacién de soluciones de ecuaciones diferenciales. Queremos demostrar que si
podemos aproximar una funcién “dificil” (f) mediante funciones “féciles” (polino-
mios p, ), entonces las soluciones de la ecuacién diferencial para esos polinomios (z,,)
también aproximarédn la solucién real (x). Vamos a desglosarlo paso a paso con rigor
e intuicién.

Consideremos el espacio
C'([0,1]) = {z : [0,1] — R continuas, derivables y 2’ continua}
con la norma ||z||c1 := ||z||L= + ||2'|| L, €l cual es de Banach. Sea
X ={zeC([0,1]) | 2(0) = z(1) = 0} € C*([0,1])
un subespacio cerrado en C*([0, 1]) y, por lo tanto, de Banach. Sea

T: X — C°0,1])
r — ox + Bz

con «, §:[0,1] — R continuas. Supongamos que 7" sea biyectiva, es decir

ar' + pxr = f
z(0)=2z(1)=0

admite una Unica solucién

VieC'0,1) 3z € X : o' +Bxr = f = {
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Teorema 5.2 (Teorema de Aproximaciéon de Weierstrass). Si f es una funcion real
continua en [a,b], entonces para cada € > 0, existe un polinomio p tal que |f(t) —
p(t)| < € para todo t € |a,b].

Esto equivale a decir, que el espacio de los polinomios es denso en C°([a,b]) con la
norma del supremo.

Sean (p,) € C°([0,1]) polinomios tales que p, — f uniformemente, es decir, existe
la sucesién de polinomios (p,,) tal que ||p, — f||z~ — 0, entonces tenemos que

ax! + P, =

Vp, Az, : n B0 = pn es decir, T'(z,) = p, con (x,) € X. Se sigue que:
z,(0) =2,(1) =0

Aplicando el corolario del teorema de la aplicacion abierta, tenemos que T' es un

homeomorfismo, es decir, T" es continua, biyectiva y su inversa es continua. Por lo

tanto, como
—1 cont.

pn—>fT:> T Yp,) =T Uf) = x, — 2

FEjercicio 1. Sean XY espacios de Banach y T € BL(X,Y) inyectiva. Demostrar
que
T7':T(X)— X es continua <= T(X) es cerrado en Y’

Demostracion. Por hipdtesis T : X — T(X) es biyectiva, al aplicar el teorema de
la aplicacién abierta y tener T' sobreyectiva (ademéds de inyectiva por hipdtesis del
ejercicio), tenemos 7' biyectiva, por lo tanto T' es un homeomorfismo.

—) Como T'(X) ~ X y X es de Banach, entonces T'(X) es de Banach, por lo tanto
T(X) es cerrado en Y, por ser subespacio de Banach, de Y.

<) Si T'(X) es cerrado en Y de Banach, entonces T'(X) es de Banach, por lo
tanto T'€ BL(X,T(X)) y por el teorema de la aplicaciéon abierta, T" abierta
y T7!:T(X) — X es continua.

O

Corolario 5.2.1. Sea X un espacio vectorial y sean (X, ||-]]1), (X, -|l2) espacios de
Banach, y supongamos que IM > 0 : ||z]ls < M - ||z||1, entonces

(X, |- 1), (X, - ||l2) son equivalentes

Demostracion. Sea Id la aplicacién identidad entre ambos espacios de Banach, en-
tonces como

Id: (X,| - ]1) — (X, || - ||2) es acotada = Id es continua, lineal y biyectiva

lo cual es claro, pues la identidad es lineal y biyectiva, y por la desigualdad dada en
la hipdtesis
AM > 0: ||z||a < M - ||z]]x

1d es acotada, es decir, continua, por ser equivalente ambas propiedades en opera-
dores lineales.
Por aplicacién abierta Id~! es continua, entonces acotada, es decir

3C >0 ||z]; < C - ||z])2

por lo que (X, || -]l1), (X, | -]|2) son equivalentes. O
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5.1. Teorema del Grafico Cerrado

Definicion 5.3. Sea T : X — Y una aplicacién entre espacios normados. Se dice que
I'r={(z,T(z)) |z X} C X xY

es el grafico de T

Definicion 5.4. SeaT : X — Y con X, Y espacios normados. Se dice que T": X — Y
es cerrado si 't es cerradoen X X Y.

Proposicion 5.3. Sea T : X — Y una aplicacion entre espacios normados, entonces
r es cerrado en X XY <= VY(z,) C X 12z, = o y T(x,) =y, entoncesy =T(x)

Demostracion. =) Sea (x,) C X : z,, » z y T(x,) — y, entonces (z,,T(x,)) —
(x,y) en I'r cerrado, es decir, (z,y) € I'r de lo cual y = T'(z).

<) Sea (z,,yn) € I'r tal que (x,,y,) — (x,y), entonces
(xnyyn) € I'r con Yn = T(xn)

y por lo tanto (z,,T(x,)) — (z,y). Por hipétesis y = T'(z).

Observacion. Si T es continua, entonces I'y es cerrado. De hecho
si x, — x, entonces T'(x,) — T(x)

y por lo tanto (x,, T (x,)) — (z,T(z)) V(z,) — z.

Si T no es continua, entonces no es cierto en general, veamos dos ejemplo

= Sea la funcién
T: R — R

1
NN Jr x#0
0 =0

no es continua en 0, pero dado su grafico
Iy ={(z,T(x)) :x € R} = {(z,1/x) : 2 # 0} U{(0,0)}
podemos ver que es cerrado en R (notar que no es completo).

= Sea la funcién

T: (CH0,1]) [ flz=) — (?0([071]),”-”@0)
r — X

es lineal, para ver que no es continua, tomemos el ejemplo de esta funcién

fo: [0,1] — R
t —— sin(nt)

donde tenemos ciertos puntos a destacar
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e La norma en el dominio (X) es

| fulloo = sup [sin(nt)] =1 Vn
te(0,1]

e La imagen del operador es
T(fn) = fu(t) = ncos(nt)
e La norma en el codominio (Y) es

IT(fo)lloo = sup |ncos(nt)| =n
te(0,1]

y ahora vemos que mientras la “entrada” f,, tiene siempre tamano 1, la “salida”
T(f,) crece hasta el infinito cuando n — oo, y entonces tenemos que
)

M >0 T(f)lle =n < M- [ fulls =1 ¥n

por lo que el operador no es acotado y, por tanto, no es continuo. Sin embargo,
I'r es cerrado porque si

unif.

r, —> xy T(x,) =1, LyenY

entonces y = T'(z) (TFC). Notar que dada la norma || - ||~ es por eso que la
convergencia por definicién de la norma es convergencia uniforme.

Teorema 5.4 (Grafico cerrado). Sean X,Y espacios de Banach, tenemos que si

T:X —=Y eslineal y cerrada = T es continua

Demostracién. Sean || - ||1,] - |2 normas definidas sobre X de la siguiente forma
[zl = [lellx + T @)y, 2l = ll=llx
es claro que || - ||z es de Banach, por ser igual a || - ||x, pero para el caso de || - |1

tenemos que comprobarlo.

Para ello primero vemos que si (x,) es de Cauchy en (X, || - ||1), entonces (x,,) es de
Cauchy en || - ||x v (IT(z,)|])y, ya que por ser de Cauchy en (X, || - ||1), entonces

Ve > 0,3N tal que si n,m > N, entonces ||z,—Tm|1 = ||Tn—2m|x+|T(xn) =T (xm)|ly < €

con lo que concluimos sabiendo que ambos términos (las normas) son no negativos
que

Hxn—me < Hafn_xm”l <€
1T (2n) =T (m)lly < |
es decir, (z,) es de Cauchy en ambas normas. Por lo que, sea (z,) de Cauchy en

(X, ]]*]]1), entonces (x,) es de Cauchy en ambas normas, y como son respectivamente
espacios de Banach, son completos, es decir

[Ty, — |1 < €

JreX |z,—z[[x =0 yyeY:|T(x,) —ylly =0 (5.1)

61 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Analisi Funzionale 5. Teorema de la Aplicacion Abierta

por lo que para demostrar que || - ||; es de Banach, basta con ver
[n — 2|1 = (|20 — 2| x + |T(2n) — T(2)[ly =0

donde teniendo que el primer término converge a 0 por la ecuacion 5.1, el segundo
lo hace si vemos que y = T'(z). Por hipétesis I'r es cerrrado y se cumple que

(Xn, T(z,)) €Tr VY y (2, T(x,)) = (z,y) €Ty = y=T(x)

por lo que (X, || - ||1) es de Banach.

Ahora, como ||z||2 < ||z]|s y por el Corolario 5.2.1 del teorema de la aplicacién
abierta, || - ||2, || - ||1 son equivalentes, por lo tanto

AM >0 [lzfh < Mllzlly <= [lzlx+HIT(@)lly < Mlz]x = [T(@)ly < (M=1)|z]x
de lo cual T" es acotado, es decir, continua. O

Corolario 5.4.1. Sea T : X — Y lineal con X,Y espacios de Banach, tenemos que
St
T es cerrada vy inyectiva => T~ continua

Demostracion. Puesto que T es cerrada, entonces 1" es continua por Teorema del
Grafico Cerrado, por lo que teniendo ahora T inyectividad, tenemos que

= Si T es sobreyectiva, tenemos que Y es de Banach por hipdtesis.

= Si T no es sobreyectiva, entonces T(X) es un subespacio de Y que es de Banach
por ser homeormofo a X, y por lo tanto cerrado en Y.

Ahora teniendo T biyectivay T' € BL(X,T(X)) o T € BL(X,Y) por el corolario
del teorema de la aplicacién abierta, tenemos que 7! continua. O

5.2. Ortogonalidad en espacios de Banach

En esta seccién tomaremos X un espacio de Banach, M C X un subespacio de X y
N C X* un subespacio de X*.

Definicién 5.5. Se define el ortogonal de M como el subespacio M+ C X* tal que
M+ ={feX"| flx)=0 Vaxe M)}

Se define el ortogonal de N como el subespacio N+ C X tal que
Nt ={zeX|f(x)=0 VfeN}

M+~ y N* son llamados aniquiladores.

Observacion. M+ y N+ son subespacios cerrados incluso si M y N no lo son.

Proposicion 5.5. Sea M C X, N C X*, se cumple:
i) (MYt =M
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i) N C (N4t Si X es reflexivo, se cumple (NY)t = N

Demostracion. 1) Sea x € M, entonces

fly=0vfeM: y (MY ={reX|flx)=0vfeM"}= (] Kex(/)

feM+

de lo cual z € (M*)* y por lo tanto M C (M+)*. Como (M*)* es cerrado,
entonces M C (M*4)*.

Para el caso de la inclusion contraria, supongamos por reduccion al absur-
do que (M*)t € M, es decir,

Jzg € (MY 1w ¢ M

Consideremos A = {x¢}, B = M. Tenemos que A es compacto porque todo
conjunto finito de puntos es compacto, y B es cerrado y convexo, donde ser
convexo es conclusién clara de ser un subespacio vectorial

M+ (1—=NyeM Vo,ye M,\e[0,1]

Aplicando ahora el teorema de Hahn-Banach geométrico, 3 f e X% a,peR
tales que

fx)<B<a< flzy) VzeB=M
Pero como M es un subgspacio Vecjorial, entonces si tuvieramos ~m’ € M tal
que f(x') > 0, entonces f(Az') = Af(2’) > 0 para A > 0, es decir, f no estaria
acotada y seria una contradiccién, porque antes teniamos que
fl#)<a YeeM
entonces f =0Vx e M, es decir, f € M+. Ahora tenemos

0<oz<f(x0) = f(:z:o)>0

pero dijimos que f (z9) = 0 porque z € (M L4, lo cual es una contradiccion,
por lo que (M+)+ C M y por lo tanto (M+)+ = M.

ii) HACER

Proposicion 5.6. Sean My, My subespacios de X, entonces
1. MyN My = (Mt + MiH)*
2. Mt Mi = (M, + My)*t
9. M+ Mg C (M, N My)*
4 (MmN My)*" =M+ M
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5.3. Operadores no acotados

Definicion 5.6. Sean X,Y espacios de Banach y sea D(T) un subespacio denso de
X, un operador lineal T" definido como sigue

T:D(T)—Y
se dice no acotado.

Observacion. La definicion extiende la definicién de operador acotado porque D(T')
no es cerrado en general y, por lo tanto, no es necesariamente de Banach.

Observacion. En general, T' no envia acotados en acotados.

Definicion 5.7. Dado T : D(T) — Y no acotado, si

aM > 0 tal que ||T(x)||ly < M - ||z||x Vz e D(T)

entonces 7' se dice acotado en D(T).

Definicion 5.8. Sea T : D(T') — Y no acotado, definimos los subespacios.
» Ker(T) :={z € D(T) | T(x) =0}
» R(T):={yeY |y=T(x) para algin x € D(T)} (rango)

Definicion 5.9. Sea T': D(T') — Y no acotado. T se dice densamente definido en
X si D(T) es denso en X.

Proposicion 5.7. Si T es cerrado, entonces Ker(T) es cerrado.

Demostracion. Sea (x,) C Ker(T) tal que x, — =z, entonces (z,,T(x,)) € I'r
cerrado, es decir, (z,,0) — (z,0) de lo cual T'(x) = 0, es decir, z € Ker(T') y por lo
tanto Ker(7T) es cerrado. O

FEjemplo. Sea la funcion
T: (CH0.1]) 11 llso) — (C°([0,1]), I llo)
u — o
estd densamente definido en (C°([0,1]), ||||eo) ¥ €s cerrado, vedmos estas afirmaciones
por separado:

= Sabemos que C'([0,1]) € C°([0,1]) y que C'([0,1]) es denso en C°([0, 1]), de
hecho, dado f € C°([0,1]), por el teorema de Weierstrass existe una sucesién
de polinomios (p,) tal que p, — f uniformemente, es decir, ||p, — fllcc — 0,
y como todo polinomio es de clase C', entonces p, € C1([0,1]) y por lo tanto

C1([0,1]) es denso en C°([0, 1]).
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» Para ver que T es cerrado, tenemos que demostrar que I'r es cerrado en
c([0,1]) x ¢°([0, 1]).

Supongamos una sucesiéon (u,) € C([0,1]) tal que u, — u en (C° | - ||e)
v T(u,) = ul, = ven (C%] - |), entonces el resultado del cdlculo clésico nos
dice que

“Si una sucesién de funciones derivables converge uniformemente a wu, y sus
derivadas convergen uniformemente a v, entonces la funcion limite u es deri-
vable y su derivada es exactamente v (u' = v)”

lo que implica que u es derivable y u' = v, es decir, u € C*([0,1]) y T'(u) = v,
por lo que I'r es cerrado.

FEjercicio 5.3.1. Sean X,Y espacios de Banach y T': D(T) — Y lineal, densamen-
te definido y acotado. Entonces T" se puede extender univocamente a un operador
T : X — Y acotado.

Por hipétesis D(T') = X, por lo que
Vee X 3(z,) € D(T) tal que z,, -

Definimos:

T: X — Y

x +—  lim T(x,)
n—+oo

de donde, si z € D(T) entonces T(z) = T(x), es decir, T es una extensién de 7" .
Ahora veamos que es acotada, para ello buscaremos primero la igualdad || T|| = ||T|,
veamoslo

= Tenemos que
- (%) - -
1T (@)} = [[im T2, )| = Y [T ()| < Y [ T[] {an]| = [Tl = [T < [T} = T € BL(X

donde en (%) se ha usado la acotacién de T
= € D(T): |T(x)|| = | T@)| < T - |lll = 171 < |-

De lo cual ||T|| = ||T||. Es importante notar que la acotacién se ha probado en la
primera parte de la desigualdad, pero hemos hecho el segundo desarrollo para ver
que se da la igualdad de las normas.

5.3.1. Operador Adjunto

A continuacién trabajaremos con el operador 7' : D(T) — Y densamente definido
en X y con X,Y espacios de Banach, y usaremos el operador adjunto 7™ definido
en

D(T*)={geY"|3C >0 tal que [(g,T(u))| < C-|u|| Yue D(T)}
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donde (g, T'(u)) = g(T (u))-

Proposicion 5.8. Si el operador T es acotado, entonces
D(T*)=Y"
Demostracion.
lgo T ()| < llgll - T} - [lull Vg €Y= D(T") =Y~

donde hemos usado que g es acotada por g € Y*.

Sea la siguiente funcién

f: D(T) — R
u — (g, T(u))

donde g € D(T*), entonces f es acotada, ya que
|f()] =[{g. T(w))| < C-lul] Vue D(T)

Por hipétesis D(T') es denso en X, para poder definir 7%, y ademds como f es
acotada, entonces f puede ser extendida a ' € X*, es decir

dF € X*: F(u) = f(u) = (g,T(u)) Yue D(T)
Dada esta conclusién podemos definir correctamente el operador adjunto 7™ de T

de la siguiente manera, veamoslo.

Definicion 5.10. Sea T : D(T)) — Y densamente definido en X con X, Y espacios
de Banach. Definimos el operador adjunto 7™ de T' como el operador

T*: D(T*) — X*
g — T"(g)=F

para el cual tenemos que
(T"g,u) = (T"9)(u) = F(u) = f(u) = (9, T(u)) Vue D(T),vge D(T")
donde D(T™) es el subespacio de Y* definido por
D(T*) :={geY*|3C > 0tal que [(9,T(u)| <C-|ul| Yue D)}

donde (g, T'(u)) = g(T'(u)).

Ejercicio 5.3.2. Sea X = L*(Q), Q = (0,1) C R y sea H}(Q) C L*(Q) donde

HYQ) = {f € L*(Q) | 0.f € L*(Q) y Trf = 0}
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Demostrar que la siguiente funcién

T: H\Q) — L¥Q)
u +— u/

es un operador lineal, densamente definido y no acotado.

Antes de iniciar la resolucién vamos a tener claro que tipo de funciones contiene
H} (), para ello, dado f € H}(2), entonces f es una funcién de cuadrado integrable
(f € L*(Q)), es decir

1
[ l@Pde = [ 1f(@)Pds < +o0
Q 0
y debe cumplir dos condiciones

» 0,f € L*(Q), es decir, la derivada de f también es de cuadrado integrable, lo
que implica que f es una funcién de clase C*.

» Trf =0, es decir, la traza de f es nula, lo que implica que f(0) = f(1) = 0.
Sabiendo esto, demostremos lo que se pide para T'.
No acotado. Tomemos la sucesién de funciones
U, (z) = sin(2mnz)

entonces u, € Hj(Q2) porque u, es de clase C'!, su derivada es de cuadrado
integrable y su traza es nula. Ahora, veamos que el operador no es acotado,
para ello, calculemos la norma de 7'(u,) y la norma de w,, donde T'(u,,) =
ur, = 2wm cos(2mrmaz).

m

1
||| = \// sin®(2rnx)dr = \/1/2 Vn
0

T (u,)|| = 27m\//0 cos?(2mnzx)de = 2mn\/1/2

con los desarrollos siguientes

! o ['1—cos(4 I 1
/ sin?(2mnax)dr © / cos( mm)d:r; = / ldx — 5/ cos(4dmnz)dr =
0 0 0 0

2 2
1 1 [sin(dmnz)]' 1 1 sin(drn)—sin(0) 1 1 0-0
_§_§'lWL_§_§' drn T2 2 4m
/1 cos?(2mnx)dx ) 1 de 1 1 ldz + 1/1 cos(4dmnzx)dr =
0 0 2 2.Jo 2.Jo
1 N 1 {sin(47m:v)}1 1 N 1 sin(4mn) —sin(0) 1 N 1 0-0
2 2 4mn o 2 2 4mn 2 2 4mn
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1— 2
donde en (x) se ha usado la identidad trigonométrica sin(a) = w, y
1 2
en (x) se ha usado la identidad trigonométrica cos?(a) = —|—c+(a). Ahora,

tenemos que

|TCun)ll _ 2712 e

IT|| = sup ———— = sup ™m ———— +00
no ||t n 1/2

es decir, T" es no acotado.

Para el caso de varias dimensiones n > 1, con €2 C R" abierto acotado, el operador
T: Hy() — L*Q)

U —> Vu:(au Ou ﬂ)

_— ...,
0x1’ Ox9 oz,

hereda la falta de acotacion del operador derivativo unidimensional.
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6. Convergencia débil

Definicion 6.1. Sea X un espacio normado y {z,} C X. Se dice que z, converge
débilmente a r € X si

F(z,) — F(x) VF e X~

y escribiremos z,, — x.

Observacion. Llamaremos convergencia fuerte a la convergencia habitual, es de-
cir, , — x si ||z, — x| — 0.

Proposicion 6.1. El limite débil es unico.

Demostracion. Seanx,y € X tales que x,, — zy x, — y. Entonces F(z,) — F(x) = F(y) VF € X
de lo cual:

Flr—y)=0 YFeX' = |lo—y|Z sup |Fla—y|=0 = z=y
|Fl|=1,FeX*

donde en (%) hemos usado el Corolario 3.3.3 del teorema de Hahn-Banach.
O

Proposicion 6.2. Si x, — x en X (convergencia fuerte), entonces x,, — x (conver-
gencia débil).

Demostracion. Sea F' € X*, entonces:

£ (@n) = E@)| < | F] - [l2n — 2] — 0
———

—0

De lo cual F(z,) — F(z) VF € X*. O

Observacion. El reciproco es falso en general, es decir, x,, — x no implica x,, — .
De hecho, si X = I, v e, es la sucesion candnica de [y, entonces e, — 0 pero

lenll =1 7 0.

Proposicion 6.3. Sea {x,} una sucesion convergente débilmente a x € X. Entonces
{z,} es acotada y se cumple

||| < liminf ||z, ||
n—-+oo
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Demostracion. Sea J : X — X** el mapa canénico (x — J,), entonces si z,, —
tenemos que F(z,) — F(x) VF € X*, esdecir, J,, — J, en X** es puntualmente

convergente REN (Jz,) es uniformemente acotada: IM > 0 :
| e ]| <M Vn = ||la,|| <M VYn = {z,} es acotada, de lo cual:

VE € X* |F(z,)| < ||F| - ||#n]|. Tomamos || F|| < 1 entonces |F(x,)| < ||z,
para todo n, por lo que |F(x)| = |lim, F(x,)| = |liminf, F(z,)| < liminf, ||z,
para todo F' con || F|| < 1.

sup |F(z)| < lminf||z,| = |jz|| <lminf|z,|| O
IFI<1 mo oo e

O

Definicion 6.2. Sea C' C X se dice débilmente cerrado (por sucesiones) si para
toda {z,,} C C convergente débilmente a x € X, entonces = € C.

Definicion 6.3. Sea K C X se dice débilmente compacto (por sucesiones) o débil-
mente secuancialmente compacto si para toda {z,,} C K existe una subsucesién
convergente débilmente en K.

Observacion. La envolvente convexa (o convex hull) de un conjunto de puntos
{z,} es el conjunto mas pequeno que contiene a todos esos puntos y que ademés es
convexo.

Teorema 6.4 (Mazur). Sea {x,} C X tal que x, — o, entonces xy € Co(x,), donde:

Co(z,) = envolvente convera de {x,}

Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo (P.A.) que zo ¢ Co(zy,) :
d(zo,Co) = 6 > 0, entonces Bs(xg) N Co(x,) = 0y, por lo tanto, por el teorema de
Hahn-Banach geométrico:

JF € X", Jda € R tal que F(xg) < a < F(x,) Yn
pero F(z,) — F(xp), lo cual es un ABSURDO. O

Corolario 6.4.1. Sea C C X cerrado y convexo; entonces es débilmente cerrado.

Demostracion. Por el teorema anterior, dada {x,,} C C tal que x,, — x, entonces
z € Co(x,,) € C = es débilmente cerrado. O

Observacion. Sea X de dimension finita, entonces la convergencia débil implica la
convergencia fuerte.

Definicion 6.4. Sean X,Y espacios normados de Banach, T se dice débilmente
secuancialmente continuo si para cada {z,} : x,, — x, entonces T'(x,) — T(z).

Proposicion 6.5. Sea T : X — Y lineal, entonces

T es débilmente secuancialmente continuo <= T es continuo
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Demostracion. =) T es débilmente continuo, entonces si x,, — z se tiene que
T(z;,) — y con T(z) = y por la unicidad del limite.
Si T es débilmente continuo, entonces 1" es cerrada; de hecho: Si x,, — = vy
Ty — T
T(xm) =y
Por el teorema del grafico cerrado, T es continua.

T(z,,) — vy, entonces = T(z)=y.

<) Sea {z,,} € X : z,, = z, sea G € Y*, entonces: X LYy % ReonT,G
continuas => G o1 continua.

o GoT € X*  yporlo tanto  (GoT)(z,) — (GoT)(z) VG €Y' = T(x,) — T(x)
[

FEjercicio 1. Sea {F,} C X* tal que F,, — F en X* y supongamos que existe
{z,} : &, — z, entonces F,(x,) — F(x).
Véamoslo

[ () = F (@) || < |[Fn(n) = Fn(@) ||+ Fu(z) = F(2)]] < IIFn—FII-M +|Fu(@) — Fz)] — 0

N

—

acotada —0
Teorema 6.6 (Eberlein). St X es un espacio reflexivo, entonces toda sucesion aco-
tada admite una subsucesion débilmente convergente. (Los conjuntos acotados son
débilmente secuencialmente compactos).

Demostracion. Sea {x,,} C X y sea Y = span({x,,}) el subespacio de X separable
por construccion y reflexivo por ser cerrado. Como Y es reflexivo, tenemos que la
inyeccién candnica
J:Y — Y™
y — Jy

es un isomorfismo, por lo que Y** es reflexivo y aplicando el Teorema 3.4 se tiene
que Y* es separable, por lo que existe una sucesién {F,,} densa en Y*.
Sea una sucesién {z,} acotada en Y, es decir, M > 0 : ||z,|| < M para todo n.
Como {Fi(z,)}n, es acotada en R, ya que F} € Y* y por tanto es lineal y acotada,
entonces

|Fy ()| < B[] - o]l < M-I VR

y por tanto admite una subsucesién convergente en R que es {Fi(x!),}. Iterando
obtenemos que

{Fy(z})}n es acotada en R = 3{F,(22)},, subsucesiéon convergente en R
y si seguimos iterando obtenemos
{23 {22}, ... {zF}, ... sucesiones en X tales que {F;(2? )} es convergente en R para i < j
donde lo que hemos utilizado por ejemplo parai =1y j = 2, es que {Fi(z})}, es

convergente y {Fy(z?)}, es una subsucesién de {Fi(zl)}, por ser (z2) subsucesién
de (z))n, por lo que {Fi(z?)}, es convergente al mismo limite.
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De esta forma tenemos que en general, la subsucesién del nivel j, llamada {27 }, tiene
la propiedad de que hace converger a todos los funcionales anteriores { F1, Fs, . .., F}}.
Vedmos ahora que {F;(z§)}, es convergente en R Vi > 1, analicemos los términos
de la diagonal a partir del indice k = i, puesto que para los términos anteriores a i
no se tiene la propiedad de convergencia, pero da igual pues no afectan al limite.

» El término x! pertenece a la subsucesion del nivel 1.
= El término z!f] pertenece a la subsucesién del nivel i + 1, la cual es una
subsucesion de la del nivel i.

= En general para todo k& > i, el término x¥ es un elemento que pertenece

a la subsucesién del nivel i, por lo que {Fj(z¥)}, es convergente, de hecho,
{F;(z¥)}x es convergente.

Como {F;}; es denso en Y*, entonces {F(zF)}1 es convergente VF € Y*, vedmoslo

|F(2f) = F(2))| < |F(af) — Fi(2f)| + |Fi(af) — Fi(2))| + |F(2)) — F(2))| <
<||F — Fyf| - |lefl| +|Fi(2f) — F(2))| + |F = B - |2)]] < 2eM + |Fi(x}) — Fi(2?)]
<e <M <e <M

Fijado ¢ > 0, sea ||F — Fj|| < ey IM > 0 : ||z} < M, entonces como (F;(z})) es
convergente, tenemos que (F;(z¥)) es de Cauchy, por lo que |Fj(xf) — Fl(:z:g)| < g,
de lo cual A

|F(af) — F(a))] < 2eM + e =250

Por lo tanto {F(z¥)}x es convergente; demostremos que converge a F(xg).

Sea J : Y = Y™y (Jur)p € Y™ 1 Ju(F) = F(zf) VF € Y™ S (F) es pun-
tualmente convergente a un funcional G(F) = kh’m Jor(F). Por un corolario del
—00

teorema de Banach-Steinhaus, G € Y** (funcional lineal y acotado) y puesto que X
es reflexivo, dzy € Y : G = J,,, entonces

J(F) = F(2F) 22525 G(F) = J,,(F) = F(zo) = 2 — 20

Tk
UJ

Corolario 6.6.1. Sea C' cerrado, convexo y acotado en X, un espacio de Banach
reflexivo. Entonces C' es débilmente secuencialmente compacto.

Demostracion. Sea C acotado, entonces si {x,,} C C, entonces g € X : x,, —

xg € Co(C) = C' y por lo tanto se sigue el resultado. O]

Observacion. También vale el reciproco (dificil), es decir, si C' es débilmente secuan-
cialmente compacto, entonces C' es acotado.

Corolario 6.6.2. Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea C' cerrado no vacio y
convexo; entonces C' admite un punto de norma minima.
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Demostracion. Sea d := inf,ec ||z]| y sea {z,,} € X tal que ||z,,|| — d, entonces
{z,} es acotada y, por lo tanto, Iz, } :

T, — xo € C' (por ser C' cerrado y convexo). De lo cual:
|zo|| < Uminfy ||z, || = d, pero d = inf,cc ||z]|, por lo que ||zo| = d. O
Corolario 6.6.3. Sea C cerrado y convexo no vacio, entonces

Vee X dyed: ||x—y||:Irél'élﬂx—z”:d(x,C’)

Ejemplo. x,, = xenl,conl<p<oo < {z,,}esacotadayzi — 27 Vj>1

=) Sea I' € {; = {, con %—I—%zl, entonces:
Fly)=y = F(zn) =2, — 2/ = F(z)

=) ...

Observacion. En ¢1 no vale, pues tomando {e,} C ¢, e, = (0,0,...,0, 1 0,...),

n
sabemos que (e,) estd acotada, entonces e/ — 0 para todo j, pero e, /4 0. De

hecho,
=l yseay=(1,1,...,1) € log: Fylem) =3 ey, =2 2 el =140
Ejemplo. f, = fen LV < [ frng — [ fg Vg € L7 por el teorema de Riesz.

{zn} es acotada en || - ||oo

Tp(t) — z(t) VYt e[0,1]
= Sea F; € C°([0,1])* tal que Fy(x) = z(t), entonces: z,, = = = Fy(z,,) —

Fi(z) < x,(t) — z(t)

Ejemplo. C°([0,1]) : sea {z,,} € C°([0,1]), entonces: x,,, = x <= {

< Sea F' € CY([0,1])*, entonces F' se representa con funciones de variacién
acotada g:
F(zx) = fol x(t) dg con {x,,} acotada en || - ||, por lo que IM > 0 : ||z,,|| < M
Y T (t) — x(t).
1 TCD, (1
Fy(xm) = [y am(t)dg — [, x(t)dg = Fy(z) = xp —

6.1. Convergencia x—débil

Sea X un espacio normado y sean {f,} € X*, estudiamos la convergencia débil en
X*

fo—fen X*si G(f,) — G(f) VG e X™
donde J : X — X** J.(f) = f(z) no es sobreyectiva en general y J(X) C X**.
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Definicion 6.5. Sea {f,} C X*, diremos que f, converge *-débilmente a f € X*
si

To(fa) — Jo(f) VreX

es decir, f,(x) — f(x) Va € X. Se nota como
fo = fen X*

Observacion. El limite *—débil de {f,} es tnico, pues si f, = fi v fo — fo,
entonces f,(z) — fi(z) y fu(x) — fo(x) puntualmente para todo xz € X, por lo
que fi(x) = fo(x) para todo z € X.

Observacion. Si f, — f en X* (convergencia fuerte), entonces f, — f en X*

(convergencia débil), entonces f,, = f en X*.

Proposicion 6.7. La convergencia fuerte implica la convergencia débil, y esta dltima
implica la convergencia x—débil.
Ejemplo. ly C Uy, con cg = {(zm) € oo | Ty — 0} y sea F,(z) = x,, entonces:

F, Y0 porque F,(z)=x, — 0.

I =0, = {F,} se representa con e, = (0,0,...,1,0,...) € {;. Veamos que
F, 7 0en [

sea Gy € " =l cony = (1,1,1,...,1,...) € ly, entonces:

Vn,n—+oco

Por lo tanto, si X no es reflexivo, la convergencia *-débil y la débil en X* son
diferentes.

Observacion. Si X reflexivo, entonces
fo—=fen X* < f, > fen X*

Si X no es reflexivo, entonces la convergencia débil y la convergencia *—débil en X*
son diferentes.

FEjercicio 6.1.1. Sea X un espacio de Banach y {F,,} C X* demostrar que
i) £, > F = (||F,||)n es acotada y ||F|| < liminf, ||F,||
i) F, > F, 2, >0 = F,(1,) = F(2)

i). F, Y P = I, (r) 2% Je(z) Vo € X, por lo tanto F,(z) —

F(z) Vx € X. Por el PUL (Principio de Uniforme Limitacién), {F,,} es
acotada == |[|F,,|| < M.

Ademés: |Fp(x)| < ||Ewl - |lz]] Ym,Vz € X = aplicamos el lim inf:

liminf,, |Fr(z)| < Hminf, |Fal - [|z]] Vr € X = aplicamos el sup,
con liminf,, |F,,(x)| = |F(z)|:

sup|y_y |[F(2)] < lmint,, | Full = [|F|| < 1minfy, o |[Full
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il). |[En(m) — F(2)] < [Fo(em) — Fa(z)| + [Fa(z) — F(z)] < |Fall - lan — 2| <
M ||z —z|| — 0

(Donde se usa que Fy, AN & para el segundo término y que {F,,} es acotada
por M).

Observacion. F,, = F no implica F' € Co(F,,).

FEjercicio 6.1.2. Sea X un espacio de Banach y sea Y denso en X. Sea {F,} C X*,

entonces

PO e {F,} es acotada en X*
{F,.(y)} es convergente Yy € Y’

=) Ya lo sabemos (por el Principio de Uniforme Limitacién).
=) F, > FsiF,(v) — F(z) Vré€ X.Sear € X fijado, entonces 3y € Y : |ly — x||x <& Ve >

[Fn(x) = F(2)] < [Fo(e) = Fu(y)| + [Faly) — F(y)| +[F(y) — F(2)]
—_———

—0

como ||F,|| < M, entonces:

<Mz =yl +1F[ - ly — 2l < (M +|[Fl)e —0

Teorema 6.8. Sea X un espacio de Banach separable. Toda sucesion de funcionales
{fn} € X* acotada en X* admite una subsucesion x-débilmente convergente.

Demostracion. Sea X = {x,} una sucesion densa en X y sea {f,,} C X* | full
M ¥m. Entonces: {f.(x1)} es acotada en R, de hecho: || fin(z1)]] < || fmll - |21
M - ||z1||, de lo cual:

El{fﬁ)(xl)} C R convergente. Andlogamente, { f\\)(z2)} C R es acotada: ||f7(nl)(x2)|| <
M - ||z2]] = H{f,g) (x9)} convergente en R. Iterando:

existe { £ ()} sucesién convergente subsucesion de ( fT(Lk_l)(xk)).

Sea { f,gk)}k la sucesién que tiene la propiedad: { f,ik)(:vj)} converge para cada
J > 1. Puesto que {z;} es denso en X, se sigue que {f,gk) ()} converge Vo € X, de
hecho: Vj > 1

1 (@) = [ @) < (@) = fi @)l + 1£8 () = L (@)l + £ () — ()] <

<
<

< AN Nl = all + 1fic () = fi )l + IR e = 25l < 2Me+e — 0
— {fF(x)} es de Cauchy en R = es convergente a f(x) : ff(z) — f(x)
con f(z) lineal y acotado por PUL. [
[

Observacion. Si X no es seperable, en general no vale.
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Ejemplo. Sea X = [, no es separable, vedmos que no se cumple entonces.

{fm} €ty fm(x) =2H conx € by, = | fm| = 1 es acotada pero no tiene
subsucesiones que converjan débilmente. De hecho, si {f,,} es una subsucesion,
tomamos

1 k=m; par

T = (%), T =
(&), & {O k = m; impar

entonces f,,(T) = T, no es convergente.

Teorema 6.9 (Teorema de Banach-Alaoglu). Sea X un espacio de Banach, entonces
B*, la bola cerrada en X*, es débilmente-* compacta.

Observacion. En un espacio de Hilbert (lo veremos mds adelante), la convergencia
débil y la convergencia débil—x* son exactamente la misma cosa, pues H* = H.

Corolario 6.9.1. Si H es un espacio de Hilbert, la bola cerrada B = {x € H : ||z|| <
1} es débilmente compacta. Por tanto, de cualquier sucesion acotada en H se puede
extraer una subsucesion débilmente convergente.

6.2. Espacios uniformemente convexos

Definicion 6.6. Un espacio normado X se dice estrictamente convexo si
T+
Vo€ X eone £y loll = Il =1 = | 3| <1

(el punto medio de 2 vectores unitarios cae dentro de la bola)

Ejemplo. £,,p > 1 es estrictamente convexo, vedmoslo

1
< gUl=ll +llyll) Vz,y € £, con 2 # ay

1
Hi(xFy)
Lp

(desigualdad estricta)
Observacion. Vedmos algunos ejemplos

» (R",dy) es estrictamente convexo.

» (R",d;) no es estrictamente convexo:
E

1 1
3400 = Jhel + 31l = 1 con l = Iyl = 1

Ejercicio 6.2.1. {1, 0+, C°([0,1]), L'(A) no son estrictamente convexos.

Definicion 6.7. Un espacio normado X se dice uniformemente convexo si

Ve > 0,36 > 0 tal que ||z|, |ly]| < 1, |z —y|| > = <1-9

Tty
2

(el punto medio de 2 vectores unitarios que estan al menos € de distancia cae dentro de la
bola cerrada de radio 1 —¢)
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Lema 6.10. Sea X un espacio de Banach, entonces
X es reflevivo <= VF € X* Frge X : ||zl =1 y [|F]| = |F ()|
Demostracion. =) Ok.

<) Dificil, demostrado en 1970.
O

Teorema 6.11 (Teorema de Milman-Pettis). Sea X un espacio de Banach uniforme-
mente convezo, entonces X es reflexivo.

Demostracion. Sea F' € X* : ||[F|| = 1 sabemos que 3{x,,} C X con ||z,] = 1,
simplemente se trata de construir la sucesién con los x,, que hacen que F(z,,) se

acerque a || F'||. De hecho, como ||F|| = 1, entonces
|F|| = sup |F(z)| > |F(zp)| Vm = lim |F(x,)—1| < lim |sup |F(z)]—1|= lim 0=0

|z||=1 m—+00 m—=+00 |1,121 M—+-00
por lo que F(z,,) — 1 = ||F||. Demostremos que {z,,} es de Cauchy, usando la
reduccién al absurdo, es decir, supongamos que no es de Cauchy, entonces

32 > 0:Vk > 0,3Imy, ng, ¢ ||Tm, — @n, || > &
Por la convexidad uniforme
1 1 1

36>0: E(xm" +2,)||<1-0<1 = |F(§(xmk+xnk))| < ||F||H§(xmk + ) ‘ <l-6<1
lo cual es un absurdo, pues ||F'|| = 1, de hecho tenemos que

Flom) — |Fl =1 = 3 (F(rme) + Flan,) — 1

Demostrado queda entonces que {z,,} es de Cauchy, y como X es de Banach (com-

pleto), entonces {z,,} converge a & € X, con ||Z|| = lim ||z, =1y F(zn,) —
mM— 00

F(z) = 1. Por lo tanto, F' alcanza su norma || F|| = 1.

Es claro que aqui no hemos usado un F' € X* cualquiera, sino uno con ||F| = 1,

pero si F' es un funcional cualquiera, tenemos estos dos casos extras

» F' =0, entonces F alcanza su norma en cualquier zo € X con ||zl = 1.

» F#0y ||F| # 0, entonces definimos

o T
[
un funcional con norma 1. Como nuestra demostracion de Milman-Pettis fun-
ciona para cualquier funcional de norma 1, sabemos que existe un £ € X con
|Z]| = 1 tal que |G(Z)| = 1.
Ahora, simplemente “deshacemos” la division. Si |G(Z)| = 1, entonces:

F(z) -
=1 = [F(z)] = [|F]]
1]
Y claramente aplicando el lema anterior, X es reflexivo. O
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6.3. Topologias débiles

Sea X un conjunto y sea {Y;} una familia de espacios topolégicos tales que existen
funciones ¢; : X — Y; para todo .

Queremos dotar a X de una topologia T que haga continuas a las {¢;} y que sea la
menos fina (mas pequena) con esta propiedad. Es decir

VIW; C Y; abierto, p; ' (W;) es abierto en (X, 7) para todo i

Sea F una familia de subconjuntos de X tal que la interseccién finita () ;' (W;)
finitas

estd contenida en X y contiene la unién arbitraria [ J p; *(W;).

Después de haber realizado estas dos operaciones obtenemos que F es estable por
intersecciones finitas y uniones, y contiene a ¢; *(W;) para todo W; abierto en Y; y
para todo i; por construccion, es la topologia mas pequena con estas propiedades.
Definimos entonces 7 = F.

Proposicién 6.12. Sea 9 € X y sea { () @; (Vi)} una base de entornos de xo,

finitas
donde cada V; es un entorno de @;(xo) en Y; para todo i. Entonces

x,—xen (X, T) < @i(x,) = @i(x) enY; Vi

Demostracion. =) Six, — z, por la definicién de T, ¢; es continua y por lo tanto
pi(zn) = @i(2).
<=) Sea Z(x) un entorno de z € (X, T), entonces Z(x) = [\ ; (Vi) con V; en-
finitas
torno de @;(x). Por hipdtesis ¢;(x,) — ¢;(x), por lo que ¢;(x,) € V; para todo
n > v; para algin v; > 0. Sea v = max;{v;} < +o0, entonces para todo n > v
se tiene que ¢;(z,) € V; para todo i y, por lo tanto, z,, € ¢; ' (V;) para todo i.

Esto implica que z,, € "), ;' (Vi) = Z(z) = z, — .
[

Definicion 6.8. Sea X un espacio normado y 7 la topologia menos fina que hace
continuas las aplicaciones F' € X*. Definimos 7 como la topologia débil. (Es el
caso precedente con Y; =R Vi)

Observacion. (X, ||-]]) hace continuas las aplicaciones de X* y, por lo tanto, también
las de (X, 7).

T L 2 en (X,T) < F(zy,) — F(x)en RVF € X" < z,, ~
Observacion. Sea xg € X, una base de entornos se obtiene como
Vo(zg) ={z € X | |F(z) — F(x0)| < € VF en un subconjunto finito de X*}
Proposicion 6.13. (X, T) satisface el axioma de separacion Ty (Hausdorff).

Demostracion. Hahn-Banach geométrico sobre los funcionales. O
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Observacion. En dimension finita, la topologia fuerte y la topologia débil coinciden.

Observacion. Cuando hacemos alusion a la topologia fuerte en un espacio normado
(X, ]| - ||), nos referimos a la topologia inducida por la norma || - || y, por lo tanto,
a la convergencia fuerte. Por otro lado, cuando hablamos de la topologia débil en
(X, T), nos referimos a la topologia menos fina que hace continuas a las aplicaciones
de X* y, por lo tanto, a la convergencia débil.

Observacion. Sea (X, [|-||) un espacio normado de dimensién infinita, entonces (X, 7T)
débil es siempre estrictamente menos fina (mas pequena) que (X, ||-||) con topologia
fuerte. En particular

B={reX||z| <1}

nunca es abierto en (X,7), pues se puede ver que cada entorno de zy € (X, 7T)
contiene una recta vectorial que pasa por xg, por lo tanto, B nunca es abierto.

Observacion. En dimensién infinita, (X, || - ||) nunca es metrizable. Existen espacios
en los que la convergencia por sucesiones

T =T = Ty — X
pero no es metrizable.

Ejercicio 6.3.1. En /1, la convergencia fuerte y la convergencia débil coinciden, es
decir
Ty —xenl; < x, —xenl

Intuitivamente, la topologia débil tiene “menos abiertos” y, por lo tanto, “méas com-
pactos”, entonces podemos minimizar funcionales sobre los compactos.
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7. Espacios de Hilbert

Definicion 7.1. Sea X un espacio vectorial sobre R. Se dice que X es un espacio
con producto interno si existe una aplicaciéon:

(h): XxX — R
(x,y) = x-y=(1,9)

i) (x+y,2)=(2,2)+ (y,2) Vr,y,z€ X

azr,y) = a(z,y) Vr,ye X, Va e R

r,y) = (y,x) Vo,yeX

r,x) 20y (,2)=0 < =0 VreX

Sobre C, la condicién #ii) se sustituye por iii)": (z,y) = (y,z) y por lo tanto:

(z,ay + Bz) = a(z,y) + B(z,2) VYa,B € C (producto sesquilineal)

Destacar que la diferencia con el producto interno en R es que esta vez el producto
interno es lineal en la primera variable y conjugado lineal en la segunda.

Observacion. Las condiciones i) y i) nos dicen que (-,-) es lineal en la primera
variable y, junto con #ii), se tiene que (-,-) es bilineal sobre R.

Observacion. (X, (-,-)) es un espacio normado con norma ||z|| := (x,z)"/2.

Proposicion 7.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea X un espacio con producto
iterno, entonces se cumple:

@) <l - lyll - Ve,y € X

Definicion 7.2. Un espacio (X, (+,-)) con producto interno se dice espacio de Hil-
bert H = (X, (+,-)) si es completo.

Ejemplo. » /5 es un espacio de Hilbert: (z,y) := Z;:é Tk Up
= L?(A) es un espacio de Hilbert: (f,g) := [, fgdu

Buscamos un criterio que nos permita entender cuando un espacio normado tiene
una norma que deriva de un producto interno.
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Teorema 7.2 (Ley del paralelogramo). Sea (X, || - ||) un espacio normado, entonces

X espacio con producto interno con ||z||* == (z,2) <= |z+y|*+||z—y|* = 2| ||*+2||y||* Vaz,y €

Demostracion. —>) Sean z,y € X, entonces:

Iz +ylI* = (& +y. 2 +y) = ll=l* + 2(z, ) + [ly|I*
lo =yl = (z —y, 2 —y) = 2] = 2(z,y) + [ly]”

<) Supongamos que vale la ley del paralelogramo, definimos un producto interno
1 2 2
(@)= J(lz +y|" = lle —9l") Vz,yeX

demostremos que (-,-) es un producto interno
» Simétrico: (y,z) = (z,y)

= Norma: o] = (2,2)"2 = (% - 4]a|]?)

» Linealidad en la primera componente: Queremos demostrar primero
la aditividad: (xz + z,y) = (z,y) + (2,y). Aplicando la definicién del
producto interno candidato, tenemos:

1/2
=zl =0

1
(2. 9)+ (z9) = 7 (le+ul* = llz = yl”) + 7 (I +wll* = 12 = )

[l

7 Uz +ylP + 1z +9l°] = [le =l + 2 = wlP’]) ()

Por la ley del paralelogramo, sabemos que para cualesquiera dos vectores
a,b € X se cumple que ||ja+0b[]*+|la—0b||* = 2||al|*+2||b]|%, lo que equivale
a:
1
lall* + [161* = 5 (lla +B[* + fla — bII%)

Aplicamos esta propiedad a los dos bloques de el término (x):

e Para el primer bloque, tomamos a =x+yy b=z +y:

lz+yl* + 1z +yl* = 5 (lz + 2+ 29° + [l= — 2[|*)

N —

e Para el segundo bloque, tomamos a =z —yy b=z —y:

lz = yll* + Iz = yll* = 5 (o + 2 = 2y + [l — 2I)

| —

Sustituyendo ambos bloques de nuevo en (), el término comun ||z — z||?
se cancela al restar, quedando:

1
(@y)+(z9) =75 (le+z+29° = [l +2 = 2y]°)

(e + 2 +2yl7 =z + 2 = 2y[*) ()

Ol — x| =
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Por otro lado, si aplicamos la ley del paralelogramo directamente a los
vectores a = x + z y b = 2y, obtenemos:

Iz + 2+ 2yl|* + o+ 2 = 291 = 2]|2 + 2[|* + 2] 2y||* = 2l|2 + 2[* + 8[|y ]|*

Y si evaluamos (x+z, 2y) usando que por simetria y aditividad preliminar
(haciendo =z = z) se cumple que (2z,y) = 2(z,y), la relacién (xx) se
reduce exactamente a:

1 1
ot b2l = otz = 200F) =2 (F (ot 24 0P = b2 =) ) = sy

Por lo tanto, queda demostrada la aditividad: (z + z,y) = (z,y) + (2, ).

» Homogeneidad: Queremos demostrar que (ax,y) = a(x,y) para todo
a e R.

e Por la aditividad que acabamos de probar, mediante inducciéon ma-
tematica es inmediato que (nx,y) = n(z,y) para todo n € N, y se
extiende facilmente a los enteros Z usando que (—z,y) = —(z,y) por
la simetria de la norma.

e Para los ntimeros racionales ¢ = ™ € Q, tenemos:

n (%x,y) = (mz,y) = m(z,y) = <%x,y> = %(xaw

e Para un nuimero real cualquiera @ € R, tomamos una sucesion de
racionales (gx) C Q tal que g — «. Como la norma es una aplicacién
continua, el producto interno candidato (-,-) también es continuo
respecto a sus variables. Por lo tanto, pasando al limite:

(ax,y) = lim (qux,y) = lim q(x,y) = a(z,y)
k—oo k—o0

Habiendo demostrado la simetria, la definicion compatible de la norma
y la linealidad completa, concluimos que (-,-) es un producto interno
genuino en X.

]

FEjercicio 1. £1 no tiene producto interno.

Sean ¢ = (z,),y = (Yym) € b1,y # 0, y donde Jky € N tal que zy,, yx, tienen
simbolos opuestos, entonces

lz+yl =D lax+ el < Y laal + Y luel = lall + [yl
k=1 k=1 k=1

donde la desigualdad estricta se debe a que xy, v yi, tienen simbolos opuestos, de
lo cual
[l +yll + llz =yl < 2)lz] + 2[ly]]

(Nota: Al no cumplirse la igualdad de la ley del paralelogramo, la norma no proviene
de un producto interno).
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Ejercicio 2. (C[0, 7], || - [[s) no tiene producto interno.
Proposicion 7.3. z=0 < (x,2) =0 VYre X

Demostracion. =) (z,z) = (2,0) = (z,z —x) = (z,z) — (z,) =0 Vre X

<) Si (z,2) = 0 para todo = € X, entonces (z,z) = 0 y por lo tanto z = 0.
O]

Ejercicio 3. Sea {zn,} € X tal que (z,,2) — (z,2) vy ||zm| — /2], entonces
Zm — 2 (fuerte).

Por hipétesis (z,, ) — (2,2) Ve € X <= (zn,—2,2) — 0 Vo € X, entonces
tomando x = z, tenemos que

(2m; 2) = (2,2) = 2 ¥ lzm]l* = [I2]°
Ademas con el siguiente desarrollo
12m = 211" = (2m — 2, 2m — 2) = |2mll* = (2, 2) — (2, 2m) + ||2]|”
podemos concluir que
lim [|zm — 2[1* = 21" = 12l = l2lI* + |27 =0 = 2 — 2

Observacion. Sea T € X tal que Fz(y) = (Z,y) Yy € Y, entonces F; es lineal y
continuo, veamoslo

» La linealidad se hereda de la linealidad del producto interno.

= [Fz)l = [(@9)] < llz]l - [yl = IF=l < |[z]], y entonces tomando y = Z,
tenemos que

Fe(y) = F5(2) = (z,7) = ||z]| - [|2]| = [[F%] = [|1=]

Teorema 7.4. Todo espacio con producto interno (X, (-,-)) es uniformemente conve-
0.

Demostracion. Sean z,y € X tales que ||z| < 1, [|y]| < 1y ||l —y|| > . Demostre-
mos que ||z +y|| <1 — 4 para algin § = J..

1 o 2lzlP+2yl® fe—yl* 1 1 1, e?
- - _ <—4-—-2=1-=—<1
27+l 1 1 a3ty 1

Sead =% = |Lz+y)>’=1-96, §>0 O
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FEjercicio 4. Sea C' un conjunto cerrado y convexo de ‘H espacio de Hilbert, entonces
demostrar que C' admite un tinico punto de minima distancia.

Sea H un espacio de Hilbert = H es uniformemente convexo y, por lo tanto, H
es un espacio reflexivo, de lo cual se sigue que existe un punto de norma minima.
Sean xp, r; puntos de norma minima, es decir, ||| = ||z1|| = d. Supongamos por
el contrario (P.A.) que =y # .

Por la convexidad de C, el punto medio xo;”“ € C, por lo tanto su norma debe

ser mayor o igual al infimo:

To + 21 > g

Por otro lado, utilizando la ley del paralelogramo:

2
To + X1

2

(2llwoll* + 2llzll* — llzo — 21[|*) =

1 , 1
= 1||$0+$1|| =1

1 1 1 1
= Sl + Szl = Zlkoo — @ill* = & = llag — a1 |* < &

puesto que hemos supuesto xg # v1 = ||xg — x1]| > 0.
Esto implica que H%ﬂ” < d, lo cual es un *ABSURDO**, de donde se concluye
que ro = 1.

Teorema 7.5 (Teorema de proyeccion). Sea H un espacio de Hilbert, y sea C C H
un subconjunto no vacio, cerrado y convero, entonces para cada xr € H existe un
unico xg € C tal que:

x — xgl| = inf ||z —

I oll = inf flz =yl

Ademds, xq estd caracterizado por la siguiente propiedad
xq es el dnico punto de C' tal que (x — xg,y — x9) <0 VyeC
El punto xy € X se denomina proyeccion de x sobre C' y se indica como Po(x).

Demostracion. H es espacio de Hilbert = H es reflexivo y C es cerrado y convexo,
entonces Jlxy € C' que minimiza la distancia ||z — y||. Mostremos la caracterizacién
de zg.

=) Supongamos zy € C : ||z — x| = ing |z —yll yseaz e {(1—t)xg+ty|te
ye

[0,1]} C C, entonces:

|z —zo|| < [lo—2|| = [[e—zo—t(y—20)|| <= llz—20|* < lx—20—E(y—20)|?
de lo cual:
|x—o||? < ||z—z0||*+83||y—20||*—2t (x—T0, y—0) <= t|ly—0||*—2(x—20,y—70) >0 V¢ €]
haciendo t — 0:

(# — w0,y — 1) <0
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<) Sea z( € C el tnico punto tal que (z — xg,y — x9) <0 Vy € C, entonces:
lz = 2ol = |z —y +y — ol = |z — yl* + ly — zol* + 2(z — 5,y — 20) <

<z —yll* + 2 (x =m0,y — m0) ||y — wo||* < [z —y||* VyeC

J/

-~

<0

Ejercicio 5. La proyeccion Pg es Lipschitz de constante L = 1, es decir

|Po(21) — Po(z)|| < |lzn — 22| V21,20 € H

7.1. Ortogonalidad en espacios de Hilbert

Definicion 7.3. Sean x,y € H, se dice que = es ortogonal a y si (z,y) = 0, y
escribiremos x | y.

Proposicion 7.6. Si x L y, entonces se tiene
i)y Lx
i) x L (—y)
iii) v Lo <= x=0

Definicion 7.4. Sean A, B C H subconjuntos. Se dice que x € H es ortogonal a A
(x L A)si
(x,a) =0 Yaec A

Se dice que A es ortogonal a B (A L B) si
(a,b)=0 Vae€ A, Vbe B
El conjunto ortogonal a A se define como:
At ={rcH|(z,a) =0 Vac A}
Proposicion 7.7. Se cumplen las siguientes propiedades:
1.0t =H y Ht={0}
2. An At C {0}
3. (Teorema de Pitdgoras) si x L y entonces ||z + y||* = ||=||* + ||y||?
4. Sean A, B subconjuntos con A C B entonces B+ C A+

Ejercicio 7.1.1. Sea A C H un subconjunto, entonces A es un subespacio cerrado

de H.

Proposicion 7.8. Sea x € H y sea xo := Py (), donde M C H no vacio, cerrado y
convexo, entonces xy estd caracterizado por estas dos condiciones
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Z) ro €M
i) (x —x0,y) =0 YyeM (x—x9€ M?).

es decir, xg = Py(x) siy solo si se cumplen 1) y 7).
Ademas, la funcion Py,
Py: H — M
r — Py(x)

es un operador lineal y continuo, y se define como proyeccion ortogonal sobre

M.

Demostracion. =) xo = Py(z) y por lo tanto (v — xg,y —29) <0 Vy € M. Al
ser M un subespacio, entonces y + xq € M y por lo tanto se tiene:

(x —xo,y+20—20) <0 = (x—x0,y) <0 Yye M
de lo cual:
(x —29,—Y) <0 <= —(x—20,y) <0 <= (x—2x0,y) >0
— (r—x0,y) =0 YyeM
<) Supongamos ciertas i), ii), entonces
(x—x0,y) =0 YyeMyy—az0e M = (z—x0,y—x0) =0 YyeM

donde en la condiciéon y — x¢p € M se ha utilizado que xy € M. Teniendo el
resultado anterior, se concluye que xg = Py/(z), al usar la caracterizacién del
Teorema de proyeccion.

Demostremos ahora que P,; es un operador lineal y continuo:

» Linealidad: Sean x4, x5 € H, entonces (v17 — Py(71),y) =0y (zg — Py(22),y) =0 Vy € M.
Sumando:

unicidad

(w1422 [Ppy(21)+Pu(x2)],y) =0 Yy € M =" Py(21412) = Pay(21)+Prr(22)
Analégamente:

(z1 = Pu(z1),y) =0 = a1 — Pu(21),y) =0
— (axy — aPy(x1),y) =0
= aPy(x1) = Py(az)
» Continuidad: se deduce de la propiedad de Lipschitz (con L = 1).
]

Definicion 7.5. Sea X un espacio normado, X es la suma directa de dos subespacios

A, B si

» A, B son cerrados.
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» ANB={0}
» A+ B=X
y diremos X = A @ B.

Teorema 7.9 (Teorema de descomposicién ortogonal). Sea M un subespacio cerrado,
entonces

H=Mao M

Demostracion. M+ es subespacio cerrado, por lo tanto sabemos que 0 € M, M*,
por lo que M N M+ = {0}, usando la Proposicién 7.7. Mostremos que M + M+ = H,
veamoslo.

Sea x € H, entonces Py (x) =: zp € H y por lo tanto z = zo + (x — x(). Como
(r —2,y) =0 Vy € M, entonces r — 19 € M=+, y siendo zy € M, se tiene:

r= 9 +(x— )
~ N———
eM cML

Destacar que hemos usado la caracterizacion del Teorema de proyeccion donde la

caracteristica de M de ser convexo viene implicita al ser un subespacio. O
Observacion. Si H = M @ M+*, la descomposicién es tnica, veamoslo. Si z =
eM eM+

~ =~

a + b , entonces
r—a=beM" = (z—a,y)=0 VyeM = a=Py(x)=20yb=1x—

tenemos por tanto que a = xy es Unico y b = x — xy también es tinico, por la nocién
de que la proyeccién de z, es decir, xq, es Unica.

Observacion. Sea A C ‘H un subespacio, entonces se cumple:

i) AC (AH)t

ii) (At)* = A. En particular si A es cerrado, entonces A = (A+)+
FEjercicio 7.1.2. Sea M C H un subespacio cerrado, entonces:

i) (Pu(z),y) = (z,Puly)) Yo,y e

ii) P (z) = Py(x) VzeH
Observacion. Sea X un espacio con producto interno y sea

T: X — X*
y —— Iy

donde F,(z) = (x,y) Vz € X. Entonces:
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1. T es inyectiva: si y; # y2 = Jxg € X : (2, y1) # (20, y2). De lo contrario,
si no existiera tal zg € X:

(1) = (z,y2) Ve e X <= (z,y1—1y2) =0 Vre X
entonces tomando x = y; — y2 € X se concluye que
=y, —12) =0 = y1—1p=0 = y =
lo cual es un ABSURDO.

2. T es isometria: | F,|| = ||y||, como ya se ha visto anteriormente, y como una
isometria conserva las distancias, es decir, las normas, entonces 7' es isometria.

Teorema 7.10 (Teorema de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert, entonces
VE € H* lyp € H tal que F(x) = (x,yr) Ve eH

es decir, T es sobreyectiva.

Demostracion. Busquemos ese yr de ese tipo. Sea
Np:=Ker(F)={zx € H | F(z) =0}

es un subespacio cerrado (por ser F funcional continuo y Ker(F) = F~1({0})) y
propio de H (de lo contrario, si F' = 0, entonces yr = 0), por lo tanto

F(z)
(z0)

F
que 7o € Nit y F(xg) # 0 (por ser g # 0y zo € Ni), entonces
z)

F (x - 5 ((;O)>a:0) = F(z) - = ((mo) (z0) = 0

xo € Np, donde es clave

Sea z9 € Ny \ {0} y sea x € H. Consideremos z —

por lo tanto

(x—lﬂxo),@/ © — (a;,xo)-<i?xo,xo> —0 = (z,m) = 5&))”%”2 Vi€

donde en (*) hemos usado que son perpendiculares al pertenecer a N, Ni. Tenemos
a continuacion

F(I‘O)
F(I) = (JI,ZE())
o]
. L F(xo) ..
y definiendo yr := Tooll2 xg, tenemos que yr representa a F' y es unico porque 1’ es
Zo
inyectiva. [
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Observacion. Hemos visto que T : ‘H — H* es un isomorfismo algebraico y to-
polégico (dijimos 7" isometria, que implica continuidad y de su inversa, y biyectiva),
entonces H* es un espacio de Hilbert, veamoslo VF, G € H*

(F.G) = (yr,yc) = (T (F),T71(G))

. . . T *
y || |l3¢+ es la misma debido al producto escalar. Por lo tanto, se tiene: H Ty gy 2,
H** con Ty, Ty isomorfismos = Ty« o Ty : H = H** es un isomorfismo y tal
que Ty 0Ty = J : H = H**. Se sigue que H es reflexivo.

Ejemplo. Hg(Q) — L*(Q) ~ L*(Q)* — Hy(Q)*  atencidn al identificar

7.2. Operador adjunto
Sea H un espacio de Hilbert y sea x € H fijo. Definimos

G,: H — RoC
y — (2,7(y))

con T operador lineal en H.
Como G, es un funcional lineal y, por el teorema de Riesz, 3!z, € H tal que G,(y) =
(2z,y), es decir

(2, T(y)) = (22, 9)

El analisis funcional no se queda en un solo punto, sino que mira el “comportamiento
global”. Si ahora cambias el vector x por otro vector z’, el Teorema de Riesz te dard
un nuevo vector unico z,. Esto significa que hemos creado, sin darnos cuenta, una
regla de correspondencia:

» A cada x € H le asignamos un vector z, € H tal que (z,T(y)) = (22,y) Yy €
H

= A esa funcién (ese mapeo) es a lo que bautizamos como operador adjunto y lo
denotamos como 7™.

Por lo tanto, escribimos 7™(x) para indicar que ese vector es el resultado de aplicar
el operador T™ al vector x.

Definicion 7.6. Sea T € BL(H), se define como operador adjunto de 7" a la
aplicacion
™: H — H
x — T(x)
tal que T*(x) es el tinico vector que representa a G, es decir
Ga(y) = (2, T(y)) = (T"(x),y) Ve,yeH
Proposicion 7.11. Sea T'€ BL(H), entonces

i) T =T
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ii) || T = ||T||, y por lo tanto T* € BL(H)
Demostracion. Probemos una inclusién de i), primero.
1T ()| = (T"(2), T"(2)) = (2, T(T*(2))) < || - 17T @) < |2l T - [T ()]

de lo cual:
|T*(@)|| < ||zl - |T]] = [|T"] < [T

por lo que tenemos que T* esta acotada, para ver que T* € BL(H) necesitamos la
linealidad. La linealidad de T™ viene heredada de la estructura del producto interno
y la linealidad de T', por lo que T* € BL(H).

Por otro lado, vedmos ahora i), pues sabiendo lo anterior, aplicando aqui (x%) otra
vez la definicién de operador adjunto que

(2, T(y) = (T*(2),y) © (@, T"(y)) Va,y — T=T"

Por lo tanto, podemos finalizar la demostracién de ii) con |[|[T*| < ||| <=
T < ||T*|| vy en consecuencia ||T|| = ||T%]|. O

Proposicion 7.12. Sean S,T € BL(H), entonces se tiene:
 (SH+T) =5*"+T*
» (o) =aT*
» (SoT)*=T*oS*
» [T o T|| = ||T o T*|| = |IT*

Ejercicio 7.2.1. Demostrar
i) N(T*) = R(T)*
ii) N(T) = R(T*)*

Primero tengamos claro que estos conjuntos son el rango y el ntcleo, es decir
N{T)={z€eH|T(x)=0} y R(T)={yeHH|y=T(x)para algin z € H}
Para demostrar i), supongamos i), es decir, N(7*) = R(T)*, entonces
N(T*) = R(T*)*
Como T** =T, tenemos finalmente N(T') = R(T*)*.

Demostremos ahora 7), para ello vedmos los conjutnos

NT*)={xeH|T"(x) =0}
R ={zcH|(z,a)=0Va e R(T)}={z cH|(x,T(y)) =0 VyecH}
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entonces
reN(T) = T*2)=0 = (2,T(y)) = (T"(x),y) = (0,9) =0 YyeH — ze R(T)*

donde se tiene N(T*) C R(T)*. Vedamos el viceverso, por lo que si z € R(T)* se
cumple que

(,T(y) =0 YyeH = (T"(x),y) =0 YyeH = T*(x)=0
Definicion 7.7. Sea T' € BL(H) se dice autoadjunto si T' = T™, es decir
(z,T(y)) = (T'(z),y) Ve,yeH
+o0
Ejemplo. Sea l5 con el producto interno usual, es decir, (z,y) = > ;- y;, ¥ A =
i=0
{N\i}32, € L. Definamos

T: £2 — 62
T +— (Alxl,)\gxg,...,)\mmm,...)

y queremos ver que es autoadjunto. Para ello, vedmos primero T € BL({5), para lo
cual se tiene

» Linealidad: T'(az+8y) = (M (ax1+By1), Ae(axa+5ys), ... ) = oT(x)+ LT (y)

» Continuidad: tenemos que

IT@)? = (T(2), T(2)) = Y Naf <supAf- Y |l = A, - [l2I7,

Como A es acotada: sea A : |[Ag| > |[A|le., — €, con € > 0. Entonces, para & = (0x;);
(vector de la base candnica), se tiene:

e—0

IT@)] = V02 + 02+ + M+ = Ml =2 Mo —e = Mlew. = 171 = Mo

Tenemos ya que T es un operador lineal y acotado, veamos ahora que es autoadjunto.

(x,T(y)) = Zl‘z)\zyz = Z(%&)yz =(T(x),y) Vo,yeH

i

Fjercicio 7.2.2. Sea H un espacio de Hilbert y sea M C H un subespacio cerrado y
Py - H — H la proyeccién. Entonces:

i) Py es autoadjunto.
ii) (Py(z),z) > 0.
i) [Pyl = 1 (si M £ {0}).
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i) Para demostrar que Py es autoadjunto, es decir, que (z, Py (y)) = (Pu(x),y) Va,y €
H, usaremos la descomposicién ortogonal de H respecto a M y M+. Dado que
M es un subespacio cerrado, entonces H = M @ M+, por lo tanto Vz,y € H

r=Py(x)+ Pyr(z) v y=Puly)+ Pyr(y)
entonces

(z, Prr(y)) = (Pu(x) + Paye (), Prr(y)) = (Par(2), Par(y)) + (Pare(2), Prur(y)) = (Par(), Py
ML eM

(Pu(x),y) = (Pu(x), Prr(y) + Pore(y) = (Pu (), Par(y))

donde hemos usado que Py (y) € M y Pyi(x) € M+ son ortogonales, por lo
que (Pyi(z), Py(y)) = 0. De lo cual (z, Py (y)) = (Pu(x),y).

i1) Para demostrar que (Py/(z),z) > 0, usaremos la misma descomposicién ortogo-
nal que en el apartado anterior, es decir, x = Py(x) + Py, (x), entonces

(Pu(z),2) = (Py(x), Py () + Prye(2)) = (Pu(z), Py () = || Pa(2)]]> > 0

i1i) Para demostrar que || Py|| = 1 (si M # {0}), usaremos la misma descomposicién
ortogonal que en los apartados anteriores, es decir, x = Py () + Py (2),
entonces

(*)
1Par (@)1 = M2l = [[Pars (@] < [l]] = [|Pu]] <1
——

>0

donde en (*) hemos usado el teorema de pitagoras, que indica que si M y M=+

son ortogonales, entonces |z||? = || Py (2)]|* + || Pase ()%

Sea v € M = M, entonces Py(z) = v = ||Pyl| = sup % = 1, para
[l 70

algin € M con ||z|| # 0, que lo hay por hipétesis de que M # {0}, por lo

que || Pyl = 1.
Teorema 7.13. Sea T € BL(H) autoadjunto, entonces

w0 |72 lzll=1

Vamos a recordar porque la igualdad

sup DD (7). )
w#0 |7l lz)=1

es obvia. Para ello, sea  # 0, podemos definir un vector normalizado u = Hi—”, de
tal manera que ||u|| = 1. Si sustituimos esto en la expresién del lado izquierdo:
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» Por la linealidad del operador T, tenemos que T'(x) = T'(||z| - v) = ||z||T(u).

= Por las propiedades del producto escalar, se tiene que

(T(x),2) = (2| T(w), [2]lw) = [l=|*(T (u), u)

= Sustituyendo en el cociente, se obtiene

(T (), @) _ [l P[(T(u), w)]

EE e A

Ahora centrémonos en la igualdad complicada. Sea x € H tal que ||z| = 1, entonces
(T, 2)| < | Tl - =]l < |T| - [l«I* = [ T]l, por lo tanto

sup |(T'(x), )| < [Tl

llzfl=1

Mostremos ahora la desigualdad inversa. Sea

M = sup [(T(x),z)| :supw
lel=1 w20 |l

tenemos que |(T'(z),z)| < M|jz|* Va € H. Haciendo los siguientes desarrollos, se
obtiene

(T(x+y),zx+y) =Te+Ty,z+y) = (Tx,x) + (Ty,y) + (Tx,y) + (x,Ty) =

= (Tx,z)+ (Ty,y) + 2(Tz,y)
(T(z —y),x—y) = (Tx,2) + (Ty,y) — 2(Tz,y)

—
*
~

donde en () hemos usado que T es autoadjunto, y restando las dos ecuaciones
anteriores, se obtiene

(T(z+y),r+y)— (T(r—y),z—y)=4Tx,y)

Ahora aplicanddo los desarrollos anteriores y la definicién de M, tenemos que

(Tz,y) = i((T(x+y),w+y) —(T(z —y),z —y)) <
< LT +9), 2+ 9)] + (T~ y),7~ ) <
< T (el + e~ yl?) £ S M (el + lol?) Vay € H
donde en (*) hemos usado la ley del paralelogramo, en Teorema 7.2. Sea x : ||z|| = 1
yy= H;—zn entonces

Tx 1
T =T, ——— | < =M-2
(T,9) (%mwo—z
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de lo cual

(@, T@) Tl ol
(T@).) = o = iy = Tl <M Vo ol =1

entonces aplicando la definicién de norma de operador, tenemos lo buscado

1T} = sup [[Tz| < M

llz]l=1

Proposicion 7.14. Sea T € BL(H), entonces

T biyectivo <= T™ biyectivo

7.3. Operadores compactos

Definicion 7.8. Sea X un espacio normado, un subconjunto K C X es compacto
si toda sucesién {z,} en K admite una subsucesién convergente a un punto de K.

Definicion 7.9. Sea X un espacio normado, un subconjunto A C X es relativa-
mente compacto si la clausura de A es compacta.

Definicion 7.10. Sean XY espacios de Banach y sea T' € BL(X,Y). T se dice
operador compacto si 7(C) es relativamente compacto para cada conjunto C'
acotado.

Andlogamente, T' es operador compacto si para cada {x, } sucesién acotada, T'(zy,)
admite una subsucesién convergente.

FEjemplo. 1. SiT : X — Y eslineal y X, Y son espacios normados de dimensién
finita, entonces T' es compacto, veamoslo.

X,Y son espacios de dimensién finita = T es continua = acotada =—
manda sucesiones acotadas en sucesiones acotadas en Y ~ R" — admite
subsucesiones convergentes.

En general, si X un espacio de Banach e Y un espacio normado de dimensién finita,
siT € BL(X,Y), entonces T' es un operador compacto.

2. Id: X — X nunca es compacto para cualquier X espacio normado de dimen-
sion infinita. De hecho: la bola unitaria no es compacta.

Observacion. K(X,Y) :={T € BL(X,Y) compacto} C BL(X,Y) es un subespacio
de BL(X,Y).

Teorema 7.15. Sea {T,,} € K(X,Y') una sucesidn de operadores compactos tales que
T, — T € BL(X,Y), entonces T es compacto.
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Demostracion. Sea (x1,...,Tp,,...) una sucesiéon acotada en X, mostremos que
T'(zr) admite una subsucesiéon convergente.

Ty es compacto = (T1(z))r tiene una subsucesién convergente, llamémosla
(T3(a}).

T, es compacto = (T(z})) tiene una subsucesion convergente = (Ty(z3))
es convergente.

Iterando: sea (z7}) una subsucesién de (277 ') = Tj(27) es convergente para
cada 7 < n.

Sea {z}} la sucesién diagonal = {Tj(z})} es convergente Vj. Mostremos
que {T'(x%)} es convergente (o de Cauchy):

I1T(xf) = Tl < 1T () = ()l + 1T () — Tl + 1T () — Tl <

mlll —

J

< =Tyl Nkl + T (g) = Tyl + | T — T -Jlen]| < 3e — 0
—— N ~~ ——

<e <e <e

]

Observacion. Si (T,) es tal que R(T,) es de dimensién finita y T,, — T', entonces T’
es compacto.

Proposicion 7.16. Sean X un espacio de Banach e Y un espacio de Hilbert, y sea
T € K(X,Y). Entonces T es el limite de (T,,),, donde (T,), es una sucesién de
operadores con R(T,) de dimensidn finita.

Fjercicio 7.3.1. Dada la funcion

A: L*(0,1) — L*(0,1))
u(t) —— Au(t) :==a(t) - u(t)

para todo t € (0,1), con a : (0,1) — R continua y a # 0. Demuestra que A es un
operador lineal y continuo, pero no compacto.

Demostraremos la no compacidad, la definicién nos dice que debemos encontrar una
sucesion acotada de funciones (e,,) tal que, al aplicarles el operador, la sucesién de

imagenes (A(e,)) no tenga ninguna subsucesion convergente.

Como a es no nula, entonces 3ty € (0,1) : a(ty) # 0, y como a es continua tenemos
un intervalo dado por

1
30 > 0 tal que |a(t)| > §|a(t0)] >0 Vte (ty—0,t+9)
Ahora usaremos (e,) una base ortonormal (o una sucesién ortonormal) que estd

concentrada o vive dentro de ese pequeino intervalo (to—d,to+9). Como es una base
ortonormal, se sabe por propiedades de los espacios de Hilbert que

» (e,) es una sucesién acotada, de hecho ||e,|| = 1 para cada n.
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= (e,) no tiene ninguna subsucesién convergente, de hecho, la distancia entre dos
elementos distintos es exactamente v/2, por lo que no pueden acercarse entre
si, veamoslo

len—emll” = (en, €n)=(€n, €m)—=(€m, €n)+(ems em) = llen]*=0=0+[len]? =2 Vn #m

entonces tenemos

to+0

JAen) = Alenlfis = [ 1a0)- (ealt) = enlO)Fdt > Jlalto)l [ len(t) = em(t)ftt >
(*)

to—0

—_

1
> Z\a(to)|2 22 Sla(te)] >0 Vn,m

N |

donde tinicamente hemos aplicado lo deducido anteriormente y la norma de L2, y
en () hemos usado este razonamiento

to+0 to+6
[ WW%ﬁNWﬁ:/ (len()? = 2en(B)em(t) + [em(t)?) dt =

0—0 to—90
to+0 to+90 to+0
- / |len (t)?dt — 2/ en(t)em(t)dt + / lem (t)?dt =
to—0 to—0 to—0

=1-2-041=2
donde se ha usado que
to+0
/ len(t)[*dt = Jlen]l7> = 1
to—0

to+0
[ lenPt = flenl: = 1
to—0

to+0
/ e (D)em(D)dt = (en, em) 2 = 0
to—0

lo que hemos demostrado es que la sucesion de esta base ortonormal, no tiene subsu-
cesiones convergentes, aun cuando (e,,) estd acotada. Por lo tanto, A no es compacto.

FEjercicio 7.3.2. Sea T : H — H lineal, entonces

T es compacto <= T" es compacto
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8. Sistemas ortonormales
completos

Definicion 8.1. Sea S C H se dice sistema ortonormal si estda constituido por
vectores mutuamente ortogonales y de norma unitaria:

S={e;€H, i€T:(e;¢;) =0y}

Ejemplo. 1. £y : {e;}] 5 es un sistema ortonormal.
2 {1 g -
2. L*((0,m)) : {\/ﬂ’ 7= cos(mt), o= Sln(ﬂt)}t:1w+oo es un sistema ortonormal de
vectores.

Observacion. Si S es un sistema ortonormal, entonces S es un sistema de vectores
linealmente independientes.

Observacion. Si S es un sistema de vectores linealmente independientes, entonces
se puede construir una sucesion ortonormal mediante el proceso de Gram-Schmidt.

Definicion 8.2. Un sistema ortonormal se dice completo si no esta contenido pro-
piamente en ningin otro sistema ortonormal (es decir, es maximal por inclusién).

Proposicion 8.1. Sea H un espacio con producto interno, entonces por el Lema de
Zorn siempre existe un sistema ortonormal completo.

Demostracion. Sea .
[l
y sea P la familia de todos los conjuntos ortonormales que contienen a S con la
relacién de orden dada por la inclusién. Se puede demostrar que P es inductiva vy,
por lo tanto, por el Lema de Zorn, admite un elemento maximal. O

S ={e; = o # 0,2 € H}

Fjercicio 1. Sea ‘H un espacio de Hilbert, entonces
S es un sistema ortonormal completo <= si Ve € H,x L S entonces x =0
—) Seaz € H:(x,s) =0 Vs e S. Entonces, o bien x = 0, o bien

1 x
—(z,s)=(—,8| =0 = — LS
Ty ) (nxn)

Por lo tanto, S U {II%H} serfa aun un sistema ortonormal, lo cual contradice la
maximalidad de S (a menos que = = 0).
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<) Sixz L S, entonces x = 0, esto implica que no existe ningtn sistema ortonormal
S’ 2 S. Por lo tanto, S es completo.

FEjercicio 2. S es completo <= H = [S] (la clausura del subespacio generado por

5)

Proposicion 8.2 (Desigualdad de Bessel finita). Sea {e;}"_; un sistema ortonormal
en H. Entonces, Vo € H:

n

Y (ze) < al?

i=1

Ademas,
n

T — r,e)e; Le: Vi=1,...,n
Z( ) J J ’

=1

n
Demostracion. Sea S, := Y (z,e;)e;, entonces
i=1

0< Jlo—Sull* = (z = S,z = Sa) = [l2]I* + |1Sa]I* — 2(=, Sh)

y por otro lado tenemos que

a1 = (Z@,ei)ei,Z(x, e;-)e;—) =3 Y @e)we)ene) LY (@ e)?

i j i=1 j=1 i
(l’,Sn) = <ZL’, Z('Ia ei)€i> = Z(xaei)z
donde en (x) se ha utilizado la ortonormalidad de los e;, es decir, (e;,e;) = ;.

Tenemos finalmente la desigualdad buscada

n

0< [l =) (e = D (.e0)® < ||l
i=1

i=1

Para la segunda parte, tenemos que

(3: — Z(x,ei)ei, ej> = (x,e5) — Z(x,ei)&-j = (x,ej) — (z,e;) =0

i=1 =1
lo que implica que = — Zn:l(:c, e;)e; L e; paratodo j=1,...,n. ]
Proposicion 8.3. Sea H un espacio de Hilbert y sea S = {e;}iez un sistema ortonor-
mal. Entonces, para cada x € H.:
S(x):={i€Z| (x,e)#0} es alo sumo numerable

Demostracion. Sea x € H : x # 0. Para cada n > 1, definimos:

2
S, = {Z cT||(x,e) > ||:z;|| }
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Entonces, S, tiene a lo sumo n—1 elementos. De hecho, supongamos por el contrario
(P.A.) que |S,,| > n, entonces:

- el
Sl > 3 = Dol =
=1 =1

Lo cual es un ABSURDO por la desigualdad de Bessel finita. Como S(x) =
U2, Sh, entonces S(x) es numerable (unién numerable de conjuntos finitos).
O

Definicion 8.3. Sea S C H un sistema ortonormal completo, dado por S = {e; }ier,
entonces para cada x € H, definimos la serie:

Z |(x,€)]* con (z,e;) := coeficientes de Fourier de x respecto a S
i€Z

Observacion. Si demostramos que Y, 7 |(z,e;)|* converge, entonces converge abso-
lutamente y, por lo tanto, podemos permutar los indices.

Teorema 8.4 (Desigualdad de Bessel). Sea S = {e;}ier un sistema ortonormal, en-

tonces para cada x € H:
D@ e)f < el

1€L

Demostracion. S(z) finito. Ya estda demsotrado.

S(z) numerable. Numeramos los elementos para los cuales (z, ;) # 0 como {eq, ea, . ..

entonces
m —+00
VY |(ze) P < )P TS (e < o
i=1 i=1

Mostremos que no depende de la eleccién del orden de los indices.

Consideremos la serie ) . (7, ¢e;)e; y sea {ey, ..., e,, ...} tal que (z,¢;) # 0. Sea

S 1= Zm:(q:, e;)e;
i=1

entonces para n > m se tiene:

2

n ) n n
190 =Sl = || 3= (@edei] L S @edfmenlene) = 3 I el
i=m+1 2,j=m+1 i=m+1

donde en (*) se ha utilizado la conjugacién de la segunda componente del producto
interno para C (para R es el mismo ntimero). Tenemos a continuaciéon que la norma
anterior es convergente Vn,m, y por lo tanto:

—+oo
15, — Sha| MO () — {S,,} es de Cauchy (:*)> JyeH:y= Z(ma ei)e;
i—1

101 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Analisi Funzionale 8. Sistemas ortonormales completos

donde en (x) se ha utilizado la completitud de H.

+oo
Sea {€/,ey,...,€,,... } una numeracién diferente, entonces 3y’ := »_ (z, €})e’;. Mos-
=1
tremos que '
y=9y <= |ly—y|l<eVe>0
Sea ¢ > 0, entonces
+o0
v, > 0 tal que Ym > v. que cumple [|S,,—y| < e, ||S,,—V| <e, Z (7, e;)]* < &2
i=ve+1

donde se ha usado la definicién de limite para ¥y, ', y que la serie de Bessel converge
al estar acotada por ||z|?.

Fijamos m > v, entonces Im’ > v, : {ey,...,en} C{e},..., €.} y por lo tanto:
+oo
1S5, = Sl = | D (@ eesl| =D MNwe)’ < D [(w,e)] <&
finita finita i=ve+1

ly =9Il < lly = Sl + [[Sm = Syl + 190 =9/l <36 Ve>0 = y =y

v VvV
<e <e <e

]

Definicion 8.4. Sea S un sistema ortonormal en un espacio de Hilbert H, entonces
Va € H esta definida la suma de la serie:

5 (z,e;)e; denominada Serie de Fourier de z en H
i€

Proposicion 8.5. Sea S un sistema ortonormal, entonces son equivalentes:
1. S es completo.
2. SizeH y(r,e) =0 Viel — x=0.

3. Para cada v € H se cumple

T = Z(m,ei)ei

i€Z
4. (Identidad de Parseval) Para cada x € H

2] =) Iz, e

i€l
Demostracion. 1 = 2) Ya visto anteriormente.
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2 = 3) Sabemos que ) . ;(,e;)e; es convergente en H. Sea z 1= Y . (%, ¢e;)e;.
Mostremos que z = x: Sea S(z) = {i € Z | (z,¢;) # 0}. Entonces:

(@ ze)= lim (z=s..e)= lim [@.e) (se)

Como (s, €;) = (Zm: (m,ej)ej,ei) = (z,e;) VYm >

7=1

= (r—2,6)=0 Ym>{, Vi = r—2=0 = v =2z

3=14) x Tz, e)ei = @ = 1lim,,_, o0 S, entonces:
m +oo
|z|]* = lim |s,,]|* = lim Z(m,ei)(x e;)(e;,ej) = lim Z| (x, ;)" = Z |(x, e)|?
m——+00 m——+00 i1 m——+00 =1

4 = 1) Supongamos por el contrario (P.A.) que S no es completo = 35" 2 S'y
por lo tanto 3z € H: 2 # 0y (z,¢;) =0 Vi € Z. Entonces:

2|1 = Z| z,e;))]"=0 peroz#0 ABSURDO.

zeI 0

Teorema 8.6. Sea H un espacio de Hilbert, entonces
H es separable <= existe un sistema ortonormal S completo y numerable

Demostracion. <=) Siexiste S numerable y completo = S = {e1,...,em,...}es
numerable y completo: [S] = H. Tomamos {combinaciones lineales de S con coeficientes racion.

H.

=) Todo sistema S ortonormal es numerable. Si 2,2’ € S : z # 2/, entonces:

lz=2 12 = |21+ ||IZ]]> = 2(2,2') =2 = ||z—2|| = V2 Vz2' €S distintos.
0

8
{

1

Entonces: Las bolas By(z) (bolas de radio 1 centradas en z) son disjuntas.

Por hipétesis H es separable = {x,,} es una sucesién densa en H vy, por
lo tanto, en cada bola Bj(z) existe un elemento de la sucesién: z,,, € B;(2).

Como la sucesion {z,,} es numerable, entonces S es numerable.
O

Teorema 8.7 (Teorema isomorfismo euclideo). Todo espacio de Hilbert H separable
es isomorfo a Uy mediante una isometria.

Demostracion. Sea S = {ek};r;’j’ un sistema ortonormal de H, entonces Vx € H,

tenemos
—+oo

T = Z(Q}, ei)e; con ayp = (x,eg)

i=1
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Definimos el operador lineal

T: H — 82
r — (ag,9,...)

veamos que 1" es una isometria y, por lo tanto, un isomorfismo.

= Vedamos que esta bien definido, entonces tenienod lo siguiente

+oo +o0
(e, lE, = D _leaf* = 3 I e)* < [l2lf* < +o0
=1 i=1

vemos que esta bien definido.

= Demostremos que 7" es una isometria, entonces

—+00 —+00
T @) e = lledlle, = 4| D leil? = 4| D I, e)2 = |1«
i=1 i=1

= Demostremos que 7' es inyectiva, entonces

+oo
1Tz =0 = Jlafe, =0 = > |l =0 = (z,¢)=0 Vi = z=0
=1

donde queda demostrada la inyectividad. Notar que estda manera de demostrar
la inyectividad se da gracias a que T es lineal.

» Demostremos que 7T es sobreyectiva, por lo que sea o = (ay,qg,...) € (o,

definimos
r = E ;€

i=1

Si x € H, hemos terminado, vedmos para ello las sumas parciales

m 2 m m
e = ) (e, aey) =

Sm =Y aie; = ||Spn — Sul” =

i=1 i=n+1 i=n+1 k=n+1
m m m
_ 2 m,n—+0o0
= g g ;e er) = E la;|* ——— 0
1=n+1 k=n-+1 i=n+1

]

Ejemplo. L*((0,27)) es un espacio de Hilbert separable, entonces es isométrico a f5.

a = (a,as,...) € b, = Fg € L*(0,2m)) tal que o; := (g,¢;) para alguna
base {e;} de L? (por ejemplo, funciones trigonométricas).
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Sea F' : X — X una aplicacion lineal y continua en un espacio de Banach X,
entonces hemos visto que si F' es biyectiva, entonces F'~! es continua. Sea

F:=T—-)\Id

con T' € BL(X), preguntémonos cuando F' es biyectiva.

Definicion 9.1 (Resolvente). Sea T' € BL(X), definimos
p(T) :=={X € R| T — A\Id es biyectiva}
como el resolvente.
Definicion 9.2 (Espectro). Sea T' € BL(X), definimos
o(T) :={A € R | T — \d no es biyectiva} = R\ p(T)

como el espectro.

Observacion. Si A € o(T), entonces T'— Al d o no es inyectiva o no es sobreyectiva.

Definicion 9.3. Sea T' € BL(X), entonces A € o(T') se dice valor propio de T si
T — Al d no es inyectiva. Definimos

e(T) :={A € a(T) | A es valor propio} C o(7T)
como el conjunto de los valores propios.

Observacion. Sea A € e(T'), entonces
dry #ag € X 0 (T — Nd)(x1) = (T — Nd)(x2)
Sea y := x1 — w9 # 0, entonces
(T =AMd)(y) =0 <= T(y) = Ay
De lo cual se deduce que
» Ne€e(T) <= Fy#0:T(y) = Ay (ecuacion de valores propios).
» A €e(T) < Ker(T — \d) # {0}.
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En este caso, y se llama vector propio de T respecto a A y Ker(T — A\ d) se llama
espacio propio de A, el cual es un subespacio cerrado.

Teorema 9.1. Sea X un espacio de Banach y sea T € BL(X,Y'), entonces
1. Si A, A €e(T) con \y # Xo = Ker(T — M\ 1) N Ker(T — X\ I) = {0}.

2. Si{v,...,vm} son vectores propios correspondientes a valores propios distin-
tos A1, ..., Am € e(T), entonces {vy,...,vy,} es un conjunto de vectores lineal-
mente independientes.

Demostracion. 1) Sea & € Ker(T — M\ I) N Ker(T — A1), entonces T(z) = T =
)\Qli' e (/\1—/\2)i':0 = z=0.

—_——
#0
2) Sean F1, ..., E,, los espacios propios de A1, ..., A\, respectivamente. Sean {x1, ..., %}
tales que z; € E; Vi=1,...,m. Entonces {x;} es linealmente independiente.
Supongamos k > 1 y demostremos que {z1,...,x;} es linealmente indepen-
diente sabiendo que {x1,...,z5_1} lo es.

Sea anzy + -+ apry =0 = 0= T (1) + -+ T (xp) < 0=
al)\lxl + -+ ozk)\ka:k.

Supongamos por el contrario (P.A.) que oy, = 1 = Mz = —ay iz — -+ - —
Q1 A g1 Th—1-
Pero xp = —ayxy — -+ — ag_175_1, v por lo tanto:
—Ae(Q1my + - F g1 Tp_1) = —q T — - — QG Ap—1 Tkt
de lo cual:

Oél()\l — )\k)xl + -+ a{kfl(Al — )\k,l)xk,l =0

Como {x1,...,xk_1} son linealmente independientes =
ai(N—X)=0 Vi = a;=--+=a,_1 =0 = x4 = 0 vector propio: jABSURDO!
#0

O
Teorema 9.2. Sea X un espacio de Banach y sea T € BL(X,Y'), entonces
1. p(T) es abierto.
2. o(T) € [=[T1], [IT]]}.
De lo cual o(T') es compacto.

Demostracion. 1) Sea oy € p(T), es decir, T — apld es biyectiva. Demostremos que
si a esta cerca de ag, entonces T' — ald es biyectiva.

Sea f € X, consideremos T'(u) —au= f.Sia € p(T) = Fu:T(u) —au =
[ =

< T(u)—au—agu = f—agu <= T(u)—aou = f—agutau. Aplicamos (T—apld)™' =
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u= (T — apld) ' (f — apu + au) =: G(u). Por lo tanto:

a € p(T) <= G(u) =wu. Si G es una contraccién, hemos terminado:
IG(uw) =G )] = (T—aold) " (f—a)(u—v)|| < (T —aold) ||| f—al u—v]

Sea d >0:0 < - para @ — ag| <6 = G es una contraccion.

1
(T—aold)
2) Sia e R:|a| > ||T||, mostremos que a € p(7T):

T(u) — a(u) = f, mostremos que Vf € X 3! solucién de T'(u) — au = f.
1 17|

= é(T(u)—f) = Gu) = [|G(u)=G(v)]| = EHT(U)—T(U)H < |7,HU—’UH < Lsifa| >

]

Ejemplo. 1. T = Id. Resolvamos (7" — Ald)(x) = 0 con & # 0 para buscar los
valores propios

Id(z) = Md(z) =0 <= 22— =0 <= (1-)) 2z =0 <= A=1
#0

por lo que A = 1 es un valor propio con espacio propio X. Si A # 1, entonces

1
Id(z) = Md(z)=f = z(1-\)=f = x:ﬁf
donde entonces hemos demostrado que 1" es biyectiva para A\ # 1, pues justo
ahora se demostro la sobreyectividad y T es inyectiva para A # 1, por lo que

p(T) =R\ {1}.
2. En este ejemplo trabajaremos con X = ¢, y el operador

T: l, — 4,

T2 7
T —> <m1,—,...,—,...>
2 n

Si planteamos la ecuacion de valores propios T'(z) = Az término a término
para cada posicién de la sucesién, obtenemos un sistema infinito de ecuaciones
independientes.

Vamos a resolver la ecuacién para una posicion genérica n. Si pasamos todo a
un solo lado restando, podemos sacar factor comun z,,

1
fﬁ—M%:0<:><——A>m:O
n n
: . 1 .
donde tenemos que o bien z,, = 0 o bien A = —, donde por elecciéon de la
n

componente supondremos que x, = « # 0, puesto que sabemos que debe
haber al menos una componente no nula para que x sea un vector propio.
Tenemos entonces que el vector propio es
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Para el resto de componentes m € N con m # n, se tiene que
T 1 1
I Apy, =0 = (———-—)a%l:()¢:¢ Ty =0
m m n

donde comprobamos efectivamente que A es valor propio de la siguiente manera

Por tanto, aplicando esto a cada componente n € N, obtenemos que

11 1 1
T)=<1,—=—,—, ...,—, ... p =<4 —
6( ) { 72737 7n7 } {n nGN}

9.1. Operadores sobre los complejos

Sea T : H — H un operador sobre H, un C-espacio de Hilbert, entonces:

i) SiT esautoadjunto: (T'(z),z) = (z,T(z)) = (T(x),2) Ve e H = (T(z),z) €

R.
Sea X un espacio de Banach sobre C y T' € BL(X). Definimos:
p(T) :={X € C| T — Ald es biyectiva}, o(T):=C\ p(T)

Proposicion 9.3. Sea T' € BL(X) con X un espacio de Banach sobre C, entonces

1. p(T) es abierto en C.

2. 0(T) C{AeC| |\ <||T|}, de lo cual o(T) es compacto.

Definicion 9.4. Definimos el radio espectral como
r(T):=mf{r >0|0(T) C B,(0)}
y se llama conjunto de valores propios de T" a lo siguiente
e(T)={N€o(T)| T — Ald no es inyectiva}

Si A € e(T), entonces dim(Ker(7'— A d)) se llama multiplicidad geométrica de
A

Teorema 9.4. Sea T' € BL(X), con X espacio de Banach sobre C, entonces

o(T) #0
FEjemplo. Sea X = {5, y sea el siguiente operador lineal
T: X — X
(T1, o Ty o) —> (T, Ty, e )
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con ||T'|| = 1, entonces sabiendo que o(7') C {A € C | |A| < 1}, calculemos o(T).
Para ello resolvemos lo siguiente

(1'2 = )\ZEl
T = )\ZEl 9
T3 = )\272 = T

T3 = A1y 2#0
T(x)=X r < «. =

T = N1y
Tm+1 = )\xm

J— m
\Lm+1 = Ay

La sucesién (xq1, A\xy, ..., A"z, .. .) satisface T'(x) = Az, pero:

TEly = zp —0 = Nz 25550 = N <1

de lo cual definiendo este nuevo vector
T=(LA ..., " ...)

sabemos que cumple T'(Z) = AZ, pues solo se ha tomado xz; = 1 para que el vector
propio no sea el vector nulo. Ahora para ver que efectivamente es vector propio,
basta comprobar que & € {5 si |A| < 1, lo cual es cierto, pues

117, =D AP =D (A" <00 <= A <1
m=0 m=0

Por lo tanto, € ¢y si |A] < 1y como T(Z) = AZ, entonces A es un valor propio si
Al < 1.

Para || = 0, tenemos que Z = (1,0,...,0) es un vector propio, entonces
{IAl <1} Ce(T) Co(T) C{IN <1}

Como o(T) es cerrado, se sigue que

DeCIN<1L1={ eC|N<1}Co(T) = o(T)={reC||\<1}

donde hemos usado que un conjunto cerrado que contiene a otro conjunto A, debe
contener a la frontera de A.

Calculemos ahora T™, es decir, dicho operador que cumple

(x,T(y)) = (T"(z),y) Yr,ye X

entonces
@ TW)e =Y T Unr = Y T = D (T (@) mtm = (T7(2), 90,
m=1 m=2 m=1
de lo cual se deduce que
T (x1, 22, o Ty ) = (0,20, T2y o, Tty - -+ )
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Ejercicio 9.1.1. Demuestra lo siguiente
N€o(T) < € o(T¥)

Si A € o(T), entonces T'— Al d no es biyectiva, lo cual implica que T'— AId o no es
inyectiva o no es sobreyectiva. En ambos casos, se deduce que

(T — \Id)* =T* - \Id

no es biyectiva, lo cual implica que A € o(T™*). El reciproco se demuestra de la misma
manera.

Teorema 9.5. Sea T un operador compacto, entonces
Ker(T — \Id)
es de dimension finita Y\ # 0.

Demostracion. Basta mostrar que la bola unitaria es compacta By C Ker(T — A d)
es compacta

() €T By ||zn]| <1 ¢ (T'=Md)(x,) =0 VYn = T(x,) =Ax, Yn

(x,,) es acotada y T es compacto = 3 subsucesién convergente T'(x,, ) — z =

ALy, — 2

T, = 2/A =11y con |z =limyg ||z, || <1 = z9€ By = B es compacta.
[

FEjercicio 9.1.2. Si X es de dimensién infinita y 7" € K(X), entonces
0€o(T)

Si por el contrario (P.A.) T—0-Id = T fuera biyectiva, entonces ToT ! = Id € K(X)
(ya que la composicién de operadores compactos es compacta), jABSURDO!.

Teorema 9.6. Sea T' € K(X), entonces
i) e(T) es a lo sumo numerable.
ii) Si e(T) no es finito, entonces 0 es el unico punto de acumulacion.

Demostracion. i) Sea E,, = {A € e(T) ||\ =L} Vm y supongamos por (x) que
E,,, es finito o vacio. Entonces:

e(T) = U E,, = unién numerable de conjuntos finitos = e(7") es numerable.

m>1

ii) e(T) es numerable = posee al menos un punto de acumulacién (Bolzano-
Weierstrass). Mostremos que es A = 0, de hecho:

si A # 0 fuera de acumulacién, Ik > 0 : |A| > =, entonces 3I5(A) de radio
0>0:

1
|A| > z Vaels y e(T)NIl; #0 = e(T)NIs es alo sumo finito por (x)
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lo cual es un jABSURDO! porque ) es de acumulacion.

AFIRMACION (CLAIM). E,, = {Xee() ||\ =L} es finito Vm.
Supongamos por el contrario (P.A.) que existe un m > 1 tal que existe una
sucesion {\,} C e(T) con |A,| = & Vm, siendo los {),,} distintos.

Sea (xm)m la sucesién de vectores propios: T(x,,) = An@m = {zm} es un
sistema de vectores linealmente independientes.

Consideremos Y,, := span(zy,...,z,) 2 Y1 Vm, subespacios vectoriales
cerrados y propios.

Por el lema de Riesz, 3y, € Yoot lym| =1 v |lym—2| =35 Vo €Y, 1.
Se cumple:

(T — M\ Id) (Vi) € Y1 Vm. De hecho, siv € Yy, v =@y + - -+ + ap@o,
entonces:

(T—N\pId) (114 - A amry) = al(T—ApId) (21)+ -+ (T — N\ Id)(x,,) =

(. J
~~

0

= Oél<)\1 — )\m):cl 4+ 4 Oémfl()\mfl — )\m)l'mfl € mel-

Sea v = y,, € Yy, entonces: (T — N\, Id)(ym) € Vi1
Ademés, T(Yy) C Yy Vhe{l,...om -1} = y. =31 B, €V, —
T(yx) = Zle BiNiz; € Y.

Sean z :=T(yx) — (T = A ld)(Ym) € Y1 Ve e{l,....m—-1} = =

Am
Y1

T(yr) — T(ym) =2 = An¥Ym

z
ym A

m

Riesz

1

11
7 =TWn) | = Pt =21 = A =

]

Observacion. Si T es compacto, X es de Banach y e(T') = {\,}mn es numerable
entonces

e(T) C [T, IT]]] = (Am) es acotada con 0 como punto de acumulacion = A, — 0

Fjercicio 9.1.3. Sea el operador

T: by —> Uy
T2 x
(SUl,.CL’Q,...,I'm,...) — (‘Il?,...,ﬁm,...)

Calcular o(T') y e(T), y comprobar que 0 € o(T") pero 0 ¢ e(T).

En un ejercicio anterior se calculé el conjunto de valores propios que es

eaj:{l neN}

n
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Este operador T' es un operador compacto (podemos visualizarlo porque sus coefi-
cientes diagonales % tienden a cero, lo que significa que el operador “aplasta” las
dimensiones infinitas de forma continua). Como es un operador compacto en un
espacio de dimensién infinita como ¢5, entonces 0 € o(T"), y tenemos que el espectro
viene dado como

n €N }

Teorema 9.7 (Teorema de la alternativa de Fredholm). Sea H un espacio de Hilbert
yT € BL(H) compacto. Entonces:

o(T) = {0} U {1

n

a) si\# 0, entonces R(T—MI) es cerrado y se cumple R(T—M) = Ker(T*—\I)*
b) si X\ #0, entonces Ker(T — \I) = {0} < R(T — \I) = H, es decir:

T — M es inyectivo <= T — Al es sobreyectivo

¢) dim Ker(T — \I) = dim Ker(T* — \I)

Veamos una aplicacion. Supongamos que queremos resolver

T(u) — A u=f, con \#0, f € HyT compacto

lo que buscaremos es las condiciones de solucion para esta ecuacion, por lo que pri-
mero agruparemos la incognita u a un lado de la ecuacién, y el término independiente
f al otro lado, quedando la ecuacién de la siguiente forma

(T' = Md)(u) = f

Preguntarse si esta ecuacién es resoluble (es decir, si existe algin u € H que al
aplicarle el operador nos dé f) es exactamente lo mismo que preguntarse si el vector
f pertenece a la imagen o rango del operador. En lenguaje matematico:

La ecuacion es resoluble <= f € R(T—\Id)={f € H| 3Ju € H tal que (I'-\Id)(u) = f}

Como bien indica el apartado b) del Teorema 9.7, tenemos que T'— AId es inyectivo,
0 no, véamos los dos casos:

= Caso inyectivo: si el operador es inyectivo, significa que su ntcleo es trivial,
es decir, Ker(T' — AId) = {0}. Al ser inyectivo, el apartado b) nos obliga a
concluir que también es sobreyectivo (R(T — AId) = H), y por tanto significa
que la imagen es todo el espacio H, por lo que para cualquier f € H existe
solucion.
Ademas, ser inyectivo significa que no hay dos caminos que lleven al mismo
sitio, por lo que esa solucién es unica (3!). Esto demuestra mateméticamente
Vf € H 3! solucion.

= Caso no inyectivo: si el operador no es inyectivo, significa que la ecuacién
homogénea (cuando pones f = 0) tiene soluciones distintas de cero

(T —Md)(u) =0 = T(u) = Iu
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Es decir, existen vectores propios asociados al autovalor A\. Ademads, por la
teorfa general de operadores compactos (que vimos en el teorema anterior del
claim), el espacio de soluciones de un autovalor distinto de cero tiene que ser
de dimensién finita.

Esto demuestra mateméaticamente que la ecuacién con f = 0 tiene un nimero finito de solucior
linealmente independientes.

Entonces Vf € H 3! solucién, o bien la ecuacién con f = 0 tiene un nimero finito
de soluciones linealmente independientes. Por lo tanto:

T(u)—Mu = f es resoluble (f € R(T—AId)) <= f € Ker(T*—\Id)* y por (c) tiene dimensién n
Vamos a resumir en un resultado claro lo que tenemos hasta ahora.
Corolario 9.7.1. Dado un operador

T7': H — H
u — T(u)

compacto, lineal y continuo, con H un espacio de hilbert de dimension infinita tene-
mos que

» 0 € o(T) (sea valor propio o no).
» o(T)\ {0} =e(T)\ {0} (apartado b) del Teorema 9.7).

» Se tiene una de las siguientes alternativas:
(1) = {0}
(T)\ {0} =e(T) \ {0} es un conjunto finito.

T)\ {0} = e(T) \ {0} es una sucesion A, que tiene a {0} como unico
punto de acumulacion y A\, — 0.

.
Q 9

Q

Observacion. Para el caso X un espacio de Banach y no de Hilbert, tenemos que
también se cumple para T compacto, lineal y continuo, que

o(T)\ {0} = e(T) \ {0}
FEjercicio 9.1.4. Sea el operador

T: C°%0,1)) — C°J0,1])
x +— T(x)

donde x : [0,1] = R € C°([0,1]) (funcién continua), y T'(z)(t) :=t - z(t). Se pide:
i) Calcular (7).

ii) Demuestra si T' es compacto o no.
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Veamos la resolucion de cada apartado por separado.

i) Tomemos una funcién arbitraria f € C°([0,1]) y un nimero A € R, entonces la
ecuacion de resolvente es la siguiente

(T — Nd)(z) = f

y buscamos encontrar si existe dicho x que cumpla esta ecuacién. Si existe,
entonces A € p(T), y si no existe, entonces A € o(T). Para resolver esta
ecuacion, basta con pasar todo a un solo lado y sacar factor comin xz(t),
quedando la ecuaciéon de la siguiente forma

t
(T—=Md)(z)(t) = t-x(t)—Ax(t) = (t=N)z(t) = f(t) <= x(t) = % vt € [0, 1]
Ahora tenemos dos casos a estudiar
. t
= Si\¢[0,1], entonces t — \ # 0 para todo t € [0, 1], por lo que z(t) = %
es una funcién continua (ya que f es continua y el denominador no se

anula), por lo que existe solucién para cualquier f, y ademds es tnica,
por lo que A € p(T).

= Si\ € [0, 1], entonces existird un punto exacto en el dominio, al que llama-
mos tg = A, donde el denominador se desvanece por completo: (tg—A) = 0.
Si intentamos evaluar la solucién candidata en ese punto, tendriamos:

Si elegimos una funcién f tal que f(A) # 0, la divisién por cero genera
una asintota vertical (una discontinuidad que tiende a infinito). Es im-
posible encontrar una funcién continua z(t) que satisfaga la igualdad en
ese punto. Por lo tanto, no existe solucién para esa funcién f, y por tanto
A € o(T). Dado esto tenemos entonces que

[0,1] C o(T)
Juntando ambos cosas tenemos finalmente que

o(T) =10,1]

i1) Para determinar si 7" es compacto o no, basta con estudiar si el espectro de T sin
el punto 0 coincide con el conjunto de valores propios sin el punto 0. En este
caso vamos a demostrar que el conjunto de valores propios es vacio, es decir,
e(T) = 0, lo cual implica que T no es compacto (de lo contrario se tendria
o(T)\ {0} = e(T) \ {0}). Para ello, basta con resolver la ecuacién de valores
propios

T(x) =X < T(z)(t) = (t) < ta(t) = x(t) < (t—Nz(t) =0 Vte]0,1]

donde tenemos que x debe ser una funcién no nula. Para que el producto de
dos numeros reales sea cero, es obligatorio que el primero sea cero, el segundo
sea cero, o ambos. Por lo tanto, en cada punto t € [0, 1], la matemética nos
obliga a elegir entre una de estas dos opciones:
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= Opcién A: el primer paréntesis se anula: t = \.

» Opcidén B: la funcién se anula en ese instante: z(t) = 0.

Supongamos por un momento que si existe un valor propio A con su correspon-
diente funcién propia z(t) # 0. Como hemos supuesto que x # 0, la definicién
nos garantiza que existe al menos un punto concreto, llamémoslo ¢y, donde la
funcién tiene una altura distinta de cero

Si en el punto ¢, la funcién se encuentra a una altura z(ty) # 0, esté obligada a
mantenerse alejada del cero en todo un pequeno entorno (un intervalo abierto)
alrededor de tj, entonces

x(t) #0 Vt € Entorno(t)

lo cual es claramente un absurdo, pues A es una constante y no puede tener
varios valores en un entorno de ty. Por lo tanto, no existe ningin valor propio

Ay e(T) = 0.

Antes de finalizar el ejercicio, calcularemos la norma del operador 7T'.

Sabemos que o(T") = [0,1] C [—||T||, [|T]|], lo cual implica que ||| > 1. Por otro
lado, para cualquier funcién z € C°([0,1]), se cumple que

T(x)(t) =t-x(t) = [T(z)|| = sup [t-2()] < sup |x(t)] = =]
te0,1] t€[0,1]

lo cual implica que ||7’|| < 1. Juntando ambas cosas, se concluye que ||T|| = 1.

9.2. Operadores autoadjuntos

Sea H un espacio de Hilbert sobre C, y T' € BL(H), entonces dado T" autoadjunto,
recordemos que tenemos que

IT|| = sup [(T(u),u) :SUPM
full=1 wro  |ull

veamos como podemos estimar el espectro.

Teorema 9.8. Sea T' € BL(H), H espacio de Hilbert y T autoadjunto, definimos

m = inf (T(u),u) y M := sup (T(u),u)

Hﬁgl ||1Zﬁ£1
tenemos entonces que
o(T)C[m,M] y m,Meo(T)
Demostracion. 0
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Observacion. Sabemos que m € o(T), de hecho si m fuera un valor propio (no
nulo), entonces m = min, vedmoslo. Si m es un valor propio, entonces existe un
vector propio w tal que T'(u) = mu y ||u|| = 1. Entonces, se tiene que

m = (T(a),a) = (mu,u) =m(a,u) =m-1=m

y por lo tanto, m es el minimo de la funcién (7'(u),u) sobre la esfera unitaria
{u € H : ||lul]| =1}, es decir
m = min (T(u), u)
[[ul|=1
Analégamente, si M es un valor propio (no nulo), entonces M = méx.

Observacion. Es importante notar que los vectores propios no tienen porque ser
unitarios, es decir, podemos obtener un vector propio u € H con norma distinta de
1, pero como el operador es lineal, entonces

ﬂm:T(MWﬁﬁ)zmwT<ﬁ0

por lo que HZ_II también es un vector propio asociado al mismo valor propio.

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que los vectores propios
tienen norma 1, ya que la clave radica en que las soluciones de la ecuacion de autova-
lores no son vectores aislados, sino subespacios vectoriales completos (lineas, planos,
etc.), por lo que no existe un vector propio unico, sino que existe una infinidad de
vectores propios asociados a un mismo valor propio, y entre ellos se encuentra uno
con norma 1.

Corolario 9.8.1. Sea T autoadjunto, entonces tenemos que
o(T)={0} = T=0

Demostracion. Sea m = M = 0, entonces (T'(u),u) =0 VYu € H. Por otro lado, se
tiene que

lo cual implica que T' = 0.

Vedmos que hemos obtenido, partiendo de T' € BL(H) autoadjunto.
» 0(T)={0} <= T =0.

= Sobre C los valores propios son todos reales (A € R), al igual que para las
matrices simétricas. De hecho, si A # 0 es un valor propio con vector propio
u: ||ull =1 = T(u) = Au, entonces

{@@pﬁ:xw)zx .

. = A=) <= AR

lo cual implica que A es real si T' es autoadjunto.
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= Los espacios propios correspondientes a valores propios distintos son ortogo-
nales entre si, veamoslo.
Sean y; tal que T'(y1) = My, e y2 tal que T(ya) = Agya con A; # . Supon-
gamos A1 # 0, entonces

T T 1 1 A
Y1 = E\:Zl) - (?/1;92) - ( ;?11)7(@2) = )\_1 (ylaT(y2>> - )\_1 (yla >\2y2> - )\_j (y17y2)

donde para que se de dicha igualdad debemos tener o A\; = A (lo cual es ab-
surdo porque hemos supuesto que son distintos) o (y1,y2) = 0. Por lo tanto, los
espacios propios correspondientes a valores propios distintos son ortogonales
entre si.

Demostrado lo anterior, vamos a resumirlo en un resultado claro.
Proposicion 9.9. Sea T € BL(H) autoadjunto, entonces:

» o(T)={0} <= T =0.

» o(T) CR.

w Si A, Ay € o(T) con Ay # Ag, entonces los espacios propios correspondientes
a A1 Yy Ay son ortogonales entre si.

Ahora trabajaremos con operadores T autoadjuntos y compactos no nulos (7' # 0),
veamos qué podemos decir sobre su espectro. Sabemos que existe al menos un valor propio A tal que |
veamoslo.

Sabemos que m, M € o(T), y si son diferentes de cero, son valores propios, puesto
que antes demostramos que

a(T)\ {0} = e(T) \ {0}

para dimensién finita de H y para dimensién infinita tenemos el apartado b) del
Teorema de la alternativa de Fredhold. Entonces, tenemos cuatro posibilidades:

» m=M=0 = o(T)={0} = T =0, no nos vale este caso.

m=0, M >0 = M es un valor propio y M = ||T|| (por la caracterizacién
de la norma de los op. autoadjuntos).

m <0, M =0 = m es un valor propio y |m| = ||T|

m#0, M #0 = my M son valores propios y ||T|| = méax{|m/|, |M|}.

Teorema 9.10. Sea H espacio de Hilbert separable, T'€ BL(H) autoadjunto y com-
pacto. Entonces existe una base hilbertiana, es decir, un sistema ortonormal completo
formado por vectores propios de T'.

Demostracion. ]
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Observacion. El teorema anterior es un resultado muy importante, porque nos dice
que en este caso, el operador T' se puede diagonalizar completamente, es decir, se
puede representar como una matriz diagonal con los valores propios en la diagonal y
los vectores propios como columnas. Esto es anédlogo a lo que ocurre con las matrices
simétricas en espacios finitos, pero en este caso estamos trabajando con operadores
en espacios de Hilbert de dimensién infinita.

Teorema 9.11. Sea X un espacio de Banach sobre C y T € BL(X), entonces
a(T)#0

Demostracion. O

Observacion. Sea H espacio de Hilbert de dimensién infinita, observamos que de-
pendiendo de si 0 es valor o no propio, tenemos una cantidad de valores propios u
otra, véamoslo:

= Si 0 no es un valor propio, entonces e(7) es numerable.
= Si 0 es un valor propio de multiplicidad finita, entonces e(7") es numerable.

= Si 0 es un valor propio de multiplicidad geométrica infinita, entonces e(7)
puede ser finito.

Proposicion 9.12. Todo operador autoadjunto y compacto T se aprorima con opera-
dores con imagen de dimension finita.

Demostracion. Primero sabemos que cualquier vector u € H se puede escribir como
una serie de Fourier usando los vectores propios

u= Z(u, €n)én

n

donde S = {e,} es una base ortonormal, y si agrupamos todos los términos que co-
rresponden al mismo valor propio A,, llamamos a ese bloque u,, = (u, e,)e,, vector
propio. ya que como e, es un vector propio, este nuevo vector agrupado u, (vector
propio por escalar (u, e,)) sigue siendo un vector propio (porque un miltiplo de un
vector propio es un vector propio).

Si aplicamos el operador T a nuestro vector u, por linealidad el operador entra
dentro del sumatorio y ataca a cada vector propio wu,

T(u)=T (Z un) = ZT(un) = Z Anln

donde guardamos el indice n = 0 para el caso en que el cero sea un autovalor, A\g = 0,
el cual desaparece de la suma porque multiplicar por cero anula el término.

Para demostrar que T se puede aproximar por operadores de dimension finita, ha-

remos un “corte” (un truncamiento) en el término k de la serie y define un nuevo
operador llamado T}, como

k
Ti(u) == Z Ay,
n=1
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Ahora queremos demostrar que si hacemos el corte cada vez mas lejos (k — o0), el
operador truncado T se pega tanto a T' que el error comete un limite hacia cero,
veamoslo

+oo +oo
(T —Ty)(w)|| = Z Aty || < sup A, - Z Up, B0 sik o 4o
n=k-+1 nzk+1 n=k+1

donde en () hemos usado que la serie original para el vector u era perfectamente
convergente en el espacio de Hilbert, esta parte no es més que el resto de una
serie convergente. Por las propiedades fundamentales de las series, a medida que
avanzas hacia el infinito, el resto de cualquier serie que converge tiene la obligacion
matematica de tender a cero. O]

9.3. Formulacién variacional

En esta seccién trabajaremos con ‘H un espacio de Hilbert separable, T' € BL(H)
un operador autoadjunto y compacto.

Al tener T" autoadjunto y compacto, sabemos que los valores propios son reales y por

tanto tienen signo: o son mayores o iguales que cero (= 0), o son menores o iguales

que cero (< 0). Gracias a que no se pueden acumular en ningun otro sitio que no sea el origen
(Teorema 9.7), la matemadtica nos da permiso para hacer algo imposible en otros con-

juntos de niimeros reales: podemos hacer una fila india ordenada con ellos.

Vamos a hacer dos listas ordenadas:

» La lista de los positivos (A}): Se ordenan de mayor a menor (decreciente)
marchando hacia el cero: A\{ > A\J > ... > 0.

» La lista de los negativos (A ): Se ordenan de menor a mayor (creciente, es
decir, de los més negativos a los que se acercan al cero): AT < Ay <... <0.

Un punto critico a tener en cuenta es que repitiremos cada valor propio tantas veces
como indica su multiplicidad geométrica, es decir, si un valor propio A tiene mul-
tiplicidad geométrica k, entonces aparecera k veces en la lista, por ejemplo si el
nimero 5 tiene un espacio propio de dimension 2 (hay dos vectores independientes
que responden al 5), en nuestra lista lo escribiremos dos veces: A\ = 5y A\J = 5.
Esto es importante porque la multiplicidad geométrica nos indica cudntos vectores
propios linealmente independientes hay asociados a ese valor propio, y al repetirlo
en la lista, estamos reflejando esa informacion de manera explicita.

Tomando las sucesiones de vectores propios normalizados como sigue
{u}} para los positivos, {u, } para los negativos, |u'| = |ju, || =1
podemos crear una base ortonormal en H como sigue
{u} wu, } es una base ortonormal en H
Finalmente definiremos los siguientes subespacios vectoriales

VT;L‘F :Span{u—li_f"’u:_n} y Vn_ :Span{ul_W"au;}a ‘/E) = {O}
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Teorema 9.13. Dado H espacio de Hilbert separable, T € BL(H) autoadjunto y
compacto, entonces

T T
A= (T(ul),u) = méx M = min méXM Vn > 1
w20 ||v||? VCH w20 [Jvl|?

v1Vy—1 dimV=n—1 vlV

En particular tenemos
T
Aiﬁ- — méx ( (0)7/0)
ver |[|o]|?
v#£0
Andlogamente para los negatios tenemos

A, = (T(u,),u,) = min T).v) = max (min M) Vn>1

e D E < A = A T E
vlVy_1 dimV=n—-1 \vlV

y en particular tenemos
T
A iy T
vel  v]?

Demostracion. Demostraremos solo la primera parte. Sea u;! el vector propio relativo
a b con [juf|| = 1, entonces

T(ug) = Xpuh = (D)) = X ) 207

donde en (%) hemos usado que [|u]|| = (v}, u}) = 1. O

FEjercicio 9.3.1. Sean XY espacios de Banach, T" un operador lineal tal que T :
X — Y,y {fi}iez C Y* una familia que “separa los puntos de Y, es decir

Vyr # vy, 37 € T tal que f;(y1) # fi(y2)

Demostrar que si f; o T es continuo Vi € Z, entonces T' es continuo.

Vamos a usar el Teorema del Grafico Cerrado, para ello entonces debemos demostrar
que T es cerrada, lo que equivale a demostrar que el grafico 'y es cerrado, es decir

Ve, CX :zp,— 2y T(r,) —y = y=T(2)
Supondremos las hipdtesis, es decir, una sucesién cualquier (z,,) que cumple
r, —xyT(r,) —y

entonces o

lim f,(T(w)) @ fi (lim T(wa)) = fily)

n—oo n—o0
donde en (*) hemos usado que f; continua por pertenecer a Y*. Mirando el Diagrama
10.1, sabemos que f; o T  es una aplicacién de X en R (y continua por hipétesis), y
recordando que x,, — x, entonces

lim (fi o T)(xn) = (fi o T)( M ) = (fi o T)(x) = fi(T(x))

n—oo n—oo
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x_ T vy % .

~_ 7

inT

Figura 9.1: Diagrama de la aplicacién f; o T

Uniendo ambos resultados tenemos que

fill(z)) = fily) Viel

Lo que queda ahora es pensar que atn siendo las imagenes iguales, jes posible que
y y T(x) sean vectores distintos? Esto sabemos que no es posible pues en el caso de
y # T'(x), al tener la propiedad de que la familia “separa los puntos de Y, entonces
tendriamos

fity) # f;(T(x)) paraalgin j € Z

lo que es un absurdo con lo obtenido. Queda por tanto demostrado que

y="T(x)

Teorema 9.14 (Teorema Ascoli-Arzeld). Sea K C RN un conjunto compacto, y sea
C(K) el espacio de las funciones continuas sobre K equipado con la norma del
supremo (|||l ). Un subconjunto de funciones A C C(K) es relativamente compacto
sty solo si cumple simultdneamente dos condiciones:

= Acotacion uniforme: El conjunto de funciones no se escapa hacia el infinito
verticalmente, es decir

AM >0 tal que ||fllco <M Vfe A

= FEquicontinuidad uniforme: Todas las funciones del conjunto comparten
el mismo “ritmo” de continuidad. Es decir, para cualquier € > 0, existe un
mismo 6 > 0 tal que

Silt—yl<d = |f(x)— fly)|<e Vax,ye K, VfeA

Ejercicio 9.3.2. Sea X = L*((0,1)) el espacio de Hilbert de las funciones de cuadro
integrable, se define el operador de Volterra 7' como sigue

T: X — X
x
U — / u(t) dt
0
Demuestra los siguientes puntos:

i) T es compacto.

i) 0 € o(T).
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iii) ;0 € e(T)?
Veamos la demostracion de los puntos por separado.

i) Para demostrar que T es compacto, primero observamos que 7'(u) es una funcién
continua en el intervalo [0, 1], ya que la integral de una funcién de L? es con-
tinua.

Luego, si tomamos un conjunto acotado B en L*((0,1)), la imagen de este
conjunto bajo T', es decir, T'(B), también serd acotada en el espacio de funcio-
nes continuas C([0, 1]). Recordemos que esto significa lo siguiente

M > 0 tal que ||ul|;2 < M VYu € B (9.1)
Vamos a hacer ahora dos demostraciones distintas

= Acotacién uniforme: recordemos primero como funciona la norma in-
finito para v € B arbitrario

IT (oo = mds [T(u(z))]

entonces veamos como estimar el valor absoluto de la funcién para un
x € [0, 1] arbitrario

|T(u(m))|</ u(t)] - 1dt < (/ yu<t>|2dt> (/ 12dt> _
0 0 0
£ 1/2 (k)
_ ( / \u<t>|2dt) a2 fallge - ]2 < e
0

donde en (%) hemos usado la desigualdad de Holder, y en (%) es, por
definicién, menor o igual que la norma completa de la funcién en todo el
intervalo. Tenemos aplicado esto a todo x € [0, 1] lo siguiente

1T (w)]oo = max |T(u(z))] < max |ul[L = |lulL2 Vue B
z€[0,1] xz€([0,1]

y recordando la ecuacion 9.1, entonces tenemos
1T (u)lloo < [Jullzz <M Vue B

y se tiene la acotacion uniforme, es decir, T'(B) esta acotado en C([0, 1]).

= Equicontinuidad uniforme: para demostrar la equicontinuidad unifor-
me, debemos mostrar primero lo siguiente

|7 (w)(2) =T (u)(y)| < [e—y["?|lul 2 < Mlz—y|"? Yu € B, Yo,y € [0,1]

para ellos usaremos lo mismo que en el caso anterior con la desiguald de

Holder, vedmoslo
x Y
/ u(t) dt—/ u(t) dt‘ =
0 0

donde tenemos por tanto demostrado la equicontinuidad uniforme.

T (u) (@) =T(u)(y)| =

[ e dt\ < lo—y|"2ull 2
Y
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Habiendo demostrado estos dos puntos, por el Teorema Ascoli-Arzela, tenemos
T(B) compacto en C([0,1]), y por tanto T(B) es compacto en L*((0,1)), ya
que la norma de L? es més débil que la norma del supremo, es decir, si algo se
pega mucho en la norma del supremo, también se va a pegar obligatoriamente
en la norma de la integral al cuadrado. Por lo tanto, 7" es compacto.

i1) Para demostrar que 0 € o(T), basta con recordar que 7' es compacto, y commo
X es de dimension infinita, tenemos que

0€o(T)
Esto que hemos aplicado se demostrd anteriormente en un ejericicio.

i11) Para que A = 0 sea un valor propio, tendriamos que ser capaces de encontrar
una funcién propia u # 0 que al meterla en el operador diera cero

T(u)=0-u=0

En otras palabras, queremos ver si el nicleo del operador (Ker(T')) esconde
funciones distintas de cero, para ello viendo la definiciéon de dicho ntcleo

Ker(T) ={u e L*((0,1)) : T(v) = 0} = {u € L*((0,1)) : T(u)(x) = /Ox u(t)dt =0 Yz e€l0,1

Para poder trabajar en el intervalo [0, 1], vamos a usar la funcién caracteristica
de un intervalo [a, b] C [0, 1], es decir, la funcién xi, que vale 1 en el intervalo
[a,b] y vale 0 fuera de él. Entonces, si u € Ker(T'), entonces

/0 ult) - o (1) di = /0 “ut)dt =0 Vo e 1]

Si la integral da cero para cualquier caja que empiece en 0 (X[o)), POI resta
de intervalos también tiene que dar cero para cualquier caja genérica que
empiece en a y termine en b (x[.z). Por ejemplo, si integras entre 0 y by te
da cero, y entre 0 y a y te da cero, la integral en el trozo intermedio [a,b] es
obligatoriamente cero, entonces tenemos que

/lu-fdtzo Vf e L*((0,1))
0

porque las funciones caracteristicas son densas en L?. Aqui estd el corazén
de la demostracién. En la teorfa de la medida de L?, sabemos que cualquier
funcién salvaje o continua f € L? se puede aproximar tanto como queramos
mediante combinaciones lineales de funciones de cajas (llamadas funciones es-
calonadas o simples).

Tenemos por tanto
(u, flr2=0 VfeL?> = u=0

es decir, el tnico vector propio asociado al valor propio 0 es el vector nulo,
por lo tanto 0 ¢ e(T'), ya que supusimos que podia ser no nulo y llegamos a la
conclusion de que tenia que ser nulo, lo que es un absurdo. Por lo tanto, 0 no
es un valor propio de 7'
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9.3.1. Analisis espectral de ecuaciones en derivadas parcia-
les (EDPs)

Cuando me pregunto si un operador tiene valores propios, quiero resolver la ecuacion
—Aw = Aw en un dominio 2 con w = 0 en el borde 0f), lo que viene a ser

Q abierto acotado, regular en RY

—Aw =X v enf)
w =0 en Of)

donde si lo queremos resolver de la manera débil sobre H}(€2), tendriamos que

/Vw~V<pdx:)\/w-g0dx Vi € H(Q)
Q Q

Teorema 9.15. Eziste una sucesion {w,,} C Hg () de funciones ortonormales com-
pleta en L*(Q)), y existe una sucesion {\,} de nimeros reales positivos tal que
A — +00 ¥

— AWy, = AWy,
D<A <A< A< .. tal que
w, € HY(Q) N C>(Q)

Demostracion. O

Observacién. Sea {w,,} una base ortonormal en L? pero nosotros querfamos una
base ortonormal en H{(2), entonces

1
"=

Observacion. El valor propio A\; es simple (propiedad importante), porque se puede
caracterizar como:

w,, es ortonormal en H; ()

Vol2d
A — min Jo Vol dr
fQ\vP dx
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Observacion. Para comprobar si un operador lineal y continuo 7" es compacto en fy
podemos fiarnos por la siguiente regla.

En el espacio f5, un operador que se limita a multiplicar cada componente por
un numero (7'(z) = (121, azxe, ... )) se llama operador diagonal. Para estos opera-
dores existe una regla intuitiva infalible:

Un operador diagonal es compacto si y solo si sus coeficientes tienden a cero
cuando k va al infinito (limy_, oy = 0) Es claro que igualmente habra que demos-
trarlo formalmente, pero nos da una idea clave para que hacer.

10.1. Folio 1

FEjercicio 10.1.1. Sea H un espacio con producto interno y S un sistema ortonormal.
Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) S es completo
(ii) Ve e H, 218 = =0

i) =>i1)) Seax € H:(r,s) =0 Vs e S. Entonces, o bien z = 0, o bien

1 T T
—(z,5) = (—,s) =0 = — LS8
]l [l ]l

Por lo tanto, S'U {ﬁ} serfa aun un sistema ortonormal, lo cual contradice la
maximalidad de S (a menos que = = 0).

i1) =>1) Si x L S, entonces x = 0, esto implica que no existe ningin sistema
ortonormal S 2 S. Por lo tanto, S es completo.

FEjercicio 10.1.2. Sea H un espacio de Hilbert y S un sistema ortonormal. Demostrar
que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) S es completo
(i) H = [S], es decir, [S] es denso en H ([S] = [span S])

FEjercicio 10.1.3. Sea H un espacio de Hilbert y {e,...,e,,...} un sistema orto-
normal numerable.
Demostrar que e, — 0, pero {e,} no converge fuertemente a ningin elemento de H
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(en particular, e, #— 0 fuertemente).

Recordemos la definiciéon de convergencia débil, para H un espacio normado aparte
de de Hilbert. Se dice que e, converge débilmente a 0, si

F(e,) — F(0) =0 VF e H*

Como H es un espacio de Hilbert, por el teorema de representacion de Riesz, que
dice lo siguiente:

Sea H un espacio de Hilbert, entonces
VE € H*, 3lyr € H tal que F(z) = (z,yr) Vr € H

entonces sabemos que cada funcional F' € H* se puede escribir como F(z) = (z,y)
para algin y € H. Por lo tanto, la condicion de convergencia débil se puede reescribir
como

(en,y) — (0,y) =0 Vye H

Aplicamos la Desigualdad de Bessel al sistema ortonormal {e,} y al vector y

DoIFE)F =) llen ) < lyl* < oo

n=1 n=1
Como la serie de niimeros reales > | F(e,)|? converge (su suma es menor que infinito),
el término general debe tender a cero de forma obligatoria cuando n — oo

lim |F(e,)]? =0 = lim F(e,) =0

n—00 n—0oo
Como hemos partido de un funcional F' € H* absolutamente genérico y hemos
demostrado que F'(e,) — 0 = F(0), aplicamos la Definiciéon 5.1 de tus apuntes y
concluimos

e, — 0

Ahora vamos a probar que {e,} no converge fuertemente a ningtin elemento de H.
Para ello, vedmos cual es la distancia entre dos elemenos cualesquiera del sistema
ortonormal, es decir, dados m,n € N con m # n, calculamos la norma de la diferencia
entre e, y €,

Hen_em|‘2 = (en_€m7 6n_em) - (€n7 en)_(en7 em)_(en"m en)+(€m7 em) =1-0-0+1=2

entonces

len — eml = V2 V¥m,neN;m#n

Si recordamos la definicion de sucesion de cauchye, tenemos
Una sucesion es de Cauchy si, a medida que avanzamos hacia el infinito, los
términos de la sucesion se van pegando cada vez mas entre si. Fs decir, para cual-

quier distancia pequena € > 0, existe un momento a partir del cual cualesquiera dos
elementos ey, e, estan a una distancia menor que €:

lim |le, —em|| =0
n,m—00
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pero nosotros tenemos que si tomamos dos elementos distintos cualesquiera de nues-
tro sistema, la distancia entre ellos siempre es una constante fija de /2, da igual lo
grandes que sean n y m, por lo que

Hm |len — em|| = V2 #0

n,M—00

lo que significa que {e,} no es una sucesiéon de Cauchy, y por lo tanto no es una
sucesién convergente en un espacio de Hilbert (que es completo). En particular, no
puede converger a 0 ni a ningiin otro elemento de H.

Ejercicio 10.1.4. Sea X = C°([0,1]) con la norma usual || ||ooc y T : X — X el
operador integral definido como:
1
T(@)(t) = / K(s,)z(s)ds Ve C®((0,1)), telo1]
0
donde K(t,s) es una funcién continua definida en [0, 1]?. Demostrar que 7' es un
operador compacto.

FEjercicio 10.1.5. Sea T : {5 —> {5 definido por:

T(x)z(xl,%,...,%,...> Ve = (xq,...,Tk,...) € by

Demostrar que T' es compacto.

Primmero probemos que 7" es lineal y continuo (= acotado):

» Linealidad: tomamos dos sucesiones x,y € ¢y y dos escalares «, f € C. Eva-
luando componente a componente

+ -
Tar+ o) = (ar+ oy, S0 S0

5 ey 3

Por las propiedades de las sucesiones, podemos separar los términos de z y de
Y

T(ar + By) = « (ﬂfla =2

2,...>+ﬁ<y1,%,...> = aT(z) + AT(y)

2
Por tanto, T es lineal.

= Continuidad: calculamos la norma al cuadrado de la imagen para cualquier

x €y
> Tl 2 > 1
IT@)IE =30 || = Slof?
k=1 k=1

Como para todo k > 1 se cumple que k% < 1, podemos acotar la serie hacia
arriba quitando los denominadores

IT@)5 <Y1 Jal® = |3
k=1

Tomando raices cuadradas, tenemos que ||7(z)[|2 < 1-[|z[|2. Al estar acotado,
el operador es continuo (y de paso sabemos que ||| < 1).
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Para demostrar T' compacto, buscaremos hacerlo como limite de operadores de rango
finito (que son compactos). Para cada n € N, definamos el operador T}, : fo — {5

por
i) T
To(z) = (:cl,?...,;”,o,o,o,...)
Sabemos que son operadors de rango finito, porque para cualquier z, la imagen
T, (z) tiene todas sus componentes nulas a partir de la posicién n + 1. Por tanto,
la imagen esta contenida en el subespacio generado por los primeros n vectores de
la base canénica (span{ey,...,e,}), que tiene dimensién exacta n < oco. Estéd claro

que es continuo (acotado), por la misma razén que 7.

Estudiemos qué le hace el operador resta (7' — T,,) a un vector x

. . o _ Tn4+1  Tpi2
(T —T,)(z) =T(z) — T(x) <O’0""’O’n+1’—n+2"”>

Las primeras n componentes se cancelan por completo, y solo sobrevive la “cola”
infinita de la sucesion. Calculamos la norma al cuadrado de esta diferencia

<1 (*) 1 > 1
T-1T, 2 _ T2 € 2 _ 2
I -T)@IE= 3 el s G O Il = (el

donde en (x) hemos usado que el sumatorio empieza en k = n + 1, por lo que el
denominador més pequenio de toda la serie es (n + 1)2. Por lo tanto, para cualquier
k en ese sumatorio, se cumple que

1 1

2 S 2
k (n+1)

Tomando raices cuadradas a ambos lados, tenemos que

(T = To)(@)]l2 <

——lalz

Por la definicién de norma de un operador como el supremo, deducimos que la norma
del operador resta cumple

1 1
T-T,| <—— lim |T —T,|| < i =
IT-Tll < — = M ||T - Tfl < lim ——— =0
y como la distancia en norma entre 1" y los operadores de rango finito 7,, tiende a
cero, concluimos que T es el limite uniforme de operadores de rango finito, es decir,
T es compacto.

Ejercicio 10.1.6. Sean XY, Z espacios de Banach y T',.5 dos aplicaciones lineales
conT € BL(X,Y)y S € BL(Y, Z). Demostrar que si una de las dos aplicaciones en-
tre T'y S es compacta, entonces la composicién SoT es compacta (SOT € K(X, Z))

Sea {z,} C X una sucesién acotada cualquiera en X. Nuestro objetivo final es ex-
traer una subsucesion tal que {S(T'(x,,))} converja fuertemente en Z. Para ello,
tenemos dos casos posibles, dependiendo de cual de las dos aplicaciones sea com-
pacta:
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T compacto: como la sucesién de partida {x,} C X esacotaday T € K(X,Y)
es compacto, la definicién nos asegura que existe una subsucesiéon {z,, } tal
que sus iméagenes por 1" convergen fuertemente a algin elemento yy € Y

T(xp,) — yo ennorma de Y (cuando k — o0)

Como S es continua, sabemos que mantiene respecta los limites fuertes, por
lo que tenemos

S(T(xn,)) = (SoT)(x,,) — S(yo) en norma de Z
y por tanto S o T" es compacto.

S compacto: como T es un operador acotado (= continuo), por definicién
transforma conjuntos acotados en conjuntos acotados. Esto significa que la
sucesiéon de sus imagenes en Y, que llamaremos

Yn = T(xn>

es una sucesion acotada en Y. Como S es un operador compacto, y tenemos
{yn} una sucesién acotada, tenemos entonces que podemos extraer una subsu-
cesion {y,, } tal que sus imagenes por S convergen fuertemente a un elemento
2o € Z

S(Yn,) — 20 en norma de Z (cuando k — 00)

que reescribiendolo queda como
S(T(xyn,)) — 20 = (SoT)(x,,) — 2z en norma de Z

y por tanto S o T" es compacto.

FEjercicio 10.1.7. Sea H un espacio de Hilbert y 7' € BL(H). Entonces

=)

T compacto <= T* compacto

Supongamos demostrada la implicacion =) entonces tenemos que si 7% es
compacto, entonces

(Y1

también es compacto, donde en (x) hemos usado que el operador de adjuncién
es involutivo, es decir, que aplicarlo dos veces seguidas nos devuelve al operador
original. Por lo tanto, T es compacto.

Para probar que T™* es compacto tomamos una sucesion acotada cualquiera
{z,} C H (es decir, ||z,|| < M para todo n), y nuestro objetivo es demostrar
que la sucesién de imégenes por el adjunto, {T*(x,)}, contiene una subsuce-
sién que converge fuertemente (en norma) en H.

Es claro que como T* € BL(#H) es un operador acotado, entonces la sucesion
de imédgenes {T*(z,)} también es acotada, porque para todo n se cumple que

1T Cea) | < TN - flall < [IT7]] - M
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Por lo tanto, {T*(x,)} es una sucesién acotada en H, por lo que sabiendo que T
es compacto, tendriamos que para la imagen por dicho operador {T(T*(z,))}
existe una subsucesion, que denotaremos mediante los indices ny, tal que con-
verge fuertemente a algin elemento z € H

T(T*(xp,)) — z (en norma de H cuando k — o0)

Como H es un espacio completo (de Hilbert), tenemos que toda sucesién con-
vergente es una sucesiéon de Cauchy, por lo que esa subsucesién de imagenes
dobles cumple que

|T(T* (= 20, )| 2T (20,)) = T(T*(20,.))| — 0 cuando k,m — oo

(10.1)
donde en (%) hemos usado la linealidad de los operadores T, T*. Ahora nos
centraremos en ver si la subsucesion para nuestro operador T es de Cauchy,
es decir, veamos la distancia entre dos cuales quiera términos

1T (@) = T (@0, )P = 1T (20, = 20, )P = (T (2, = T ), T (2, = o)) =

*

()
= (@, = Ty, T(T (20, = 0,,))) < Ny = T || (1T (T (0, = )|

—
=

donde en (%) hemos usado la propieda del operador adjunto, y en (xx) la
desigualdad de Cauchy-Schwarz. Viendo la desigualdad triangular del primero
término del producto final tenemos

[2n, = @ | < M, |+ |2, | < M+ M =2M
y entonces tenemos
1T (@0, — @, )II* < 2M | T(T* (20, — )

Por la Ecuacién (10.1), el bloque de la derecha tiende a cero cuando k, m — oo,
por lo que

T (xn,) — T"‘(xnm)H2 = ||T"(zp, — acnm)”2 — 0 cuando k,m — 00

que demuestra que la subsucesién {T™(z,,)} es de Cauchy, y por ser H un
espacio completo, esa subsucesién converge fuertemente a algtin elemento de
H. Por lo tanto, T es compacto.

FEjercicio 10.1.8. Sean X e Y espacios de Banach y T' € BL(X,Y’). Demostrar que
si T' es compacto, entonces:

Ty, —z9 en X = T(x,) — T(xg) enYY

Como la sucesién {z, } converge débilmente a x(, por una consecuencia directa del
Principio de Acotacién Uniforme (PAU), sabemos que la sucesién es acotada en

norma
IM > 0 tal que ||z, <M VneN

Supongamos, por el contrario, que la sucesién de iméagenes {T'(x,)} no converge
fuertemente a T'(zg). Por la definicién de limite, si una sucesién no converge a un

130 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Analisi Funzionale 10. Ejercicios

punto, significa que existe un radio € > 0 y una subsucesién {z,,} tal que sus
imdgenes se quedan siempre fuera de la bola de radio € centrada en T'(x)

IT(@0) ~ T(xo)l| > & VE €N

El objetivo serd aplicando la unicidad del limite de la convergencia débil y su rela-
cién con la convergencia fuerte, que demostremos que dicha sucesién si converge a
T(xp), llegando a una contradiccién, vedmoslo.

Ahora miremos la subsucesién {x,, }. Como es una subsucesién de una sucesién aco-
tada, {z,, } también es acotada. Como el operador T" es compacto, entonces de {x,, }
podemos extraer una sub-subsucesion tal que sus imagenes convergen fuertemente
a algiun elemento y € Y

T(:L‘nkj) — y (cuando j — o0)
Como la convergencia fuerte implica la débil, tenemos que
T(:z:nkj) — y débilmente en YV (10.2)

Por otro lado, recordemos que la sucesiéon original cumplia que x,, — xy débilmente,
por lo que la subsucesién {z,, } también conserva el mismo limite débil
J

Tp, — xo débilmente en X
J

y aplicando que T" aparte de ser compacto, es un operador lineal y continuo, entonces
T(xp, ) — T(xy) débilmente en Y (10.3)
J

Ahora juntando Ecuacién (10.3) y (10.2), tenemos que como el limite de la conver-
gencia débil es tnico, entonces

T(ay) =y = T(tn,) — y = T(x0)

pero nosotros comenzamos diciendo que todos los términos de la subsucesién {7'(z,, )}
tenfan que estar a una distancia mayor o igual que € de T'(xg). Es imposible que una
sub-subsucesién de ella converja a T'(xg) si todos sus términos estan “lejos” a una
distancia fija €, por lo que llegamos a una contradiccion.

Como asumir que la sucesién no convergia fuertemente nos ha llevado a una contra-
dicciéon matematica insalvable, nuestro supuesto inicial debe ser falso. Por lo tanto,
obligatoriamente

T(x,) — T(xg) fuertemente en norma en Y

como se queria demostrar.

FEjercicio 10.1.9. Sean X e Y espacios de Banach y T' € BL(X,Y’). Demostrar que
si X es reflexivo y para cada sucesién {x,} C X se cumple la implicacion:

T, — 9 = {T'(z,)} es relativamente compacta
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entonces T es un operador compacto.

Aplicando el Teorema de Banach-Alaoglu al espacio de Banach X*, obtenemos que
la bola cerrada By« es débilmente—x compacta en X**. Como X es reflexivo, la
inyeccién canonica J : X — X** es sobreyectiva, por lo que identifica exactamente
la bola original con la del bidual (J(Bx) = Bx=«), entonces como X es reflexio
tenemos que

convergencia débil y convergencia débil-* coinciden en X* = By es débilmente compacta en X

Llegados a este punto queremos probar que 1" es compacto, para ello tomaremos una
sucesion acotada cualquier {z,,} C X,y veremos si de {T'(z,)} podemos extraer una
subsucesién convergente.

Como la sucesion esta acotada, eso signficia que existe un radio R > 0 tal que
|zn]] < R para todo n € N. Por lo tanto, toda la sucesién esta contenida en una bo-
la cerrada acotada (que formalmente es un escalado de la bola unidad, R-By). Como
acabamos de demostrar minuciosamente usando la reflexividad de X y el Teorema
de Banach-Alaoglu, la bola cerrada en X es débilmente compacta, lo que significa
que {z,} contiene una subsucesién débilmente convergente en la bola cerrada.

Por lo tanto, de nuestra sucesién acotada {z,} podemos extraer una subsucesién
{2y, } que converge débilmente a un elemento 2o € R- By C X

T, — X0 S0 {T'(xy,)} es relativamente compacta en Y’

donde en (*) hemos usado la hipétesis que nos da el enunciado. Por definicién, que
el conjunto de términos de la sucesion {T'(z,, )} sea relativamente compacto en un
espacio métrico completo (como el espacio de Banach Y) significa que su clausura
es compacta.

La consecuencia directa de esto en términos de sucesiones es que de esa misma suce-
sion de imagenes se puede volver a extraer una subsucesion que converge fuertemente
(en norma) hacia un punto de Y. Denotemos a esta nueva sub-subsucesiéon mediante
un doble subindice como {:L‘nkj }. Entonces, existe un elemento y € Y tal que

T(xp, ) — vy (en norma de Y cuando j — o0)
J
Hemos partido de una sucesién acotada cualquiera {x,} C X vy, gracias a la refle-
xividad y a la hipotesis de compacidad relativa, hemos sido capaces de encontrar

una subsucesién {z,, } tal que sus imagenes por el operador, {T'(x,, )}, convergen
J J
fuertemente en norma.
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10.2. Folio 2

FEjercicio 10.2.1. Para el operador 1" : ¢, — ¢,,, con 1 < p < oo, definido por
T(z) = (21,%,...,%,...) para x = (xl,...,xn,...) € l,, demostrar.

(i) 0 € o(T)

(ii) 0 no es un valor propio

(ili) o(T)={0,1,..., %, ...}

i) Para demostrar que 0 € o(T'), para ello sabemos primero que ¢, es de dimensién
infinita, por lo tanto si vemos que el operador es compacto tendriamos lo
pedido. Para ello, basta con observar que T es el limite de los operadores de
rango finito T, : ¢, — ¢, (que son compactos) definidos por:

i) T
T :( ,-,...,-,0,0,...)
k@) = (715 k

Ahora calculamos la norma de la diferencia (7" — T})

(T—ﬂﬂ@:(Qnﬁluﬂ ““.“>

k+1 k+2

Evaluamos su norma en £,

- = Y [2f

n=k+1

k:+1 Z|”|p k;+1) Il

Tomando la raiz p-ésima a ambos lados

1

T -1, < ——

(T = T @)l < 5
Por la definicion de norma de un operador

(T - T)@)l, _ 1

1], Skl

1l

|7 = T || = sup
x7#0

Si hacemos el limite cuando & — oo
lim ||T —Ty|| =0
k—o0

Como T es el limite en norma de una sucesién de operadores compactos (7}),
T es compacto, y se tendria 0 € o(7).

i1) La idea a aplicar es que cuando decimos que A = 0 es un valor propio significa
que existe un vector no nulo z # 0 tal que T'(z) = 0-2 = 0. Es decir, buscamos
si el nucleo ker(T") tiene méds elementos que el cero. Vedmoslo rigurosamente.
Planteamos la ecuacion de autovalores para A\ = 0:
) Tn
57...,;’...>
Igualando componente a componente: z; = 0% =0 = 1wy = 0...72 =
0 = x, =0 Vn € N. El inico vector que cumple esto es el vector nulo
z = 0. Como no existe ningin vector x # 0 tal que T(x) = 0, concluimos
rigurosamente que 0 no es un valor propio (0 ¢ e(T)).

T(x) =0 = (:cl, —(0,0,...,0,...)
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iti) Sea A € C tal que A # 0y A # % para todo n € N. Queremos probar que
A € p(T), es decir, que para cualquier sucesion y € ¢, existe una tinica solucion
x €, tal que
(T'=AD)(z) =y

donde lo que estamos demostrando a priori es la sobreyectividad e inyectividad.
Si escribimos esta ecuaciéon componente a componente:

(O—Aﬂm(%—A>@,w(%—A>%wu>:Qmm,”ymnj

Como hemos elegido un A que no anula ningin término (ya que A # %),
podemos despejar cada componente x,, de forma tnica

Vn e N

Ty =

falta ver que efectivamente (x,,) € £,. Para conseguirlo, analizamos el compor-
tamiento del denominador cuando n — oo

Hm(l—A)zo—A:—A
n—oo \ N

Como A # 0, este limite es un nimero estrictamente distinto de cero. Esto
significa que la sucesién de los denominadores no se acerca a cero infinitamente;
se mantiene “lejos” de cero a partir de cierto término. Por lo tanto, la sucesion
inversa esta acotada por una constante superior M > 0

1
)

‘<M Vn € N

Por lo tanto, se cumple la siguiente desigualdad

1
n=1'"n

P o0
Yn
)\' §Mp;]yn]p<+oo

lo que implica que x = (z,,) € .

Fjercicio 10.2.2. Sea H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de H, con
M # H. Demostrar que si P = Py, es el operador de proyeccion ortogonal sobre M,
entonces los nimeros 0 y 1 son valores propios de P.

Demostrar ademés que el conjunto de los valores propios es precisamente {0, 1} (en
realidad se podrfa demostrar que o(P) = {0,1}).

Usaremos el Teorema de la Proyeccién Ortogonal (o de Descomposicién Ortogonal),
que dice que si M es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, enton-
ces el espacio entero se puede romper limpiamente en la suma directa de M y su
complemento ortogonal M~ es decir

H=MoM*"
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lo que significa que cualquier vector x € H se puede escribir de forma unica como
T =Ty + Tpt

donde zy; € M y 2,1 € M*. El operador de proyeccién ortogonal actiia quedando-
se inicamente con la parte que vive en M: P(z) = ;.

Demostraremos ahora que 0 y 1 son valores propios de P. Para probar que un
numero A es un valor propio, debemos encontrar un vector no nulo x # 0 tal que
P(z) = Az.

» Caso A\ = 1: tomemos un vector cualquiera z que viva dentro del subespacio
M (con x # 0, lo cual es posible porque al ser subespacio contiene al menos
al vector nulo, y el enunciado no dice que M = {0}).

Como x € M, su descomposicion unica es simplemente z = x + 0, donde su
componente ortogonal es cero. Por definicién del operador de proyeccion:

Plx)y=z=1-x

Por lo tanto, A = 1 es un valor propio de P, y cualquier vector de M es un
autovector asociado (es decir, M C Vi).

= Caso A = 0: tomemos ahora un vector cualquiera y que viva en el complemento
ortogonal, y € M+. Como el enunciado nos dice que M # H, el complemento
ortogonal M+ no es vacfo y contiene vectores distintos de cero (y # 0).
La descomposicion tnica de este vector es y = 0 + y, ya que su componente
en M es nula. Aplicando el operador de proyeccion:

Ply)=0=0-y

Por lo tanto, A = 0 es un valor propio de P, y cualquier vector de M~ es un
autovector asociado (es decir, M+ C V)

Queremos probar que no puede existir ningtin otro valor propio misterioso fuera de
estos dos. Para ello, supongamos que existe un valor propio A € C tal que A # 0,1
con un vector propio asociado no nulo x # 0, tal que

P(z) = \z

Vamos a descomponer de forma tnica a ese autovector x usando el teorema de la
proyeccion: x = xp; + xr1, por lo que si aplicamos el operador P a ambos lados de
la igualdad de autovalores, obtenemos por un lado

P(z) = P(xy +ap0) = Ploy) + Ployn) =axy +0 =2y
Y por el otro lado, sustituyendo x por su descomposicion en la expresion Ax
Ax = Napy + xpe) = Axpr + Azpye
Igualando ambas expresiones (P(z) = Az)

Ty = Ary+ Ay = (1= Nay — Az =0
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Como M y M+~ son ortogonales, la interseccién entre ellos es tinicamente el vector
cero (M N M+ ={0}). Dado que (1 — XN)zpys € M y Ay € M, para que su resta
sea el vector nulo, cada componente por separado debe ser obligatoriamente cero

(I =XNazpy =0 y Axpye =0

Como el autovector original x # 0, es imposible que ), vy 3,1 sean cero a la vez.
Esto nos fuerza a analizar dos tinicos caminos posibles:

» Sixp # 0, entonces de la ecuacién (1 — A)zp = 0 se deduce que (1 —\) =0,
lo que implica que A = 1, contradiccién.

» Sixy e # 0, entonces de la ecuacién Az = 0 se deduce que A = 0, contra-
diccion.

por lo que no puede existir ningtin valor propio A distinto de 0 y 1. Por lo tanto, el
conjunto de los valores propios de P es exactamente {0, 1}, es decir

e(T) ={0,1}

Ejercicio 10.2.3. Sea H un espacio de Hilbert y T': H — H un operador compacto.
Demostrar que no puede existir una constante a > 0 tal que:

(T(z),2) > allz||?,  VzeH

Es importante notar que vamos a suponer dimension infinita para H, pues para el
caso de dimensioén finita, no es cierto lo propuesto. Podemos tomar por ejemplo el
espacio de Hilbert R? de dimensién finita, y donde sabemos que la bola unidad es
compacta y entonces

Id: R? — R?
r +—— X

es compacto. Estariamos en la hipdtesis del enunciado, pero en cambio tendriamos
2
(Tz,2) = (z,2) =1 2|
y tomando a = 1 tendriamos la contradiccién del enunciado.

Dicho esto, estudiemos ahora el caso de ‘H dimensién infinita, donde supondremos
que si existe a > 0 que cumple dicha caracteristica y veremos a donde llegamos.
Como el espacio de Hilbert H es de dimensién infinita, existe un sistema ortonormal
infinito de vectores {e, }nen C H, que por definicién cumplen

len]] =1 ¥YneN y (e, en) =0 sin#m

y de los cuales la distancia entre dos de ellos distintos (ya calculada en teoria varias
veces) se puede obtener asi

€n — Em =€n;€n) — (€n;Em) — (Em, En €my €m)||€n — Em =
I 1> =(en, en) = ( ) — ( )+ ( )l I

—1-20)4+1=2 = |len —enll =V2 Vn#m
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Por propiedades por ser sistema ortonromal, sabemos que la sucesién {e,} estd
acotada y como T' es compacto, podemos obtener una subsucesién de sus imagenes
convergente, es decir

T(en,) — z en norma de H cuando k — oo

Dado que toda sucesién convergente es una sucesién de Cauchy (H espacio de Hil-
bert), esta subsucesién de imégenes cumple obligatoriamente que la distancia entre
sus términos tiende a cero cuando los indices crecen

|T(en,) —T(en,,)|| — 0 cuando k,m — oo

Vamos a evaluar la propieda de la hipétesis con = = e, — e,,, donde k # m

()
allen, = en, |I* < (T(en,) = Tlen,,), €n, — €n,) < [1T(en) = Tlen, )| - len, — €l

donde en (*) hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Aplicando la distancia
entre dos elementos de la sucesion distintos tenemos que

a2 < | T(en,) = Tlen, )|l - V2 = V2o <||T(en,) = Tlen,,)l|
donde finalmente si tendemos k, m — oo tenemos que
V2a <0 = a <0

lo cual es una contradiccién, pues dijimos « > 0, entonces no existe dicho o y queda
demostrado lo que se queria.

FEjercicio 10.2.4. Sea H = {5, entonces dado el siguiente operador

T : H — H

(X1, @0, Ty o) > (Toy oo, Tty -)

Calcular el operador adjunto 7™ y demostrar que ningtin niimero complejo A € C
puede ser valor propio de T™.

Recordemos que el espacio H = /5 es el espacio de sucesiones complejas de cuadrado
sumable, dotado del producto escalar estandar

(2,9) = > 2l
n=1

Por definicion, el operador adjunto 7™ es el iinico operador que satisface la identidad
(Tz,y) = (z,T"y) Va,y €l

Desarrollemos el lado izquierdo aplicando la definicién de tu operador T'(z) =
(332,.%’3,...,33n+1,...)

(Tz,y) = > (T2),Tn = 2277 + 2575 + TaTs +++* + Tpa P + - =
n=1
=210+ 2o Yr+a3 Yot +Tp Y+ = ((x1,22,73,...), (0,91, Y2, Y3, - - -
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Comparando con la definicién del adjunto (x, T*y), deducimos por unicidad que

T*<y) = (an1>y27 ey Yn—1, - )

a este operador T™ se le conoce como el operador de desplazamiento a la derecha
(right shift operator).

Veremos ahora si hay valores propios. Por definicién, un nimero complejo A € C es
un valor propio de T™ si existe un vector no nulo y € ¢y (y # 0) tal que se cumple
la ecuacion de autovalores

T (y) = \y

donde si la vemos componente a componente viene dada como

(0 = Ay1
Y1 = Ay2
Yn = >\yn+1

L .

Veamos los distintos casos de A:

s Caso A\ = 0: de la primera ecuacién 0 = Ay; se deduce que y; puede ser
cualquier nimero complejo, pero de la segunda ecuacion y; = Ay, se deduce
que y; debe ser necesariamente cero. Si seguimos con el resto de componentes
vemos que todos los términos de la sucesién sean cero

y=(0,0,0,...)

y como el vector nulo no puede ser un vector propio por definicién, concluimos
que A = 0 no es valor propio.

s Caso A\ # 0: de la primera ecuacién 0 = Ay; se deduce que y; = 0. De la
segunda ecuacion y; = Ays se deduce que y, = 0. De la tercera ecuacion
Y2 = Ay se deduce que y3 = 0. Siguiendo este razonamiento, vemos que todos
los términos de la sucesién deben ser cero

y = (0,0,0,...)

y como el vector nulo no puede ser un vector propio por definicién, concluimos
que ningin A # 0 es valor propio.

Finalmente obtenemos que ningin nimero complejo A € C es valor propio de T, es
decir

e(T*) =10

FEjercicio 10.2.5. Si X es espacio de Banach de dimensién infinita y T € K(X),
entonces

0€o(T)
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Si por el contrario (P.A.) T—0-Id = T fuera biyectiva, entonces ToT ! = Id € K(X)
(va que la composicién de operadores compactos es compacta), veamos que la iden-
tidad Id no es compacto.

Sabemos que como X es de dimension infinita, entonces la bola unitaria no es
compacta. Si el operador Id : X — X fuese compacto, por definicién, transformaria
el conjunto acotado Bx en un conjunto relativamente compacto. Como Id(Byx) =
By, esto significaria que la clausura de By (que es ella misma, por ser cerrada) es
compacta. Es decir, By seria compacta en norma, pero dijimos que no era compacta,
y por tanto como llegamos a una contradiccién, tenemos que Id no es compacto, es
decir

0€o(T)
Ejercicio 10.2.6. Sea T': {5 — {5 el operador definido por:

(I) T(x) ={izitien+ stz = (z1,...,2j,...) € Ly
donde {¢;} es una sucesién que representa los nimeros racionales en [0, 1], es
decir

{a;} =QnN[0, 1]

(II) T(ac):(O,xl,gﬁ2 ,%’“,) st = (x1,...,24,...) €l

2

En ambos casos, 1) o IT), determinar el espectro de T'y los posibles valores propios.
LEs T compacto?

Veamos ambos casos por separado.

Caso I) Como {«;} es una numeracién de los racionales en [0, 1], todos los coefi-
cientes cumplen que |o;| < 1, entonces

+oo —+00 +oo +oo
T @7, = lewa* = Jaillanl* < D1+ fail* = |ail” = ||]]7,
i=1 i=1 i=1 i=1

que cumple la continuidad de 7' y la linealidad es trivial. Vamos a probar que
T no es compacto, para ellos cogeremos la base canénica {e,}, y tenemos que
T(e,) = ape,, ahora tomemos una subsucesién cualquier de esta sucesién de
imagenes, es decir, T'(e,, ) = @, €n,, ¥ Veamos su comportamiento.

Dado que {a;} es una numeracién de los racionales en [0, 1], esta sucesién de
coeficientes {a,,, } no puede tener ningin limite (pues los racionales no tienen
ningin punto de acumulacién), por lo que la distancia entre dos términos
distintos de esta sucesion no puede tender a cero, es decir

Fjercicio 10.2.7. Sea el operador

T: C°%0,1) — C°J0,1])
r — T(z)

donde x : [0,1] = R € C°([0,1]) (funcién continua), y T'(z)(t) :=t - z(¢). Se pide:
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i) Calcular (7).
ii) Demuestra si T' es compacto o no.
Vedmos la resolucién de cada apartado por separado.

i) Tomemos una funcién arbitraria f € C°([0,1]) y un nimero A € R, entonces la
ecuacion de resolvente es la siguiente

(T~ Md)(x) = f

y buscamos encontrar si existe dicho x que cumpla esta ecuacion. Si existe,
entonces A € p(T), y si no existe, entonces A € o(7"). Para resolver esta
ecuacién, basta con pasar todo a un solo lado y sacar factor comin x(t),
quedando la ecuacién de la siguiente forma

(T=Md)(2)(t) = t-a(t)=Xa(t) = (t=Na(t) = f(t) < a(t) = == VEe[0,]]

Ahora tenemos dos casos a estudiar

= Si\¢[0,1], entonces t — X\ # 0 para todo t € [0, 1], por lo que z(t) = %
es una funcién continua (ya que f es continua y el denominador no se
anula), por lo que existe solucién para cualquier f, y ademds es tnica,

por lo que A € p(T).

= Si\ € [0, 1], entonces existird un punto exacto en el dominio, al que llama-
mos typ = A, donde el denominador se desvanece por completo: (to—A) = 0.
Si intentamos evaluar la solucién candidata en ese punto, tendriamos:

Si elegimos una funcién f tal que f(A) # 0, la divisién por cero genera
una asintota vertical (una discontinuidad que tiende a infinito). Es im-
posible encontrar una funcién continua z(t) que satisfaga la igualdad en
ese punto. Por lo tanto, no existe solucién para esa funcién f, y por tanto
A € o(T). Dado esto tenemos entonces que

[0,1] € o(T)
Juntando ambos cosas tenemos finalmente que

o(T) =10,1]

i1) Para determinar si T" es compacto o no, basta con estudiar si el espectro de T sin
el punto 0 coincide con el conjunto de valores propios sin el punto 0. En este
caso vamos a demostrar que el conjunto de valores propios es vacio, es decir,
e(T) = 0, lo cual implica que T no es compacto (de lo contrario se tendria
o(T)\ {0} = e(T') \ {0}). Para ello, basta con resolver la ecuacién de valores
propios

T(x) =X <= T(z)(t) = (t) < ta(t) = ze(t) < (t—Nz(t) =0 Vte]0,1]
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donde tenemos que x debe ser una funcién no nula. Para que el producto de
dos nuimeros reales sea cero, es obligatorio que el primero sea cero, el segundo
sea cero, o ambos. Por lo tanto, en cada punto t € [0, 1], la matemética nos
obliga a elegir entre una de estas dos opciones:

= Opcién A: el primer paréntesis se anula: ¢t = \.
» Opcién B: la funcién se anula en ese instante: x(t) = 0.

Supongamos por un momento que si existe un valor propio A con su correspon-
diente funcién propia x(t) # 0. Como hemos supuesto que x # 0, la definicién
nos garantiza que existe al menos un punto concreto, llamémoslo ¢y, donde la
funcion tiene una altura distinta de cero

Si en el punto ¢y la funcién se encuentra a una altura z(ty) # 0, estd obligada a
mantenerse alejada del cero en todo un pequeno entorno (un intervalo abierto)
alrededor de t(, entonces

x(t) #0 Vt € Entorno(t)

lo cual es claramente un absurdo, pues A es una constante y no puede tener
varios valores en un entorno de ty. Por lo tanto, no existe ningin valor propio

Ay e(T) = 0.
Fjercicio 10.2.8. Sea T' € BL(H) autoadjunto y compacto. Entonces los nimeros:

m = inf (T'(u),u) M = sup (T'(u),u)

[lufl=1 uweH
ueH luf=1
son minimo y maximo.
Queremos demostrar que el supremo M = sup (Tu,u) se alcanza, es decir, que
[lull=1

existe un vector u € H con ||u|| =1 tal que (Tu,u) = M.

Por la propia definicién de supremo, existe una sucesion de vectores {u, }nen C H en
la esfera unidad (||u,|| = 1) tal que sus imédgenes por la forma cuadréitica convergen
a M

lm (Tup, u,) = M

n—oo

Como la sucesién {u, } estd acotada (||lu,|| = 1), por las propiedades de los espacios
de Hilbert, sabemos que posee una subsucesion {u,, } que converge débilmente a
algiin elemento @ € H (es decir, u,, — @).

Aqui es donde entra la compacidad de T'. Por definicién, un operador es compacto
si transforma sucesiones débilmente convergentes en sucesiones fuertemente conver-
gentes (en norma). Por lo tanto

w,o

Uy 5@ = Tlup,) 2 T(a)
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Vamos a calcular el limite de nuestra forma cuadrética a lo largo de esta subsucesion
(T (1t ), ) = (T 1, = T@) + T(@), ) = (Tttny) = T@), t,) + (T(@), 0, )
Analicemos los dos términos cuando k& — oo:

= El primer término se apaga por la convergencia fuerte en norma del Paso 2

(T (uny,) = T(@), ung)| < T (un,) = T@)] - [[un || — 0

= El segundo término converge por la definicién de convergencia débil (u,,, — @)

i (T(@), un,) = (T(a), )

Uniendo ambos resultados, obtenemos que
M = lm (T (up, ), uny) = (T'(@), @)
— 00

Hemos demostrado que el valor M se alcanza en el vector u, solo nos falta un detalle
critico: asegurarnos de que « mide 1.

Por la convergencia débil, sabemos por propiedad general que ||a| < liminf ||u,, | =
1. {Podria ser menor que 17 ;O incluso cero?

» Caso A:si M >0, si||al]| <1 (y dado que no puede ser cero porque entonces

Tu,u) =0 M), podemos definir el vector normalizado v = =, que cumple
]

U

|v|l = 1. Calculamos su valor:

oo =(7 () o) = T T =

Como ||u]| < 1, entonces H;HQ > 1. Como M > 0, esto implicaria que:

(Tv,v) > M

iContradiccién! No podemos encontrar un vector con un valor mayor que el
supremo M. Por lo tanto, obligatoriamente ||u| = 1.

= Caso B: si M = 0Si el supremo es 0, dado que T' es autoadjunto y compacto,
por el teorema espectral sus valores propios son reales. Si M = 0, significa que
(Tu,u) < 0 para todo u, por lo que el operador es semidefinido negativo. En
este caso, el valor propio maximo es 0 y su vector propio asociado (que siempre
podemos elegir de norma 1) cumplird que (T'u,u) = (0,u) = 0 = M.

s Caso C: si M < 0, se razona exactamente igual que en el Caso A, pero la
contradiccion con las desigualdades se invierte de signo.

Por lo tanto, en todos los casos existe un vector legitimo con ||a|| = 1 tal que
M = max (T
%?3{1 (T(u), u)
ull=

Anélogamente, repitiendo el proceso con una sucesién minimizante, se demuestra
para el infimo m
m = min (T'(u), u)
llufl=1
ueH
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Ejercicio 10.2.9. Sea X = L*((0,1)) y T el operador definido por:
T(u)(z) = / wt)dt,  Vue X
0

(es el mismo de un ejercicio precedente)

i) Demostrar que 1" es compacto (Sugerencia: utilizar adecuadamente el Teorema
de Ascoli-Arzela).

ii) jEl numero 0 pertenece al espectro de T7 ;Es un valor propio?

Ejercicio 8.3.2.

FEjercicio 10.2.10. Sea X un espacio normado, z € X un elemento suyo fijado y f
un funcional en X*. Definimos el siguiente operador 7' : X — X:

T(x) = f(z)z, reX
Demostrar que T' es compacto.

Veamos primero la linealidad y continuidad del operador.

» Linealidad: tomamos dos elementos z,y € X y dos escalares a, f € C (o R).
Usando la linealidad del funcional f € X*

T(ox+Py) = flax+Py)z = (af(x)+8f(y))z = af (x)z+Bf(y)z = oT (2)+5T(y)
Por tanto, T es lineal.

» Continuidad (= Acotacidén): calculamos la norma de la imagen para cual-
quier z € X. Como f(z) es un escalar y z es un vector, los escalares salen
fuera del médulo de la norma

[T ()] = [[f(@)z]l = |f ()] - [=]]

Como el enunciado nos dice que f € X*, sabemos por definiciéon que f es
un funcional continuo, lo que significa que esta acotado por su propia norma:
[f (@) < [[fI] - lz]l, entonces

1@< (- 1) - 2l = (- D=1 - ]

y dado que ||f]| ¥ ||z|| son nimeros reales fijos y constantes, si llamamos C' =

[£[I'- [|=]], tenemos que
1T ()| < Cf]]

por lo que T acotado, y entonces T es continuo.

Vamos a demostrar ahora que 7" es compacto. Vamos a mirar cudl es la imagen del
operador (Im(7T)), es decir, qué tipo de vectores pueden salir de aplicar T

)= flz)- 2

Escalar Vector fijo
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Cualquier vector que salga de aplicar T" a un elemento x del espacio es simplemente
el vector fijo z multiplicado por un nimero. Esto significa que toda la imagen de T’
se encuentra contenida en la recta generada por el vector z

Im(T) = span{z} = dim(Im(7T")) <1< oo

por lo que como la imagen tiene dimensién finita, por definicién 7" es un operador
de rango finito. Sabemos por un teorema visto que todo operador de rango finito es
compacto, pero esto se ve facilmente de la siguiente manera.

Si tomamos un conjunto acotado B en X, entonces su imagen 7'(B) es un con-
junto acotado en span{z}, es decir, es un conjunto acotado en una recta. Cualquier
conjunto acotado en una recta es relativamente compacto, pues su clausura es com-
pacta (es un segmento de recta cerrado y acotado). Por lo tanto, T'(B) es relativa-
mente compacto para cualquier conjunto acotado B de X, lo que implica que T' es
compacto.
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inT

Figura 10.1: Diagrama de la aplicacion f; o T

10.3. Folio 3

FEjercicio 10.3.1. Sean X,Y espacios de Banach, 7" un operador lineal tal que 7' :
X — Y,y {fi}iez C Y* una familia que “separa los puntos de Y, es decir

Yy # y2, 3j € I tal que f(y1) # fi(12)

Demostrar que si f; o T es continuo Vi € Z, entonces T' es continuo. (Sugg.: utilizar
el teorema del grdfico cerrado)

Vamos a usar el Teorema del Grafico Cerrado, para ello entonces debemos demostrar
que T es cerrada, lo que equivale a demostrar que el grafico I'r es cerrado, es decir

V(z,) CX : zy— 2y T(r,) —y = y=T(2)
Supondremos las hipdtesis, es decir, una sucesién cualquier (z,) que cumple
T, —zyT(x,) —y

entonces
tim f(T () 2 fi (1im T(2)) = fiy)

donde en (*) hemos usado que f; continua por pertenecer a Y*. Mirando el Diagrama
10.1, sabemos que f; o T es una aplicacién de X en R (y continua por hipdtesis), y
recordando que x,, — x, entonces

lim (f; 0 T)(2a) = (fs o T)( 1 ) = (fi 0 T)() = fi(T(x))

n—oo n—oo

Uniendo ambos resultados tenemos que
fi(T(z)) = fily) VieZ

Lo que queda ahora es pensar que atn siendo las imagenes iguales, jes posible que
y v T'(z) sean vectores distintos? Esto sabemos que no es posible pues en el caso de
y # T'(x), al tener la propiedad de que la familia “separa los puntos de Y, entonces
tendriamos

fily) # f;(T(z)) paraalgin j €T

lo que es un absurdo con lo obtenido. Queda por tanto demostrado que

y=T(z)
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FEjercicio 10.3.2. Sea {ep }nen+ una base ortonormal en un espacio de Hilbert sepa-
rable H y T : H — H una aplicacion lineal y continua. Demostrar que

T es isometria <= {T'(e,)}nen+ €s un sistema ortonormal en H

=) Para probar que {7'(e,,) }nen+ €s un sistema ortonormal, por definicién, debe-
mos demostrar que se cumplen dos condiciones para cualquier par de indices
n,m:

(@) |

(17) (T(en),T(en)) =0 para todo n # m (vectores son ortogonales).

T(e,)|| = 1 para todo n (norma de cada vector es 1).

Sabiendo que T es isometria veamos lo siguiente

12" + 2(z,y) + [ly* = e+ ylI* = Tz + y)|I* = (T +y), T(x +y)) =
=2(T(2), T(y)) + IT@)* + T (W)II* =
=2(T(x), T(y) + lzI* + [ylI* = (v.9) = (T(2),T(y)) Y,y H

Aplicando lo demostrado anteriormente tenemos que dados dos elementos cua-
lesquiera de nuestra base ortonormal, e, y e,,, entonces

1 sin=m

(T'(en), T(em)) = (en, €m) = {0 sin#m

donde queda demostrado (i) y (ii), y por tanto {T'(e,)}nen+ €8 un sistema
ortonormal en H.

<=) Aqui tenemos que demostrar que 7" es una isometria, es decir, |7'(z)|| = ||z||
para todo x € H.
Sea x € H un vector cualquiera del espacio de Hilbert. Como {e, },en+ €s una
base ortonormal (que equivale a ser sistema ortonormal completo), podemos
expandir el vector z en su serie de Fourier abstracta

“+oo
T = E Qpen, donde o, = (z,€e,)

n=1

y por la identidad de parseval se tiene

+oo
2] =)l (10.4)
n=1

Introduciendo la igualdad de cualquier x € H en la aplicacién de T tenemos

:T(Zlanen> Zlan (en) = ||T(2)|?* = (Zan en), Z&m em>

donde en (*) hemos aplicado linealidad y continuidad (esta iltima para poder
meter el operador dentro del limite de la sumatoria). Siguiendo con el mismo
desarrollo tenemos

400 +o0o

IT@)° =)D antim(T( Z|an|2 1—Z|Oén|2—||x||2

n=1 m=1
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donde hemos demostrado que 7' es una isometria, y por tanto queda demos-
trado el ejercicio.

FEjercicio 10.3.3. Sea M un subespacio cerrado de uno espacio de Hilbert H y T €
BL(H). Demostrar que:

i) si T es autoadjunto y M es invariante por T (es decir, T (M) C M), entonces
también M+ es invariante por T' (es decir, T(M=*) C M*).

ii) si M y M~ son invariantes por T, entonces lo son también por T*.

Ejercicio 10.3.4. Sea T : C°([0, w]) — C°([0, 7]) el siguiente operador lineal:
T(u)(t) = sin(t)u(t), t e [0,7]

Encontrar la norma de T, el espectro de 7', los posibles valores propios y los corres-
pondientes espacios propios. ;Es el operador T" compacto?
Recordemos que aqui trabajamos con la norma del supremo dada asi

[ulloo = sup fu(t)] = méx |u(t)]
tel0,7] t€[0,m]

donde trabajamos con el méximo (en lugar de supremo), porque al ser funcioines
contiuas, el teorema de Weierstrass nos asegura que se alcanza el maximo. Sabemos

que C°([0,7]) es el espacio de las funciones continuas en [0, 7] que es un espacio de
Banach.

Calcularemos ahora la norma del supremo, para ello primero buscaremos la acotacion
susperior, veamoslo

T(u)||o = méx |T(u)(t)| = méax | sin(t)u(t
7o)l = mix [T()(0)] = mi | sin(tyu(t)|

Sabemos que para cualquier ¢ € [0, 7], el seno estd acotado por 1 (|sin(¢)| < 1). Por
lo tanto, podemos separarlo hacia arriba:

1T (w)lloo < max (1 |u(t)]) = max |u(t)| = [[ullo VYu € CO([0,7])

te[0,m] te[0,7]

Pasando la norma de u dividiendo, el supremo de la fraccién no puede superar a 1,
por lo que

T(u)||oo
7] — sup 170!

<1
w0 |ule

Ahora falta tomar un u € C°([0, 7]) tal que encontremos que esa fraccién es 1, para
ello tomaremos u(t) = 1 Vt € [0, 7], y entonces tenemos

T o = ’ . t 1 — ’ . t :1
7)1 = mx [sin(t) 1] = e | sin(t)|

donde el méximo se alcanza en t = 7, y sabiendo que ||1]|, = 1, tenemos que

IT(W)lse o 1Tl

> —1 = |7 =1
[l oo [[1{]oo

||| = sup
u#£0
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Estudiaremos ahora los valores propios y los subespacios propios asociados. Plan-
teamos la ecuacién de autovalores T'(u) = Au para una funcién no nula u # 0. Esto
significa que en cada punto t € [0, 7] debe cumplirse

sin(t)u(t) = Au(t) = (sin(t) — N)u(t) =0 Vt € [0,

Para que \ sea un valor propio, debe existir una funcién continua u(t) que no sea
idénticamente cero y cumpla esa igualdad en todo el intervalo. Analicemos qué
ocurre:

= Si fijamos un valor de A, el paréntesis (sin(t) — )\) solo puede valer cero, a lo
sumo, en uno o dos puntos aislados del intervalo [0, 7| (por ejemplo, si A = 1,
solo vale cero en t = 7/2).

» En todos los demds puntos de la linea donde sin(t) # A, el paréntesis no es
cero, lo que obliga matematicamente a que u(t) = 0.

= Como la funcién u(t) debe ser obligatoriamente continua, si vale cero en casi
todo el intervalo, por continuidad se ve arrastrada a valer cero también en esos
puntos aislados.

Por tanto, la tinica funcién continua que satisface la ecuacion para cualquier \ es la
funcion nula u(t) = 0. Como no existe ninguna funcién testigo no nula, concluimos
que el operador no tiene ningun valor propio, es decir

e(T) =10
Calculemos ahora el espectro de T', donde ya sabemos que

o) C{AeCIIN [T} ={reC|A <1}

Por definicién, un nimero A € C pertenece al espectro o(T) si el operador (T — AI)
no es biyectivo (es decir, o falla la inyectividad o falla la sobreyectividad). Para com-
probar esto, planteamos la ecuacion fundamental del espectro: intentamos despejar
una funcién incégnita u(t) a partir de una funcién dada v(t) (ambas continuas en
[0, 7])

(T — M)u(t) =v(t) = sin(t)u(t) — Au(t) = v(t)

Si queremos despejar nuestra funcién solucién u(t), el dlgebra nos obliga a pasar
dividiendo el paréntesis
v(t)

RO

A partir de esta fraccién, el andlisis se divide en dos mundos completamente opuestos
dependiendo de si el denominador se puede hacer cero o no.

= Caso A\ ¢ [0,1]: en este caso, el denominador sin(f) — A no se anula para
ningin ¢ € [0, 7. Esto significa que la funcién solucién u(t) es continua en todo
el intervalo, ya que el denominador no se acerca a cero y el numerador v(t)
es continua (se aplica la sobreyectividad), y como es tinica punto a punto por
que tenemos su definicién (aplica inyectividad), tenemos la funcién buscada.
Por lo tanto, si A ¢ [0, 1], entonces A € p(T) (resolvente).
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» Caso \ € [0, 1]: en este caso, el denominador sin(t) — A se anula en al menos
un punto del intervalo [0, 7], es decir, donde el seno valga exactamente A

sin(tg) = A = sin(ty) — A =0

En este sentido, si tomamos una funcién v € C°([0,7]) donde v(\) # 0, el
denominador se anula en ¢y y la funcién solucién u(t) se dispara al infinito,
lo que rompe la continuidad de u(t) (falla la sobreyectividad). Por lo tanto, si
A € [0, 1], entonces X € o(T).

Concluimos por tanto que
o(T) = [0,1]

Para demostrar si T' es compacto o no, es como suponer que si lo es, entonces
tendriamos la siguiente propiedad de los operadores compactos, lineales y continuos

o(T)\ {0} = e(T) \ {0}
como esto es una contradiccién, y sabemos que T € BL(C°([0,7])), entonces T'
no es compacto. Recordemos que la linealidad es trivialmente comprobable, y la
continuidad viene dada por saber cual es la norma del operador y saber por tanto
que estd acotado.

FEjercicio 10.3.5. Sea T el siguiente operador lineal:

T(x) = (qxy, 9oy . . ., T, . . . ), Ve = (x1,...,Tk,...) € ly

k
P Vk € N*. Demostrar que T'(z) € {5, YV € {5 y que T es conti-

donde oy, =
nuo.
Encontrar después todos los valores propios de T' y los espacios propios correspon-
dientes. ;Es el operador T' compacto?

Para demostrar que T'(x) € {5 para cualquier x € {5, debemos verificar que la serie
de los cuadrados de las componentes de T'(x) converge, es decir, que

o0
Z lapzi]? < 00
k=1

para ello veamos el valor de cada ay
k +
la| = T <1 VkeN (10.5)

Veamos ahora el desarrollo que buscamos

—+00 —+00 —+00
()
IT@)17 =D laweal = > lowllaal* < Y Jaal* = [l2]|* < o0
k=1 k=1 k=1

donde en (*) hemos usado lo obtenido en (10.5), y sabiendo ||z]|* < oo porque = € lo
tenemos lo buscado, es decir, T'(z) € (5.
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Para demostrar que 1" es continuo, basta con demostrar que 1" es acotado, es decir,
que existe una constante C' > 0 tal que ||T(x)|| < C|jz|| para todo = € ¢;. En la
Parte 1 acabamos de obtener directamente que

IT(@)]* < [|l2]]* = [IT(2)| < 1- x| V€l
donde queda demostrada la continuidad de 7T

Nos centraremos ahora en buscar los valores propios y los subespacios propios asociados.
Por definicion, un nimero complejo A € C es un valor propio de T si existe un vector
no nulo x # 0 en /¢ tal que

T(x) = Az

Planteamos la ecuaciéon componente a componente
(11, o, . .oy Ty - . ) = ATy, ATo, .o, AT, ... ) = (ap—A)x, =0 VEk e Nt

Para cada componente k, para que esta ecuacion se cumpla, tenemos dos opciones:
o bien xy = 0, o bien A\ = ;. Como buscamos un vector propio x # 0, al menos
una componente tiene que ser distinta de cero (digamos, la componente nimero j,
z; #0). Si z; # 0, la ecuacién nos obliga a que

A:Qj:%
7+

Por lo tanto, los valores propios de 1" son exactamente los elementos de la sucesion
{a}

k k
M=—— VkeN = ¢(T)=<{——:keNT
P k41 @) {k+1 }

Si fijamos un valor propio A, sabemos que el vector x € /5 en la componente k
puede tomar cualquier valor, pero para el resto de componentes j # k debemos

tener la igualdad

(aj—/\k)xj:O — £L‘j:0 \V/]#k’

de donde deducimos que para cada componente k, el espacio propio asociado a Ag
es

Vi = ker(T — A\ 1) = span{ex} = {(0,...,0,¢,0,...): c€ C}

Comprobemos ahora si T' es compacto o no. Para ello, vamos a demostrar que no
es commpacto usando la base ortonormal canénica de ¢, {e, },en+, la cual sabemos
que estd acotada porque ||e,|| = 1 para todo n.

Si aplicamos el operador 7" a los elementos de esta base, dado que e, = (0,...,1,0,...)
tiene un 1 en la posiciéon n, el operador simplemente lo multiplica por su correspon-

diente o,
n

n+1

T(e,) = ape, = €n

por lo que debemos demostrar que de esta sucesién de imagenes {7T'(e,,)} es imposible
extraer ninguna subsucesion que converja fuertemente (en norma). Calculemos la
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distancia al cuadrado entre dos términos distintos cualesquiera de la sucesién de
imagenes, T(e,) y T(en) (con n # m)

IT(en) = T(en)I” = o =) + e~ o) =

( — Om€m, Qp€n — CVm€m> = \anPHenHZ + ‘am‘2H€mH2 =

2 2
(Y (e
B (n + 1) (m + 1)

donde si pasamos a cuando k,m — 0o tenemos que

)2+(L>2=2 ol [T(en)T(en)] = V3£ 0

m+1 n,Mm—00

lm ||T(en)—T(em)||* = lim (
n,m—00 nym—oo \ N+ 1
lo que demuestra que los términos de la sucesion de imagenes, a medida que avan-
zamos en el infinito, se estabilizan a una distancia fija de /2 entre si, y por tanto
no es posible extraer ninguna subsucesion que converja fuertemente, lo que implica
que T no es compacto.

Ejercicio 10.3.6. Sea T : {5 — {5 definido por:

T3 T4 Tn
1) = (22,0, 2,28 22 )
() T T2 Y 530 5 on

Ve = (x1,...,%pn,...) € ls.

i) Demostrar que T' es compacto

ii) Determinar el espectro de T, los posibles valores propios y los correspondientes
espacios propios.

Antes de resolver el ejercicio, es importante notar que 7" es lineal y continuo, donde
la linealidad es trivial y la continuidad se puede demostrar facilmente usando la
acotacion de la siguiente manera.

Recordemos que ser acotado significa que
AC > 0: || T(x)||e < Cllz]la Vz € 4y

Vamos a calcular la norma de T'(x) al cuadrado

1T (@)1 = |1 ]* + |af* + 07

Como todos los denominadores 2" son mayores o iguales que 1, es evidente que cada

1
fraccion W < 1. Por lo tanto, podemos quitar los denominadores y la desigualdad

se mantiene hacia arriba:
oo o0
IT(@))13 < a1 + [zl + ) Jaal® = Jaal® = |23
n=3 n=1

Tomando la raiz cuadrada en ambos lados obtenemos:
|T(@)]2 <1zl = |T] <1

Como la norma del operador esta acotada (es finita), 7" es un operador continuo.
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i) Vamos a demostrar la compacidad de T aproximandolo por operadores de rango
finito. Para cada k > 3, definimos el operador T} que copia a T hasta la
componente k y a partir de ahi pone ceros

I3 Lk—1
Tk(l') = (ZEl,l’Q,O,?,...,F,O,O,...)

Como la imagen de T}, tiene como méaximo dimensién £k (dimensién finita), T}
es un operador de rango finito y, por tanto, es autométicamente compacto.
Restamos ambos operadores

Tk Tk+1
(T — Tp)(x) = (00§2k—L)

Evaluamos su norma en ¢, al cuadrado

T2 = 1  —
n=~k n=~k n==k

Como la dltima suma es menor o igual que la norma total ||z||3, acotamos
o Ly o 1
1T =T)@)I; < gllzlle = 1T = T)(@)ll2 < gy llll2

Por la definicion de la norma de un operador

20 12 2

Si tomamos el limite cuando k& — oo
lim ||T —Ty|| =0
k—o0

Como T es el limite en norma de una sucesién de operadores compactos (7})
y el espacio de operadores compactos es cerrado, 1" es un operador compacto,
como se queria demostrar.

i1) Primero intentaremos obtener los posibles valores propios de T', y sus subespacios propios asociadc
Para ello planteamos la ecuacién general (T — Al)z = 0 componente a com-
ponente

(L’l—)\I‘lzo - (1—)\)331:0

To— ALy =0 — (1—)\>£L'2:O

O—)\$3:0 — —>\LE3:O

Tn—1

2n—1
Recordemos una cosa de vital importancia, lo que realmente estamos buscando
son los valores de A\ para los cuales existe un vector x # 0 que cumple esta
ecuacion. Es decir, estamos buscando los valores de A para los cuales el niicleo
ker(T'— AI) tiene mds elementos que el cero.

—Ar, =0 paran >4

Dicho esto, veamos los distintos casos para A:
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» Caso A = 1: de las ecuaciones (1) y (2) obtenemos 021 =0y 0-x9 =
0. Esto significa que x; y x2 pueden ser cualquier nimero. Las demés
componentes se obligan a ser 0. Por tanto, A = 1 es un valor propio. El
espacio propio asociado es:

Vi =ker(T — I) = span{(1,0,0,...),(0,1,0,...)} = span{ey, e}

» Caso A = 0: de la ecuacién (3) obtenemos 0 - x3 = 0. Esto significa que
x3 puede ser cualquier nimero. Sustituyendo en las demas ecuaciones con
A =0, tenemos lo siguiente:

e De (1): 2y =0.

e De (2): 29 =0.

T3 s
e De (4): 55 = 0 = 3 =0, por lo que en esta ecuacion, se nos

obliga a que x3 también sea 0.

Si continuamos despejando, veremos que todas las componentes se hacen
cero, por lo que para A = 0, el tinico vector que cumple la ecuacién es el
x =0, y por tanto 0 NO es un valor propio.

m Caso A # 1y A #0:de (1) y (2) se deduce que 27 = 0y x2 = 0. De
(3) se deduce que z3 = 0. Usando la férmula recursiva (4), como todas

las anteriores son cero, todas las componentes siguientes se anulan. Solo
existe la solucién trivial x = 0.

El tnico valor propio es 0,(T") = {1}, y su espacio propio asociado es
V1 = span{ey, e}

Ahora nos centraremos en obtener el espectro de T, donde de primeras ya
sabemos que

o(T) = {1} C o(T)
y ademés por ser {5 dimensién infinita y T compacto sabemos que 0 € o(T).
Tomemos ahora A # 0,1 y vamos a intentar despejar de forma tinica el vector x

en funcién de y, recordando primero que la ecuacién general es (T'— A\ )z = v,
es decir, que

x Ty
<(1 - )\)xla (]- - )\) T2, —)\.Tg, <2_§ - )\1'4) R <2n—i - Amn) 3. > - (y17y27y37y47‘ : )
Despejando cada componente z,, de forma tnica, obtenemos:
= yl
)
T — Y2
T
. . — B
ST
1 /x,_
. xnzx<%—yn> paran =>4
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como A # 1y A # 0, los denominadores nunca se anulan (el despeje es tnico,
luego es inyectivo). Ademds, debido a que dividimos sucesivamente por 2" 1,
los términos x,, decrecen rapidisimo geométricamente. Eso garantiza que para
cualquier y € /o, la serie de = va a converger, quedandose dentro de ¢y (es
sobreyectivo). Al ser inyectivo y sobreyectivo, el operador es biyectivo, por lo
que todos estos valores de A estén en el resolvente p(T'), lo que significa que el
espetro es
o(T)=1{0,1}
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10.4. Folio 4

FEjercicio 10.4.1. Sea X un espacio de Banach y T € BL(X). Consideramos el
polinomio:
P(t) =1+ 2t + 3¢

y el operador
P(T) =1I+2T + 3T*

donde I es la identidad.
Demostrar las siguientes afirmaciones:

i) si A es un valor propio de T', entonces P()\) es un valor propio de P(T')
ii) P(o(T)) Co(P(T)) [0(+) es el espectro].
Sugerencia: razonar por contradiccion.

Ejercicio 10.4.2. Sea X = C'([0,1]) y definimos en él la norma:
[ullo = [u(O)] + lu'ls  Vu € X,
i) ;el espacio normado (X, ||u||o) es completo? (Motivar la respuesta)

ii) Demostrar que || - ||o es una norma equivalente a la norma usual en X definida
por:
lull = llwlloo + Nl llco-

Para realizar la demostracién de ambos enunciados, comenzaremos con el enunciado
(77) para después usar este para demostrar el (7). Antes de nada recordemos como
viene dada la norma del infinito

|0 = méx |u(z)] Yu € C*([0,1])
z€[0,1]

(se suele escribir sup, pero como sabemos que es continua y en intervalo cerrado y
acotado da igual)

(i7) Recordemos que dos normas || - ||, v || - [|l» en un espacio vectorial X son equi-
valentes si existen dos constantes positivas «, 8 > 0 tales que para cualquier
elemento u € X se cumple la doble desigualdad

allully < flufla < Bllulls

Queremos ver que esto ocurre entre nuestra norma propuesta ||ullo = |u(0)] +
|t ||o ¥ la norma usual ||u|| = ||u]|co + ||2']]co-

= Para la primera desigualdad, sabemos que para cualquier funcién conti-
nua u € C*([0, 1]), el valor absoluto de la funcién evaluada en el punto 0,
|u(0)[, nunca puede superar al méximo valor absoluto que toma la funcién
en todo el intervalo, el cual es por definicién la norma infinito ||u|s-
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Por lo tanto, de forma directa

[u(O)] < [lulloe = [w(0)] + lu'lloe < [Jtfloc + llu'llo

esto demuestra la primera parte de la equivalencia eligiendo como cons-
tante a =1
[ullo < 1 [Jull

» Para la segunda desigualdad, vamos a el TFC (Teorema Fundamental
del Célculo) para funciones derivables, que nos dice que para cualquier
funcién v € C'([0,1]) y para cualquier punto z € [0,1], se cumple la
siguiente igualdad

/Ox o' () dt = u(z) —u(0) = u(z) =u(0) + /0z u'(t) dt

y veremos ahora las siguientes desigualdades tomando x € [0, 1]

ol <]+ | [ v < wol+ [ weola Lol [l -

*k

()
= [u(0)] + [|u'lloo - = < [u(0)] + [[&lloc = llullo

donde en (*) hemos usado que |v/(t)] < ||| para todo ¢t € [0,1], y
en (k) hemos usado que z € [0, 1]. Demostrada la desigualdad anterior
tenemos lo siguiente

()
[ulloo = sup u(@)] < lullo = [Julloo + [/l < llullo + [[4'lloo < 2[lullo =
xe|0,
1
= Sllull = llullo

donde en (x) hemos usado que [|t/||oo < |u(0)]+ ¢ |0 = ||u]lo, y tenemos
finalmente la otra desigualdad buscada.

(7) Intuitivamente podemos ver que dadas dos normas || - ||, v || - ||, equivalentes en
un espacio vectorial X. Entonces, el espacio normado (X, || - ||o) es completo
si y solo si el espacio normado (X, | - ||5) es completo.

Sabiendo ya que X = C'([0, 1]) dotado de su norma usual ||u| = ||u|e + ||2]| 0

es un espacio de Banach estdndar (su completitud se hereda de que el espacio
de funciones continuas C([0, 1]) con la norma supremo es completo), entonces
es claro que

(X, || ]lo) es completo

Ejercicio 10.4.3. Sea {F, : {3 — R} la sucesién de funcionales definidos por:
Fo(x) = Zpa1 + Tpao six= (1,00, ..., %pn,...) € Lo,

Demostrar que los funcionales F), son lineales y continuos y que F, converge -
débilmente a cero, pero {F,} no converge a cero en (f2)*.
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FEjercicio 10.4.4. Sea {ep}nen+ un sistema ortonormal completo en un espacio de
Hilbert. Sea T el operador de H en H definido por:

T(x) = ares + ages + -+ + pepir + - ..

+o00

para x = Y ape,. Demostrar que T es una isometria y encontrar su operador ad-
n=1

junto.

Recordemos que un operador T': H — H es una isometria si conserva la norma de
todos los vectores del espacio, es decir, si se cumple

[T()]| = llzll Ve e H

Dado que {e,,} es un sistema ortonormal completo, cualquier vector x € H se puede
escribir en términos de su serie de Fourier abstracta

—+o00
T = E €y = E T, €n)en
n=1

donde a,, = (7, e,,) para cada n. Recordemos ahora la identidad de Parseval que dice

|z)? = Z\ z.e,))? VeeH

por lo que aplicandolo a nuestra imagen tendriamos

IT()II* = Z|

Vedmos el resultado para cada n:

= Caso n = 1: tenemos
(T'(x),e1) = (a1€2 + e +...,e1) =0
porque e; es ortogonal a todos los demas e, con n > 2.

s Caso n > 2: tenemos

(T'(x),e,) = (162 + oes + -+ + Qp1n + ... €,) = Q1 = (T, €51)

por lo que tenemos

+o0o +oo
IT(2)]* = Z (T !0|2+Z| )P =)l =) lawf® = ||zl
n=2 n=1

y se tiene demostrado lo que se queria.

157 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Analisi Funzionale 10. Ejercicios

Por definicion, el operador adjunto 7™ es el tnico operador lineal y acotado que
satisface la identidad del producto escalar

(T(x),y) = (x,T"(y)) Va,ye H

Para deducir su férmula, vamos a tomar dos vectores genéricos de nuestro espacio
expresados en la base de Hilbert

—+00 —+00
T = E Qn€np, Yy = E 5m6m
n=1 m=1

Desarrollemos el lado izquierdo de la identidad utilizando la definicién de T'(z) y las
propiedades de linealidad del producto escalar

—+00 —+00 +00 400 L (%) —+00
(T(ZL‘), y) = (Z Ap€nii, Z ﬁmem) = Z Z anﬁm(en—‘rb em) = Z anﬁn—i—l
n=1 n=1

m=1 n=1 m=1

donde en (*) hemos usado que el producto interno es 0 siempres excepto cuando m =
n + 1, y si desarrollamos un poco para igualarlo a un producto interno tendriamos

+oo +oo 400 400
(T(LL’), y) = Z O‘nﬁn—i—l = (Z Qn€np, Z ﬁn—i—len) = <LL’, Z /Bn—i-len)
n=1 n=1 n=1 n=1

por lo que el operador adjunto 7™ viene definido de la siguiente manera

“+o0o
T*<y> = 5261 + ﬁgeg + o+ ﬁn+1€n 4+ ... para y = Zﬁnen
n=1
FEjercicio 10.4.5. Sea el siguiente operador
T: 62 — EQ
(T1, o Ty ) — (21,22,0,0, 24,25, . .., Ty, ...)

Determinar el espectro de T'. Identificar los posibles valores propios y los correspon-
dientes espacios propios. ;Es el operador T" compacto?

Antes de nada es importante notar que T es trivialmente lineal y para la continuidad
se ve tan facil como sigue sabiendo la equivalencia con la acotacion

IT(@)[15 = |21 [* + |22]* + 07 + 0% + o + |25 + ... < ) |aal* = ||
n=1

tomando la raiz, tenemos ||7'(z)||s < 1-||z]]a = ||T|| < 1. El operador es acotado
(continuo).

Pensemos en lo que hace T. Deja fijas infinitas componentes (z1,x2, 24,5, ... ).
Los operadores compactos en dimensién infinita tienen que “aplastar” o encoger las
infinitas dimensiones hacia el cero (como el % oel 2% de los ejercicios anteriores). Si
un operador deja intactas infinitas dimensiones, no puede ser compacto, por lo que
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nuestra idea serda demostrar que NO es compacto.

Supongamos por reduccion al absurdo que T es compacto. Consideremos la sucesion
de vectores de la base candnica {e, },>5 C lo, donde e, = (0,...,0,1,0,...) con el
1 en la posicién n. Sabemos que:

» Esta sucesién esta acotada porque |le,||2 = 1 para todo n.

= Si aplicamos el operador a partir de n > 5, el operador los deja completamente
idénticos: T'(e,,) = ep.

Por definicién de operador compacto, si una sucesion estd acotada, su imagen {T'(e,,) }
debe contener una subsucesién convergente. En nuestro caso, la sucesion de image-
nes es la propia {e,},>5. Veamos la distancia entre dos elementos cualesquiera de
esta sucesién de imégenes (n # m con n,m > 5)

IT(en) = Tem)ls = llen —emlly = 1° + (1) =2 = [ T(en) = T(em)ll2 = V2

como la distancia entre cualquier par de términos es siempre una constante fija (\/5),
es imposible extraer ninguna subsucesién que sea de Cauchy y que pueda converger,
por lo que 7' no es compacto.

Ahora estudiaremos los valores propios y los subespacios propios asociados. Para
encontrar los valores propios, planteamos la ecuacién de autovalores T'(z) = Az
para un vector no nulo z # 0. Lo escribimos componente a componente para ver
qué pasa:

(

r1=Xr; = (1=XN)z;=0
To=Ary = (1 =Nz =0
0=MAr3 = Mz3=0
O=Xzy — Azy =0

Tp_1=Ar, paran =5

\

Analizando este sistema tan sencillo, vemos que solo hay dos ntimeros candidatos
que pueden generar soluciones no nulas:

» Caso A\ = 1: sustituyendo A = 1 en las ecuaciones, obtenemos que 0 - z; = 0

y 0-x9 = 0, lo que significa que z1 y zo pueden ser cualquier niimero. Sin
embargo, las ecuaciones para x3 y x4 se convierten en 0 = 0, lo que significa
que z3 y x4 deben ser nulos.
Por ultimo, de la ecuacién (5) para n = 5, tenemos que x4 = 1 - x5. Como
sabemos que z; = 0, entonces obligatoriamente x5 = 0, y asi ocurre sucesiva-
mente para n > 6, obteniendo por tanto, que todos deben ser nulos excepto
1y Ta, es decir, el subespacio propio asociado es el siguiente

Vi = ker(T — I) = span{ey, es}
= Caso A = 0: sustituyendo A\ = 0 en las ecuaciones, obtenemos que x; = 0,
x9 = 0, x, = 0 para todo n > 4. Sin embargo, las ecuaciones para x3 y x4 se

convierten en 0 = 0, lo que significa que x3 y x4 pueden ser cualquier nimero.
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De la ecuacién (5) sustituyendo A = 0, tenemos que x,, 1 = 0-x, — z,,_1 =
0 paran > 5. Esto significa que x4 = 0,25 = 0,24 = 0, ..., aqui se obliga a
x4 = 0, pero x3 no se obliga a ser cero, por lo que el espacio propio asociado
a A = 0 es el siguiente

Vo = ker(T') = span{es}

= Caso A # 1 y X # 0: sustituyendo estos valores en las ecuaciones, obtenemos
que r1 =0, 29 =0, 23 =0, 24 =0, y 2, = 0 para todo n > 5. Por tanto,
la tnica solucion es el vector nulo, lo que significa que no hay mas valores
propios.

Los valores propios son exactamente e(7") = {0, 1}.

Estudiaremos ahora el espectro de T'. Tomemos ahora A # 0,1 y vamos a intentar
despejar de forma tunica el vector x en funciéon de y, recordando primero que la
ecuacion general es (T'— A\l )z = y, es decir, que

((1 — )\) Xy, (1 — )\) T, —)\1’3, —)\$4,$4 — )\Zlf5, ey Tp—1 — )\J?n, .. ) = (yl, Y2,Y3,Ya,Ys, Y, - - - )

Despejando cada componente x,, de forma tnica, obtenemos:

. = n
T
B o = y2
2T 1o
. .= B3
ST
., = A
TN
Tn—1 — Yn Ya n Yk
n gy, = = I, = —— — ——— paran =95
by /\n—3 i )\n—k+1 P

como X\ # 0,1, este despeje sigue siendo completamente tinico componente a com-
ponente (garantiza la inyectividad). Ahora tenemos que ver si exactamente ese x
despejado pertenece a /5 para cada y € {5, para ello veremos dos casos

» Caso |A| < 1: para demostrar que el operador no es sobreyectivo, basta con
encontrar un unico vector y € ¢, cuya solucion x quede fuera de £5. Tomamos
el vector de la base canoénica

Y =€4 = (0,0,0,1,0,0,...) 662

Sustituyendo sus componentes (y; = 1 y el resto 0) en nuestra férmula general

de la solucion para n > 4
1

)\n—3

Ahora veremos si x pertenece a 5 o no, para ello evaluamos su norma al

cuadrado
o0 1 m
Jolly = 3 bl = ZW =3 (5)
m=1

n=4

Tp = —
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Como |A| < 1, entonces # > 1, por lo que la serie no converge, lo que significa

que = ¢ 5. Por tanto, el operador no es sobreyectivo, lo que implica que A
pertenece al espectro o (7).

» Caso |A| > 1: es mds complejo.

Lo que haremos es sabiendo que /5 es espacio de Hilbert, aplicaremos que sabemos
que
o(T) c{re C: A< T}

y con el caso || < 1 ya quedaria demostrada la igualdad del espectro. Para ello
veamos la norma del operador (recordemos que al principio ya demostramos que
|T|| < 1). Para probar que la norma es exactamente 1, basta con testear un vector
con norma 1 que no se altere, por ejemplo el primer vector candnico e; = (1,0,0,...).
Como |le1||a =1y T'(e1) = ey, tenemos que [|T'(e1)||2 = 1. Por definicién de norma
de un operador, concluimos que:

1T ()ll2 o [T (en)ll2

=1
g llex]l2

I T[] = sup
w20 7]l

y se tiene finalmente que
o(T)={ e C: |\ <1}

FEjercicio 10.4.6. Sea X un espacio de Banach y T' € BL(X). Demostrar que A €
p(T) (resolvente de T') si y solo si:

(i) (T'—AI)(X) es denso en X
(i) 3a>0: (T —A)@)| = |T() - Aall > alle]|  Voe X

Para simplificar la escritura en toda la demostracion y que la notaciéon no nos em-
borrache, vamos a definir el operador intermedio

A=T-X
donde claramente como 7' € BL(X) e I € BL(X), su resta también es un operador

lineal y acotado (A € BL(X)). Con esta notacién lo que se nos pide demostrar es
lo siguiente

ANep(T) <= A(X)esdensoen X y dJa>0: |[Az| =alz|| Vre X
Lo veremos por doble implicacién.
=) Sea A € p(T'), entonces A es biyectiva, vedmos como probar (i) y (i7):

(1) Como A es sobreyectiva, entonces A(X) = A(X) = X, lo que implica
que A(X) es denso en X.
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(i) Como A biyectiva, existe su inversa
A X — X

y por teorema de la aplicacién abierta sabemos que A~! es continua, lo
que implica que estd acotada, es decir, tenemos

Ayl < 1AM - iyl vy € X

donde ||A7Y| > 0. Haciendo el cambio y = Az (lo cual es vdlido porque
A es biyectiva), tenemos A~y = x. Sustituyendo

. 1
ol < JATH] - | Az] = [|Az]| > mllx\l

1
A=

Definiendo o = > 0, obtenemos la condicién (ii): ||Az|| > o z]|.

<) Supongamos que se cumplen las condiciones (i) y (ii). Para demostrar que \ €
p(T), es decir, que A es biyectiva, tenemos que demostrar que A es inyectiva
y sobreyectiva.

» Inyectividad: queremos ver que si Av =0 = 2 = 0 (por ser A lineal).
Usamos la condicién (ii)

0= [0} = [Az]| > o]

Como a > 0, la tunica forma de que af|z|| < 0 es que ||z|| = 0, lo que
significa que x = 0. Por tanto, A es inyectiva.

= Sobreyectividad: lo que primero probaremos aqui es que la imagen
es un conjunto cerrado, es decir, A(X) = A(X), puesto que entonces
tomando (i), ya sabemos que es sobreyectiva, puesto que por ser denso
en X, tenemos

AX) =AX) =X

Tomamos una sucesién de elementos en la imagen, y,, = Az, € A(X), tal
que y, — y (en norma) en X. Queremos ver que el limite y pertenece a
A(X). Como vy, converge, es una sucesién de Cauchy, por lo que

|ln — yml|| = 0  cuando n,m — oo
Usando la condicién (ii) y la linealidad de A
[ = Yl = 1420 = Azpnl| = A0 = 2)l| > @l = 2

entonces tenemos que

Y — Yl = 0 = |z — Tml| = 0 2 ||z — 2| — 0

donde en (x) hemos usado que o > 0. Esto significa que {x,} es una
sucesion de Cauchy en X, y como X completo entonces {z,} converge
para algin elemento de X, es decir

T, — To donde xg € X
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Al ser A un operador continuo, preserva los limites en norma
Yn = Az, = Axg

y por unicidad del limite, y = Axg. Como zy € X, concluimos que
y € A(X), por lo que A(X) es cerrado, y por lo explicado al inicio,
A sobreyectiva.

FEjercicio 10.4.7. Sea X un espacio normado. Definimos a {z,} como sucesién débil-
mente de Cauchy en X si

{f(z,)} es una sucesién de Cauchy en R Vf € X~

Demostrar que toda sucesion débilmente de Cauchy estd acotada (en norma) en X.

Sea f € X* un funcional cualquiera fijo. Por hipdtesis, la sucesién numérica { f(x,,) }
R es una sucesion de Cauchy. Dado que toda sucesion de Cauchy en R esta acotada,
deducimos que para cada funcional f existe una constante real C'y > 0 (que depende
de f) tal que

N

|f(z,)] < Cp Vn €N (10.6)

Para ver mas claramente que efectivamente toda sucesién de Cauchy estd acotada
en R, sabemos primero la definiciéon de dicha sucesién como sigue

Ve>0, NN : |a, —an| <e Yn,m>N
y si tomamos € = 1, sabemos que existe un subindice concreto N € N tal que
lay, —am| <1 VYn,m >N
donde tomando m = N, tenemos
la, —an| <1 VYn>N = |a,| <la, —an|+ |ay| <1+ |any| Yn >N
entonces tomamos
M = méx {|ail,|as|, ..., |an-1], 1+ |an|} = |a,| <M VneN

Visto este pequeno detalle seguimos con la resolucion del ejericicio. Para cada ele-
mento x,, de nuestra sucesion, consideramos su imagen mediante la inyeccién canéni-
ca J : X — X**. Definimos los funcionales &, € X** como

fn(f> = J<xn)<f) = f(l“n) Vf e X*

Recordemos que la inyeccién candnica es una isometria, lo que significa que la norma
de &, en el bidual es exactamente igual a la norma de x,, en el espacio original

1€nllx=e = [lznllx

Como X espacio normado y R espacio de Banach, entonces X** es espacio de Banach.
Mirando la familida de operadores lineales y continuos {&, }nen, evaluemos esta
familia de operadores de forma puntual para un elemento f € X* cualquiera

821N>|€n(f)l = sup | f(z,)]

neN
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y como dijimos en la Ecaucién (10.6), tenemos

sup [6,(f)] < Cp < +oo Vf e X

neN

lo que significa que la familia de operadores {,} esta acotada puntualmente sobre
el espacio de Banach X*. Al cumplirse las hipdtesis del Principio de Acotacion Uni-
forme (PAU), este teorema nos garantiza que la familia también debe estar acotada
uniformemente en norma, es decir

IM>0: |l <M VYneN = |zalx = |Eallx~ <M VneN

lo que demuestra formalmente que la sucesién {z,} estd acotada en norma en el
espacio X.
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