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1. Espacios normados

Definicién 1.1. (Espacio normado) Un espacio normado es un par (X, | - ||)
donde X es un espacio vectorial real y || - || : X — R es una funcién tal que:

1) ]| >0 VeeXylz]]|=0 < z=0.
2) |Az|| =\ ||lz]] YAER,Vz e X.
3) |z +yl| <zl +1lyll Vo,y € X (Desigualdad triangular).

Observacion. Todo espacio normado es un espacio métrico con la distancia definida
por:

d(z,y) = [z —yl|
Por lo tanto, es posible trasladar el concepto de convergencia fuerte (o conver-
gencia en norma) a los espacios normados.

Definicion 1.2. (Convergencia fuerte) Sea (z,) € X una sucesién y sea z € X.
Decimos que z,, converge fuertemente a = (x, — ) si:

lim ||z, —z|| =0
—00
Observacion. = Se cumple la desigualdad triangular inversa: |||z|| — [|y||| <

|z — y||. En efecto:
el = llz =y +yll <llz =yl + Iyl = llzll = llyll < llz =yl

Analogamente se obtiene que ||y|| — ||z|| < |ly — z|| = [z — y||, de donde se
deduce que:

[zl = Iyl < llz =yl

» La funcién g(z) := ||z|| : X — R es continua. De hecho, si z,, — x, entonces:
n—oo
19(2n) = 9(@)] = [llzall = Iz ]l| < llzn = 2] = g(2n — 2) =0

Por tanto, g(z,) — g(z).
= Se tiene que
le =yl =z —2) = (y=2)l Vo,y,z€X

de donde deducimos que ||-|| es una distancia invariante por traslaciones.
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Definicion 1.3. (Sucesién de Cauchy) Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesién
(Zn)nen € X se dice que es una sucesién de Cauchy si

Ve >0, N € N tal que Vn,m > N = d(z,, ) < €

Definicion 1.4. (Espacio de Banach) Un espacio normado (X, || - ||) se dice que es
un espacio de Banach si es completo con respecto a la métrica d(x,y) = ||z — y/|.
Es decir, si toda sucesién de Cauchy en X converge a un elemento de X.

Proposicion 1.1. Sea X un espacio de Banach, y sea’Y C X un subespacio, entonces
Y espacio de Banach <= Y es cerrado

Observacion. Cuando hablamos de un espacio normado X y decimos que es de
Banach, es importante saber que automaticamente estamos hablando del espacio
normado (X, ||+ ||x), es decir, se da por hecho que existe una norma para ese espacio
notada de la forma || - ||x.

Definicion 1.5. (Espacio Vectorial Topoldgico) Un espacio vectorial topoldgico
es un espacio vectorial X sobre R (o C) que estd equipado con una topologia tal
que las operaciones de suma y multiplicacién por escalar son continuas. Es decir, las
funciones:

+: X xX —=X, (r,y—zx+y

CRxX — X, (A\ax)— A

son continuas con respecto a la topologia dada en X.

Observacion. Todo espacio vectorial normado es un espacio vectorial topoldgico,
ya que la topologia inducida por la norma hace que las operaciones de suma y
multiplicacion por escalar sean continuas.

Ejemplo. 1.1, = {x = (zx)ren € R : > |z|P < 400}, 1 < p < 400 es un
k=1

espacio de Banach, con norma

00 1/p
zlp = (Z !ﬂ?k!”)

k=1

De hecho,
loo ={x = ()reny CR: 2115 |zx| < +o0}
€

es un espacio de Banach, con norma ||z||e = Supyey |Zk|-

2. Los espacios LP(2), con 2 C R™ abierto, son espacios de Banach para todo
p € [1,+o0].
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Definicion 1.6. El espacio LP(2) (donde 2 C R™ es un abierto) estd formado por
las funciones medibles f : €2 — R tales que la integral de su valor absoluto elevado
a p es finita. Matematicamente, decimos que f € LP(Q) si

1/p
o = ([ rpas) " < oo

De hecho, para p = +o0, el espacio L*®(2) consiste en las funciones que estan
esencialmente acotadas, y la norma viene dada por

| flloe () = inf{C > 0 : | f(x)| < C para casi todo x € Q}

Proposicion 1.2. Para todo p,p’ € (1,400) se cumple la inclusion estricta l, C Ly
siempre que p < p'.

Proposicion 1.3. (Criterio del limite) Sea (an)nen una sucesion, tenemos que
o
st lim a, #0 = g a, MO converge
n—oo 1
n—=

Proposicion 1.4 (Desigualdad de Holder). Si tenemos dos funciones medibles f y g
definidas sobre un espacio de medida, la desigualdad nos dice que

[ 1w -gwrar < ([ ) " ([ \g<x>|qu)l/q

FExpresado de forma mucho mdas elegante utilizando la notacion de normas LP

1= gl < Il - llgll o

1.1. Teorema de Baire

Definicion 1.7. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X un subconjunto. Se dice que
A es raro si A no contiene ningin abierto, notado como

Int A=10

Definicion 1.8. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X un subconjunto. Se dice que
A es denso si
A=X

Definicion 1.9. Sea (X, d) un espacio métrico. C' C X es un conjunto de [ cate-
goria si C' es la unién numerable de conjuntos raros, es decir:

C= U A, con A, raros.

n=1

Los conjuntos que no son de [ categoria se dicen de [1® categoria (0 no magros).
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Teorema 1.5. (Teorema Nested-Balls) Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea
{Bp}nen C X una sucesion de bolas cerradas encajadas, es decir, B,,1 C B, para
todo n € N, entonces

(B, #0
n=1

Ademds, si tenemos B, = (x,,r,) con r, — 0 cuando n — 0o, entonces:

ﬂBn: {x}

donde x es un unico punto de X.
Teorema 1.6 (Teorema de Baire). Todo espacio métrico completo es de I1® categoria.

Proposicion 1.7. Sea Y un subespacio de un espacio normado X, entonces

Y es denso en X o bien Y es raro

1.2. Base de Schuader

Definicion 1.10. (Base) Una base de un espacio vectorial X es un subconjunto de
X tal que cada z € X se escribe como una combinacién lineal finita de elementos
linealmente independientes de dicho subconjunto.

Corolario 1.7.1. Un espacio de Banach de dimension infinita no puede tener una
base numerable.

Definicion 1.11. (Base de Schauder) Sea X un espacio normado. Una base de
Schauder es un conjunto numerable {e, },en tal que para cada = € X, existe una
tnica sucesion de escalares {ay(x) }reny C R tal que:

xr = Zak(x)ek (1.1)

Equivalentemente, esto significa que la sucesién de sumas parciales converge a x en

la norma de X:

xr — Z ag(z)eg

k=1

lim
m——+00

~0 (1.2)

Definicion 1.12. Un espacio métrico (o normado) X se dice separable si contiene
un subconjunto denso que es numerable

1.3. Operadores lineales

Definicion 1.13. Sean X, Y espacios normados. T': X — Y es un operador lineal
si:
T(ax + By) = aT(x) + T(y) Va,B €R, Vo,y € X

8 losdeldgiim.github.io
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Definicion 1.14. Sea T : X — Y un operador lineal, con X,Y espacios normados,
entonces

i) T se dice continuo por sucesiones en xy € X si para cada sucesion (x,,)nen €
X tal que x,, —> xg, se tiene T'(x,) — T(x).
Si X, Y son espacios métricos, entonces

T continuo <= T continuo por sucesiones

iii) 7" se dice acotado si T'(D) es acotado VD C X acotado.

Definicion 1.15. La norma de un operador lineal T (denotada como ||T]]) se
define como la constante més pequena M que hace que la desigualdad ||T(z)|| <
M|z || sea cierta para todo x € X. Formalmente:

T(x

17 = s 72
w20 |||

Observacion. En el caso de T no acotado, tendriamos ||T|| = oo y por tanto de-

jariamos hablar de norma estrictamente.

Proposicion 1.8. Sea T : X — Y un operador lineal. Entonces
T es acotado <= IM >0 tal que |T'(z)|| < M - ||z|]] Vxe X

Proposicion 1.9. Sean X,Y espacios normados. Sea T : X — Y un operador lineal.
Son equivalentes:

i) T es continuo en 0.
ii) T es continuo.

iii) T es acotado.

Definicion 1.16. Sean X, Y espacios normados. Definimos el conjunto de los ope-
radores lineales acotados como:

BL(X,Y):={T: X — Y | T es lineal y acotado}

Proposicion 1.10. BL(X,Y) es un espacio vectorial normado con la norma opera-
cional definida por:
17 ()]

|7l = sup *=~t = sup ||T(x)]|, VT € BL(X,Y)
a0 ||| [lz]|=1

Notaciéon. Importante notar, que a veces en lugar de poner ||T(z)|| se suele escribir
|Tz||, es decir, se omite el paréntesis, y se escribe Tz en lugar de T'(z), aunque
ambos significados son equivalentes.

Definicion 1.17. Como BL(X,Y’) es normado, entonces tenemos la nocién de con-
vergencia. (7,,) € BL(X,Y) converge (o converge uniformemente) a T €
BL(X,Y) si:

T, —T
ITe =T 50 = sup 1 D@
2]} 20 |l
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Observacion. Si T,, — T entonces T, (z) — T(z)Vz € X, de hecho:
[T () = T(@)|] = [[(To = T) (@)l < [T =T - ||2|| =0

Definicion 1.18. Llamamos BL(X,R) =: X* al espacio dual continuo de X.

Teorema 1.11. Sea Y wun espacio de Banach, y X un espacio normado. Entonces
BL(X,Y) es de Banach.

Corolario 1.11.1. X* es de Banach para todo espacio normado X, sea o no de Ba-
nach.

Observacion. (BL(X),o) es un dlgebra de Banach, con elemento neutro idy.

Definicion 1.19. Para que un conjunto A sea un Algebra de Banach, debe cumplir
cuatro condiciones fundamentales:

1. Es un espacio vectorial

2. Existe una operacién de “multiplicacion.®tre sus elementos, que es
» Asociativa: (a-b)-c=a-(b-c) Va,bce A
» Distributiva: a-(b+c¢)=a-b+a-c Va,b,c€ A.

3. Es un espacio de Banach.

4. Para cualquier par de elementos a,b € A, se debe cumplir:

[labll < {lall - [|o]

Observacion. (BL(X), o) es un algebra de Banach con la composicién de operado-
res como operacion de multiplicacién, y el operador identidad idy como elemento
neutro, donde BL(X) = BL(X, X).

1.3.1. Distancias equivalentes

Definicion 1.20. Sea X un espacio vectorial. Dos espacios normados (X, [|-[[1) v (X, |-
||l2) se dicen equivalentes si son equivalentes como espacios métricos (equivalencia
métrica), es decir, si y solo si cada conjunto abierto en (X, || - ||;) contiene un
conjunto abierto de (X, || - ||2) y viceversa (equivalencia topolégica).

Observacion. En términos generales, el hecho de que dos espacios sean equivalentes
no garantiza que preserven el caracter de las sucesiones de Cauchy (una sucesion de
Cauchy en un espacio podria no serlo en el otro).

Definicion 1.21. Sean (X, d;) y (X, d2) dos espacios métricos. Se dice que las métricas
dy y dy son uniformemente equivalentes (o simplemente equivalentes) si

3@,5 > 0 tales que ad1($ay) < d?(xay) < ﬁdl(x7y) Vﬂfay €X

10 losdeldgiim.github.io
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Notacion. Es importante destacar que cuando hablemos de “uniformemente equiva-
lentes” nos referiremos a la equivalencia métrica (definicién anterior), mientras
que si hablamos de “equivalentes” nos referiremos a la equivalencia topolégica.

Proposicion 1.12. Si (X,dy) y (X, ds) son uniformemente equivalentes, entonces:
() es de Cauchy en dy <= (z,) es de Cauchy en dy

En general, si dos distancias son equivalentes, no tienen porque ser uniformemen-
te equivalentes, cuando hablamos de espacios métricos, mientras que en espacios
normados si es lo mismo, lo veremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.13. Dos normas || - ||1 y || - || sobre un espacio vectorial X son equi-
valentes si y solo si existen constantes o, f > 0 tales que:

allz)l < flzflz < Bllzli Vo e X

Observacion. La equivalencia entre espacios normados puede ser vista como equiva-
lencia métrica o topoldgica, en ambos casos es equivalente como hemos comprobado
en la anterior proposiciéon. En cambio en espacios métricos, la equivalencia topologi-
ca es la que habla de abiertos y la métrica es la que habla de desigualdades entre
las métricas.

1.3.2. Convergengia de series de operadores

Sea X un espacio de Banach y sea (T,)nen € BL(X) una sucesion. Definimos

Sn = zn: Tk
k=1

Definicion 1.22. Se dice que la sucesién (S, )nen €s convergente si exsite el limite
lim S, =T

n—-+00

n—-+o0o

es decir, si ||S, — T||gr(x) — 0.

Definicion 1.23. Una serie de operadores (Sy,)nen se dice absolutamente conver-
gente si

o0
> 7]
n=1

es convergente como sucesién de niimeros reales.

Observacion. Si (S,) converge absolutamente, entonces converge.

11 losdeldgiim.github.io
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1.4. Espacios normados de dimension finita

Definicion 1.24. Un espacio normado (X, || - ||) se dice que es de dimensién finita
si el espacio vectorial subyacente X es finito, es decir, posee una base formada por
un numero finito de elementos.

Proposicion 1.14. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean aq,...,a, y by,..., b,
numeros reales cualesquiera. Entonces se cumple la siguiente desigualdad:

(£) (89 (24

Ademas, la igualdad se verifica si y solo si existe un numero real x tal que

arr +b, =0 para cada k=1,...,n.

Proposicion 1.15. Sea (X, || - ||) un espacio normado con dim X = N < 400 y base
{ai,...,an}. Entonces la aplicacion:
N ay
T:X —RY, =Y ao
i=1 ay

es un isomorfismo lineal topoldgico.
Observacion. Cuando hablamos de T" un isomorfismo lineal topoldgico, significa que

= isomorfismo lineal es una aplicacién biyectiva y lineal.

» topolégico es una aplicacién continua y 7! es continua.

Corolario 1.15.1. Sea (X, || - ||) un espacio normado de dimension finita, entonces

» Todas las normas sobre X son equivalentes.

» Dado (Y, ||-||) un espacio normado cualquiera, entonces toda aplicacion lineal
L:X—Y
es continua.
» K C X es compacto <= K es cerrado y acotado
Proposicion 1.16. Tenemos que

= ST X es un espacio normado de dimension finita, entonces X es completo.

» SI'Y es un subespacio de dimension finita en un espacio normado X, entonces
Y es cerrado.

Lema 1.17. (de Riesz). Sea X un espacio normado cualquiera yY C X un subespacio
propio, entonces

Ve>0 Fu.e X:|ufl=1 v du,Y)>1-—c¢
donde d(u,Y’) := in£ d(u,y).
ye

Teorema 1.18. Sea X = (X, || - ||) un espacio normado, entonces:

X es de dimension finita <= la bola unidad es compacta

12 losdeldgiim.github.io
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2. Teorema de Hahn-Banach

Definicion 2.1. Sea X un espacio vectorial real, p : X — R se dice sub-lineal (o
sub-aditiva) si se cumple:

i) plz+y) <plx) +ply) Vo,yeX
i) p(ax) = ap(zr) YaeR" Ve X

Ejemplo. Las normas son sub-lineales.

Definicion 2.2. Un conjunto X esta totalmente ordenado si existe una relacién
binaria < que cumple tres propiedades para todos los elementos a, b, c € X:

i) Reflexiva: a < a
ii) Antisimétrica: Si a < by b < a, entonces a = b
iii) Transitiva: Sia < by b < ¢, entonces a < ¢

Se le dice parcialmente ordenado si la relacion < no compara todos los elementos
de X, es decir, pueden existir elementos x,y € X tales que ni z < y ni y < x.

Definicion 2.3. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Un subconjunto
Y C X se dice inductivo si cada uno de sus subconjuntos totalmente ordenados
admite una cota superior, es decir

si Z CY es totalmente ordenado =— JacY :z2<a Vze 7

Definicion 2.4. Sea (X, <) parcialmente ordenado. Un elemento m € X se dice
maximal si
Vo € X tal que m < x, entonces m = x

es decir, no existe ningin elemento en X que sea mayor que m.

Lema 2.1. (de Zorn) Todo conjunto no vacio parcialmente ordenado e inductivo
admite un elemento mazimal.

Teorema 2.2. (de Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial real y sea p : X — R
sub-lineal. Sea Y un subespacio vectorial de X y consideramos f :Y — R lineal tal
que f(y) < p(y) para todo y € Y. Entonces: existe F': X — R lineal tal que:

i) Fly) = fly) YyeY
i) F(x) <plx) VrelX

13
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2.1. Formulacion analitica del teorema de Hahn-
Banach

Teorema 2.3. (Hahn-Banach analitico) Sea X un espacio normado, Y un subespacio
de X y sea f € Y*, entonces existe F' € X* tal que

i) Fly)=fly) VyeY
i) [|1F] =171
Corolario 2.3.1. Sea X un espacio normado y sea ro € X, entonces
IF € X tal que F(x) = [lzo|| y | F[l =1

Corolario 2.3.2. Sea (X,|| - ||) un espacio normado y sean x1,x2 € X con x1 # x2,
entonces

JF € X~ tal que F(x1) # F(x3)

Corolario 2.3.3. Sea (X, || -||) un espacio normado, entonces para todo x € X se
cumple
Joll = sup 1) = s 7o)
i iz
Corolario 2.3.4. Sea (X, | - ||) un espacio normado y sea Y C X un subespacio no

denso en X. Entonces existe F € X* tal que:

|Fll=1 y F=0enY

2.2. Espacio dual y reflexivo
Teorema 2.4. Sea (X, || -||) un espacio normado, entonces tenemos que
X™ es separable = X es separable

Corolario 2.4.1. I, C I (de lo contrario seria separable).

Definicion 2.5. Sea (X, | - ||) un espacio normado, entonces el espacio dual de X
es el espacio
X :={F: X" — R lineales y continuas}

La funcion
J: X — X*

r — J,

donde J, : X* — R con J,(f) := f(x) se llama inyeccién candnica (o mapeo
canonico).

Observacion. La inyeccién canodnica J es una funcién linear y continua, de hecho
J es una isometria, es decir, conserva las distancias

[T(x) =TW)lly = le—yllx Vz,yeX

14 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Analisi Funzionale 2. Teorema de Hahn-Banach

Definicion 2.6. Sea (X,|| - ||) un espacio normado, entonces se dice X reflexivo
si J : X — X™ es sobreyectiva, y por tanto J es un isomorfismo algebraico y
topologico.

Observacion. En general, podrian existir isomorfismos entre X y X** sin que J lo
sea.

Observacion. Si X es reflexivo, entonces X es completo porque X** es completo y,
por lo tanto, también X lo es.

Proposicion 2.5. Sea X wun espacio reflexivo, entonces cada subespacio cerrado es
también reflexivo.

Proposicion 2.6. Dado dos espacios normados X eY, yseaT : X — Y un operador
lineal acotado, entonces T* también lo es y ademds || T*|| = ||T).

Proposicion 2.7 (Regla de la composicién de adjuntos). En general, si tienes dos
operadores lineales acotados A: X —Y y B:Y — Z, el adjunto de la composicion
cumple que

(BoA)=A"oB*

Proposicion 2.8. La propiedad de ser reflexivo se mantiene por isomorfismos.

2.3. Formulaciéon geométrica del teorema de Hahn-
Banach

Definicion 2.7. Sea f : X — R un funcional, entonces el conjunto
To ={z € X | f(z) =a}
se llama hiperplano de X.

Observacion. Decimos que f es un funcional, cuando nos referimos a una funcion
cuyo dominio es un espacio vectorial X y cuyo codominio es el cuerpo de los escalares
(que en nuestro curso suele ser R, aunque podria ser C).

Definicion 2.8. Un conjunto C' en un espacio vectorial X se dice convexo si, para
cualquier par de puntos z,y € C, el segmento que los une también esta contenido
integramente en C'. Matematicamente, esto se traduce en que se cumple que

tr+(1—t)ye C, Vr,yeC, Vte|0,1]

Definicion 2.9. Sean A, B subconjuntos convexos de un espacio vectorial, entonces
se dice que un hiperplano 7, separa A y B si

fla) <a< f(b) Vac AbeB

Teorema 2.9 (Teorema de Hahn-Banach geométrico). Sea X un espacio normado y
sean A, B convexos disjuntos no vacios. Si A es abierto, entonces

3f € X* ya €R tales que 1l = {f = a} separa A y B
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Figura 2.1: Ejemplo de un conjunto convexo A y un hiperplano de soporte 7.

Corolario 2.9.1. Sea C cerrado y convexo con interior no vacio (C° # () de un
espacio normado X, entonces

Vb e oC, 3f € X* tal que f(x) < f(b) VreC

Definicion 2.10. Sea A C X un Subcongunto de un espacio normado X. Se dice que
A estd todo de un lado respecto a 7§ si

flz)<a VreA obien f(x)>a VreA
Si existe b € A tal que f(b) = «, entonces 7, se llama hiperplano de soporte y f

se llama funcién de soporte. Podemos ver un ejemplo representativo en la Figura
2.1.

Teorema 2.10 (Teorema de Hahn-Banach fuerte). Sean A, B conjuntos convexos no
vacios, con A cerrado y B compacto en un espacio normado X. Entonces ezisten
a, B reales con a < By f € X* tales que

fla)<a<p<f(b) Yae A,be B

Por lo tanto, el intervalo (o, B) separa los dos conjuntos.

2.4. Integracion en espacios de Banach

Definicion 2.11. Sea ¢ : [0,1] — X continua. Definimos la integral ¢ en X como el
tnico elemento y € X tal que

f(y):/0 fop(t)dt VfeX*

v= [ eton

Proposicion 2.11. Si ¢ : [0,1] = X es continua, entonces

[ et < [ et
16
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En resumen la integral definida para funciones con valores en un espacio de Banach
(a menudo llamada integral de Bochner o de Riemann-Banach) hereda las
propiedades fundamentales del calculo integral clasico de funciones reales, es decir,

/0 oyt

= Lineal respecto al integrando:

cumple

b b b
/(agp(t)+5¢(t))dt:a/ o(t) dt—i—ﬁ/ Y(t)dt, Va,B € R, funciones,

» Teorema Fundamental del Célculo(TFCI): si defines G(z) = [ o(t) dt,
entonces la derivada de esa funcién es el integrando: G'(z) = ¢(z).

Si @ es una primitiva de ¢ (es decir, &’ = ), entonces fab p(t)dt = &(b)—P(a).
= Propiedad de la media: podemos expresarlo de dos manera

et < JL el < (b= a) sup ()]

t€la,b]

e El valor ;= f: ©(t) dt pertenece a la clausura del casco convexo de la

imagen de la funcién ¢([a, b]).
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3. Principio de Acotacién
Uniforme

Definicion 3.1. Sean XY espacios normados y sea {Ty}aca € BL(X,Y). Se dice
que {T,}aeca es uniformemente acotada si

IM >0 ||Th]| <M VYaeA

Definicion 3.2. Sean XY espacios normados y sea {Ty}aca € BL(X,Y). Se dice
que {T,}aca es puntualmente acotada si

Ve € X : {To(x)}aca C Y estd acotada

Observacion. Si{T,} estd acotada uniformemente, entonces {7, } esta acotada pun-
tualmente. De hecho:

[Ta(@)l| < [[Tall - 2] < Mljz]] = {Ta(z)} C Y estd acotada

Teorema 3.1 (Teorema de Banach-Steinhaus o Principio de Acotacién Uniforme).
Sea X un espacio de Banach eY un espacio normado, entonces toda familia {T, }aea C
BL(X,Y) puntualmente acotada es también uniformemente acotada.

Es decir, siVr € X {T,(x)}aca C Y estd acotada, entonces

dM > 0: HTaHBL(X,Y) gM Va e A

Notacion. Usualmente nos referiremos a este teorema por PAU o en inglés UBP
(Uniform Boundedness Principle).

Corolario 3.1.1. Sea X un espacio de Banach eY un espacio normado, si {T,}nen C
BL(X,Y) converge puntualmente, es decir

T.(z) —T(x) VeeX enY
entonces T' es lineal y continuo.
Corolario 3.1.2. Si X es un espacio de Banach e Y normado, entonces
BL(X,Y) CL(X,Y)=A{T: X =Y lineales}

es cerrado.

3.0.1. Aplicaciones

Definicion 3.3. Una sucesién (x,,),eny de un espacio normado X es infinitesimal si
z, — 0 en X.

Corolario 3.1.3. Sea X un espacio normado y sea B C X, tenemos que

si f(B) ={f(x) |z € B} acotado Vf € X* = B estd acotado
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4. Teorema de la Aplicaciéon
Abierta

Corolario 4.0.1. Una aplicacion f : X — Y es continua si y solo si la tmagen

wnversa de cualquier abierto es un abierto.
Es decir: si V CY es abierto = f~1(V) C X es abierto.

Definicion 4.1. Sean X,Y espacios normados y 7' : X — Y una aplicacion lineal.
Se dice que T es abierta si T'(A) es abierto para todo A C X abierto.

Teorema 4.1 (Teorema de la aplicacién abierta). Sean X,Y espacios de Banach y
T € BL(X,Y) sobreyectiva, entonces T es abierta.

Corolario 4.1.1. Sea T € BL(X,Y) con X,Y espacios de Banach y T biyectiva,
entonces
T '€ BL(Y, X)

Definicion 4.2. Sean X, Y espacios topolédgicos, y f una funcién de X a Y'; entonces,
f es un homeomorfismo si se cumple que:

= f es una biyeccién
= f es continua

= La inversa de f es continua

4.0.1. Aplicaciones

Una de las aplicaciones mas importantes del teorema de la aplicacién abierta es la
aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales. Queremos demostrar que si
podemos aproximar una funcién “dificil” (f) mediante funciones “faciles” (polino-
mios p,,), entonces las soluciones de la ecuacién diferencial para esos polinomios (z;,)
también aproximaran la solucién real (z).

Teorema 4.2 (Teorema de Aproximacion de Weierstrass). Si f es una funcidn real
continua en [a,b], entonces para cada € > 0, existe un polinomio p tal que |f(t) —
p(t)| < € para todo t € [a,b].

Esto equivale a decir, que el espacio de los polinomios es denso en C°([a,b]) con la
norma del supremo.
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Corolario 4.2.1. Sea X un espacio vectorial y sean (X, ||-]]1), (X, -|l2) espacios de
Banach, y supongamos que IM >0 : ||z||a < M - ||z||1, entonces

(X, 1), (X, ] - |l2) son equivalentes

4.1. Teorema del Grafico Cerrado
Definicion 4.3. Sea T : X — Y una aplicacién entre espacios normados. Se dice que
I'r={(z,T(z)) |z€ X} C X XY
es el grafico de T
Definicion 4.4. SeaT : X — Y con X, Y espacios normados. Se diceque 7' : X — Y
es cerrado si I'r es cerrado en X x Y.
Proposicion 4.3. Sea T : X — Y una aplicacion entre espacios normados, entonces
I es cerrado en X XY <= VY(z,) C X :x, >z y T(x,) — y, entonces y =T(x)
Observacion. Si T es continua, entonces I'r es cerrado. De hecho
si x, — x, entonces T'(x,) — T(x)

y por lo tanto (x,,T(z,)) — (z,T(z)) V(z,) — z.

Teorema 4.4 (Grafico cerrado). Sean X,Y espacios de Banach, tenemos que si
T:X =Y eslineal y cerrada = T es continua

Corolario 4.4.1. Sea T : X — Y lineal con X,Y espacios de Banach, tenemos que
i
T es cerrada vy inyectiva => T~ continua

4.2. Ortogonalidad en espacios de Banach

En esta seccién tomaremos X un espacio de Banach, M C X un subespacio de X y
N C X* un subespacio de X*.

Definicién 4.5. Se define el ortogonal de M como el subespacio M+ C X* tal que
M+ :={feX*| f(x)=0 Vxe M}

Se define el ortogonal de N como el subespacio N* C X tal que
Nt ={zecX|f(z)=0 VYfeN}

M+~ y Nt son llamados aniquiladores.
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Observacion. M+ y N+ son subespacios cerrados incluso si M y N no lo son.

Proposicion 4.5. Sea M C X, N C X*, se cumple:
i) (MYt =M
i) N C (NY)L. Si X es reflexivo, se cumple (NY)t = N
Proposicion 4.6. Sean My, My subespacios de X, entonces
1. MyN My = (M- + M)+
2. Min Mj = (M, + My)*
3. M+ Mg C (My N My)*

4. (M0 Mb)*L =T+ M,

4.3. Operadores no acotados

Definicion 4.6. Sean X,Y espacios de Banach y sea D(T) un subespacio denso de
X, un operador lineal T" definido como sigue

T:D(T)—Y
se dice no acotado.

Observacion. La definicién extiende la definicién de operador acotado porque D(T)
no es cerrado en general y, por lo tanto, no es necesariamente de Banach.

Observacion. En general, T no envia acotados en acotados.

Definicion 4.7. Dado T : D(T') — Y no acotado, si
M > 0 tal que ||[T(z)||y < M -||z||x Yz € D(T)
entonces T se dice acotado en D(T)).
Definicion 4.8. Sea T': D(T') — Y no acotado, definimos los subespacios.
» Ker(T):={z € D(T) | T(x) =0}
» R(T):={yeY |y=T(x) para algin x € D(T')} (rango)
Definicion 4.9. Sea T': D(T') — Y no acotado. T se dice densamente definido en

X si D(T') es denso en X.

Proposicion 4.7. Si T es cerrado, entonces Ker(T) es cerrado.
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4.3.1. Operador Adjunto

A continuacién trabajaremos con el operador 7' : D(T) — Y densamente definido
en X y con X,Y espacios de Banach, y usaremos el operador adjunto 7™ definido
en

D(T*)={geY*|3C >0tal que [{g,T(u))| <C-|u| Yue D(T)}

donde (g,T'(u)) = g(T'(u)).

Proposicion 4.8. Si el operador T es acotado, entonces
D(T*)=Y"
Sea la siguiente funcién

f: D(T) — R
u — (g, T(u))

donde g € D(T*), entonces f es acotada, ya que
[f ()| =g, T(w)| <C-lu]| Vue D(T)

Por hipétesis D(T') es denso en X, para poder definir 7%, y ademds como f es
acotada, entonces f puede ser extendida a ' € X*, es decir

AF € X*: F(u) = f(u) = (g,T(u)) Yue D(T)
Dada esta conclusion podemos definir correctamente el operador adjunto T* de T

de la siguiente manera, vedmoslo.

Definicion 4.10. Sea T : D(T') — Y densamente definido en X con X,Y espacios
de Banach. Definimos el operador adjunto 7™ de T' como el operador

T*: D(T*) — X*
g — T%(g)=F

para el cual tenemos que
(T"g,u) = (T"g)(u) = F(u) = f(u) = (9, T(w)) Vue D(T),vge D)
donde D(T™) es el subespacio de Y* definido por
D(T*):={geY*|3C > 0tal que [(9,T(u)| <C-|ul| Yue DT}

donde (g, T'(u)) = g(T(u)).
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5. Convergencia débil

Definicion 5.1. Sea X un espacio normado y {z,} C X. Se dice que x,, converge
débilmente a x € X si

F(z,) — F(z) VF e X~

y escribiremos x, — .

Observacion. Llamaremos convergencia fuerte a la convergencia habitual, es de-
cir, x, — x si ||z, — z|| — 0.

Proposicion 5.1. El limite débil es unico.

Proposicion 5.2. Si x, — x en X (convergencia fuerte), entonces x,, — x (conver-
gencia débil).

Proposicion 5.3. Sea {x,} una sucesion convergente débilmente a x € X. Entonces
{z,} es acotada y se cumple

||| < liminf ||z, ||
n—-+oo

Definicion 5.2. Sea C' C X se dice débilmente cerrado (por sucesiones) si para
toda {z,,} C C convergente débilmente a x € X, entonces = € C.

Definicion 5.3. Sea K C X se dice débilmente compacto (por sucesiones) o débil-
mente secuancialmente compacto si para toda {z,} C K existe una subsucesién
convergente débilmente en K.

Observacion. La envolvente convexa (o convex hull) de un conjunto de puntos
{z,} es el conjunto mas pequeno que contiene a todos esos puntos y que ademés es
CONVEXO.

Teorema 5.4 (Mazur). Sea {x,} C X tal que x,, — x¢, entonces xo € Co(z,), donde:

Co(z,) := envolvente convera de {x,}

Corolario 5.4.1. Sea C C X cerrado y convexo; entonces es débilmente cerrado.
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Observacion. Sea X de dimension finita, entonces la convergencia débil implica la
convergencia fuerte.

Definicion 5.4. Sean X,Y espacios normados de Banach, T se dice débilmente
secuancialmente continuo si para cada {z,} : x, — x, entonces T'(x,) = T(z).

Proposicion 5.5. Sea T : X — Y lineal, entonces
T es débilmente secuancialmente continuo < T es continuo

Teorema 5.6 (Eberlein). Si X es un espacio reflexivo, entonces toda sucesion aco-
tada admite una subsucesion débilmente convergente. (Los conjuntos acotados son
débilmente secuencialmente compactos).

Corolario 5.6.1. Sea C' cerrado, convexo y acotado en X, un espacio de Banach
reflexivo. Entonces C' es débilmente secuencialmente compacto.

Observacion. También vale el reciproco (dificil), es decir, si C' es débilmente secuan-
cialmente compacto, entonces C' es acotado.

Corolario 5.6.2. Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea C' cerrado no vacio y
convezo; entonces C admite un punto de norma minima.

Corolario 5.6.3. Sea C cerrado y convexo no vacio, entonces

Vee X dyed: ||x—y||ZIIél’éle—zH:d(x,C’)

5.1. Convergencia x—débil

Sea X un espacio normado y sean {f,} € X*, estudiamos la convergencia débil en
X*

fo— fen X*siG(f,) — G(f) VG e X™
donde J : X — X**, J,(f) = f(x) no es sobreyectiva en general y J(X) C X**.
Definicion 5.5. Sea {f,} C X*, diremos que f, converge *-débilmente a f € X*

S1

To(fn) — Jo(f) VrzeX

es decir, f,(x) — f(x) Vz € X. Se nota como
fo = fen X*

Observacion. El limite *—débil de {f,} es tnico, pues si f, = fi v fo — fo,
entonces f,(z) — fi(z) v fu(z) — fo(z) puntualmente para todo x € X, por lo
que f1(z) = fo(x) para todo x € X.

Observacion. Si f, — f en X* (convergencia fuerte), entonces f,, — f en X* (con-
vergencia débil), entonces f, — f en X*.
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Proposicion 5.7. La convergencia fuerte implica la convergencia débil, y esta dltima
implica la convergencia x— débil.

Observacion. Si X reflexivo, entonces
fo—fen X* < f, = fen X*

Si X no es reflexivo, entonces la convergencia débil y la convergencia *—débil en X*
son diferentes.

Teorema 5.8. Sea X un espacio de Banach separable. Toda sucesion de funcionales
{fn} € X* acotada en X* admite una subsucesion x-débilmente convergente.

Observacion. Si X no es seperable, en general no vale.

Teorema 5.9 (Teorema de Banach-Alaoglu). Sea X un espacio de Banach, entonces
B*, la bola cerrada en X*, es débilmente-* compacta.

Observacion. En un espacio de Hilbert (lo veremos méas adelante), la convergencia
débil y la convergencia débil—x son exactamente la misma cosa, pues H* = H.

Corolario 5.9.1. Si H es un espacio de Hilbert, la bola cerrada B = {x € H : ||z|| <
1} es débilmente compacta. Por tanto, de cualquier sucesion acotada en H se puede
extraer una subsucesion débilmente convergente.

5.2. Espacios uniformemente convexos

Definicion 5.6. Un espacio normado X se dice estrictamente convexo si
T+
Vo€ X cona £ plal =yl =1 — | 3] <1

(el punto medio de 2 vectores unitarios cae dentro de la bola)

Definicion 5.7. Un espacio normado X se dice uniformemente convexo si
T+y
Ve > 0,36 > 0 tal que ||z|, ||y < 1, ||z —y|| > = — | < 1-46

(el punto medio de 2 vectores unitarios que estan al menos € de distancia cae dentro de la
bola cerrada de radio 1 —¢)

Lema 5.10. Sea X un espacio de Banach, entonces
X es reflexivo <= VF € X* drxo€ X : ||zo|| =1 y [|F|| = |F ()]

Teorema 5.11 (Teorema de Milman-Pettis). Sea X un espacio de Banach uniforme-
mente convexo, entonces X es reflexivo.
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5.3. Topologias débiles

Sea X un conjunto y sea {Y;} una familia de espacios topoligicos tales que existen
funciones ¢; : X — Y para todo i.

Queremos dotar a X de una topologia 7 que haga continuas a las {¢;} y que sea la
menos fina (mds pequena) con esta propiedad. Es decir

VW, C Y; abierto, ; *(W;) es abierto en (X, 7T) para todo i

Sea F una familia de subconjuntos de X tal que la interseccién finita () ¢; '(W;)
finitas

estd contenida en X y contiene la unién arbitraria  J ;' (W;).

Después de haber realizado estas dos operaciones obtenemos que F es estable por
intersecciones finitas y uniones, y contiene a ¢; ' (W;) para todo W; abierto en Y; y
para todo i; por construccién, es la topologia mas pequena con estas propiedades.
Definimos entonces 7 = F.

Proposicion 5.12. Sea w9 € X y sea { (| ;' (Vi)} una base de entornos de o,

finitas
donde cada V; es un entorno de p;(xo) en'Y; para todo i. Entonces

x> xen (X,T) < @i(r,) = i(x) enY; Vi
Definicion 5.8. Sea X un espacio normado y T la topologia menos fina que hace

continuas las aplicaciones F' € X*. Definimos 7 como la topologia débil. (Es el
caso precedente con Y; =R Vi)

Observacion. (X, ||-]]) hace continuas las aplicaciones de X* y, por lo tanto, también

las de (X, T).
T o> 7 en (X,T) < F(zy,) — F(x)en RVF € X" < z,, >«
Observacion. Sea xg € X, una base de entornos se obtiene como
Ve(zo) ={z € X | |F(z) — F(z0)| < e YF en un subconjunto finito de X}

Proposicion 5.13. (X, T) satisface el axioma de separacion Ty (Hausdorff).

Observacion. En dimension finita, la topologia fuerte y la topologia débil coinciden.

Observacion. Cuando hacemos alusiéon a la topologia fuerte en un espacio normado
(X, ]| - ||), nos referimos a la topologia inducida por la norma || - || y, por lo tanto,
a la convergencia fuerte. Por otro lado, cuando hablamos de la topologia débil en
(X, T), nos referimos a la topologia menos fina que hace continuas a las aplicaciones
de X* y, por lo tanto, a la convergencia débil.
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Observacion. Sea (X, ||-]|) un espacio normado de dimensién infinita, entonces (X, 7))
débil es siempre estrictamente menos fina (més pequena) que (X, ||+ ||) con topologia

fuerte. En particular
B={ze X ||| <1}

nunca es abierto en (X,7), pues se puede ver que cada entorno de xy € (X,7)
contiene una recta vectorial que pasa por xg, por lo tanto, B nunca es abierto.

Observacion. En dimensién infinita, (X, || - ||) nunca es metrizable. Existen espacios
en los que la convergencia por sucesiones

Ty = T &= Ty —

pero no es metrizable.

Intuitivamente, la topologia débil tiene “menos abiertos” or lo tanto, “més com-
b b b

pactos”, entonces podemos minimizar funcionales sobre los compactos.
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6. Espacios de Hilbert

Definicion 6.1. Sea X un espacio vectorial sobre R. Se dice que X es un espacio
con producto interno si existe una aplicacion:

(h): XxX — R
(z,y) — x-y=(2,9)

tal que:
) (z+y,2)=(x,2)+ (y,2) Vo,y,z€ X
i) (ax,y) =alz,y) Vr,ye X, VaeR
i) (z,y) = (y,x) Vr,ye X

iv) (z,2) 20 y (r,2) =0 <= =0 VrelX

Sobre C, la condicién 4ii) se sustituye por éii)": (z,y) = (y,z) y por lo tanto:
(z,ay + Bz) = a(z,y) + B(z,2) Va,B € C (producto sesquilineal)

Destacar que la diferencia con el producto interno en R es que esta vez el producto
interno es lineal en la primera variable y conjugado lineal en la segunda.

Observacion. Las condiciones i) y i) nos dicen que (-,-) es lineal en la primera
variable y, junto con #ii), se tiene que (-,-) es bilineal sobre R.

Observacion. (X, (-,-)) es un espacio normado con norma ||z|| := (x,z)"/2.

Proposicion 6.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea X un espacio con producto
interno, entonces se cumple:
(@, )| < llzll - [yl Ve,ye X

Definicion 6.2. Un espacio (X, (+,-)) con producto interno se dice espacio de Hil-
bert H = (X, (+,-)) si es completo.

Ejemplo. = /5 es un espacio de Hilbert
+00
(may> = Zxk * Yk
k=0
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= L?(A) es un espacio de Hilbert

mm:/mw

A

Buscamos un criterio que nos permita entender cuando un espacio normado tiene

una norma que deriva de un producto interno.

Teorema 6.2 (Ley del paralelogramo). Sea (X, || - ||) un espacio normado, entonces

X espacio con producto interno con ||z||* == (z,7) <= |z+y|*+||z—y|* = 2|z |*+2||y||* Vaz,y €

Proposicion 6.3. z=0 < (z,2)=0 VreX

Observacion. Sea = € X tal que Fz(y) = (Z,y) Yy € Y, entonces F; es lineal y
continuo.

Teorema 6.4. Todo espacio con producto interno (X, (-,-)) es uniformemente conve-
zo.

Teorema 6.5 (Teorema de proyeccion). Sea H un espacio de Hilbert, y sea C C H
un subconjunto no wvacio, cerrado y convero, entonces para cada xr € H existe un
unico xg € C tal que:

x — xgl| = Inf ||z —

o = woll = a1z ]

Ademas, xq estd caracterizado por la siquiente propiedad
xg es el dnico punto de C' tal que (x — xo,y — x9) <0 VyeC

El punto xy € X se denomina proyeccion de x sobre C' y se indica como Po(x).

6.1. Ortogonalidad en espacios de Hilbert

Definicion 6.3. Sean x,y € H, se dice que = es ortogonal a y si (z,y) = 0, y
escribiremos x | y.

Proposicion 6.6. Si x L y, entonces se tiene
i)y Lz
ii) o L (~y)
i) v Lo <= x=0

Definicion 6.4. Sean A, B C ‘H subconjuntos. Se dice que z € H es ortogonal a A
(x L A)si
(r,a) =0 YaecA

Se dice que A es ortogonal a B (A L B) si
(a,b) =0 VYaec A VbeB
El conjunto ortogonal a A se define como:

At ={zeH|(z,a) =0 Vac A}
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Proposicion 6.7. Se cumplen las siguientes propiedades:
1. 0t =H y Ht={0}
2. An At C {0}
3. (Teorema de Pitdgoras) si x L y entonces ||z + y||* = ||=||* + ||y||?
4. Sean A, B subconjuntos con A C B entonces B+ C A+

Proposicion 6.8. Sea x € H y sea xo := Py (), donde M C H no vacio, cerrado y
convexo, entonces xy estd caracterizado por estas dos condiciones

Z) xog € M
i) (v —xo,y) =0 VyeM (vx—xo€ M?").

es decir, xo = Py(x) si y solo si se cumplen i) y ii).
Ademds, la funcion Py,
Py: H — M
r — Py(x)

es un operador lineal y continuo, y se define como proyeccion ortogonal sobre
M.

Definicion 6.5. Sea X un espacio normado, X es la suma directa de dos subespacios

A, B si
= A, B son cerrados.
« AN B = {0}
» A+ B=X

y diremos X = A& B.

Teorema 6.9 (Teorema de descomposicién ortogonal). Sea M un subespacio cerrado,
entonces

H=Meo M
Observacion. Si H = M @ M*, la descomposicién es tnica, vedmoslo. Si = =
eM eM+
=

a + b , entonces
r—a=beM" = (z—a,y)=0 VyeM = a=Py(x)=20yb=1x—

tenemos por tanto que a = xy es Unico y b = x — xy también es tinico, por la nocién
de que la proyecciéon de z, es decir, xq, es Unica.

Observacion. Sea A C ‘H un subespacio, entonces se cumple:
i) AC (AH)*

ii) (A1)* = A. En particular si A es cerrado, entonces A = (A+)+
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Observacion. Sea X un espacio con producto interno y sea

T: X — X*
y — F,

donde Fj(z) = (z,y) Vx € X, entonces T es inyectiva e isometria.

Teorema 6.10 (Teorema de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert, entonces
VE € H* lyp € H tal que F(x) = (x,yr) Ve eH
es decir, T es sobreyectiva.

Observacion. Hemos visto que T : ‘H — H* es un isomorfismo algebraico y to-
polégico (dijimos 7' isometria, que implica acotacién y de su inversa, y biyectiva),
entonces H* es un espacio de Hilbert.

6.2. Operador adjunto

Definicion 6.6. Sea T € BL(H), se define como operador adjunto de T a la
aplicacion
T": H — H
r — T%(x)
tal que T™(x) es el nico vector que representa a G, es decir
Go(y) = (2, T(y) = (I"(2),y) Vo,ycH
Proposicion 6.11. Sea T' € BL(H), entonces
i) T =T
i) |T*|| = |T|, y por lo tanto T* € BL(H)
Proposicion 6.12. Sean S,T € BL(H), entonces se tiene:
n (SHT)=85"+T
] (OéT)* = dT*
n (SoT)*=T*"0S*
[T o T =T oT*|| = |||

Definicion 6.7. Sea T € BL(H) se dice autoadjunto si T' = T*, es decir
(,T(y)) = (T(z),y) Vo,yeH
Teorema 6.13. Sea T € BL(H) autoadjunto, entonces

171 = sup (EELDL 7@, o)
w20 |zl lzll=1

Proposicion 6.14. Sea T' € BL(H), entonces

T biyectivo <= T™ biyectivo
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6.3. Operadores compactos

Definicion 6.8. Sea X un espacio normado, un subconjunto K C X es compac-
to si toda sucesion {z,} en K admite una subsucesién convergente a un punto de K.

Definicion 6.9. Sea X un espacio normado, un subconjunto A C X es relativa-
mente compacto si la clausura de A es compacta.

Definicion 6.10. Sean X,Y espacios de Banach y seaT € BL(X,Y). T se dice ope-
rador compacto si T(C) es relativamente compacto para cada conjunto C' acotado.
Andlogamente, T es operador compacto si para cada {x, } sucesién acotada, T'(z,,)
admite una subsucesion convergente.

Ejemplo. 1. SiT: X — Y eslineal y X,Y son espacios normados de dimension
finita, entonces T es compacto.

2. Id: X — X nunca es compacto para cualquier X espacio normado de dimen-
sion infinita. De hecho: la bola unitaria no es compacta.

Observacion. K(X,Y) :={T € BL(X,Y) compacto} C BL(X,Y) es un subespacio
de BL(X,Y).

Teorema 6.15. Sea {T,,} € K(X,Y') una sucesidn de operadores compactos tales que

T, —T € BL(X,Y), entonces T es compacto.

Proposicion 6.16. Sean X un espacio de Banach e Y un espacio de Hilbert, y sea
T € K(X,Y). Entonces T es el limite de (T,,),, donde (T,), es una sucesion de
operadores con R(T,) de dimensidn finita.
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7. Sistemas ortonormales
completos

Definicion 7.1. Sea S C H se dice sistema ortonormal si estda constituido por
vectores mutuamente ortogonales y de norma unitaria:

S = {61' GH, 1€X1: (ei,ej) :52]}
Observacion. Si S es un sistema ortonormal, entonces S es un sistema de vectores

linealmente independientes.

Observacion. Si S es un sistema de vectores linealmente independientes, entonces
se puede construir una sucesion ortonormal mediante el proceso de Gram-Schmidt.

Definicion 7.2. Un sistema ortonormal se dice completo si no esta contenido pro-
piamente en ningun otro sistema ortonormal (es decir, es maximal por inclusion).

Proposicion 7.1. Sea H un espacio con producto interno, entonces por el Lema de
Zorn siempre existe un sistema ortonormal completo.

Corolario 7.1.1. Sea H un espacio de Hilbert, entonces

S es un sistema ortonormal completo <= siVx € H,x L S entonces x =0

Proposicion 7.2 (Desigualdad de Bessel finita). Sea {e;}"_, un sistema ortonormal
en H. Entonces, Vx € H.:

n

Y (ze) < al?

=1

Ademas,
n

T — r,e)e; Le: Vi=1,...,n
Z(’ ) J j )

=1

Proposicion 7.3. Sea H un espacio de Hilbert y sea S = {e;}icz un sistema ortonor-
mal. Entonces, para cada x € H.:

S(x) :={i €Z| (z,e;) # 0} es a lo sumo numerable
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Definicion 7.3. Sea S C H un sistema ortonormal completo, dado por S = {e; }ier,
entonces para cada x € H, definimos la serie:

Z |(x,€)]* con (z,e;) := coeficientes de Fourier de x respecto a S
i€Z

Observacidn. Si demostramos que Y, |(z,e;)|* converge, entonces converge abso-
lutamente y, por lo tanto, podemos permutar los indices.

Teorema 7.4 (Desigualdad de Bessel). Sea S = {e;}iez un sistema ortonormal, en-

tonces para cada v € H.:
Dol e) < el
i€T

Definicion 7.4. Sea S un sistema ortonormal en un espacio de Hilbert H, entonces
Va € ‘H esta definida la suma de la serie:

g (z,e;)e; denominada Serie de Fourier de z en H
i€

Proposicion 7.5. Sea S un sistema ortonormal, entonces son equivalentes:
1. S es completo.
2. SizeHy(x,e) =0 Viel = x=0.

3. Para cada v € H se cumple

T = Z(m,ei)ei

i€Z
4. (Identidad de Parseval) Para cada x € 'H

lzl® = (@, e)?

i€
Teorema 7.6. Sea H un espacio de Hilbert, entonces
H es separable <= existe un sistema ortonormal S completo y numerable

Teorema 7.7 (Teorema isomorfismo euclideo). Todo espacio de Hilbert H separable
es isomorfo a Uy mediante una isometria.
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Sea F' : X — X una aplicacion lineal y continua en un espacio de Banach X,
entonces hemos visto que si F' es biyectiva, entonces F~! es continua. Sea

F:=T-)\Id

con T' € BL(X), preguntémonos cuando F' es biyectiva.

Definicion 8.1 (Resolvente). Sea T' € BL(X), definimos
p(T) :=={X € R| T — A\Id es biyectiva}
como el resolvente.
Definicion 8.2 (Espectro). Sea T' € BL(X), definimos
o(T):={X € R|T — A\d no es biyectiva} =R\ p(T)

como el espectro.

Observacion. Si A € o(T), entonces T'— Al d o no es inyectiva o no es sobreyectiva.

Definicion 8.3. Sea T' € BL(X), entonces A € o(T') se dice valor propio de T si
T — Al d no es inyectiva. Definimos

e(T) :={A € a(T) | A es valor propio} C o(T)
como el conjunto de los valores propios.
Observacion. Para el conjunto de valores propios tenemos estas propiedades
s ANee(T) < Jy #0:T(y) = \y (ecuacién de valores propios).
» A€ e(T) < Ker(T — A\Id) # {0}.

En este caso, y se llama vector propio de T respecto a A y Ker(T — A d) se llama
espacio propio de A, el cual es un subespacio cerrado.

Teorema 8.1. Sea X un espacio de Banach y sea T € BL(X,Y'), entonces

1. Sid, A €e(T) con \y # Ny = Ker(T — MI)N Ker(T — X\ 1) = {0}.
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2. Si{vi,...,vn} son vectores propios correspondientes a valores propios distin-
tos A1, ..., Am € e(T), entonces {vy,...,v,} es un conjunto de vectores lineal-
mente independientes.

Teorema 8.2. Sea X un espacio de Banach y sea T € BL(X,Y'), entonces
1. p(T) es abierto.
2. o(T) < [=[IT1], [|T°]]]-

De lo cual o(T') es compacto.

8.1. Operadores sobre los complejos

Sea T': H — H un operador sobre H, un C-espacio de Hilbert, entonces:

i) SiT esautoadjunto: (T'(z),z) = (z,T(z)) = (T(z),z) Ve H = (T(z),z) €

R.
Sea X un espacio de Banach sobre C y T' € BL(X). Definimos:
p(T) :={X € C|T — A\ld es biyectiva}, o(T):=C\ p(T)

Proposicion 8.3. Sea T € BL(X) con X un espacio de Banach sobre C, entonces

1. p(T) es abierto en C.

2. o(T) C{A e C||A <|T|}, de lo cual o(T) es compacto.

Definicion 8.4. Definimos el radio espectral como
H(T) = inf{r > 0| o(T) C B,(0)}
y se llama conjunto de valores propios de 7' a lo siguiente
e(T)={N€o(T) | T — Ald no es inyectiva}

Si A € e(T), entonces dim(Ker(T — AId)) se llama multiplicidad geométrica de
A

Teorema 8.4. Sea T € BL(X), con X espacio de Banach sobre C, entonces
a(T) #0
Teorema 8.5. Sea T' un operador compacto, entonces
Ker(T — \d)
es de dimension finita V) # 0.

Proposicion 8.6. Tenemos que

AN€o(T) < M€ o(TY)
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Proposicion 8.7. Si X es de dimension infinita y T € K(X), entonces
0e€o(T)
Teorema 8.8. Sea T € K(X), entonces
i) e(T) es a lo sumo numerable.
it) Sie(T) no es finito, entonces 0 es el unico punto de acumulacion.

Observacion. Si T es compacto, X es de Banach y e(T) = {A\,},n es numerable
entonces

e(T) C |—||T|], |T]l] = (M) es acotada con 0 como punto de acumulacion — \,,, — 0
(T) < [T, p

Teorema 8.9 (Teorema de la alternativa de Fredholm). Sea H un espacio de Hilbert
yT € BL(H) compacto. Entonces:

a) si\# 0, entonces R(T—MI) es cerrado y se cumple R(T—N) = Ker(T*—\I)*
b) si A\ #0, entonces Ker(T — \I) = {0} < R(T — \I) = H, es decir:

T — M es inyectivo <= T — Al es sobreyectivo

¢) dim Ker(T — AI) = dim Ker(T* — \I)
Corolario 8.9.1. Dado un operador

T: H — H
u — T(u)

compacto, y'T € BL(H), con H un espacio de hilbert de dimension infinita tenemos
que

» 0 €0(T) (sea valor propio o no).
» o(T)\ {0} =e(T)\ {0} (apartado b) del Teorema 8.9).

s Se tiene una de las siguientes alternativas:

e o(T) = {0}
(T)\ {0} = e(T) \ {0} es un conjunto finito.

T)\ {0} = e(T) \ {0} es una sucesion A\, que tiene a {0} como unico
punto de acumulacion y A, — 0.

Q

Q

Observacion. Para el caso X un espacio de Banach y no de Hilbert, tenemos que
también se cumple para T compacto, lineal y continuo, que

a(T)\ {0} = e(T) \ {0}
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8.2. Operadores autoadjuntos
Teorema 8.10. Sea T'€ BL(H), H espacio de Hilbert y T autoadjunto, definimos

m:= inf (T(u),u) y M := sup (T(u),u)
ucH weH
flull=1 lul=1

tenemos entonces que

o(T) C [m,M] y m,M e o(T)

Observacion. Sabemos que m € o(T), de hecho si m fuera un valor propio (no
nulo), entonces m = min. ©
Analégamente, si M es un valor propio (no nulo), entonces M = méx.

Observacion. Es importante notar que los vectores propios no tienen porque ser
unitarios, es decir, podemos obtener un vector propio u € H con norma distinta de
1, pero como el operador es lineal, entonces

T(u)=T (||U|| - ﬁ) = llull-T (HZ_H>

por lo que HUTII también es un vector propio asociado al mismo valor propio.

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que los vectores propios
tienen norma 1, ya que la clave radica en que las soluciones de la ecuacion de autova-
lores no son vectores aislados, sino subespacios vectoriales completos (lineas, planos,
etc.), por lo que no existe un vector propio tnico, sino que existe una infinidad de
vectores propios asociados a un mismo valor propio, y entre ellos se encuentra uno
con norma 1.

Corolario 8.10.1. Sea T autoadjunto, entonces tenemos que
o(T)={0} = T =0
Proposicion 8.11. Sea T'€ BL(H) autoadjunto, entonces:
» o(T)={0} <= T =0.
» o(T) CR.

n Si A, Ay € o(T) con Ay # A, entonces los espacios propios correspondientes
a A1 Yy Ay son ortogonales entre si.

Corolario 8.11.1. Dado un operador T € BL(H) autodajunto y compacto, tenemos
que existe al menos un valor propio X tal que |\| = ||T||, de hecho tenemos que

»m=M=0 = o(T)={0} = T =0, no nos vale este caso.

» m=0, M >0 = M es un valor propio y M = ||T|| (por la caracterizacion
de la norma de los op. autoadjuntos).
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» m <0, M=0 = m es un valor propio y |m| = ||T|
» m#0, M #0 = m y M son valores propios y ||T|| = méax{|m|, |M|}.

Teorema 8.12. Sea H espacio de Hilbert separable, T'€ BL(H) autoadjunto y com-
pacto. Entonces existe una base hilbertiana, es decir, un sistema ortonormal completo
formado por vectores propios de T'.

Observacion. El teorema anterior es un resultado muy importante, porque nos dice
que en este caso, el operador 1" se puede diagonalizar completamente, es decir, se
puede representar como una matriz diagonal con los valores propios en la diagonal y
los vectores propios como columnas. Esto es andlogo a lo que ocurre con las matrices
simétricas en espacios finitos, pero en este caso estamos trabajando con operadores
en espacios de Hilbert de dimensién infinita.

Teorema 8.13. Sea X un espacio de Banach sobre C y T € BL(X), entonces
o(T) #0

Observacion. Sea H espacio de Hilbert de dimensién infinita, observamos que de-
pendiendo de si 0 es valor o no propio, tenemos una cantidad de valores propios u
otra, véamoslo:

= Si 0 no es un valor propio, entonces e(7) es numerable.
= Si 0 es un valor propio de multiplicidad finita, entonces e(7") es numerable.

» Si 0 es un valor propio de multiplicidad geométrica infinita, entonces e(7)
puede ser finito.

Proposicion 8.14. Todo operador autoadjunto y compacto T' € BL(H) se aproxima
con operadores con imagen de dimension finita.

8.3. Formulacion variacional

En esta seccién trabajaremos con ‘H un espacio de Hilbert separable, T' € BL(H)
un operador autoadjunto y compacto.

Al tener T autoadjunto y compacto, sabemos que los valores propios son reales y por

tanto tienen signo: o son mayores o iguales que cero (= 0), o son menores o iguales

que cero (< 0). Gracias a que no se pueden acumular en ningin otro sitio que no sea el origen
(Teorema 8.9), la matemadtica nos da permiso para hacer algo imposible en otros con-

juntos de niimeros reales: podemos hacer una fila india ordenada con ellos.

Vamos a hacer dos listas ordenadas:

» La lista de los positivos (A}): Se ordenan de mayor a menor (decreciente)
marchando hacia el cero: )\T > )\;r >...>0.

» La lista de los negativos (A,,): Se ordenan de menor a mayor (creciente, es
decir, de los més negativos a los que se acercan al cero): A7 < A; <...<0.
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Un punto critico a tener en cuenta es que repitiremos cada valor propio tantas veces
como indica su multiplicidad geométrica, es decir, si un valor propio A tiene mul-
tiplicidad geométrica k, entonces aparecera k veces en la lista, por ejemplo si el
nimero 5 tiene un espacio propio de dimension 2 (hay dos vectores independientes
que responden al 5), en nuestra lista lo escribiremos dos veces: A\ = 5y A\j = 5.
Esto es importante porque la multiplicidad geométrica nos indica cuantos vectores
propios linealmente independientes hay asociados a ese valor propio, y al repetirlo
en la lista, estamos reflejando esa informacion de manera explicita.

Tomando las sucesiones de vectores propios normalizados como sigue

{u}} para los positivos, {u, } para los negativos, |[u}t] = [ju,| =1

podemos crear una base ortonormal en H como sigue
{u} wu,} es una base ortonormal en H
Finalmente definiremos los siguientes subespacios vectoriales

VE =span{u],...,ut} v V- =span{uy,...,u;}, Vo={0}

m

Teorema 8.15. Dado H espacio de Hilbert separable, T € BL(H) autoadjunto y
compacto, entonces

A= (T(ul),ul) = méx (Tv).v) _ min (méx M) Vn > 1

MY e T VR TP
vlV,_1 dim V=n—1 vlV

En particular tenemos
T
A = méax —( (v),v)

verl ||vlf?
v#£0

Andlogamente para los negatios tenemos

A, = (T(u,,),u,) = min T),v) = max (min M) Vn >1

" A0 lf? vern |\ v lof?
vl Vih_1 dimV=n—1 \olV
y en particular tenemos
T(v),v
N COR)
el lulf?
v#0
Teorema 8.16 (Teorema Ascoli-Arzeld). Sea K C RN un conjunto compacto, y sea
C(K) el espacio de las funciones continuas sobre K equipado con la norma del
supremo (||| ). Un subconjunto de funciones A C C(K) es relativamente compacto
sty solo si cumple simultdneamente dos condiciones:

= Acotacion uniforme: El conjunto de funciones no se escapa hacia el infinito
verticalmente, es decir

AM >0 tal que ||flleo <M Ve A
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= Equicontinuidad uniforme: Todas las funciones del conjunto comparten
el mismo “ritmo” de continuidad. Es decir, para cualquier ¢ > 0, existe un
mismo ¢ > 0 tal que

Silv—yl<d = |f(z) - fly)l <e Ve,ye K, VfeA

Observacion. Este teorema se ha usado para un ejercicio concreto, por lo que su pre-
sencia aqui no es de vital importancia para la asignatura, pero si para la realizaciéon
de dicho ejercicio.

8.3.1. Analisis espectral de ecuaciones en derivadas parcia-
les (EDPs)

Cuando me pregunto si un operador tiene valores propios, quiero resolver la ecuacion
—Aw = Aw en un dominio 2 con w = 0 en el borde 0f), lo que viene a ser

Q) abierto acotado, regular en RY

—Aw =X w enf)
w =0 en Of)

donde si lo queremos resolver de la manera débil sobre H}(f2), tendriamos que

/Vw~V<pdx—)\/w-g0da: Vi € H(Q)
Q Q

Teorema 8.17. Eziste una sucesion {w,,} C Hg(Q) de funciones ortonormales com-
pleta en L*(Q)), y existe una sucesion {\,} de nimeros reales positivos tal que
Am — +00 ¥

— AWy, = AWy,
D<A <A< A< .. tal que
w, € HY(Q) N C>®(Q)

Observacién. Sea {w,,} una base ortonormal en L? pero nosotros querfamos una
base ortonormal en H{(2), entonces

1
"

Observacion. El valor propio A\; es simple (propiedad importante), porque se puede
caracterizar como:

w,, es ortonormal en H; ()

Vul?d
A1 — min —‘[Q [Vol” du
Jo [v|? dz
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