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Analisi Funzionale. Examen I

Ejercicio 1 (4 punti). Dimostrare che se X è uno spazio di Banach riflessivo allora:

∀F ∈ X∗ ∃ x̃ ∈ X : ∥x̃∥ = 1 e ∥F∥ = |F (x̃)|

Ejercicio 2 (5 punti). Siano X e Y spazi normati e T : X → Y une applicazione
lineare e chiusa. Dimostrare:

(i) se T è biettiva allora
T−1 : Y → X

è lineare e chiusa.

(ii) se K ⊆ X è compatto allora T (K) è chiuso in Y .

Ejercicio 3 (4 punti). Siano X e Y spazi di Banach e T ∈ BL(X, Y ). Dimostrare
che se T è compatto allora:

xn ⇀ x0 in X =⇒ T (xn) → T (x0)

Ejercicio 4 (4 punti). Sia H uno spazio di Hilbert di dimensione infinita e

T : H → H

un operatore lineare e compatto. Dimostrare che ̸ ∃α > 0 tale che:

(T (x), x) ≥ α∥x∥2, ∀x ∈ H

Ejercicio 5 (8 punti). Sia X uno spazio di Banach e T ∈ BL(X). Definiamo λ ∈ R
autovalore approssimato di T se:

∃{xn} ⊂ X : ∥xn∥ = 1, ∀n ∈ N, e T (xn)− λxn → 0, n → ∞

Dimostrare che:

(i) ogni autovalore di T è anche autovalore approssimato di T .

(ii) ogni autovalore approssimato di T appartiene allo spettro di T .

Ejercicio 6 (8 punti). Sia T : C0([1, e]) → C0([1, e]) definito da:

T (u)(t) = (log t)u(t), ∀t ∈ [1, e], ∀u ∈ C0([1, e])

Determinare lo spettro di T , gli eventuali autovalori e i relativi autospazi. L’operatore
T è compatto?
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