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2.1.3. Teoŕıa débil para el MTLS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1.4. Preparación para el bloque de fluidos . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2. Modelo de transporte no lineal: ecuación de Burgers . . . . . . . . . . 31

3. Mecánica de Fluidos 47
3.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3



Ecuaciones Diferenciales en Mecánica y Bioloǵıa Índice general

El temario se dividirá principalmente en tres bloques. El primer caṕıtulo se corres-
ponde con una breve introducción de ciertas herramientas necesarias para los otros
tres. A partir del segundo comienza la susodicha división en bloques, cada uno de
ellos correspondiente con un parcial de la asignatura. El segundo caṕıtulo se co-
rresponde con el primer bloque, de transporte. El tercero con el segundo bloque,
de mecánica de fluidos. Por último, el cuarto con el tercer bloque, relacionado con
modelos en el ámbito de la bioloǵıa.
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1. Introducción. Recordatorios

1.1. Gradiente

Consideramos N ∈ N fijo y f : RN → R (campo escalar), aśı como x =
(x1, . . . , xN) ∈ RN . El gradiente recordemos que se define como

∇f(x) =
(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xN

)
(x) VECTOR

Este vector nos indica la dirección de máximo cambio.

Demostración. Basta considerar v ∈ RN , |v| = 1. Recordando que

Dvf = ⟨∇f(x), v⟩ = |∇f(x)|
1︷︸︸︷
|v| cos(∇̂f(x)v)

Para que sea máximo (escalarmente), el coseno debe ser máximo (1), es decir, el
ángulo entre el gradiente y v debe ser 0, por lo que el gradiente y v son vectores
paralelos, o sea, tienen la misma dirección. Por lo tanto, necesariamente1

v =
∇f(x)
|∇f(x)|

y por definición de v, este tiene la dirección de máximo cambio.

Si consideramos un campo vectorial, f : RN → RN , podemos considerar el
jacobiano componente a componente. Aśı, si f = (f1, . . . , fN), tenemos que

∇f =


∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xN

...
. . .

...
∂fN
∂x1

· · · ∂fN
∂xN

 = J [f ] MATRIZ JACOBIANA

1Suponiendo que ∇f(x) ̸= 0.
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1.2. Divergencia

1.2.1. Motivación del concepto

Supongamos que tenemos un fluido (ĺıquido, por ejemplo, agua). Nos queremos
fijar en una part́ıcula (concreta pero arbitraria) del fluido, con la hipótesis de que
dicho fluido se mueve en el tiempo.

Consideramos u = (u1, u2, u3), que será el campo de velocidades del fluido, a su
vez supuesto conocido. Tenemos u = u(t, x), donde t es la variable temporal y q(t)
es la posición de la part́ıcula en el instante t. La situación queda representada en la
Figura 1.1:

q

q(t)

Figura 1.1: Posición inicial e instantánea en el instante t

La ley que nos describe este movimiento es el siguiente PVI2{
q′(t) = u(q(t))

q(0) = q
(1.1)

Es decir, si conocemos el campo de velocidades, podemos escribir la ecuación,
resolverla, y obtener la función q(t) que nos describe el susodicho movimiento de la
part́ıcula.

Ahora consideramos la misma situación inicial, y queremos estudiar cómo cambia
un volumen infinitesimal. El tamaño de cada arista será ε, y queremos ver cómo
se deforma el volumen del cubo con el tiempo. Cuando podamos escribir dicha
ecuación aparecerá de forma natural el concepto de divergencia. Las longitudes aiq,
con i ∈ {1, 2, 3}, son funciones que dependen del tiempo, pero que coinciden en el
instante inicial. La situación en que nos encontramos viene ilustrada en la Figura
1.2:

q
a1q(t)

a2q(t)

a3q(t)

Figura 1.2: Cubo en el instante t

2Para simplificar la notación, en lo que sigue escribiremos u(q(t)) ≡ u(t, q(t)), entendiendo que
la primera variable de u es siempre el tiempo t.
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Aśı, planteamos las siguientes condiciones iniciales:
a1q(0) = (ε, 0, 0)

a2q(0) = (0, ε, 0)

a3q(0) = (0, 0, ε)

Buscamos entonces describir aiq(t), para i ∈ {1, 2, 3}. Vemos que q(t) + aiq(t) nos
da la posición de cada uno de los vértices (para cada i), y dicha evolución en el
tiempo la medimos con su derivada

(q(t) + aiq(t))
′.

De aqúı deducimos una ley análoga a la que teńıamos antes

(q(t) + aiq(t))
′ = u(q(t) + aiq(t)).

Aplicando la linealidad de la derivada, obtenemos

q′(t) + (aiq)
′(t) = u(q(t) + aiq(t))

y usando (1.1) llegamos a

u(q(t)) + (aiq)
′(t) = u(q(t) + aiq(t)).

Nos disponemos en este punto a realizar un desarrollo de Taylor de la función u
en torno a q(t), es decir3

u(q(t) + aiq(t)) = u(q(t)) +∇u(q(t))aiq(t) +O(aiq(t)
2)

La matriz jacobiana de u (∇u) aparece debido a que u es un campo vectorial. El
segundo sumando se debe a que estamos haciendo la derivada de un campo vecto-
rial, por lo que tenemos una matriz y el segundo factor es un vector4, y el término
de error suponemos que es lo suficientemente pequeño como para poder despreciarlo.

Juntando todo, llegamos a

u(q(t)) + (aiq)
′(t) = u(q(t)) +∇u(q(t))aiq(t) +�����

O(aiq(t)
2) ,

por lo que simplificando el primer sumando de cada miembro de la igualdad
anterior deducimos que

(aiq)
′(t) = ∇u(q(t))aiq(t)

Esta ecuación será fundamental para el último paso, que es estudiar cómo cambia
el volumen del cubo. Llamando Q al cubo, y denotando a su volumen por VQ,
obtenemos5 que

VQ(t) = det(a1q(t), a
2
q(t), a

3
q(t)) =

∣∣a1q(t)|a2q(t)|a3q(t)∣∣ .
3Suponemos que, al menos, u(t, ·) ∈ C2(R3,R3), es decir, para cada t instante de tiempo fijo,

pongamos en [0, T [, el campo es C2 respecto de x.)
4Será fundamental saber con lo que estamos trabajando (matriz, vector, etc...) durante el curso.
5Recordando que el volumen del cubo se halla con el producto mixto.
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Y la variación del volumen viene determinada por V ′
Q(t)

6, que es

V ′
Q(t) = det((a1q)

′(t), a2q(t), a
3
q(t))+det(a1q(t), (a

2
q)

′(t), a3q(t))+det(a1q(t), a
2
q(t), (a

3
q)

′(t))

definido para todo t, y lo vamos a evaluar en t = 0.

Estudiando uno de los sumandos (por ejemplo el primero), nos percatamos de
que

det((a1q)
′(t), a2q(t), a

3
q(t)) =

∣∣∣∣∣∣
∇u(q)a1q(t)

a2q(t)
a3q(t)

∣∣∣∣∣∣ t=0
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ε
∂u1
∂x1

ε
∂u2
∂x2

ε
∂u3
∂x3

0 ε 0
0 0 ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ε3
∂u1
∂x1

Siguiendo este esquema con los otros dos sumandos, es fácil ver que

V ′
Q(0) = ε3

∂u1
∂x1

+ ε3
∂u2
∂x2

+ ε3
∂u3
∂x3

= ε3

tr(∇u)=div(u)︷ ︸︸ ︷(
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

+
∂u3
∂x3

)
= VQ(0)div(u)

Aśı, vemos que la divergencia se define como sigue:

Definición 1.2.1 (Divergencia de un Campo Vectorial). Sea u : RN → RN un
campo vectorial de clase C1(RN ,RN), con u = (u1, . . . , uN). Se define la divergencia
de u como la aplicación dada por:

div(u) : RN −→ R

x 7−→ div(u)(x) = (∇ · u)(x) =
N∑
i=1

∂ui(x)

∂xi

Equivalentemente, la divergencia de u coincide con la traza de su matriz jacobiana.

1.2.2. Interpretación

En pocas palabras, la variación del volumen en el instante inicial depende del
propio volumen en el instante inicial, multiplicado por la divergencia del campo de
velocidades. Lo importante a recordar es que

la divergencia mide la capacidad de contracción o dilatación de un fluido con el tiempo.

Por lo tanto, si div(u) = 0, el volumen no se comprime (ni se dilata), y se dice
entonces que el fluido es incompresible.

6Recordando que la derivada de un determinante se hace por columnas (o filas dado que coincide
con su traspuesta).
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1.3. Rotacional

1.3.1. Motivación del concepto

Supongamos que ∇u es una matriz antisimétrica. En tal caso se verifica que

2∇u = ∇u−(∇u)T =

 0 −η3 η2
η3 0 −η1
−η2 η1 0

 =⇒



η1 =
∂u3
∂x2
− ∂u2
∂x3

η2 =
∂u1
∂x3
− ∂u3
∂x1

η3 =
∂u2
∂x1
− ∂u1
∂x2

=⇒ η = (η1, η2, η3) = rot(u)

Podemos expresar el rotacional también como un determinante:

rot(u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x1

∂

∂x2

∂

∂x3
u1 u2 u3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (η1, η2, η3) = η

Ahora, realizaremos, igual que en el caso de la divergencia, un desarrollo de
Taylor en torno al instante t = 0, y asumiremos que la part́ıcula parte del reposo.
Entonces

q(t) = q(0) + q′(0)t+O(t2) = q +O(t2)

Por lo tanto, las ecuaciones de las aristas vienen definidas por el siguiente sistema
diferencial:

(aiq)
′(t) = ∇u(q)aiq(t) i ∈ {1, 2, 3}

donde la matriz de coeficientes es constante. Su solución7, utilizando la condición
inicial, es:

aiq(t) = e∇u(q)taiq(0) i ∈ {1, 2, 3}

En dimensión 2, el rotacional es más sencillo de calcular: para u = (u1, u2), se tiene
que

rot(u) =
∂u2
∂x1
− ∂u1
∂x2

Ejercicio 1.3.1.

i) Comprobar que e∇u(q)t es una matriz de giro (propiedad de la matriz exponen-
cial). ¿Es una matriz ortogonal? ¿Tiene determinante 1?

ii) Verificar que el ángulo de giro es θ(t) = |η|·t
2
, y el eje de giro η.

7Recordemos que si tenemos el sistema x′ = Ax, con A una matriz de coeficientes constante,
entonces la solución es x(t) = eAtx0, donde la condición inicial es x(t0) = x0.
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1.4. Recapitulación

Tenemos entonces u = (u1, u2, u3). Si u = (u1, u2, u3), entonces, para dimensión
N = 3,8 rot(u) = ∇× u, y para N = 2,9 u = (u1, u2), y rot(u) = ∇⊥ · u, donde

∇⊥ =

(
− ∂

∂x2
,
∂

∂x1

)
Necesitamos la hipótesis de antisimetŕıa para que nos aparezca el rotacional.

Para el siguiente ejercicio, definimos primero el concepto de laplaciano.

Definición 1.4.2 (Laplaciano). Sea u : RN → R. Se define el laplaciano como la
traza de la matriz hessiana de u, es decir:

∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2i

Para un campo vectorial, u : RN → RN , con u = (u1, . . . , uN), se define como el
siguiente vector:

∆u =

(
N∑
i=1

∂2u1
∂x2i

, . . . ,
N∑
i=1

∂2uN
∂x2i

)
Ejercicio 1.4.1.

(i) Comprobar que la divergencia del gradiente es el laplaciano (la traza de la
matriz hessiana). Es decir,

div(∇) = ∆

Esto tiene sentido para todo N ⩾ 1. Sin embargo, comprobar que div(rot) = 0
solo tiene sentido en dimensión N ∈ {2, 3}, porque el rotacional solo tiene
sentido en estas dimensiones. Además, rot(rot) = ∇(div)−∆ y rot(∇⊥)10 = ∆.
Comprobar además las siguientes propiedades:

div(∇) = ∆

div(rot) = 0

rot(∇) = 0

rot(rot) = ∇(div)−∆

rot(∇⊥) = ∆

(ii) Dadas f, g : R3 → R, y F : R3 → R3, se verifica lo siguiente:

� div(fF ) = fdiv(F ) + F · ∇f
� div(∇f ×∇g) = 0

8Donde × denota al producto vectorial.
9Donde · denota al producto escalar.

10Rotacional del conjugado del gradiente.
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� rot(fF ) = frot(F ) +∇f × F
� ∆(fg) = f∆g + g∆f + 2∇f · ∇g

(iii) Si G : R2 → R2 y rot(G) = 0, entonces existe11 ψ : R2 → R tal que ∇ψ = G.

La hipótesis de que rot(G) = 0 se traduce en la siguiente igualdad:

∂G2

∂x1
=
∂G1

∂x2
(1.2)

Veamos cómo se construye la función fuente ψ, y luego comprobaremos que
cumple con lo pedido en el enunciado.

Consideramos
λ : [0, 1] −→ R2

t 7−→ (tx1, tx2)

Definimos

ψ(x1, x2) =

∫
λ

Gdλ

y falta ver que ∇ψ = G. En efecto:

ψ(x1, x2) =

∫
λ

Gdλ =

∫ 1

0

G(λ(t))·λ′(t)dt =
∫ 1

0

(G1(λ(t)), G2(λ(t)))·(x1, x2)dt =

∫ 1

0

(G1(tx1, tx2), G2(tx1, tx2))·(x1, x2)dt =
∫ 1

0

[x1G1(tx1, tx2) + x2G2(tx1, tx2)] dt

Comprobamos que esto es correcto:

�

∂ψ

∂x1
= 12

∫ 1

0

[
G1(tx1, tx2) + x1t

∂G1

∂x1
(tx1, tx2) + x2t

∂G2

∂x1
(tx1, tx2)

]
dt.

Ahora, usando la hipótesis (1.2) deducimos que

∂ψ

∂x1
=

∫ 1

0

d

dt
[tG1(tx1, tx2)] dt

Barrow
= G1(x1, x2)

� De forma completamente análoga deducimos que

∂ψ

∂x2
= G2

Concluimos entonces que

∇ψ =

(
∂ψ

∂x1
,
∂ψ

∂x2

)
= (G1, G2) = G

11Denominada función potencial escalar.
12Usamos linealidad de la derivada para meterla dentro de la integral.
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(iv) Si G : R2 → R2 y div(G) = 0,13 entonces existe14 ψ : R2 → R tal que
∇⊥ψ = G.

Debemos repetir la misma técnica que en el apartado anterior, pero definiendo

ψ = −
∫
λ

G⊥dλ

donde G⊥ = (−G2, G1).

13Estaŕıamos tratando con el caso de un fluido incompresible.
14Denominada función fuente.

12 losdeldgiim.github.io
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2. Modelos de Transporte

2.1. Modelo de transporte lineal

Sean u, ω, f : [0, T [×RN → RN y ω0 : [0, T [×RN → R. Los modelos que vamos
a estudiar se corresponden con la ecuación siguiente1:

∂u

∂t
+ divx(

flujo︷︸︸︷
ω : u) + ω0u = f (2.1)

Al final solo nos quedará un modelo de dos términos. El primer sumando es un vector
porque u es un campo vectorial. El tercer sumando también, y f es vectorial. Para
que la ecuación tenga sentido, el sumando de en medio debe ser un vector2. Aśı, el
argumento de dicho sumando debe ser una matriz3. Como la ecuación es vectorial,
no hay una sola ecuación, hay N . Componente a componente seŕıa

∂uj
∂t

+ (divx(

flujo︷︸︸︷
ω : u))j + ω0uj = fj 1 ⩽ j ⩽ N

Nos interesa ahora describir el sumando divx(ω : u). El argumento ω : u es el pro-
ducto producto tensorial o producto exterior de vectores, habitualmente denotado
por ω⊗ u. Se corresponde con la siguiente matriz (ωiuj)1⩽i,j⩽N . Ahora nos hacemos
la siguiente pregunta: ¿qué sentido tiene, si lo tiene, la divergencia de una matriz4?
La idea será aplicar la definición columna a columna de la divergencia de un vector.

Partimos entonces de (divx(ω : u))j, para cierta columna 1 ⩽ j ⩽ N , y entonces
aplicamos el concepto de divergencia ya conocido:

(divx(ω : u))j =
N∑
i=1

∂

∂xi
(wiuj) =

N∑
i=1

[
∂wi
∂xi

uj + wi
∂uj
∂xi

]
=

uj

N∑
i=1

∂wi
∂xi

+
N∑
i=1

wi
∂uj
∂xi

= divx(ω)uj + (ω · ∇x)uj

Ahora vienen las simplificaciones, porque el modelo genérico es muy complicado.

1Puede leerse divx como divergencia respecto de x.
2En otro caso estaŕıa mal escrita la ecuación.
3Repasar la Sección 1.2.
4La de una función escalar ya la conocemos.
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2.1.1. Simplificaciones del modelo lineal

Consideraremos

f = 0

ω0 = −divx(ω)

La primera simplificación significa que no vamos a considerar fuerza. Será el
modelo homogéneo. Además, es importante tener en cuenta que ω es conocida desde
el principio. Es el campo (vectorial fijo) de velocidades asociado a nuestro sistema
de part́ıculas. Sustituyendo estas simplificaciones en el modelo general, obtenemos

∂u

∂t
+ divx(ω)u+ (ω · ∇x)u+ ω0u = f =⇒ ∂u

∂t
+ (ω · ∇x)u = 0

Asociaremos a esta ecuación la siguiente condición inicial, para cierta u0 : RN → RN

conocida:
u(0, x) = u0(x)

de tal manera que ya podemos definir el modelo de transporte lineal (simplificado):

Definición 2.1.1 (Modelo de Transporte Lineal Simplificado (MTLS)).
∂u

∂t
+ (ω · ∇x)u = 0

u(0, x) = u0(x)
(2.2)

Observación. En el caso en que N > 1, se tiene:

ω = (ω1, . . . , ωN), ∇x =

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xN

)
y el producto escalar queda:

(ω · ∇x)u =
N∑
i=1

ωi
∂u

∂xi

Si N = 1, entonces: 
∂u

∂t
+ ω(t, x)

∂u

∂x
= 0

u(0, x) = u0(x)

Y se usará la notación ut =
∂u
∂t

y ux =
∂u
∂x

indistintamente.

Para resolver el PVI (2.2), debemos resolver primeramente un problema auxiliar,
conocido como sistema caracteŕıstico, que consiste en encontrar ciertas trayectorias
que determinarán cómo será el transporte.
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Definición 2.1.2 (Sistema Caracteŕıstico). Viene determinado por la ecuación

X ′(t) = ω(t,X(t))

Las trayectorias soluciones de esta ecuación nos explican cómo son las curvas que
siguen nuestras part́ıculas en RN si la velocidad a la que están sujetas dichas part́ıcu-
las es ω. Para obtener una única solución, impondremos una condición inicial de la
forma X(s) = x ∈ RN . T́ıpicamente s = 0. Aśı, consideramos el siguiente PVI:{

X ′(t) = ω(t,X(t))

X(s) = x ∈ RN s ∈ [0, T [
(2.3)

Debemos resolver el problema (2.3) forzosamente para resolver (2.2). Nos situa-
remos entonces en las siguientes condiciones favorables:

(H1) ω es continua en los dos argumentos. Con esto nos garantizamos la existencia.

(H2) ω es localmente Lipschitz en el segundo argumento (l.l. resp. de x). Juntando
ambas cosas tenemos Cauchy-Peano y Picard-Lindelöf, es decir, existencia y
unicidad local. Habitualmente esta segunda hipótesis se deducirá de ser la
función C1

x.

(H3) El crecimiento de ω es sublineal. Con esto nos garantizaremos que la solución
esté definida en [0, T [.

∥ω(t, x)∥ ⩽ A|x|+B; A,B ∈ R

(H4) La aplicación
∂ωi
∂xj

: [0, T [× RN −→ R

(t, x) 7−→ ∂ωi
∂xj

(t, x)

es continua para todo i, j ∈ {1, . . . , N}.

Con estas 4 hipótesis, (2.3) tiene una única solución. Dicha solución se denotará
en lo que sigue como X(t; s, x), es decir, siempre seguiremos la pista de la condición
inicial, porque será esencial. Reescribiendo (2.3) usando esta última notación nos
queda:{

X ′(t) = ω(t,X(t))

X(s) = x

X(t)≡X(t;s,x)←→


∂X

∂t
(t; s, x) = ω(t,X(t; s, x))

X(s; s, x) = x
(2.4)

Teorema 2.1.1. Bajo las hipótesis (H1)−(H4), se satisface:

(i) Fórmula de traslación caracteŕıstica:

X(t; τ,X(τ ; s, x)) = X(t; s, x) ∀t, τ, s ∈ [0, T [ , ∀x ∈ RN
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s τ t

x

X(t; τ,X(τ ; s, x))

X(t; s, x)X

Figura 2.1: Fórmula de traslación caracteŕıstica. Primero se llega hasta τ , y luego
hasta t. La fórmula nos dice que llegar de un tirón es como llegar haciendo paradas.

(ii) Fijados s, t ∈ [0, T [, la aplicación

T ts : RN −→ RN

x 7−→ T ts(x) = X(t; s, x)

es un difeomorfismo de clase C1(RN ,RN) con operador inverso5

T st : RN −→ RN

x 7−→ T st (x) = X(s; t, x)

En palabras más sencillas, la inversa de ir de s a t, es ir de t a s siguiendo la
misma trayectoria6.

(iii) El determinante jacobiano de las trayectorias caracteŕısticas, es decir, la apli-
cación dada por

J : [0, T [2 × RN −→ R

(t; s, x) 7−→ J(t; s, x) =

∣∣∣∣∂Xi

∂xj
(t; s, x)

∣∣∣∣
1⩽i,j⩽N

satisface7

∂J

∂t
(t; s, x) = divx(ω(t,X(t; s, x)))J(t; s, x)

y además

J(t; t, x) = 1

(iv) Si divx(ω) = 0 (caso incompresible), el operador del apartado (ii), T ts , preserva
la medida de Lebesgue.

Demostración.

5También de clase C1(RN ,RN ).
6Podemos utilizar como ejemplo la situación de la Figura 2.1.
7Podemos establecer un paralelismo entre esta expresión y la que se obtuvo de la variación del

volumen del cubo en la motivación del concepto de divergencia (1.2.2).
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x
x

Figura 2.2: Inyectividad. Si las dos caracteŕısticas llegan al mismo punto, necesaria-
mente deben partir del mismo punto. Las cruces denotan que esas caracteŕısticas no
son compatibles.

(i) Por reducción al absurdo, si no fuera cierta la igualdad, habŕıamos encontra-
do dos soluciones distintas del mismo PVI (2.4) que coinciden en X(τ ; s, x).
Sustituyendo en la fórmula de traslación caracteŕıstica en t = τ :

X(τ ; τ,X(τ ; s, x)) = X(τ ; s, x)

Y tendŕıamos dos soluciones distintas del mismo PVI que coinciden en un pun-
to, lo cual es una contradicción porque sabemos que este PVI tiene unicidad.

(ii) Tenemos que probar que T ts es una biyección, y luego que dicha biyección es
bi-diferenciable (solo con la bicontinuidad tendŕıamos que es un homeomorfis-
mo), y ver que ambos operadores son de clase C1.

Es trivial que son de clase C1 con respecto al primer argumento por ser solucio-
nes del PVI (2.4). Además, son de clase C1 respecto a los otros dos argumentos
por la hipótesis (H4), ya que depend́ıa continua y diferenciablemente de los
datos iniciales.

Para la inyectividad, basta con tener en cuenta que las imágenes de T ts y T st
son trayectorias caracteŕısticas evolucionadas, y si coinciden en algún punto,
deben partir del mismo para evitar contradicción con la fórmula de traslación
caracteŕıstica8.

Respecto a la sobreyectividad, nos preguntamos si ∃x ∈ RN tal que y =
X(t; s, x). Es fácil ver9 que dicho x será x = X(s; t, y).

Aśı, falta comprobar que son inversas la una de la otra, lo cual se deduce de
que

T st (T
t
s(x)) = T st (X(t; s, x)) = X(s; t,X(t; s, x))

(i)
= X(s; s, x) = x

T ts(T
s
t (x)) = T ts(X(s; t, x)) = X(t; s,X(s; t, x))

(i)
= X(t; t, x) = x

8Gráficamente lo vemos en la Figura 2.2.
9Gráficamente lo vemos en la Figura 2.3.
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s t

x

X(t; s, x)

X

y

Figura 2.3: Sobreyectividad. Recorremos hacia delante partiendo de x en el instante
s y llegamos a y en el instante t, luego y = X(t; s, x) = T ts(x). Para volver, hacemos
el recorrido hacia atrás: partimos de y en el instante t y retrocedemos hasta x en el
instante s, o sea x = X(s; t, y) = T st (y)

(iii) Se deja como ejercicio.

(iv) Por hipótesis, sustituyendo en (iii)

∂J

∂t
(t; s, x) = divx(ω)J(t; s, x) = 0

J(t;t,x)
=⇒ J ≡ 1

Para ver que T ts preserva la medida de Lebesgue, tomamos una función f
integrable y vemos que

∫
RN

f(x)dx
x=T t

s (y)=

∫
RN

f(T ts(y))

1︷︸︸︷
J dy =

∫
RN

f(T ts(y))dy

A partir de ahora, recordamos dos teoŕıas para tratar el modelo de transporte
simplificado (mtls). Recordemos que dicho modelo se corresponde con el PVI (2.2).
Las dos variantes que tenemos son:

1. Teoŕıa fuerte / clásica, considerando u0 ∈ C1(RN).

2. Teoŕıa débil, considerando u0 ∈ L1
loc(RN).

2.1.2. Teoŕıa clásica para el MTLS

Teorema 2.1.2 (Existencia y Unicidad de Soluciones Clásicas de (2.2)). Bajo las
hipótesis (H1)-(H4) sobre ω y dado un dato inicial u0 ∈ C1(RN), el PVI (2.2)
admite una única solución u ∈ C1([0, T [× RN) que viene dada por

u(t, x) = u0(X(0; t, x))

Teniendo esto en cuenta, escribimos el sistema caracteŕıstico, resolvemos el sis-
tema, obtendremos las trayectorias caracteŕısticas, las recorremos a la inversa10, y
una vez tengamos ese valor, metemos esa expresión en el dato inicial. Realmente

10Es decir, la evaluamos en 0.
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entonces lo único que hay que hacer es encontrar las trayectorias caracteŕısticas, es
decir, resolver (2.3).

Ejercicio 2.1.1. Resuélvanse los siguientes problemas de transporte lineal:

(i) N = 1.


∂u

∂t
+ x

∂u

∂x
= 0

u(0, x) = x
(x ∈ R)

Tenemos que comprobar que se satisfacen las hipótesis (H1)-(H4) (sencillo
en este caso), y luego resolver el sistema caracteŕıstico asociado al campo de
velocidades, es decir, (2.3). En este caso, ω(t, x) = x, luego debemos resolver11

∂X

∂t
(t; s, x) = ω(t,X(t; s, x)) = X(t; s, x)

X(s; s, x) = x

y nos queda un problema unidimensional con una ecuación diferencial de va-
riables separadas cuya solución es conocida: X(t; s, x) = xet−s. Como u0(x) =
x ∈ C1(R), por el Teorema 2.1.2, la única solución del PVI es, teniendo en
cuenta que X(0; t, x) = xe−t, la siguiente:

u(t, x) = u0(X(0; t, x)) = u0(xe
−t) = xe−t ∈ C1([0, T [× R)

(ii) N = 2.


∂u

∂t

(ω·∇x)u︷ ︸︸ ︷
−2y∂u

∂x
+ 2x

∂u

∂y
= 0

u(0, x, y) = x+ y

En este caso, u : [0, T [× R2 → R y ω : [0, T [× R2 → R2.

Probamos ahora el Teorema 2.1.2.

Demostración. Primero demostraremos la existencia, y luego la unicidad.

(i) Existencia.

El dato inicial se satisface trivialmente. Ahora, veamos que se cumple (2.2).
Basta con derivar y aplicar la regla de la cadena:

∂

∂t
(u0(X(0; t, x))) = ∇xu0(X(0; t, x)) · ∂

∂t
(X(0; t, x))

Además

[(ω · ∇x)(u0(X(0; t, x)))]j =
N∑
i=1

ωi
∂

∂xi

(
uj0(X(0; t, x))

)
=

11Usaremos para resolver los sistemas caracteŕısticos la notación X(t) ≡ X(t; s, x) cuando la
condición inicial de (2.3) sea X(s) = x.
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N∑
i=1

ωi

N∑
k=1

∂uj0
∂xk

((X(0; t, x)))
∂Xk

∂xi
(0; t, x) =

∇xu0(X(0; t, x)) · ((ω · ∇x)X(0; t, x)) 1 ⩽ j ⩽ N

Falta entonces sumar ambos y ver que dicha suma es 0. Aśı pues(
∂

∂t
+ (ω · ∇x)

)
(u0(X(0; t, x))) = ∇xu0(X(0; t, x))·

(
∂

∂t
+ (ω · ∇x)

)
X(0; t, x)

Para ver que esto es 0, recurrimos a la fórmula de traslación caracteŕıstica
(2.1.1). Derivamos con respecto a τ :

0 =
∂X

∂τ
(t; τ ;X(τ ; s, x)) +

J (jacobiana)︷ ︸︸ ︷
∇xX (t; τ,X(τ ; s, x)) · ∂X

∂t
(τ ; s, x)

y viendo que12

∂X

∂t
(τ ; s, x) = ω(τ ;X(τ ; s, x))

y evaluando en τ = s:

0 =
∂X

∂s
(t; s;

x︷ ︸︸ ︷
X(s; s, x)) +

J (jacobiana)︷ ︸︸ ︷
∇xX (t; s,

x︷ ︸︸ ︷
X(s; s, x)) ·

ω(s,x)︷ ︸︸ ︷
∂X

∂t
(s; s, x)

Por lo tanto, evaluamos en t = 0, inferimos que

∇xu0(X(0; t, x)) ·

0︷ ︸︸ ︷(
∂

∂t
+ (ω · ∇x)

)
X(0; t, x) = 0

por lo que en efecto u(t, x) = u0(X(0; t, x)) es solución.

(ii) Unicidad.

Sea u una solución cualquiera de (2.2). Nuevamente aplicando la regla de la
cadena:

d

dt
(u(t,X(t; 0, x))) =

∂u

∂t
(t,X(t; 0, x)) +∇xu(t,X(t; 0, x)) · ∂X

∂t
(t; 0, x) =

∂u

∂t
(t,X(t; 0, x)) +∇xu(t,X(t; 0, x)) · ω(t,X(t; 0, x))

(∗)
= 0

donde en (∗) se ha usado que u es solución de (2.2).

De la última igualdad se deduce que la solución se transporta a lo largo de las
trayectorias caracteŕısticas13. En particular

u(t;X(t; 0, x)) =

u0(x)︷ ︸︸ ︷
u(0, X(0; 0, x)) ∀t

12Por el sistema caracteŕıstico.
13De ah́ı su nombre: se llama modelo de transporte porque el campo de velocidades ω mueve las

part́ıculas a lo largo de las trayectorias caracteŕısticas, transportando los valores iniciales de u sin
modificarlos.

20 losdeldgiim.github.io

https://losdeldgiim.github.io/


Ecuaciones Diferenciales en Mecánica y Bioloǵıa 2. Modelos de Transporte

Dado un dato inicial, lo que hace el operador de transporte es llevarlo por las
trayectorias caracteŕısticas.

Para concluir la unicidad, hacemos el siguiente cambio de variable:

u0(X(0; t, y)) = u(t, y)⇐= y =

T t
0(x)︷ ︸︸ ︷

X(t; 0, x) =⇒ x = T 0
t (y) = X(0; t, y)

O sea, cualquier solución de (2.2) tiene la forma anterior, por lo que se tiene
la unicidad.

En resumen, tomamos el dato inicial, y lo evaluamos en las trayectorias carac-
teŕısticas hacia atrás. Aśı se soluciona el problema de transporte.

2.1.3. Teoŕıa débil para el MTLS

Consideraremos funciones φ = φ(t, x) con φ ∈ C1
c ([0, T [× RN)14.

La formulación débil será:∫ T

0

∫
RN

[
∂u

∂t
+ (ω · ∇x)u

]
φdx dt = 0

Entonces, hacemos lo siguiente. Por un lado

∫ T

0

∫
RN

[
∂u

∂t

]
φdx dt

Fubini|Partes
=

∫
RN

(u�����:0
φ(T, x) −

u(0,x)φ(0,x)︷ ︸︸ ︷
uφ(0, x)) dx−

∫
RN

∫ T

0

u
∂φ

∂t
dt dx =

−
∫
RN

∫ T

0

u
∂φ

∂t
dt dx−

∫
RN

u0(x)φ(0, x) dx

y por el otro∑
i

∫ T

0

∫
RN

ωi
∂uj
∂xi

φdx dt
F |P
=
∑
i

∫ T

0

[
�������:0
ωiφuj||x|↗∞ −

∫
RN

uj
∂

∂xi
(ωiφ) dx

]
=

−
∑
i

∫ T

0

∫
RN

uj

[
∂ωi
∂xi

φ+ ωi
∂φ

∂xi

]
dx dt =

14Recordamos estos conceptos. Sea Ω ∈ P(RN ) y f : Ω → R. Se define el soporte de f como el
cierre, relativo a Ω, del conjunto de puntos en los que f no se anula, es decir:

sop f = {x ∈ Ω : f(x) ̸= 0} ⊂ Ω

Se dice que f tiene soporte compacto en Ω si sop f es un subconjunto compacto de Ω. En particular
definimos

C1
c (Ω) = {f : Ω→ R : f ∈ C1(Ω) ∧ sop f es compacto}

En nuestro caso consideramos una componente (temporal) más (N+1 en total), y Ω = [0, T [×RN ⊂
RN+1. Como las funciones test φ tienen soporte compacto en Ω = [0, T [ × RN , existe t0 < T tal
que φ se anula en ]t0, T [. Por tanto, extendiéndola hacia la derecha de manera continua como
φ(t, x) = 0, tenemos que φ(T, x) = 0 para todo x ∈ RN .
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−
∫ T

0

∫
RN

divx(ωφ)︷ ︸︸ ︷
[divx(ω)φ+ (ω · ∇x)φ]u dx dt

Juntando ambas cosas, la formulación débil asociada a (2.2) es (2.5):

Definición 2.1.3 (Formulación débil del MTLS).

−
∫ T

0

∫
RN

[
∂φ

∂t
+ divx(ωφ)

]
u dx dt =

∫
RN

u0(x)φ(0, x) dx (2.5)

Para facilitar las cosas, supondremos el caso de un fluido incompresible, es decir,
divx(ω) = 0. De esta manera15:

divx(ωφ) = ������:0
divx(ω)φ + (ω · ∇x)φ = (ω · ∇x)φ

y llegamos a la formulación con que trabajaremos:

Definición 2.1.4 (Formulación débil simplificada del MTLS).

−
∫ T

0

∫
RN

[
∂φ

∂t
+ (ω · ∇x)φ

]
u dx dt =

∫
RN

u0(x)φ(0, x) dx (2.6)

Podemos definir entonces qué es una solución débil de (2.2):

Definición 2.1.5 (Solución débil de (2.2)). Sean ωi ∈ L∞
loc([0, T [ × RN), con 1 ⩽

i ⩽ N , y u0 ∈ L1
loc(RN). Diremos que u ∈ L1

loc([0, T [×RN) es una solución débil de
(2.2) si satisface (2.6) para todo φ ∈ C1

c ([0, T [× RN).

Veamos entonces un teorema (que asume hipótesis muy convenientes, del mismo
modo que el Teorema 2.1.2) para encontrar estas soluciones débiles:

Teorema 2.1.3 (Existencia y Unicidad de Soluciones Débiles de (2.2)). Sea ω :
[0, T [ × RN → RN una función que satisface (H1)-(H4) y tal que divx(ω) = 0. Sea
también u0 ∈ L1

loc(RN). Entonces (2.2) admite una única solución16 que viene dada
por

u(t, x) = u0(X(0; t, x))

Observación. Vemos que tanto con la formulación fuerte como con la débil, la solu-
ción de (2.2) tiene la misma forma.

Demostración. (i) Existencia.

Nos preguntamos si

I︷ ︸︸ ︷
−
∫ T

0

∫
RN

[
∂φ

∂t
+ (ω · ∇x)φ

]
(t, x)u0(X(0; t, x)) dx dt

?
=

∫
RN

φ(0, x)u0(x) dx ∀φ ∈ C1
c ([0, T [×RN)

15Consultar el primer punto del apartado ii) del Ejercicio 1.4.1. Aqúı se ha aplicado con f = φ(t, ·)
y F = ω(t, ·) fijando el tiempo t, y teniendo en cuenta que la propiedad es válida para cualquier
dimensión N ⩾ 1, no solo para N = 3.

16Por la Definición 2.1.5, esta será de la forma u ∈ L1
loc([0, T [× RN ).
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Para responder a la pregunta hacemos el siguiente cambio de variable: y =
X(0; t, x)17, de tal manera que nos queda

I = −
∫ T

0

∫
RN

[
∂φ

∂t
+ (ω · ∇x)φ

]
(t,X(t; 0, y))u0(y) dy dt

Definimos ψ(t, y) = φ(t,X(t; 0, y)), y nos queda

I = −
∫ T

0

∫
RN

dψ

dt
u0(y) dy dt = −

∫
RN

(�����:0
ψ(T, y) − ψ(0, y))u0(y) dy dt =∫

RN

ψ(0, y)u0(y) dy dt

Respondemos afirmativamente a la pregunta que nos hemos hecho, por lo que
queda probada la existencia.

(ii) Unicidad. Por reducción al absurdo, supongamos que u1 y u2 son soluciones
débiles. Definimos la diferencia v = u1 − u2. Entonces

−
∫ T

0

∫
RN

[
∂φ

∂t
+ (ω · ∇x)φ

]
(t, x)v(t, x) dx dt = 0 ∀φ ∈ C1

c ([0, T [× RN)

Podŕıamos pensar en aplicar el lema fundamental del cálculo de variaciones,
pero v no es continua, solo L1

loc, aunque el lema fundamental también sirve en
este caso. Para ubicarnos en esta situación, consideramos el siguiente problema:

∂φ

∂t
+ (ω · ∇x)φ = ψ

φ(T, x) = 0

donde ψ es una función test arbitraria. El Ejercicio 2.1.2 demuestra la unicidad.
Si encontrásemos dos soluciones distintas, diferiŕıan en un conjunto de medida
nula, por lo que concluye la demostración.

Ejercicio 2.1.2. Sea φ(t, x) =
∫ t
T
ψ(s,X(s; t, x)) ds. La forma de encontrar la solu-

ción si tiene segundo miembro no negativo es integrar el segundo miembro a través
de las trayectorias caracteŕısticas.

17Al aplicar el teorema de cambio de variable con y = X(0; t, x), tenemos que dx = |J(t; 0, y)| dy.
Por el Teorema 2.1.1, apartado (iii), como divx(ω) = 0, se deduce que ∂J

∂t (t; 0, y) = 0. Además, por
dicho apartado se tiene que J(0; 0, y) = 1. Por tanto, como J es constante respecto de la primera
variable t, J(t; 0, y) = J(0; 0, y) = 1 y, en consecuencia, dx = dy.
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Observación.

Se puede integrar desde t hasta T y poner el signo −.

Es obvio que se verifica la condición inicial.

Terminada la teoŕıa débil, tenemos el siguiente ejercicio también:

Ejercicio 2.1.3. Consideramos un fluido compresible, es decir, divx(ω) ̸= 0. Enton-
ces se cumple que

−
∫ T

0

∫
RN

[
∂φ

∂t
+ divx(ωφ)

]
(t, x)u(t, x) dx dt =

∫
RN

φ(0, x)u0(x) dx ∀φ ∈ C1
c ([0, T [×RN)

Observación. La principal diferencia es que ahora, al aplicar el teorema de cambio
de variable, el determinante del jacobiano |J | ya no es uno. Ahora la relación entre
la divergencia y el jacobiano es la siguiente:

∂J

∂t
= divx(ω)J

El teorema anterior se puede demostrar para el caso de fluidos compresibles,
siguiendo los mismos pasos, y considerando

φ(t, x) =

∫ t

T

ψ(s,X(s; t, x))e

∫ s

t

divx(ω(τ ;X(τ ; t, x))) dτ
ds

2.1.4. Preparación para el bloque de fluidos

Hasta ahora hab́ıamos usado que ω era continua, lo cual facilitaba bastante las
cosas. Ahora ω será menos “generoso”.

Consideramos el siguiente problema de trayectorias caracteŕısticas:{
X ′(t) = ω(t,X(t))

X(0) = x ∈ RN
(2.7)

Necesitaremos una serie de conceptos, que definimos a continuación:

Definición 2.1.6 (Campo Vectorial Logaŕıtmicamente Lipschitziano). Diremos que
un campo vectorial f : RN → RN es logaŕıtmicamente lipschitziano (abreviado en
adelante por LL) en RN , denotado por LL(RN) si ∃C > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ⩽ C|x− y|(1− log∗ |x− y|)

donde

log∗(z) =

{
log(z) 0 < z ⩽ 1

0 z > 1

Gráficamente esta última función log∗(z) es la siguiente:
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1

Observación. Para distancias pequeñas estamos corrigiendo la condición de lips-
chitzianidad. Para distancias grandes (> 1), tenemos la condición de lipschitziani-
dad tal y como la conocemos hasta ahora.

Ser lipschitziano es más fuerte que ser logaŕıtmicamente lipschitziano. Es decir,
se puede ser logaŕıtmicamente lipschitziano sin ser lipschitziano. De esta manera
Picard-Lindelöf ya no nos sirve.

Definiendo
λ : ]0, 1] −→ R

r 7−→ λ(r) = r(1− log(r))

y
λ∗ : R+ −→ R

r 7−→ λ∗(r) = r(1− log∗(r))

para ver que se tiene también la continuidad, si r → 0 =⇒ λ(r) → 0. Se puede ver
por L’Hôpital por ejemplo.

Aśı, la condición LL implica la continuidad.

Usaremos que λ∗ es creciente en R+ (basta derivar y ver que es creciente en dicho
intervalo).

Ejercicio 2.1.4. Verificar que el crecimiento de λ∗ es sublineal. Concretamente:

λ∗(r) ⩽ − log(ε)r + ε, 0 < ε <
1

e

Vamos a ver que la única trayectoria caracteŕıstica que resuelve (2.7) lo hace con
formulación integral. Es decir, si tenemos una solución de (2.7), también lo será de
la siguiente ecuación integral:

X(t) = x+

∫ t

0

ω(s,X(s)) ds (2.8)

Bastaŕıa cambiar L1
loc por continuidad para tener existencia y unicidad de (2.7),

donde la solución seŕıa C1. Más adelante veremos que cuando lleguemos al bloque
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de fluidos y a la ecuación de Euler, la condición será L1
loc.

Resumimos lo anterior en el siguiente teorema:

Teorema 2.1.4. Sea ω : [0, T [×RN → RN un campo vectorial localmente integrable
en la primera variable, y LL en la segunda variable. Entonces existe una única solución continua,
X ∈ C([0, T [) del PVI (2.7).

Demostración. La demostración es una especie de reconstrucción del teorema de
Picard. Construiremos las iterantes de Picard, veremos que están bien definidas y
generan una sucesión que pasa bien al ĺımite, y el ĺımite es el que buscamos.

(i) Existencia.

Definimos recursivamenteXn+1(t) = x+

∫ t

0

ω(s,Xn(s)) ds n ⩾ 0

X0 ≡ x
(2.9)

Ahora veamos que está bien definido (2.9). El caso n = 0 está trivialmente
bien definido. Para n = 1:

X1 = x+

∫ t

0

ω(s,X0(s)) ds = x+

∫ t

0

ω(s, x) ds

Sea ahora I = [0, T [. Por hipótesis, para cada x ∈ RN fijo, se tiene que

ω(·, x) ∈ L1
loc(I,RN).

Fijado 0 < T0 < T arbitrario, como [0, T0] es un compacto contenido en I,
resulta que ∫ T0

0

|ω(s, x)| ds <∞.

Por tanto, para todo t ∈ [0, T0], aplicando la desigualdad triangular:

|X1(t)| ⩽ |x|+
∫ t

0

|ω(s, x)| ds ⩽ |x|+
∫ T0

0

|ω(s, x)| ds <∞.

Además, X1 es continua, pues la integral indefinida de una función localmen-
te integrable es absolutamente continua en cada intervalo compacto18. Como
T0 < T es arbitrario, y la composición de una función constante con una
función absolutamente continua es absolutamente continua (luego continua),
concluimos que X1 ∈ C(I,RN).

18Visto en Análisis Matemático II.
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Ahora argumentamos inductivamente. Supuesto que Xn(t) está bien definida
y es continua, probamos esta misma propiedad para Xn+1(t). Como∣∣∣∣∫ t

0

ω(s,Xn(s)) ds

∣∣∣∣ ⩽ ∫ T0

0

|ω(s,Xn(s))| ds

y ahora el “truco” está en restar y sumar dentro del argumento del valor
absoluto la cantidad ω(s, x), es decir:∫ T0

0

|ω(s,Xn(s))| ds ⩽
∫ T0

0

|ω(s,Xn(s))− ω(s, x)| ds+
∫ T0

0

|ω(s, x)| ds
LL

⩽

C

∫ T0

0

λ∗(|Xn(s)− x|) ds+

<∞ pq ω∈L1
loc︷ ︸︸ ︷∫ T0

0

|ω(s, x)| ds

Ahora como λ∗(|Xn(s) − x|) es continua (composición de continuas) en un
compacto ([0, T0]), por el Teorema de Weierstrass tiene máximo, pongamos
M = máx0⩽s⩽T0 |Xn(s)−x|. Análogamente, como la segunda integral es finita,
pongamos que su valor es MT0 , y nos queda que

C

∫ T0

0

λ∗(|Xn(s)− x|) ds+
∫ T0

0

|ω(s, x)| ds ⩽ C

∫ T0

0

λ∗(M) ds+MT0 ⩽

Cλ∗(M)T0 +MT0 <∞

Ahora usaremos el criterio de la mayorante de Weierstrass (para series conver-
gentes). La idea consiste en estudiar:

|Xn+1(t)−Xn(t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

[ω(s,Xn(s))− ω(s,Xn−1)] ds

∣∣∣∣ ⩽∫ t

0

|ω(s,Xn(s))− ω(s,Xn−1(s))| ds
LL

⩽ C

∫ t

0

λ∗(|Xn(s)−Xn−1(s)|) ds

Por el Ejercicio 2.1.4, se tiene que

λ∗(|Xn(s)−Xn−1(s)|) ⩽ aε|Xn(s)−Xn−1(s)|+ ε, aε = − log(ε)

y juntándolo con la última acotación superior:

C

∫ t

0

λ∗(|Xn(s)−Xn−1(s)|) ds ⩽ Cεt+ Caε

∫ t

0

|Xn(s)−Xn−1(s)| ds

A su vez con el último integrando podemos hacer una acotación análoga:

|Xn(s)−Xn−1(s)| ⩽ Cεs+ Caε

∫ s

0

|Xn−1(τ)−Xn−2(τ)| dτ

y repetiendo este proceso hasta llegar a la primera diferencia (X1 −X0), ob-
tenemos

Cεs+ Caε

∫ s

0

|Xn−1(τ)−Xn−2(τ)| dτ ⩽
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Cεt+ Caε

Cεt2
2

+ Caε

∫ t

0

∫ s

0

Cετ+Caε
∫ τ
0 |Xn−2(σ)−Xn−3(σ)| dσ︷ ︸︸ ︷

|Xn−1(τ)−Xn−2(τ)| dτ ds

 =

Cεt+ C2εaε
t2

2
+ C2a2ε

[
Cε

t3

6
+ Caε

∫ t

0

∫ s

0

∫ τ

0

|Xn−2(σ)−Xn−3(σ)|dσ
]
=

Cεt+ C2εaε
t2

2
+ C3εa2ε

t3

6
+ C3a3ε

∫ t

0

∫ s

0

∫ τ

0

|Xn−2(σ)−Xn−3(σ)| dσ

y en general esta expresión se escribe como sigue:

ε

n−1∑
k=0

ck+1tk+1akε
(k + 1)!

+ Cnanε

∫ t

0

n)︷︸︸︷
· · ·

∫ s

0

|X1(s)−
x︷ ︸︸ ︷

X0(s) | ds

y esta primera integral a su vez se escribe como

|X1(s)− x| =
∫ s

0

ω(τ, x) dτ ⩽
∫ T0

0

ω(τ, x) dτ ⩽MT0

Aśı pues, recapitulando, tenemos que

Cεs+ Caε

∫ s

0

|Xn−1(τ)−Xn−2(τ)| dτ ⩽

ε
n−1∑
k=0

ck+1tk+1akε
(k + 1)!

+ Cnanε

∫ t

0

n)︷︸︸︷
· · ·

∫ s

0

|X1(s)−
x︷ ︸︸ ︷

X0(s) | ds <

εCt
n−1∑
k=0

(ctaε)
k

k!
+ CnanεMT0

tn

n!
⩽

εCT0

n−1∑
k=0

(cT0aε)
k

k!
+ CnanεMT0

T n0
n!

En resumen, tenemos que

|Xn+1(t)−Xn(t)| ⩽ εCT0

n−1∑
k=0

(cT0aε)
k

k!
+ CnanεMT0

T n0
n!

0 < ε ⩽
1

e
(2.10)

donde aε = − log(ε). Ahora, tomamos ε = e−n y T0 <
1

2Ce
, y sustituyendo

estos valores en el segundo miembro de (2.10) nos queda19:

|Xn+1(t)−Xn(t)| <
e−n

2e

n∑
k=0

nk

(2e)kk!
+

nn

(2e)nn!
M 1

2Ce

19Usando la monotońıa de la integral:

MT0 =

∫ T0

0

|ω(s, x)| ds <
∫ 1

2Ce

0

|ω(s, x)| ds not.
= M 1

2Ce
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Como 1/(2e) < 1,
∑n

k=0
nk

(2e)kk!
< e

n
2e tenemos que

e−n

2e

n∑
k=0

nk

(2e)kk!
+

nn

(2e)nn!
M 1

2Ce
<

an︷ ︸︸ ︷
e
−n

1−
1

2e


+

bn︷ ︸︸ ︷
nn

(2e)nn!
M 1

2Ce

Por el Ejercicio 2.1.5, la serie de término general an+ bn es convergente, y por
el criterio de la mayorante de Weierstrass, llegamos a que

X0(t) +
∞∑
k=0

(Xk+1(t)−Xk(t)) c.u. =⇒

Xn(t) = X0(t) +
n−1∑
k=0

(Xk+1(t)−Xk(t)) c.u.

En este punto tenemos que

Xn+1(t) = x+

∫ t

0

ω(s,Xn(s)) ds

Tomando ĺımites en cada miembro

Xn+1(t)
c.u.→ X(t) continua

x+

∫ t

0

ω(s,Xn(s)) ds→ x+ ĺım
n↗∞

∫ t

0

ω(s,Xn(s)) ds
(∗)
= x+

∫ t

0

ω(s,X(s)) ds

en (∗) se ha usado el Ejercicio 2.1.6.

Falta ver que X es solución de (2.7). Esto se deduce de que hemos obtenido
que:

X(t) = x+

∫ t

0

ω(s,X(s)) ds

En particular, X(0) = x y, por el Teorema Fundamental del Cálculo, X ′(t) =
ω(t,X(t)) para casi todo t ∈ [0, T [. Concluimos aśı que X es solución de (2.7).

(ii) Unicidad. Supongamos que X1 y X2 son soluciones distintas de

X(t) = x+

∫ t

0

ω(s,X(s)) ds

Sea
Y (t) := |X1(t)−X2(t)|

queremos probar que Y (t) = 0 ∀t. Vemos primero que

Y (0) = X1(0)−X2(0) = 0

ya que, al ser X1 y X2 soluciones, verifican la misma condición inicial. También
notamos que Y es continua como composición de funciones continuas. Aśı
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Y (t) < 1 en cierto intervalo [0, T ∗[ por continuidad20. Además Y (T ∗) = 1.
Tenemos entonces que (trabajamos en [0, T ∗[).

Y (t) ⩽
∫ t

0

|ω(s,X1(s))− ω(s,X2(s))| ds
LL

⩽ C

∫ t

0

λ∗(Y (s)) ds =

C

∫ t

0

λ(Y (s)) ds

Recordando que λ(r) = r(1− log(r)) es creciente en R+, en particular lo es en
]0, 1[ y 0 < λ(x) < 1.

Definimos λa(t) := C
∫ t
0
λ(Y (s)) ds+ a y mayoramos:

C

∫ t

0

<1︷ ︸︸ ︷
λ(Y (s)) ds+ a ⩽ CT0 + a < 1 [0, T0], T0 < T ∗ ⩽ T

Donde en la última desigualdad (< 1) se han tomado (dado que podemos
hacerlo) las siguientes restricciones: 0 < a < 1/2 y T0 < 1/(2C). Por último,
obtenemos

∫ λa(t)

a

dr

λ(r)

r=λa(s)
=

∫ t

0

λ′a(s)

λ(λa(s))
ds = C

∫ t

0

<1︷ ︸︸ ︷
λ(Y (s))

λ(λa(s))
ds < Ct

Hacia la izquierda, descomponemos la integral:∫ λa(t)

a

dr

λ(r)
=

∫ 1

a

dr

λ(r)
−
∫ 1

λa(t)

dr

λ(r)
.

Por tanto, como Y (t) ⩽ λa(t)− a < λa(t) ya que a > 0, obtenemos∫ 1

a

dr

λ(r)
< Ct+

∫ 1

λa(t)

dr

λ(r)

⩽ Ct+

∫ 1

Y (t)

dr

λ(r)

= Ct+ log(1− log(Y (t))),

siempre que Y (t) > 0 y t ∈ [0, T0].

Llegamos ahora a una contradicción. En efecto, supongamos que existe t∗ ∈
[0, T0] tal que Y (t∗) > 0. Entonces,∫ 1

a

dr

λ(r)
= log(1− log(a)) −−−→

a→0+
+∞,

mientras que el segundo miembro de la desigualdad anterior permanece finito,
lo cual es una contradicción. Por tanto, necesariamente

Y (t) = 0 ∀t ∈ [0, T0].

20Podŕıa escribirse T ∗ = sup{t ∈ [0, T ] : Y (s) < 1 para todo s ∈ [0, t]}.
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Finalmente, como X1(T0) = X2(T0), podemos repetir el mismo argumento to-
mando T0 como nuevo instante inicial. Procediendo sucesivamente en intervalos
suficientemente pequeños, obtenemos que Y (t) = 0 para todo t ∈ [0, T ∗[.

Por continuidad, T ∗ no puede ser un instante anterior a T en el que Y alcance
el valor 1. En consecuencia, T ∗ = T y concluimos que

X1(t) = X2(t) ∀t ∈ [0, T [,

lo que demuestra la unicidad.

Ejercicio 2.1.5. Estudiar, por el criterio que se prefiera (recomendable el criterio
del cociente), la convergencia de las series de término general an y bn.

Haciendo el criterio del cociente sale que ambas series convergen. En particular
la serie de término general an + bn converge.

Ejercicio 2.1.6. Demostrar que

ĺım
n↗∞

∫ t

0

ω(s,Xn(s)) ds =

∫ t

0

ω(s,X(s)) ds

Se justifica con que ω es LL en el segundo argumento, en particular continua.

2.2. Modelo de transporte no lineal: ecuación de

Burgers

Esta es la ecuación más simple de transporte no lineal y ya es complicada. Para
simplificar la notación vamos a restringir la variable espacial al caso unidimensional
(la temporal ya era unidimensional). Los gradientes serán simplemente derivadas.

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0

u(0, x) = u0(x)
(2.11)

Observación. Ahora ω va a depender de u, y ah́ı es donde se genera la no linealidad.
Para ver que (2.11) es no lineal, vemos que se puede reescribir como

∂u

∂t
+

∂

∂x


flujo︷︸︸︷
u2

2

 = 0 (2.12)

Comparamos el flujo de ω : u de (2.1) con u2/2, que ahora es un flujo cuadrático.

Recordemos también que

d

dt
(u(t,X(t; 0, x))) =

∂u

∂t
(t,X(t; 0, x)) +

∂u

∂x
(t,X(t; 0, x))X ′(t)
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Y vimos además que cuando la ecuación de transporte era lineal X ′(t) = ω, en este
caso es el coeficiente que aparece multiplicando la derivada de posición, es decir, en
(2.11) se correspondeŕıa con

X ′(t) = u(t,X(t)) (2.13)

Por tanto, nos queda

∂u

∂t
(t,X(t; 0, x)) +

∂u

∂x
(t,X(t; 0, x))

u(t,X)︷ ︸︸ ︷
X ′(t) = 0

Cualquier solución de nuestro problema evaluada a lo largo de las trayectorias ca-
racteŕısticas no depende del tiempo. Aśı, su valor en un instante cualquiera coincide
con su valor en 0:

u(t,X(t; 0, x)) = u(0, X(0; 0, x)) = u0(x) ∀t (2.14)

Retomando (2.1) y sustituyendo, podemos llegar a la formulación integral ya cono-
cida:

X(t)− x =

∫ t

0

u0(x) ds = u0(x)t

por lo que en conclusión
X(t) = x+ u0(x)t (2.15)

es decir: las soluciones de la ecuación de Burgers (las trayectorias carac-
teŕısticas) son rectas, donde la pendiente la determina la condición inicial
u0(x).

Veremos casos de un modelo de Burgers con infinitas soluciones. No conseguimos
retener nada de la teoŕıa clásica. Ni se mantiene la regularidad, ni la continuidad,
ni la unicidad. Vamos a hacer lo poco que se puede hacer.

Ejemplo. Consideramos el siguiente modelo de Burgers:
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0

u(0, x) =
1

1 + x2

Las caracteŕısticas asociadas a ese modelo ya sabemos que son ĺıneas rectas, y que
vienen determinadas por la condición inicial. Tenemos de momento que

X(t; 0, x) = x+
t

1 + x2

Pongamos distintos valores:

x = 0 =⇒ X1(t; 0, 0) = t

x = 1 =⇒ X2(t; 0, 1) = 1 +
t

2

Gráficamente, tenemos las siguientes dos rectas:
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1

x

X1

1

X2

2
t

2

Basta igualar y despejar el tiempo para ver en qué instante chocan. En este caso
es claro, pues t = 1 + t/2 ⇐⇒ t/2 = 1 ⇐⇒ t = 2. Esta colisión podŕıa derivar en
un absurdo a priori:

1 = u0(0)
(∗)
= u(2,

X2(2;0,1)︷ ︸︸ ︷
X1(2; 0, 0)) = u(2, X2(2; 0, 1)) = u0(1) = 1/2

donde se ha usado en (∗) que X1 es una caracteŕıstica y (2.14). Todo lo anterior
es correcto. La única explicación posible es que la colisión entre caracteŕısticas se
traduce en la discontinuidad de la solución. Donde las caracteŕısticas chocan, la
solución salta. Realmente estamos evaluando en un punto donde no podemos evaluar,
porque los ĺımites laterales no coinciden, a pesar de que el dato inicial u(0, x) =
1/(1 + x2) ∈ C∞(R).

Ejercicio 2.2.1. Fijado en (2.11) un dato inicial u0 ∈ C1(R) (marco de la teoŕıa
clásica), decreciente21 y con derivada inferiormente acotada22, comprueba23 que el
primer instante en el que dos rectas caracteŕısticas cualesquiera colisionan, denotado
por T ∗, viene dado por

T ∗ = − 1

ı́nfx∈R{u′0(x)}

Para hacer el ejercicio, lo más sencillo es verlo como una aplicación inmediata
del Teorema del Valor Medio. Aśı sale en dos ĺıneas. Tomar dos caracteŕısticas
cualquiera, que sabemos que son rectas, chocamos (vemos en qué instantes chocan),
tomamos mı́nimos, y ah́ı se aplica el Teorema del Valor Medio.

De esta manera, la solución de Burgers definida en u : [0, T ∗[×R→ R la solución
seŕıa C1, y se podŕıa aplicar la teoŕıa clásica. Aún aśı, T ∗ puede ser muy pequeño.

Visto todo lo anterior, lo natural parece ser trabajar con soluciones débiles, dado
que no nos exigen ni continuidad. Lo que resta de estudio de la ecuación de Burgers,
que es poco, porque no se puede hacer mucho más sin entrar en cosas demasiado

21Esta será la condición fundamental para que las caracteŕısticas colisionen.
22Cuestión técnica.
23Se trata de escribir cuándo se tienen garant́ıas de que las caracteŕısticas choquen (en tal caso

tendremos garant́ıas también de discontinuidad de la solución). Caracterizar cuál es el primer
tiempo de choque de dos caracteŕısticas cualesquiera. A partir de ah́ı se produce el salto de la
solución y se pierde la continuidad.
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complicadas, es estudiar cuáles son las soluciones débiles más sencillas del modelo
de Burgers. Estas serán de la forma:

u(t, x) =

{
u−, x < λt

u+, x > λt
(2.16)

Gráficamente24:

x

x = λt

t

u−

u+

Las soluciones tendrán lado constante a la izquierda de x = λt y a la derecha.
Para trabajar con estas soluciones, el dato inicial del que hay que partir debe ser

u0(x) =

{
u−, x < 0

u+, x > 0
(2.17)

Cuando a la ecuación de Burgers se le asocia un dato inicial con salto (u− por
arriba y u+ por abajo). Este tipo de dato inicial da pie al siguiente tipo más espećıfico
de problema, conocido como problema de Riemann:

Definición 2.2.7 (Problema de Riemann). El problema de Burgers (2.11) con un
dato inicial de la forma (2.17) se denomina problema de Riemann.

Retomamos el problema (2.11). Una solución débil de este problema era (2.16),
donde u−, u+, λ ∈ R, para cierto λ, y el dato inicial era (2.17). Aśı, el modelo lo que
hace es transformar la recta x = 0 (inicial) en la recta x = λt, y se mantienen los
valores originales u− y u+.

Queremos ver entonces cuándo (2.16) es solución de (2.11), cuando tenemos un
dato inicial de la forma (2.17).

El siguiente resultado será de gran utilidad:

Teorema 2.2.5 (Condición de salto de Rankine-Hugoniot). Sean25 λ, u+, u− ∈ R :
u+ ̸= u−. Entonces la función (2.16) es una solución débil del problema de Riemann
asociado a (2.11) si y solamente si

λ =

1

2
(u+)2 − 1

2
(u−)2

u+ − u−
=

1

2
(u+ + u−)

24Se ha representado con cierto λ > 0.
25Se impone que u+ ̸= u− para que exista un salto. En otro caso la función es constante y no

hay salto.
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Observación. El significado f́ısico de λ es la velocidad a la que vaŕıa la recta.
Geométricamente seŕıa la pendiente. Aunque lo vamos a utilizar para Burgers, el
Teorema 2.2.5 vale para cualquier modelo no lineal:

∂u

∂t
+

∂

∂x
(f(u)) = 0

u(0, x) = u0(x)
(2.18)

y en tal caso el valor de λ es:

λ =
f(u+)− f(u−)

u+ − u−

Antes de demostrar el Teorema 2.2.5, veamos qué significa ser solución débil del
problema de Burgers (2.11):

Definición 2.2.8 (Solución débil de (2.11)). Buscamos una función u ∈ L1
loc([0, T [×

R) tal que ∫ T

0

∫ +∞

−∞

(
∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2

2

))
φdx dt = 0

Integrando por partes:∫ +∞

−∞
u(0, x)φ(0, x) dx+

∫ T

0

∫ +∞

−∞
u
∂φ

∂t
dx dt+

∫ T

0

∫ +∞

−∞

u2

2

∂φ

∂x
dx dt = 0

Aśı pues, si u ∈ L1
loc([0, T [× R), entonces∫ T

0

∫ +∞

−∞

[
u
∂φ

∂t
+
u2

2

∂φ

∂x

]
dx dt = −

∫ +∞

−∞
u0(x)φ(0, x) dx (2.19)

para toda φ ∈ C1
c ([0, T [× R).

Recordamos para la demostración del Teorema 2.2.5 el Teorema de la Divergen-
cia26:

Teorema 2.2.6 (de la Divergencia). Sea Ω ⊂ RN un abierto cuya frontera ∂Ω es
de clase C1, y sea A ∈ C1(Ω̄,RN) un campo vectorial. Entonces∫

Ω

div(A) dx =

∫
∂Ω

A · −→η dσ

donde −→η es el vector normal unitario exterior a ∂Ω.

Demostración. La función (2.16) cumple (2.19) si

I1︷ ︸︸ ︷∫ T

0

∫ λt

−∞

[
u−
∂φ

∂t
+

(u−)2

2

∂φ

∂x

]
dx dt

+

I2︷ ︸︸ ︷∫ T

0

∫ +∞

λt

[
u+
∂φ

∂t
+

(u+)2

2

∂φ

∂x

]
dx dt =

−
∫ 0

−∞
u−φ(0, x) dx−

∫ +∞

0

u+φ(0, x) dx

(2.20)

26También conocido como Teorema de Gauss.
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Para ver esto solo hay que aplicar el Teorema de la Divergencia y sale directamente.
Consideramos

A∓ =

(
u∓φ,

(u∓)2

2
φ

)
y

div(t,x)(A
∓) =

∂u∓φ

∂t
+

∂

∂x

(
(u∓)2

2
φ

)
=

u∓
∂φ

∂t
+

(u∓)2

2

∂φ

∂x

El resultado de aplicar el Teorema de la Divergencia es:

I1 = −
∫ 0

−∞
u−φ(0, x) dx−

∫ T

0

φ(t, λt)

(
λu− − (u−)2

2

)

I2 = −
∫ +∞

0

u+φ(0, x) dx+

∫ T

0

φ(t, λt)

(
λu+ − (u+)2

2

)
Si sustituimos en (2.20) el resultado obtenido en I1 e I2, nos queda:∫ T

0

φ(t, λt)

(
λu+ − (u+)2

2
− λu− +

(u−)2

2

)
dt = 0

para toda función φ test, por lo que la única alternativa es que, al igualar a 0 el otro
factor del integrando, y despejando λ, resulta que:

λ =

1

2
(u+)2 − 1

2
(u−)2

u+ − u−
=

1

2
(u+ + u−)

como se queŕıa demostrar27.

Ejercicio 2.2.2. Comprobar que en efecto salen esos valores de I1 e I2 tras aplicar
el Teorema de la Divergencia.

Observación. Si consideramos

A− =

(
u−φ,

(u−)2

2
φ

)
y

Ω = [0, T [× ]−∞, λt[

Gráficamente:

27Al final hemos aplicado la versión débil del lema fundamental del cálculo de variaciones.
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x

x = λt

t
T

Ω
(−1, 0)

(1, 0)

El choque en las trayectorias caracteŕısticas se traduce en un salto en la solución.

También se comentó al principio el problema de la no unicidad. Veamos el si-
guiente ejemplo:

Ejemplo. Consideramos el siguiente dato inicial para el problema de Riemann:

u0(x) =

{
1 x < 0

0 x > 0

Por el Teorema 2.2.5, la solución es

u(t, x) =

{
1 x < λt

0 x > λt

Para λ = 1/2 (valor dado por la condición de salto de Rankine-Hugoniot). Este tipo
de soluciones se denominan ondas de choque. Aqúı el dato inicial era decreciente y
sabemos entonces que las trayectorias caracteŕısticas se van a encontrar.

Observación. Si la función tuviera más trozos, habŕıa que comparar los trozos dos
a dos, pero el teorema seguiŕıa siendo válido. Veremos un ejemplo con tres trozos.
Lo importante es que sea constante a trozos.

Además, si el dato inicial fuera de la forma

u0(x) =

{
u− x < a

u+ x > a

para cualquier a ∈ R, se podŕıa considerar el cambio de variable y = x−a, aplicar el
Teorema 2.2.5, y deshacer el cambio, por lo que sigue siendo válido para traslaciones
de la abscisa en la que se produce el salto en el dato inicial.

Ejemplo. En este caso, consideramos el dato inicial creciente

u0(x) =

{
0 x < 0

1 x > 0
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Nuevamente, por el Teorema 2.2.5, la solución es

u(t, x) =

{
0 x < t/2

1 x > t/2

En este caso, tenemos infinitas soluciones, ya que, para cada α ∈ ]0, 1[, tenemos las
siguientes soluciones (ondas de choque también):

uα(t, x) =


0 x < αt

2

α αt
2
< x < (α+1)t

2

1 x > (α+1)t
2

Pero vamos más allá. Este problema tiene más soluciones, de una naturaleza com-
pletamente distinta a las ondas de choque. Una de estas soluciones nuevas es:

u(t, x) =


0 x < 0
x
t

0 ⩽ x ⩽ t

1 x > t

(2.21)

Esta solución es destacable porque es continua. Esto se debe a que el dato inicial
es creciente28. En términos de las trayectorias caracteŕısticas de la ecuación de
Burgers (que, recordemos, son rectas con origen el punto de arranque y pendiente
el dato inicial, de la forma (2.15)). Gráficamente29:

x

x = t

t

...

x < 0

donde se muestran las siguientes trayectorias caracteŕısticas:

X(t; 0, x) =

{
x x < 0

x+ t x > 0

Como podemos ver, las trayectorias caracteŕısticas dejan un hueco entre x = 0
y x = t. Las rectas verdes con las que se rellena este hueco dan pie a la siguiente
definición:

28Si fuera decreciente, sabemos que las caracteŕısticas chocan y se pierde la continuidad.
29Se han intercambiado los ejes para ver con más claridad el lugar que ocupan las ondas de

rarefacción.
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Definición 2.2.9 (Ondas de Rarefacción). Las soluciones al problema de Riemann
(2.2.7) de la forma (2.21) se denominan ondas de rarefacción. Nuevamente, es im-
portante recalcar que solo es posible encontrar este tipo de soluciones cuando el dato
inicial es creciente.

Observación. Si cambiamos de escala, es decir, pasamos de (t, x) 7→ (αt, αx), para
cierto α ∈ R, la solución sigue siendo válida. En efecto, tenemos que

u(t, x) = U
(x
t

)
⇝ U ′

(x
t

)(
− x
t2

)
+ U

(x
t

)
U ′
(x
t

) 1

t
= 0

U ′
(x
t

)
̸= 0 =⇒ − x

t2
+ U

(x
t

) 1

t
= 0 ⇐⇒

U
(x
t

)
=
x

t
(2.22)

Esta última se conoce como solución autosemejante o autosimilar. Es la que “rellena
el hueco” que dejan las ondas de rarefacción.

Observación. Algunas conclusiones:

Si el modelo de transporte no podemos aspirar a recuperar las propiedades
“buenas”.

No podemos decir que el problema esté bien planteado en el sentido de la
existencia y unicidad.

Es relevante la monotońıa del dato inicial.

� Si es decreciente, las caracteŕısticas se encontrarán y tendremos un salto.

� Si es creciente, aparte de las ondas de choque, podemos encontrar perfiles
autosimilares del tipo (2.22), generando ondas de rarefacción.

Algunos ejercicios para concluir el bloque:

Ejercicio 2.2.3. Resolver los siguientes problemas (la ecuación es la de Burgers
siempre, y solo cambia el dato inicial):

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0

para los siguientes datos iniciales, y escribir cómo son las trayectorias caracteŕısticas:

u0(x) =


2 x < 0

1 0 < x < 2

0 x < 2

.

En primer lugar obtenemos las trayectorias caracteŕısticas:

X(t; 0, x) = x+ u0(x)t =


x+ 2t x < 0

x+ t 0 < x < 2

x x > 2
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Gráficamente30:

x

t

2

...

...
Distinguimos dos a dos: el primer dato inicial que consideramos es

u1(0, x) =

{
2 x < 0

1 0 < x < 2

Y aplicando la condición de salto de Rankine-Hugoniot (Teorema 2.2.5) obte-
nemos que

λ =
1

2
(u+1 + u−1 ) =

3

2
Por lo que una primera solución seŕıa

u1(t, x) =

{
2 x < 3t

2

1 x > 3t
2

Análogamente, el segundo inicial considerado es

u2(0, x) =

{
1 0 < x < 2

0 x > 2

Y aplicando la condición de salto de Rankine-Hugoniot (Teorema 2.2.5) obte-
nemos que

λ =
1

2
(u+2 + u−2 ) =

1

2
Por lo que una segunda solución seŕıa

u2(t, x) =

{
1 x < t

2
+ 2

0 x > t
2
+ 2

En conclusión, la solución conjunta seŕıa

u(t, x) =


2 x < 3t

2

1 3t
2
< x < t

2
+ 2

0 x > t
2
+ 2

30El dibujo siempre ayuda en estos casos.
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Veamos ahora donde corta. Gráficamente:

x

x = 3t/2

t∗ = 2 t

2

x = t/2 + 2

x∗ = 3

Aśı pues:

u(2, x) =

{
2 x < 3

0 x > 3

R.H
=⇒ λ = 1

Si x = a + λt, evaluando en (t, x) = (t∗, x∗) = (2, 3) se tiene que a = 1 y la
solución quedaŕıa

u(t, x) =

{
2 x < 1 + t

0 x > 1 + t

donde (t, x) ∈ [2,+∞[× R.

u0(x) =


1 x < −1
0 −1 < x < 1

−1 x > 1

. Este se resuelve análogo al anterior.

u0(x) =


1 x < 0

1− x 0 ⩽ x ⩽ 1

0 x > 1

. No lo resuelve.

Para resolver el primer (y segundo) apartado. El primer “lote” de trayectorias ca-
racteŕısticas chocará con el segundo, y el segundo con el tercero. Tendremos dos
rectas de discontinuidad distintas. En algún punto ambas rectas chocarán entre śı.
Una vez escrita, tendremos un choque con tres tramos que estará bien definido en
el sentido de Rankine-Hugoniot hasta el punto en que choquen ambas rectas de
discontinuidad. Una vez chocan estas dos rectas, al calcularlo veremos que el tramo
central de la solución que hemos escrito, colapsa. Aśı, los tres tramos se convierten
en dos, también constantes a trozos. Ah́ı colocamos la nueva condición inicial para
saber qué pasa desde el instante de choque en adelante. Como ahora el dato inicial
solo tiene dos tramos, aplicamos Rankine-Hugoniot una vez.

Como los datos iniciales son decrecientes, no podemos esperar encontrar solucio-
nes continuas.
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Para el tercero, que no es un problema de Riemann, porque el dato inicial no
es constante a trozos, usamos una propiedad fundamental, que es de lo poco que se
“hereda” del modelo lineal:

d

dt
(u(t,X(t; 0, x))) = 0 =⇒ u(t,X(t; 0, x)) = u0(x)

Lo que se sugiere es aplicar esta propiedad en cada uno de los tramos. En el primero
y en el tercero es trivial. La cosa es aplicar en el tramo central a ver qué sale.

Ejercicio 2.2.4 (Modelos de Tráfico). Denotamos ρ(t, x) el número de veh́ıculos
por unidad de longitud a lo largo de una carretera en el instante t, sin contar el
propio. Llamamos u(t, x) a la distribución de velocidades de los veh́ıculos. Ténganse
además en cuenta las siguientes consideraciones31:

Todos los veh́ıculos son del mismo tipo.

Si no hay más veh́ıculos que el propio (ρ(t, x) = 0), entonces la velocidad a la
que circulo es la máxima posible, pongamos u = umax.

Si el número de veh́ıculos es el máximo posible, pongamos ρ = ρmax, entonces
no nos podemos mover porque la v́ıa está colapsada, es decir, u = 0.

En tales circunstancias, el flujo viene descrito por

f(ρ) = ρu

Recordemos que en modelos de transporte el flujo era f(u) en:

∂u

∂t
+

∂

∂x
(f(u)) = 0 (2.23)

Entonces

u(ρ) = umax

(
1− ρ

ρmax

)
Se pide:

1. Construir el modelo de transporte no lineal para estos datos (es decir, obtener
una ecuación de la forma (2.23)), y verificar que el modelo resultante (que será
una ecuación lineal que no podemos identificar con nada (lo que nos saldrá no
es Burgers, que es el único modelo lineal que no conocemos)) es reducible a
un modelo de Burgers a través del siguiente cambio de variable:

R(t, x) = umax − 2
umax
ρmax

ρ(t, x) (2.24)

y obtener una ecuación de la forma

∂R

∂t
+R

∂R

∂x
= 0

31Para simplificar el modelo.
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De esta manera, podemos sacar conclusiones aplicando la teoŕıa conocida de
Burgers, y luego volver al modelo original deshaciendo el cambio.

Resolvemos por orden de aparición. Primeramente tenemos que

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
f(ρ) = 0

y desarrollando

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρu) =

∂ρ

∂t
+
∂ρ

∂x
umax

(
1− ρ

ρmax

)
− ρ∂ρ

∂x

umax
ρmax

=

∂ρ

∂t
+ umax

∂ρ

∂x
− 2

umax
ρmax

ρ
∂ρ

∂x
= 0

Antes de seguir podŕıamos haber sacado factor común ∂ρ
∂x

en esta última expre-
sión y tendŕıamos el cambio de variable multiplicando directamente. Si no nos
damos cuenta, reducimos a un modelo de Burgers a través del cambio (2.24).
Despejando ρ(t, x), nos queda:

ρ(t, x) = (umax −R(t, x))
ρmax
2umax

=⇒

∂R

∂t
= −2umax

ρmax

∂ρ

∂t
=⇒

∂ρ

∂t
= − ρmax

2umax

∂R

∂t

∂ρ

∂x
= − ρmax

2umax

∂R

∂x

Y si seguimos desarrollando:

− ρmax
2umax

∂R

∂t
− ρmax

2

∂R

∂x
+
∂R

∂x

ρmax
2umax

(umax −R) = 0

− ρmax
2umax

∂R

∂t
− ρmax

2

∂R

∂x
+
ρmax
2

∂R

∂x
− ρmax

2umax
R
∂R

∂x
= 0 =⇒

∂R

∂t
+R

∂R

∂x
= 0

que es un modelo de Burgers.

2. Encontrar las ondas de choque y/o de rarefacción en cada uno de los siguientes
casos, considerando cada uno de los siguientes datos iniciales:
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ρ0(x) =

{
1
2
ρmax x < 0

ρmax x > 0
Como el dato inicial es creciente32, tendremos

ondas de rarefacción con Rankine-Hugoniot, y ondas de rarefacción. Este
dato inicial se corresponde con una situación de atasco.

Utilizando el cambio anterior, tenemos

R0(x) =

{
0 x < 0

−umax x > 0

y aplicando el Teorema 2.2.5, nos queda

R(t, x) =

{
0 x < −umax

2
t

−umax x > −umax

2
t

Deshaciendo el cambio, en función de ρ nos queda:

ρ(t, x) =

{ρmax
2

x < −umax

2
t

ρmax x > −umax

2
t

Falta encontrar las ondas de rarefacción. Las caracteŕısticas en este caso
son:

X(t; 0, x) =

{
x− umaxt x < 0

x x > 0

Gráficamente:

x

t

...

x = −umaxt

Las ĺıneas amarillas muestran dónde se pueden meter las ondas de rare-
facción. La frontera está delimitada por x = 0 y por x = −umaxt. De esta
manera, los tramos son x < −umaxt, −umaxt < x < 0 y x > 0. De esta
manera, las ondas de rarefacción son:

ρ(t, x) =


1
2
ρmax x < −umaxt
x
t

−umaxt ⩽ x < 0

ρmax x > 0
32No necesariamente debe ser 1/2, podŕıa usarse cualquier otra fracción entre 0 y 1
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ρ0(x) =

{
ρmax x < 0
1
2
ρmax x > 0

El dato inicial es en este caso decreciente. Es-

te dato inicial se corresponde con una situación que se suele denominar
como de luz verde (el semáforo pasa de rojo a verde).

Es completamente análogo al anterior pero cambiando los sentidos de las
desigualdades. En este caso no hay ondas de rarefacción: Utilizando el
cambio anterior, tenemos

R0(x) =

{
0 x > 0

−umax x < 0

y aplicando el Teorema 2.2.5, nos queda

R(t, x) =

{
0 x > −umax

2
t

−umax x < −umax

2
t

Deshaciendo el cambio, en función de ρ nos queda:

ρ(t, x) =

{ρmax
2

x > −umax

2
t

ρmax x < −umax

2
t

ρ0(x) =

{
ρmax x > 0
1
2
ρmax x < 0
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3. Mecánica de Fluidos

3.1. Introducción

El cálculo de variaciones visto en Modelos Matemáticos II se consideraba “ma-
temática pura”. Pasó de los matemáticos puros, al ámbito de los f́ısicos. Ahora en
f́ısica hay algo en cuarto de mecánica anaĺıtica (que es fácil para ellos). Los ingenie-
ros están usando también la mecánica, y ahora está volviendo a la matemática.

El primero fue Euler. Lo que vamos a ver ahora son las ecuaciones de Euler. En
Paŕıs a principios del siglo XIX. Hab́ıa que canalizar el agua, ver cómo se pod́ıa
distribuir. El surgimiento vino con Navier y Stokes. La mecánica de fluidos ha que-
dado en manos de las matemáticas. Veremos tres o cuatro corrientes que surgen de
la mecánica de fluidos.

Los únicos que le dedican un poco de atención son los ingenieros aeronáuticos.
Los que diseñan el coche de Fernando Alonso que se están equivocando. Detrás del
diseño de los coches y aviones, en general están matemáticos.

Otro lugar en el que los fluidos son importantes es en el ámbito del clima. Hoy
en d́ıa se predice 2 o 3 d́ıas antes. Empiezan diciendo, según nuestros modelos (los
modelos son los mismos), lo que cambia es cómo se resuelve el modelo, y cómo
resuelve Navier-Stokes. Hay modelos que consideran la orograf́ıa, pero, en general,
cuanto más realista es el modelo, más complicado es de resolver.

Vamos a comenzar por el caso 2-dimensional, y con las ecuaciones de Euler.
Tenemos un plano y se trata de describir cómo se mueve un fluido. Gráficamente:

ω = rot u

(x1, x2)

u = (u1, u2)

x(t) = (x1, x2)(t)

Ya vimos en 1.3 la definición del rotacional, en inglés curl. Cada punto está
afectado por una presión. Se trata de ver cuáles son las ecuaciones que verifican el
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modelo anterior. Consideramos1

u : [0, T [× R2 → R2 (3.1)

y la ecuación

∂u

∂t
+ (u · ∇)u+∇p = 0 (3.2)

¿Qué significa (3.2)? Analizamos sumando a sumando:

En primer lugar,

u · ∇ =
2∑
j=1

uj
∂

∂xj

Como p es un escalar

∇p =
(
∂p

∂x1
,
∂p

∂x2

)
Hay muchos tipos de fluido. El aire que tenemos aqúı es un fluido. Si tuviéramos

una jeringa, podŕıamos comprimir el aire. Nosotros vamos a suponer ahora que
estudiamos fluidos incompresibles, es decir, div(u) = 0, donde

div(u) =
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

Vemos ahora que a u se le asocia la ecuación

∂u

∂t
+ (a · ∇)u = 0

∂X

∂t
= div(a)

Vemos que en lugar de u · ∇ ponemos a · ∇.

Una condición natural es que |u(t, x)| → 0 cuando |x| → ∞. Ahora nos pregun-
tamos qué pasa en el tiempo inicial, para lo cual tendremos en cuenta una condición
inicial: u(t = 0, x) = u0(x). Recopilando todo:

Definición 3.1.1 (Ecuaciones de Euler). Las ecuaciones de Euler en RN , con N =
2, 3, son: 

∂u

∂t
+ (u · ∇)u+∇p = 0

div(u) = 0

|u(t, x)| → 0 |x| → +∞
u(t = 0, x) = u0(x)

(3.3)

Observación. Vemos que las ecuaciones son las mismas tanto para N = 2 como para
N = 3. Para N = 4 puede tener sentido, por ejemplo, en el ámbito de la gravitación.
En el caso bidimensional, podemos tomar componentes en la primera ecuación de
(3.3), y obtener

∂ui
∂t

+ (u · ∇)ui +
∂p

∂xi
= 0 i = 1, 2 (3.4)

1A priori no sabemos si será [0, T ].
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Otro vector importante a tener en cuenta es el vector vorticidad ω. ¿Por qué?
Porque muchas veces lo que es importante del fluido no es la velocidad en śı, o la
presión, sino cuándo hay una turbulencia (rotación con mucha fuerza), y esto último
se puede medir bien en los mapas del tiempo.

¿Qué es la vorticidad?:

Definición 3.1.2 (Vorticidad). Definimos ω como el rotacional del vector de velo-
cidades u. Es decir

ω = rot(u)

donde2

rot(u) = ∇× u =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i ∂
∂x1

u1(t, x1, x2)

j ∂
∂x2

u2(t, x1, x2)

k ∂
∂x3

u3(t, x1, x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

0, 0,

ω︷ ︸︸ ︷
∂u2
∂x1
− ∂u1
∂x2


Observación. No tiene sentido, a priori, definirlo fuera de R3.

Ejercicio 3.1.1. Comprobar que la siguiente expresión es cierta:

rot((u · ∇)u) = (u · ∇)ω + div(u)ω

Podemos hacerlo componente a componente y sumar o como sea.

Como el fluido es incompresible, div(u)ω = 0, y se simplifica la expresión anterior.

Otra pregunta es si podemos aplicar el rotacional de la primera ecuación de (3.3).
Pues a priori no, pero vamos a hacerlo, y luego analizamos cuándo tiene sentido esta
expresión.

∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω + rot(∇p) = 0 (3.5)

Observación. En dimensión 3 aparece el siguiente término:

(u · ∇)ω − (ω · ∇)u div(u)ω

Este sustraendo señalado es el que representa la deformación de la vorticidad, y es el
culpable de muchas cosas que pasan en el caso tridimensional que en el bidimensional
no ocurren (por ejemplo, el estudio de la regularidad de ω).

Veamos cuánto vale rot(∇p):

rot(∇p) =
∂
∂p

∂x2
∂x1

−
∂
∂p

∂x1
∂x2

= 0

Por lo tanto tenemos hasta el momento la siguiente ecuación:

2Consultar 1.3 si se quiere recordar más en profundidad.
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∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω = 0 (3.6)

Siguen siendo tres incógnitas, pero hemos pasado de una ecuación vectorial a
escalar (ω es el escalar). Otras ecuaciones que debemos considerar son

ω = rot(u)

div(u) = 0

|u| → 0 |x| → 0

ω(t = 0, x) = ω0(x)

No hemos simplificado gran cosa hasta ahora, pero nos disponemos a hacerlo.

Usaremos el siguiente lema de Poincaré:

Lema 3.1.1 (de Poincaré). Sea u un campo de velocidades en R2 como (3.1).
Entonces se tiene que

div(u) = 0 ⇐⇒ ∃ψ : u = rot(ψ)

Observación. Para una formulación más técnica habŕıa que estudiar 1-formas (cosa
que no vamos a hacer). La implicación hacia la derecha es sencilla, ya que basta
aplicar rotacional. Aśı:

rot(ψ) =

(
∂ψ

∂x2
,− ∂ψ

∂x1
, 0

)
Como

div

(
∂ψ

∂x2
,− ∂ψ

∂x1

)
=

∂

∂x1

(
∂ψ

∂x2

)
+

∂

∂x2

(
− ∂ψ
∂x1

)
= 0

Tenemos entonces que ω = rot(rot(ψ))3 y nos queda

ω =

(
0, 0,−∂

2ψ

∂x21
,−∂

2ψ

∂x22

)
o sea, ω = −∆ψ en R2. A veces se representa también rotψ como∇⊥ψ. Considerando
la condición |∇ψ| → 0 cuando |x| → ∞, nos queda una ecuación como la estudiada
en modelos. La solución fundamental del laplaciano (vista en Modelos Matemáticos
II) es

Γ2 = G = − 1

2π
ln |x|

Lo bueno con esto es que para cualquier función solución de −∆ψ = ω la solución
es

ψ = G ∗ ω

3Hemos sustituido u = rot(ψ) en ω = rot(u).
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donde ∗ representa el operador convolución. Y ahora podemos aplicar u = rotψ.
Recordemos que cuando derivábamos una convolución pod́ıamos derivar donde qui-
siéramos. El problema de la derivabilidad lo introduce el logaritmo. Suponiendo que
podemos hacerlo, resulta que

u = rotψ =
1

2π

−
x2
|x|
|x|

,

x1
|x|
|x|

 ∗ ω
y al producto de los primeros dos factores:

1

2π

−
x2
|x|
|x|

,

x1
|x|
|x|

 =
(−x2, x1)
2π|x|2

= K (3.7)

De esta manera u = K ∗ ω.

Recordamos que en dimensión 2D, la ecuación es (3.6). Al pasar a 3D aparece
otro sustraendo, que en 2D es 0:

∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω − (ω · ∇)u = 0

Se puede añadir incluso f → ν∆ω(una difusión).

∂ω

∂t
= ν∆ω

Al añadir esa f la ecuación se le denomina de Navier-Stokes. Respecto al problema
del milenio, al principio se consideraba sin fuerza externa f , pero hace 10-15 años
se permitió demostrar también con fuerza externa (se consideró también válida una
hipotética demostración). Aunque sin la f también es Navier-Stokes.

En el caso 3D la solución fundamental vale

Γ3 =
1

σ3|x|

donde σ3 es el área de la esfera unidad en dimensión 3. Γ2 es más singular (más
fuerte) en 0, que Γ3.

Retomando entonces el valor de K de (3.7), nos queda que

u(t, x) =

∫
R2

(−y2, y1)
2π|y|2

ω(t, x− y) dy (3.8)

Observación. Recordamos que la convolución es simétrica. Tiene que ver con el orden
en que se escribe x y y.
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Esto es una integral singular. Toda una rama del análisis. A veces a la ecuación
de Burgers le llaman la ecuación de los fluidos en una dimensión. Quien dice eso no
sabe lo que dice. La ecuación (3.6) también se puede escribir como

∂ω

∂t
+

(u·∇)ω︷ ︸︸ ︷
div(uω) = 0 (3.9)

porque div(u) = 0 (al suponer que es incompresible). Sustituyendo u = K ∗ω en
(3.9), nos queda

∂ω

∂t
+ div((K ∗ ω)ω) = 0 (3.10)

y podŕıamos pensar en comparar (3.10) con la expresión de Burgers

∂ω

∂t
+

∂

∂x

(
ω2

2

)
= 0

Sin embargo, la ecuación de Euler no desarrolla choque, a diferencia de la ecua-
ción de Burgers, debido a la convolución4.

Consideremos χΩ la función caracteŕıstica de Ω, dada por

χΩ : R2 −→ {0, 1}

x 7−→ χΩ(x) =

{
1 x ∈ Ω

0 x ̸∈ Ω

Vemos gráficamente su uso:

1

0 ω0 = χΩ

Ω

1

0 ω(t, x)

Ω

Tras cierto
tiempo

Figura 3.1: Ejemplo de parches de vorticidad

Este tipo de datos iniciales de la vorticidad5 se denominan parches (o paquetes)
de vorticidad6. Si fuera verdad la Figura 3.1, lo que nos interesa es el contorno.
Buscar cómo evolucionan los contornos es una rama que se denomina dinámica de
contornos. En este caso tiene soporte compacto y es integrable.

4Que es como una especie de “media” alrededor del punto.
5Aquellos en los que la vorticidad es función caracteŕıstica de un conjunto Ω.
6En inglés, vortex patch.
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Para formalizar más, el espacio en que estas soluciones interesantes viven es
ω(t = 0, x) = ω0(x) ∈ L∞(R2) ∩ L1(R2). Casi no haŕıa falta que fueran integrables
si le añadimos soporte compacto.

Sólido

Pequeña singularidad.
Pasan más cosas

Pequeñas
turbulencias

Componente
tangencial
a u, u · τ

δF

Componente normal
a u, u · n, no tiene por
qué ser regular

Superficie si
Dim 3. Ĺınea si
Dim 2

Vortex Sheet

Figura 3.2: Formación de una hoja de vorticidad.

Este tipo de fenómenos se dan cuando, por ejemplo, despega un avión. Si no se
controla la hoja de vórtice7, tiene tanta fuerza que parte el ala del avión (da igual
que esté hecho de acero). El δF que aparece en la Figura 3.2 es una delta de Dirac,
que veremos más adelante.

Estos ejemplos motivan el estudio de la regularidad de la velocidad y de la vor-
ticidad. En particular, nos interesa determinar bajo qué hipótesis sobre ω podemos
garantizar que el campo de velocidades (u = K ∗ ω) sea acotado y continuo. Vol-
viendo a las ecuaciones, u = K ∗ ω no depende del tiempo. Burgers no regulariza.
Esta ecuación (u = K ∗ ω) es de tipo hiperbólico8. La solución no se espera que sea
continua.

Veamos el siguiente resultado9:

Lema 3.1.2. ·Si ω ∈ L1(R2)∩L∞(R2) =⇒ u ∈ L∞. La segunda parte nos dice que,

no solo es acotada, sino que es continua. Además, ∥u∥L∞ ⩽ ∥ω∥1/2L1 ∥ω∥1/2L∞ .

Demostración. Consideramos

u(x) =

∫
R2

K(x−y)ω(y) dy =

∫
y∈R2

|x−y|⩽d

K(x−y)ω(y) dy+
∫

y∈R2

|x−y|>d

K(x−y)ω(y) dy = I1+I2

7También conocida como lámina o capa de vórtices. En inglés como vortex sheet.
8Vista en Modelos Matemáticos II.
9De momento paramos el tiempo, y luego estudiamos qué pasa con él.
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donde d ∈ R es arbitrario. Como queremos ver que está acotado:

|u(x)| ⩽
∫

y∈R2

|x−y|⩽d

|K(x− y)ω(y)| dy +
∫

y∈R2

|x−y|>d

|K(x− y)ω(y)| dy

Tenemos que

I1 =

∫
|x−y|⩽d

|K(x− y)ω(y)| dy ⩽
∫
|x−y|⩽d

|ω(y)|
2π|x− y|

dy
(∗)
⩽
∥ω∥L∞

2π

∫
|x−y|⩽d

1

|x− y|
dy

donde en (∗) se ha usado que ω está uniformemente acotada. Para resolver la última
integral que nos ha quedado pasamos a coordenadas polares.

(x− y)1 = r cos θ (x− y)2 = r sen θ

y
∥ω∥L∞

2π

∫ 2π

0

∫ d

0

1

r
r dr dθ = d ∥ω∥L∞

Veamos ahora la segunda integral:

I2 =

∫
|x−y|>d

|ω(y)|
2π|x− y|

dy ⩽
1

2πd

∫
|x−y|>d

|ω(y)| dy ⩽ ∥ω∥L1

2πd

Juntando todo lo anterior, resulta que

|u(x)| ⩽ d ∥ω∥L∞ +
∥ω∥L1

2πd

Y ahora buscamos el valor óptimo de d. Para ello, consideramos la función

f(d) = d ∥ω∥L∞ +
∥ω∥L1

2πd

y estudiamos su monotońıa. Como

f ′(d) = ∥ω∥L∞ −
∥ω∥L1

2πd2

f ′′ > 0

deducimos que

d =

√
∥ω∥L1

2π ∥ω∥L∞

es el valor óptimo. Por tanto,

|u(x)| ⩽ d ∥ω∥L∞ +
∥ω∥L1

2πd
=

1√
2π
∥ω∥1/2L1 ∥ω∥1/2L∞ +

1√
2π
∥ω∥1/2L1 ∥ω∥1/2L∞ =

2√
2π
∥ω∥1/2L1 ∥ω∥1/2L∞
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Ejercicio 3.1.2. ¿Qué ocurre si ω ∈ Lp(R2) ∩ Lq(R2)?, con 1 ⩽ p < 2 ⩽ q ⩽
+∞. Demostrar que u ∈ L∞ (u está acotada). Se hace igual, pero en vez de hacer
directamente acotación, hay que aplicar Hölder primero.

Tenemos también el siguiente lema:

Lema 3.1.3. Si ω ∈ L1 ∩ L∞, entonces:{
1) |u(t, x+ y)− u(t, x)| ⩽ C|y|{1 + | ln |y||}
2) |u(t, x)| → 0 |x| → ∞

donde C = (C(∥ω∥L1 , ∥ω∥L∞))

Observación. La segunda propiedad se deduce de que u = K ∗ ω.

Para estudiar el lema anterior vemos primero algunas propiedades de la función
K:

Ejercicio 3.1.3. Demostrar que

|K(a)−K(b)| ⩽ C

{
1

|a|
+

1

|b|

}
∀a, b ∈ R2 \ {0}

|K(a)−K(b)| = 1

2π

|b− a|
|a||b|

La primera propiedad es sencilla de comprobar, y la segunda se deducirá a partir
de la propia definición de K:

K(x) =
(−x2, x1)
2π|x|2

Demostramos el Lema 3.1.3:

Demostración. Para la primera propiedad, vemos que

u(x+ y)− u(x) =
∫
R2

(K(x+ y − z)−K(x− z))ω(z) dz =⇒

|u(x+y)−u(x)| ⩽
∫
R2

|(K(x+y−z)−K(x−z))ω(z)| dz ⩽
∫
|x−z|⩽d

+

∫
|x−z|>d

= I1+I2

Hacemos ya la elección d = 2|y| ≪ 1. Usamos ahora la primera propiedad del
Ejercicio 3.1.3 para I1, y nos queda

I1 ⩽
1

2π

∫
|x−z|⩽d

|ω(z)|
|x+ y − z|

+
1

2π

∫
|x−z|⩽d

|ω(z)|
|x− z|

Estudiamos el denominador de la primera integral que acota a I1:

|x+ y − z|
|x−z|⩽d
⩽ |x− z|+ |y| ⩽ d+

d

2
=

3d

2
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y se tiene que
1

2π

∫
|x−z|⩽d

|ω(z)|
|x+ y − z|

+
1

2π

∫
|x−z|⩽d

|ω(z)|
|x− z|

⩽

1

2π

∫
|x+y−z|⩽3d/2

|ω(z)|
|x+ y − z|

+
1

2π

∫
|x−z|⩽d

|ω(z)|
|x− z|

Ahora aplicamos los siguientes cambios a polares:

(x+ y − z)i = r cos θ (x+ y − z)j = r sen θ

(x− z)i = r cos θ (x− z)j = r sen θ

obteniendo que

1

2π

∫
|x+y−z|⩽3d/2

|ω(z)|
|x+ y − z|

+
1

2π

∫
|x−z|⩽d

|ω(z)|
|x− z|

⩽ Cd ∥ω∥L∞

Repetimos este esquema con I2:

I2 ⩽
1

2π

∫
|x−z|>d

|y||ω(z)|
|x+ y − z||x− z|

(∗)
=

∫
d⩽|x−z|⩽1

+

∫
|x−z|>1

donde en (∗) se ha usado que esta división en dos partes de la integral es la que
funciona. En este caso el denominador |x+ y − z| está acotado inferiormente:

|x+ y − z| ⩾ |x− z| − |y| = |x− z| − d

2
⩾ |x− 2| − |x− 2|

2
=
|x− 2|

2

de donde ∫
1⩽|x−z|⩽d

+

∫
|x−z|>1

⩽
|y|
2π

∫
d⩽|x−z|⩽1

2|ω(z)|
|x− z|2

+

∫
|x−z|>1

Integramos en cada uno de los dos trozos. En el tramo d ⩽ |x− z| ⩽ 1:

|y|
π
∥ω∥L∞

1

|x− 2|2
=
|y|
π
∥ω∥L∞

∫ 2π

0

∫ 1

d

1

r2
r dr dθ = 2|y| ∥ω∥L∞ (− ln

2|y|︷︸︸︷
d )

d<1
=

2|y| ∥ω∥L∞ (| ln d|) = 2|y| ∥ω∥L∞ (ln 2 + | ln |y||)

Acotando la suma anterior de integrales, nos queda:

|y|
2π

∫
d⩽|x−z|⩽1

2|ω(z)|
|x− z|2

+

∫
|x−z|>1

⩽
|y|
π
∥ω∥L1

y usando entonces las cotas que tenemos para I1 e I2, se deduce que

|u(x+ y)− u(x)| ⩽
∫
R2

|(K(x+ y − z)−K(x− z))ω(z)| dz ⩽ I1 + I2 ⩽

|y|
{
2C ∥ω∥L∞ +

∥ω∥L1

π
+ 2 ln 2 ∥ω∥L∞ + 2 ∥ω∥L∞ | ln |y||

}
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Observación. Justo el hecho de que se tenga L1 y L∞ nos da la unicidad. Si bus-
camos exámenes de años anteriores, esto se puede preguntar en el examen. Siempre
intenta preguntar alguna cosa de teoŕıa y algo que haya que hacer alguna cuenta.
No hay mucho que preguntar.

Ahora, consideramos f ∈ L1, y, dado ε > 0, existe R > 0 con10 R≫ 1 tal que∫
|y|>R

|f(y)| dy < ε

Esto vale también para casi cualquier Lp, ya que vale para 1 < p < ∞, y entonces
se tiene que ∫

|y|>R
|f(y)|p dy < ε

Para una integral lo suficientemente grande, tienen tendencia a irse a 0 para un
radio lo suficientemente grande.

Para comprobar esto, podemos verlo como∫
|y|>R

|f(y)| dy =

∫
R2

|f(y)| dy −
∫
|y|<R

|f(y)| dy → 0 (R→∞)

Consideramos ahora |x| > 2R. Vemos que

|u(x)| ⩽
∫
|ω(y)|

2π|x− y|
dy =

∫
|y|>R

+

∫
|y|<R

Ahora, si |y| < R < |x|/2, donde la última desigualdad se debe a que |x| < 2R por
hipótesis, entonces

|x− y| ⩾ |x| − |y| = |x|
{
1− |y|
|x|

}
>
|x|
2

y
1

2π

∫
|y|<R

|ω(y)|
|x− y|

⩽
1

2π

2

|x|

∫
|y|<R

|ω(y)|

Nuevamente, dividimos∫
|y|>R

=

∫
|y|>R

|x−y|⩽d

+

∫
|y|>R

|x−y|>d

|ω(y)|
2π|x− y|︸ ︷︷ ︸
(∗)

De esta manera, recuperando lo anterior:

|u(x)| ⩽
∫
|ω(y)|

2π|x− y|
dy =

∫
|y|>R

+

∫
|y|<R

=
1

π

1

|x|
∥ωL1∥+

√
ε︷︸︸︷
d ∥ω∥L∞ +

1

2π

ε

d

10Se lee como “R suficientemente grande”.
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La integral (∗) nos da:
1

2π

1

d

∫
|y|>R

|ω(y)| < ε

y no menor que ∥ω∥L1 , ya que se nos iŕıa a infinito.

El siguiente resultado nos resultará bastante útil en lo que sigue:

Lema 3.1.4. Sean φ, ψ dos cambios de variable en R2 con Jacobianos inversos
acotados, ω ∈ L1 ∩ L∞ y∣∣∣∣∫

R2

(K(x− ψ(y))−K(x− φ(y)))ω(y)
∣∣∣∣ ⩽ C

∥∥J−1
ψ

∥∥
L∞

∥∥J−1
φ

∥∥
L∞ ∥ψ − φ∥L∞ {1+| ln ∥ψ − φ∥L∞ |}

Como sugerencia estudiar el caso φ = 1.

Observación. Este resultado es una generalización de la primera propiedad del Lema
3.1.3.

Vamos a estudiar a continuación las siguientes ecuaciones:
∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω = 0

u = K ∗ ω
ω(t = 0, x) = ω0(x) ∈ L1 ∩ L∞

(3.11)

Y los siguientes pasos:

1. Regularización (linealización), ε → (uε, ωε) (soluciones de un problema apro-
ximado).

2. Estimaciones “a priori”.

3. Compacidad (uε, ωε)
?→ (u, ω).

4. (u, ω) verifique (3.11).

Aśı pues, consideramos ε > 0, y una función

ρ ∈ C∞
0 (R2) =

ce
1

|x|2 − 1 |x| ⩽ 1

0 |x| > 1

; c =

∫
B(0,1)

e

1

|x|2 − 1


−1

=⇒
∫
ρ = 1

Con estas funciones vamos a construir las funciones

C∞
0 (B(0, ε)) ∋ ρε = ε−2ρ

(x
ε

)
=⇒ ω0 ∗ ρε = ωε0 = ω0

Gráficamente:
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0 ε−ε−2ε 2ε

Respecto a la definición de ρε, tenemos que

φ ∈ C0
0 =⇒ ⟨ρε, φ⟩ =

∫
ρεφ =⇒ ĺım

ε→0

∫
R2

ρε(x)φ(x) dx = φ(0) = ⟨δx=0, φ⟩

donde δ es la delta de Dirac11. Sabemos que

∥ωε0 − ω0∥Lp → 0 1 ⩽ p < +∞

Si consideramos el intervalo [0, ε]12, tenemos el siguiente problema:

(P1)


∂ω1

∂t
+ (u0 · ∇)ω1 = 0

u0 = K ∗ ω0 (dado)

ω1(t = 0, x) = ω0(x)

(3.12)

Lo importante es que u0 no depende del tiempo, y las funciones con supeŕındice
0 están dadas. La velocidad es la convolución con la vorticidad. Lo único que hemos
hecho es retrasar la velocidad un poco en el tiempo. Si esto funciona, la idea es
continuar en los siguientes pasos. Ahora consideramos el intervalo [ε, 2ε], y tenemos
en este caso el problema:

(P2)


∂ω2

∂t
+ (u1 · ∇)ω2 = 0

u1 = K ∗ ω1(ε, ·)
ω2(ε, x) = ω1(ε, x)

(3.13)

Repitiendo hasta n veces, y situándonos entonces en el intervalo [(n − 1)ε, nε]
llegamos al problema:

(Pn)


∂ωn

∂t
+ (un−1 · ∇)ωn = 0

un−1 = K ∗ ωn−1((n− 1)ε, ·)
ωn((n− 1)ε, x) = ωn−1((n− 1)ε, x)

(3.14)

11La delta de Dirac es una distribución caracterizada por ⟨δ0, φ⟩ = φ(0) para toda función test
φ.

12Tiempo muy pequeño.
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De aqúı llegamos a las siguientes ecuaciones:
dX0(t)

dt
= u0(X0(t))

X0(0) = x
t ∈ [0, ε] (3.15)

Ahora, dado que ω0 ∈ L1 ∩ L∞, podemos ver si en norma está acotado:

∥∥ω0
∥∥
L1 = ∥ω0 ∗ ρε∥L1 ⩽ ∥ω0∥L1

1︷ ︸︸ ︷
∥ρε∥L1

∥∥ω0
∥∥
L∞ = ∥ω0 ∗ ρε∥L∞ ⩽ ∥ω0∥L∞

1︷ ︸︸ ︷
∥ρε∥L1

Por lo tanto, ω0 ∈ L1 ∩ L∞ independientemente de ε.

Esto lo resumimos en el siguiente lema:

Lema 3.1.5. Sea ω0 ∈ L1 ∩ L∞. Entonces se tiene que
u0 ∈ L∞

|u0(x+ y)− u0(x)| ⩽ C|y|{1 + | ln |y||}
|u0(x)| → 0 |x| → ∞
div(u0) = 0

C = C(
∥∥ω0

∥∥
L1 ,
∥∥ω0

∥∥
L∞)

Y además, existe una única solución X0 de (3.15).

Observación. div(u0) = 0, porque K es un rotacional, y vimos en el Ejercicio 1.4.1
apartado (i) que la divergencia del rotacional es 0.

Demostración. Vemos que

d

dt
ω1(t,X0(t)) =

(
∂ω1

∂t
+

(
∂X0

∂t
· ∇
)
ω1

)
(t,X0(t)) = 0

Y ya tenemos la solución de este problema, pues

ω1(t,X0(t)) = ω1(0, X0(0)) = ω0(x)

Observación. Para cada ε fijo, u0 ya es infinitamente derivable en (3.11). Además,
X es un difeomorfismo, y podemos hacer un cambio de variable si fuera necesario.
Dicho cambio seŕıa el siguiente:

y = X0(t; 0, x) = X0(t) =⇒ x = X0(0; t, y)

Aśı, aplicando el cambio:

ω1(t, y) = ω0(X0(0; t, y))
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Lo anterior vale para un tiempo muy pequeño [0, ε]. Ahora nos preguntamos por
el valor de la norma de ω1, con objeto de seguir estudiando propiedades:∥∥ω1(t, ·)

∥∥
L1 =

∥∥ω0(X0(0; t, y))
∥∥
L1 =

∫
R2

|ω0(X0(0; t, y))| dy =

∫
R2

|ω0(z)|
1︷︸︸︷
Jx0 dz =

∥∥ω0
∥∥
L1

Lo anterior vale para la norma en L1, pero en L∞ es análogo, pues:∥∥ω1(t, ·)
∥∥
L∞ = sup

y∈R2

|ω0(X0(0; t, y))| = sup
z∈R2

|ω0(z)| =
∥∥ω0

∥∥
L∞

es decir, las normas se preservan.

Este procedimiento además se puede implementar con numérico. En realidad lo
que hay que resolver es (3.11). Lo demás viene como consecuencia de esta resolución.
Podemos en este punto enunciar el siguiente resultado:

Notación. Dado el par (uε, ωε)(t, x), si t ∈ [(n−1)ε, nε], con n = 1, . . . , [T/ε] = N ,
donde [·] denota a la parte entera, entonces

(uε, ωε)
not≡ (un−1, ωn)

Asimismo, denotamos
∂ωε

∂t
+ (uε · ∇)ωε = 0

uε = K ∗ ωε
⇐⇒


∂ωn

∂t
+ (un−1 · ∇)ωn = 0

un−1 = K ∗ ωn(nε)

Observación. No ponemos la condición inicial porque se va obteniendo iterativamen-
te, pero la primera condición inicial es ωε(t = 0, x) = ω0(x), y entonces tenemos:

∂ωε

∂t
+ (uε · ∇)ωε = 0

uε = K ∗ ωε

ωε(t = 0, x) = ω0(x)

y los pares {(uε, ωε)}ε>0.

Tenemos el siguiente lema:

Lema 3.1.6. Sea ω0 ∈ L1 ∩ L∞. Se verifica que existe C(∈ R) independiente de ε
tal que

1. ∥uε∥L∞ ⩽ C

2.
∥ωε(t, ·)∥L1 =

∥∥ω0
∥∥
L1 (

∥∥ωn+1(t, ·)
∥∥
L1 = ∥ωn∥L1)

∥ωε(t, ·)∥L∞ =
∥∥ω0

∥∥
L∞ (

∥∥ωn+1(t, ·)
∥∥
L∞ = ∥ωn∥L∞)
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3. |uε(x)− uε(y)| ⩽ C|x− y|{1 + | ln |x− y||}

4. |up(x)− uq(x)| ⩽ C|pε− qε|{1 + | ln |pε− qε||}

Observación. En el punto 4., al poner p como supeŕındice, estamos definiendo up en
el intervalo [(p− 2)ε, (p− 1)ε], y análogo con q.

La Figura 3.3 nos muestra que en cada intervalo [(n− 1)ε, nε], el campo de ve-
locidades aproximado uε depende de la variable espacial, pero permanece constante
respecto del tiempo.

0 ε 2ε (n− 1)ε nε (n+ 1)ε
...

Figura 3.3: Evolución temporal de uε.

Usamos 4 del lema anterior con q = n, y p = n+ 1. Tenemos que

un+1(x)− un(x) =
∫
R2

K(x− y)

 ωn+1((n+ 1)ε, y)︸ ︷︷ ︸
ωn+1(nε,Xn(nε,(n+1)ε,y))

−ωn(nε, y)

 dy

y a su vez ωn+1(nε,Xn(nε, (n+ 1)ε, y)) = ωn(nε,Xn(nε, (n+ 1)ε, y)). Y ahora nos
preguntamos por qué no podemos hacer la diferencia entre ωn(nε,Xn(nε, (n+1)ε, y))
y ωn(nε, y). Se debe a que estamos en un problema hiperbólico y solo se transportan
las normas, pero no podemos controlar la diferencia. Hacemos el siguiente cambio
de variable: z = Xn(nε, (n+ 1)ε, y). Nos queda

∫
R2

K(x−Xn(nε, (n+1)ε, z))ωn(nε, z)

1︷︸︸︷
J−1
Xn dz−

∫
R2

K(x−
z︷︸︸︷
y )ωn(nε,

z︷︸︸︷
y ) d

z︷︸︸︷
y =

∫
R2

[K(x−
ψ=Id︷ ︸︸ ︷

Xn(nε, (n+ 1)ε, z))−K(x− z)]ωn(nε, z) dz

y aplicando el resultado anterior y conviertiendo las igualdades en desigualdades
(por monotońıa de la integral):

|un+1(x)− un(x)| ⩽
∫
R2

∣∣∣∣∣∣[K(x−
ψ=Id︷ ︸︸ ︷

Xn(nε, (n+ 1)ε, z))−K(x− z)]ωn(nε, z)

∣∣∣∣∣∣ dz ⩽
Cmáx

z
|Xn((n+ 1)ε, nε, z)− z|{1 + | lnmáx

z
|Xn((n+ 1)ε, nε, z)− z||}

Para ver cuánto vale ese máximo, reescribimos el argumento:

Xn((n+1)ε, nε, z)−
Xn(nε,nε,z)︷︸︸︷

z
TFC
=

∫ (n+1)ε

nε

∂

∂t
Xn(s, nε, z) ds =

∫ (n+1)ε

nε

un(s,X(s, nε, z)) ds
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de donde

|Xn((n+ 1)ε, nε, z)− z|
(∗)
⩽
∫ (n+1)ε

nε

C ds = Cε

donde en (∗) se ha usado la propiedad 1 del lema anterior.

Observación. Esta demostración es t́ıpica de examen.

Como ∥∥ω0
∥∥
L1 = ∥ω0 ∗ ρε∥L1 ⩽ ∥ω∥L1

1︷ ︸︸ ︷
∥ρε∥L1

Y se puede cambiar L1 por L∞.

Vamos a intentar aplicar ahora el Teorema de Ascoli-Arzelà, que recordemos que
nos dećıa, dada una sucesión de funciones continuas {fε}ε⩾0, que está uniformemente
acotada y es equicontinua, entonces existe una parcial (que denotamos de la misma
forma) tal que {fε}

c.u.→ f sobre compactos.

Para nuestra sucesión, debe ser continua en las dos variables. En espacio lo es,
pero no en tiempo, por lo que no podŕıamos aplicar el Teorema anterior directamente.
Śı que será equicontinua, pero en tiempo no. Para poder aplicarlo, vamos a cambiar
la regularización que hemos hecho. ¿Cómo podemos cambiar la uε que tenemos
hasta ahora para que sea continua? Lo más sencillo seŕıa haciendo una poligonal
entre puntos medios de cada intervalo [nε, (n + 1)ε]. Gráficamente hacemos lo que
nos indica la Figura 3.4:

0 ε 2ε (n− 1)ε nε (n+ 1)ε
...

Figura 3.4: Poligonales para tratar de obtener la continuidad de uε.

Aśı, la nueva definición de uε será la siguiente:

ūε(t, x) =



u0(x) t ∈
[
0,
ε

2

]

u0(x) +
t− ε/2

ε
(u1(x)− u0(x)) t ∈

[
ε

2
,
3ε

2

]
...

uj(x) +
t− (j + 1

2
)ε

ε
(uj+1(x)− uj(x)) t ∈

[(
j +

1

2

)
ε,

(
j +

3

2

)
ε

]
Lema 3.1.7. Sea ω0 ∈ L1 ∩ L∞, entonces

∥uε(t, x)− ūε(t, x)∥L∞ ⩽ Cε| ln ε| ε→0→ 0
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Hemos cambiado (uε, ωε)→ (ūε, ωε), y a esta śı se le puede aplicar Ascoli-Arzelà.

Ejercicio 3.1.4. Comprobar el lema anterior.

Ejercicio 3.1.5. Comprobar la equicontinuidad de ūε.

|ūε(t, x)− ūε(s, x)| ⩽ C|t− s|{1 + | ln |t− s||}

Teńıamos que, para t ∈
[(
j +

1

2

)
ε,

(
j +

3

2

)
ε

]
, entonces:

uj
(
j +

3

2

)
− uj+1

(
j +

1

2

)
+ t

(
uj+1 − uj

ε

)
−


uj t ∈

[
jε,

(
j +

1

2

)
ε

[

uj+1 t ∈
](
j +

1

2

)
ε, (j + 1) ε

] =


(uj − uj+1)

(
j +

1

2

)
+ t

uj+1 − uj

ε

(uj − uj+1)

(
j +

3

2

)
+ t

uj+1 − uj

ε

=


(uj+1 − uj)

(
t

ε
−
(
j +

1

2

))

(uj+1 − uj)
(
t

ε
−
(
j +

3

2

)) ⩽


2(j+1/2)︷︸︸︷
C |uj+1 − uj|

j+2︷︸︸︷
C |uj+1 − uj|

< Cε(1 + | ln ε|)

y podemos aplicar 4 del Lema 3.1.6. Podemos demostrar ahora que

|ūε(t, x)− ūε(s, x)| ⩽ C|t− s|{1 + | ln |t− s||}

Esta diferencia nos interesa calcularla cuando t y s estén cerca. Si están lejos nos va a
dar igual. Esto se debe a que queremos un módulo de continuidad de ūε. Supongamos
entonces que

t, s ∈
[(
j +

1

2

)
ε,

(
j +

3

2

)
ε

]
Entonces:∣∣∣∣uj (j + 3

2

)
− uj+1

(
j +

1

2

)
+ t

(
uj+1 − uj

ε

)
−
[
uj
(
j +

3

2

)
− uj+1

(
j +

1

2

)
+ s

(
uj+1 − uj

ε

)]∣∣∣∣ =∣∣∣∣(t− s)(uj+1 − uj

ε

)∣∣∣∣ ⩽ C|t− s|ε{1 + | ln ε|}
ε

⩽ C|t− s|{1 + | ln |t− s||}

En un resumen de lo que conocemos hasta ahora, tenemos la siguiente proposi-
ción:

Proposición 3.1.8. Sea ω0 ∈ L1 ∩L∞. Podemos construir, para cada ε > 0, el par
(ūε, ωε) tal que:

1. ∥ωε(t, ·)∥L1 = ∥ω0∥L1 ⩽ ∥ω0∥L1 , y

∥ωε(t, ·)∥L∞ =
∥∥ω0

∥∥
L∞ ⩽ ∥ω0∥L∞
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2. ∥ūε∥L∞ ⩽ C

3. |ūε(t, x)− ūε(t, y)| ⩽ c|x− y|{1 + | ln |x− y||}.

4. |ūε(t, x)− ūε(s, x)| ⩽ C|x− y|{1 + | ln |t− s||}.

donde C = C(∥ω0∥L1 , ∥ω0∥L∞) es independiente de ε.

Observación. Estas cuatro propiedades son estimaciones a priori, debido a que las
soluciones son aproximadas.

Estudiamos ahora la compacidad, con objeto a su vez de ver cuánto vale el ĺımi-
te de dicha sucesión. Para ello, vamos a aplicarle el Teorema de Ascoli-Arzelà a ūε.
Recordemos que la sucesión {fε} debe ser uniformemente acotada y equicontinua13.

Entonces dicho teorema nos dice que existe una parcial {fε′} tal que fε′
c.u.
to f en

compactos.

Aśı, veamos primero que ūε está uniformemente acotada. Dado α > 0, nos pre-
guntamos si existe δ > 0 tal que |x− y| < δ y

|ūε(t, x)− ūε(t, y)| ⩽ C|x− y|{1 + | ln |x− y||} < α

Además, en la primera variable:

|ūε(t, x)− ūε(s, x)| ⩽ c|t− s|{1 + | ln |t− s||} < α

De esta manera, existe δ tal que |(t, x)− (s, y)| < δ, y entonces se tenga la aco-
tación anterior (en la primera variable).

Tenemos en principio una parcial, que denotaremos igual, y una existe una fun-
ción u, tal que ūε

c.u.→ u en compactos de [0, T [× R2.

Supongamos ahora que tenemos {fε} tal que ∥fε∥Lp < C, es decir, fε está uni-
formemente acotada en Lp. Entonces, existe una parcial, {fε′}, y una función f , tal
que

fε′
Lp

⇀débil f

si 1 < p < ∞ (dado que estos espacios Lp son reflexivos). Recordemos que ⇀
denotaba la convergencia débil14. El caso p = 1 no lo vamos a estudiar por ser más
delicado. Si p = +∞, entonces

{fε′
L∞
⇀ f}

Entonces para ampliar esto a la convergencia débil∫
fε′h→

∫
fg ∀g ∈ L1

13Una sucesión de funciones {fε}, pongamos, fε : I → RN , con I un intervalo, es equicontinua
si, para todo α > 0, existe δ > 0, con |x− y| < δ y

|fε(x)− fε(y)| ⩽ α ∀x, y ∈ I

14Estos conceptos se han visto en Análisis Funcional.
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Todo esto lo usamos de la siguiente manera. Para nuestra ωε, existe ω ∈ Lp tal que

ωε
′ Lp

⇀ ω

ωε
′ L∞
⇀ ω

Ejercicio 3.1.6. ¿Son la misma ω? Una converge débil y la otra converge débil*.
De momento serán la misma ω.

El siguiente paso consiste en demostrar que el par (u, ω) es solución de Euler 2D.
No van a ser soluciones en el sentido clásico15. Tenemos que demostrar lo siguiente:

∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω = 0

u = K ∗ ω
ω(t = 0, x) = ω0(x)

(3.16)

El sentido débil consiste en tomar cualquier φ ∈ C1
0([0, T [×R2). Ahora hacemos

la integración por partes igual que en Modelos Matemáticos II, y nos queda:

∫ T

0

∂ω

∂t
φ <= −

∫ T

0

ω
∂φ

∂t
+

ω(t=0,x)φ(0,x)︷ ︸︸ ︷
ωφ]T0

y con esto se tiene que

−
∫ T

0

∫
R2

(
∂φ

∂t

)
ω =

∫
R2

ω0(x)φ(0, x) dx

En la primera ecuación de (3.16), podemos ver (u ·∇)ω = div(uω), y la formulación
débil de Euler es:

−
∫ T

0

∫
R2

(
∂φ

∂t
+ (u · ∇)φ

)
ω dx dt =

∫
R2

ω0(x)φ(0, x) dx

15porque ω no es derivable, ni u tampoco. Veremos que el par (u, ω) es solución en el sentido
débil
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