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Ecuaciones Diferenciales en Mecénica y Biologia Indice general

El temario se dividira principalmente en tres bloques. El primer capitulo se corres-
ponde con una breve introduccién de ciertas herramientas necesarias para los otros
tres. A partir del segundo comienza la susodicha divisién en bloques, cada uno de
ellos correspondiente con un parcial de la asignatura. El segundo capitulo se co-
rresponde con el primer bloque, de transporte. El tercero con el segundo bloque,
de mecanica de fluidos. Por ultimo, el cuarto con el tercer bloque, relacionado con
modelos en el ambito de la biologia.

4 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

1. Introduccion. Recordatorios

1.1. Gradiente

Consideramos N € N fijo y f : RY — R (campo escalar), asi como x =
(z1,...,7x) € RY. El gradiente recordemos que se define como

Vi(z) = (af of ) (z) VECTOR

3x1 T ox N
Este vector nos indica la direccién de maximo cambio.

Demostracion. Basta considerar v € RY |v| = 1. Recordando que

1

—

=~
Dyf = (Vf(x),v) = [Vf()| o] cos(V[(z)v)

Para que sea maximo (escalarmente), el coseno debe ser méaximo (1), es decir, el
angulo entre el gradiente y v debe ser 0, por lo que el gradiente y v son vectores
paralelos, o sea, tienen la misma direccién. Por lo tanto, necesariamente’

Vi)
V()]
y por definicién de v, este tiene la direccion de maximo cambio. O

Si consideramos un campo vectorial, f : RY — RY, podemos considerar el

jacobiano componente a componente. Asi, si f = (fi,..., fy), tenemos que
oh .. 9K
81'1 8ZEN
Vf= : : = J[f] MATRIZ JACOBIANA
Ofn . Ofn
81'1 al‘N

!Suponiendo que V f(x) # 0.
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1.2. Divergencia

1.2.1. Motivacion del concepto

Supongamos que tenemos un fluido (liquido, por ejemplo, agua). Nos queremos
fijar en una particula (concreta pero arbitraria) del fluido, con la hipétesis de que
dicho fluido se mueve en el tiempo.

Consideramos u = (uy, ug, u3), que sera el campo de velocidades del fluido, a su
vez supuesto conocido. Tenemos u = u(t, x), donde ¢ es la variable temporal y ¢(t)
es la posicion de la particula en el instante t. La situacion queda representada en la
Figura 1.1:

q(t)

Figura 1.1: Posicién inicial e instantanea en el instante ¢

La ley que nos describe este movimiento es el siguiente PVI?

q'(t) = u(q(t))
q(0) =¢q
Es decir, si conocemos el campo de velocidades, podemos escribir la ecuacién,

resolverla, y obtener la funcién ¢(t) que nos describe el susodicho movimiento de la
particula.

(1.1)

Ahora consideramos la misma situacién inicial, y queremos estudiar cémo cambia
un volumen infinitesimal. El tamano de cada arista serd e, y queremos ver cémo
se deforma el volumen del cubo con el tiempo. Cuando podamos escribir dicha
ecuacién aparecera de forma natural el concepto de divergencia. Las longitudes afl,
con i € {1,2,3}, son funciones que dependen del tiempo, pero que coinciden en el
instante inicial. La situacion en que nos encontramos viene ilustrada en la Figura
1.2:

Figura 1.2: Cubo en el instante ¢

2Para simplificar la notacién, en lo que sigue escribiremos u(q(t)) = u(t, q(t)), entendiendo que
la primera variable de u es siempre el tiempo t.
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Asi, planteamos las siguientes condiciones iniciales:

al(0) = (¢,0,0)
a2(0) = (0, ¢,0)
a3(0) = (0,0,¢)

Buscamos entonces describir a!(t), para i € {1,2,3}. Vemos que ¢(t) + al(t) nos
da la posicién de cada uno de los vértices (para cada i), y dicha evolucién en el
tiempo la medimos con su derivada

(a(t) + ay(t))"
De aqui deducimos una ley andloga a la que teniamos antes
(a(t) + ay(t))" = ulq(t) + ay(t)).

Aplicando la linealidad de la derivada, obtenemos

q'(t) + (ag)'(t) = u(q(t) + ag(t))

y usando (1.1) llegamos a

u(g(t) + (ag)'(t) = ulq(t) + aq(t)).

Nos disponemos en este punto a realizar un desarrollo de Taylor de la funcién «
en torno a q(t), es decir?

u(q(t) + ag(t)) = u(q(t)) + Vu(q(t))ay(t) + O(ay(t)?)

La matriz jacobiana de u (Vu) aparece debido a que u es un campo vectorial. El
segundo sumando se debe a que estamos haciendo la derivada de un campo vecto-
rial, por lo que tenemos una matriz y el segundo factor es un vector?, y el término
de error suponemos que es lo suficientemente pequeno como para poder despreciarlo.

Juntando todo, llegamos a

u(q(t)) + (ag)'(t) = ulq(t)) + Vulq(t))ay(t) + Olagtt)],
por lo que simplificando el primer sumando de cada miembro de la igualdad
anterior deducimos que

(ag)'(t) = Vu(q(t))ag(t)
Esta ecuacion sera fundamental para el ultimo paso, que es estudiar cémo cambia

el volumen del cubo. Llamando () al cubo, y denotando a su volumen por Vj,
obtenemos® que

Vo(t) = det(ag(t), ag(t), ag(t)) = |ag(t)]ag(®)]a3(t)] -

PN g

3Suponemos que, al menos, u(t, ) € C?(R?,R?), es decir, para cada t instante de tiempo fijo,
pongamos en [0, T, el campo es C? respecto de z.)

4Sers fundamental saber con lo que estamos trabajando (matriz, vector, etc...) durante el curso.

5Recordando que el volumen del cubo se halla con el producto mixto.
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Y la variacién del volumen viene determinada por V) ()8, que es
Vo(t) = det((ay)'(t), ag(t), ag(t))+det(ay(t), (ag)'(t), ag(t))+det(ay(t), ag(t), (ap)'(t))
definido para todo ¢, y lo vamos a evaluar en t = 0.

Estudiando uno de los sumandos (por ejemplo el primero), nos percatamos de
que

Vul@)ag(t)| _ |em— e5— ¢

! =0 | 0 0 0 ou

det(a}) (1) a3(0). i) = | ax(e) || GG Go
@, (*) 0 0 € 1

Siguiendo este esquema con los otros dos sumandos, es facil ver que

tr(Vu)=div(u)

A

Ve

ou ou ou ou
3¥®3 3 1 2 3\ .
c (8.131 + 81’2 + 81’3) - VQ(O)le(U)

Asi, vemos que la divergencia se define como sigue:

ou ou
et +&3 2+5

VQ(O) - ° 8.171 81‘2 81’3 -

Definicién 1.2.1 (Divergencia de un Campo Vectorial). Sea u : RY — RY un
campo vectorial de clase C1(RY,RY), con u = (uy, ..., uy). Se define la divergencia
de u como la aplicaciéon dada por:

div(u): RY — R

C s i = (9 e = 302

Equivalentemente, la divergencia de u coincide con la traza de su matriz jacobiana.

1.2.2. Interpretacion

En pocas palabras, la variacion del volumen en el instante inicial depende del
propio volumen en el instante inicial, multiplicado por la divergencia del campo de
velocidades. Lo importante a recordar es que

la divergencia mide la capacidad de contraccién o dilatacién de un fluido con el tiempo.

Por lo tanto, si div(u) = 0, el volumen no se comprime (ni se dilata), y se dice
entonces que el fluido es incompresible.

6Recordando que la derivada de un determinante se hace por columnas (o filas dado que coincide
con su traspuesta).
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1.3. Rotacional

1.3.1. Motivacién del concepto

Supongamos que Vu es una matriz antisimétrica. En tal caso se verifica que

(= Qus _ Ouz
Th—al‘g 8ZE3

0 =3 2 aul 8U3
2Vu=Vu—(Vu)"' = s 0 —-m| =< mm=-— == = n=(n,n,n3) = rot(u)
Jdrs  Ox
=12 m 0
8u2 aul

" 0ry O

Podemos expresar el rotacional también como un determinante:

0 0 0
rot(u) = o, 01y Ors| (71,m2,m3) =1

U Uz Uus

Ahora, realizaremos, igual que en el caso de la divergencia, un desarrollo de
Taylor en torno al instante ¢ = 0, y asumiremos que la particula parte del reposo.
Entonces

q(t) = q(0) + ¢'(0)t + O(t*) = ¢ + O(t?)

Por lo tanto, las ecuaciones de las aristas vienen definidas por el siguiente sistema
diferencial:

(al)(t) = Vu(q)afl(t) ie{1,2,3}

q

donde la matriz de coeficientes es constante. Su solucién’, utilizando la condicién
inicial, es:
a(t) = ev“(q“a;(()) ie€{1,2,3}

En dimensién 2, el rotacional es mas sencillo de calcular: para u = (uy, uz), se tiene
que

rot(u) = Oup _ 0w

N 8x1 8[)32
Ejercicio 1.3.1.

i) Comprobar que eV es una matriz de giro (propiedad de la matriz exponen-

cial). ;Es una matriz ortogonal? ; Tiene determinante 17

ii) Verificar que el éngulo de giro es 0(t) = %, y el eje de giro 7.

"Recordemos que si tenemos el sistema 2’ = Az, con A una matriz de coeficientes constante,

entonces la solucién es z(t) = eA*xy, donde la condicién inicial es 2(ty) = zo.
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1.4. Recapitulacién

Tenemos entonces u = (uy, ug, u3). Si u = (uq, ug, uz), entonces, para dimensién
N =38 rot(u) =V xu,y para N = 2.° u = (uy, us), y rot(u) = V* - u, donde

o 0
L — —_—— —
Ve < 8902’8951)

Necesitamos la hipdtesis de antisimetria para que nos aparezca el rotacional.

Para el siguiente ejercicio, definimos primero el concepto de laplaciano.

Definicién 1.4.2 (Laplaciano). Sea u : RY — R. Se define el laplaciano como la
traza de la matriz hessiana de u, es decir:

N
0*u
AU = W
€=
=1 O
Para un campo vectorial, u : RY — RY, con u = (uy,...,uy), se define como el

siguiente vector:
Au — N 82’&1 N 82uN
 Or} 4 Ox}

Ejercicio 1.4.1.

(i) Comprobar que la divergencia del gradiente es el laplaciano (la traza de la
matriz hessiana). Es decir,
div(V) = A
Esto tiene sentido para todo N > 1. Sin embargo, comprobar que div(rot) = 0
solo tiene sentido en dimensién N € {2,3}, porque el rotacional solo tiene

sentido en estas dimensiones. Ademds, rot(rot) = V(div)—A y rot(V+)10 = A.
Comprobar ademas las siguientes propiedades:

div(V) = A
(rot) =0

div(rot)
rot(V) =0
rot(rot) = V(div) — A
rot(V+) = A

(ii) Dadas f,g: R?* - R,y F : R® — R3, se verifica lo siguiente:

o div(fF) = fdiv(F) + F - Vf
o div(Vf x Vg) =0

8Donde x denota al producto vectorial.
9Donde - denota al producto escalar.
0Rotacional del conjugado del gradiente.
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e 10t(fF) = frot(F)+ Vf x F
e A(fg) = fAg+gAf+2Vf-Vyg

(iii) Si G :R? — R? y rot(G) = 0, entonces existe! 1) : R? — R tal que Vi = G.

La hipdtesis de que rot(G) = 0 se traduce en la siguiente igualdad:

0G,  9G,

Veamos cémo se construye la funcién fuente v, y luego comprobaremos que
cumple con lo pedido en el enunciado.

Consideramos
RQ

A [0,1] —
t — (txy,txs)

Definimos

1/1(371,.172) :/AGd)\

y falta ver que Vi) = G. En efecto:

(1, 72) = / G = / GA() N (1)t = / (G1 (A1), Ga(A())- (21, 22)dt =

1 1
/ (Gl(tml,tl’2>,Gg(tdfl,txg))'(l'l,xg)dt = / [l’lGl(t(L’l,tl’g) +$2G2(tl’1,t$2)] dt
0 0

Comprobamos que esto es correcto:

9 1 oG oG
o a—:fl = 12/0 |:G1(t:L‘1,t:E2) + mti(mht@) + x?t%f@xl:th) dt.

Ahora, usando la hipétesis (1.2) deducimos que

oy [td

il M [tGy(txy, tzs)] dt azow a) (71, 72)
1 0

e De forma completamente andloga deducimos que

Concluimos entonces que

vy = (W &/’) (GG =G

911’ Oy

HDenominada funcién potencial escalar.
12Usamos linealidad de la derivada para meterla dentro de la integral.
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(iv) Si G : R? —» R? y div(G) = 0, entonces existe!* ¢ : R? — R tal que
Vi =G

Debemos repetir la misma técnica que en el apartado anterior, pero definiendo

wz—AGwA

donde G+ = (—Gq, Gy).

BEstarfamos tratando con el caso de un fluido incompresible.
4 Denominada funcion fuente.
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2. Modelos de Transporte

2.1. Modelo de transporte lineal

Sean u,w, f : [0, T[ x RY — RN y w : [0,T[ x RY — R. Los modelos que vamos
a estudiar se corresponden con la ecuacién siguiente!:

9 flujo
au + divx(m) +wou = f (2.1)
ot

Al final solo nos quedara un modelo de dos términos. El primer sumando es un vector
porque u es un campo vectorial. El tercer sumando también, y f es vectorial. Para
que la ecuacién tenga sentido, el sumando de en medio debe ser un vector?. Asi, el
argumento de dicho sumando debe ser una matriz3. Como la ecuacién es vectorial,
no hay una sola ecuacion, hay N. Componente a componente seria

flujo
o A
%—F(diVx(WZU))j—{—WQUj:fj 1 <j<N

Nos interesa ahora describir el sumando div,(w : w). El argumento w : u es el pro-
ducto producto tensorial o producto exterior de vectores, habitualmente denotado
por w ® u. Se corresponde con la siguiente matriz (w;u;)i<; j<n. Ahora nos hacemos
la siguiente pregunta: ;qué sentido tiene, si lo tiene, la divergencia de una matriz??
La idea serd aplicar la definicién columna a columna de la divergencia de un vector.

Partimos entonces de (div,(w : u));, para cierta columna 1 < j < N, y entonces
aplicamos el concepto de divergencia ya conocido:

N
a )
W) ot sza_uj = divg(w)u; + (W - Va)u;
; =1

L

Ahora vienen las simplificaciones, porque el modelo genérico es muy complicado.

1Puede leerse div, como divergencia respecto de z.
2En otro caso estarfa mal escrita la ecuacién.
3Repasar la Seccién 1.2.

4La de una funcién escalar ya la conocemos.

13
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2.1.1. Simplificaciones del modelo lineal

Consideraremos

f=0

wo = —div,(w)

La primera simplificacién significa que no vamos a considerar fuerza. Sera el
modelo homogéneo. Ademas, es importante tener en cuenta que w es conocida desde
el principio. Es el campo (vectorial fijo) de velocidades asociado a nuestro sistema
de particulas. Sustituyendo estas simplificaciones en el modelo general, obtenemos

ou _ ou
En + div(w)u + (w - Vi)u +wou = f = E#—(w-vx)u:o
Asociaremos a esta ecuacion la siguiente condicién inicial, para cierta uy : RY — RY

conocida:
u(0,z) = ug(x)

de tal manera que ya podemos definir el modelo de transporte lineal (simplificado):

Definicién 2.1.1 (Modelo de Transporte Lineal Simplificado (MTLS)).

ou
§+(w-vx)u:0

u(0, ) = ug(x)

(2.2)

Observacion. En el caso en que N > 1, se tiene:

0 0
w:(wl,...,wN), vx:<a—xl,,—>

83:N

y el producto escalar queda:

Si N =1, entonces:

u(0,x) = ug(x)

Y se usard la notacion u; = % Y Uy = g—z indistintamente.

Para resolver el PVI (2.2), debemos resolver primeramente un problema auxiliar,
conocido como sistema caracteristico, que consiste en encontrar ciertas trayectorias
que determinaran cémo sera el transporte.

14 losdeldgiim.github.io
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Definicién 2.1.2 (Sistema Caracteristico). Viene determinado por la ecuacién
XI(t) = w(t, X (1))

Las trayectorias soluciones de esta ecuacion nos explican como son las curvas que
siguen nuestras particulas en R si la velocidad a la que estan sujetas dichas particu-
las es w. Para obtener una unica solucién, impondremos una condicion inicial de la
forma X (s) = x € RY. Tipicamente s = 0. Asi, consideramos el siguiente PVI:
X'(t) = w(t, X(t)) (2.3)
X(s)=z RN s€[0,T][ '

Debemos resolver el problema (2.3) forzosamente para resolver (2.2). Nos situa-
remos entonces en las siguientes condiciones favorables:

(H1) w es continua en los dos argumentos. Con esto nos garantizamos la existencia.

(H2) w es localmente Lipschitz en el segundo argumento (1.1. resp. de x). Juntando
ambas cosas tenemos Cauchy-Peano y Picard-Lindelof, es decir, existencia y
unicidad local. Habitualmente esta segunda hipotesis se deducira de ser la
funcién C1.

(H3) El crecimiento de w es sublineal. Con esto nos garantizaremos que la solucién
esté definida en [0, 7.

lw(t, 2)|| < Alz|+ B; A, BeR

(H4) La aplicacién
&ui N
[0, T[xRY — R
8xj
awi

8$j

(t,z) —

(t,z)
es continua para todo i,j € {1,..., N}.

Con estas 4 hipdtesis, (2.3) tiene una tnica solucién. Dicha solucién se denotard
en lo que sigue como X (t; s, x), es decir, siempre seguiremos la pista de la condicién
inicial, porque serd esencial. Reescribiendo (2.3) usando esta ultima notacién nos
queda:

{szw@X@) X=X (t00) é%ﬁ@@zw@X@&@) (2.4)
X(s) == X(s;s,x) =x

Teorema 2.1.1. Bajo las hipdtesis (H1)—(H/), se satisface:
(i) Formula de traslacion caracteristica:

X(t;7,X(1;8,2)) = X(t;s,2) Vt,7,5€[0,T], VrecRY

15 losdeldgiim.github.io
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X(t;7, X (158,2))

X ﬁX@;Sax)

Lo
1 1 1
s T t

Figura 2.1: Férmula de traslacién caracteristica. Primero se llega hasta 7, y luego
hasta t. La férmula nos dice que llegar de un tirén es como llegar haciendo paradas.

(ii) Fijados s,t € [0,T], la aplicacion
T;: RV — RY
v — THx)=X(t;s,2)

es un difeomorfismo de clase C1(RN ,RY) con operador inverso®

7. RY — RY
z +— Ti(@) = X(st,2)

En palabras mas sencillas, la inversa de ir de s at, es ir det a s siguiendo la

misma trayectoria®.

(111) El determinante jacobiano de las trayectorias caracteristicas, es decir, la apli-
cacion dada por

J: [0,TPxRY — R

0Xi,,
(t;s,z) —> J(t;s,x) = ‘a—xj(t,s,x)

satisface’

oJ .
5 (s, 0) = divg(w(t, X (8 5,2))) I (t; 5, 7)

y ademas
J(t;t,x) =1

(iv) Si divy(w) = 0 (caso incompresible), el operador del apartado (ii), Tt preserva
la medida de Lebesque.

Demostracion.

STambién de clase C1(RY,RY).

5Podemos utilizar como ejemplo la situacién de la Figura 2.1.

"Podemos establecer un paralelismo entre esta expresién y la que se obtuvo de la variacién del
volumen del cubo en la motivacién del concepto de divergencia (1.2.2).

16 losdeldgiim.github.io
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Figura 2.2: Inyectividad. Si las dos caracteristicas llegan al mismo punto, necesaria-
mente deben partir del mismo punto. Las cruces denotan que esas caracteristicas no
son compatibles.

(i)

Por reduccion al absurdo, si no fuera cierta la igualdad, habriamos encontra-
do dos soluciones distintas del mismo PVI (2.4) que coinciden en X(7;s,z).
Sustituyendo en la férmula de traslacién caracteristica en t = 7:

X(r;1, X(158,2)) = X(1;8,2)

Y tendriamos dos soluciones distintas del mismo PVI que coinciden en un pun-
to, lo cual es una contradiccion porque sabemos que este PVI tiene unicidad.

Tenemos que probar que 77 es una biyeccién, y luego que dicha biyeccién es
bi-diferenciable (solo con la bicontinuidad tendriamos que es un homeomorfis-
mo), y ver que ambos operadores son de clase C?.

Es trivial que son de clase C! con respecto al primer argumento por ser solucio-
nes del PVT (2.4). Adem4s, son de clase C'' respecto a los otros dos argumentos
por la hipétesis (H4), ya que dependia continua y diferenciablemente de los
datos iniciales.

Para la inyectividad, basta con tener en cuenta que las imdgenes de 1% y T}
son trayectorias caracteristicas evolucionadas, y si coinciden en algin punto,
deben partir del mismo para evitar contradiccién con la formula de traslacién
caracteristica®.

Respecto a la sobreyectividad, nos preguntamos si 3z € R tal que y =
X (t;s,2). Es facil ver? que dicho z serd z = X (s;t,y).

Asi, falta comprobar que son inversas la una de la otra, lo cual se deduce de
que

)

—~
~

TH(T{(x)) = T (X (t;5,2)) = X(s;t, X (t; 5, 7))

s

X(s;s,x) ==

~

TUT} () = THX (s t,2)) = X (8, X (s:£,2)) 2 X (84, 2) = o

8Gréficamente lo vemos en la Figura 2.2.
9Gréficamente lo vemos en la Figura 2.3.
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— X<t;37x)

Figura 2.3: Sobreyectividad. Recorremos hacia delante partiendo de = en el instante
s y llegamos a y en el instante ¢, luego y = X (¢; s,2) = T(x). Para volver, hacemos
el recorrido hacia atras: partimos de y en el instante ¢ y retrocedemos hasta x en el
instante s, o sea z = X(s;t,y) =T/ (y)

(ili) Se deja como ejercicio.
(iv) Por hipétesis, sustituyendo en (iii)

%(t;s,:c) = div,(w)J(t;s,2) =0 D 7 =1

Para ver que T! preserva la medida de Lebesgue, tomamos una funcién f
integrable y vemos que

1

(v) N S ¢
RNf(Ts(y)) J dy = RNf(Ts(y))dy

I3

f(x)dz”
RN

]

A partir de ahora, recordamos dos teorias para tratar el modelo de transporte
simplificado (mtls). Recordemos que dicho modelo se corresponde con el PVI (2.2).
Las dos variantes que tenemos son:

1. Teorfa fuerte / clésica, considerando uy € C*(RY).

2. Teorfa débil, considerando uy € L} (RY).

loc

2.1.2. Teoria clasica para el MTLS

Teorema 2.1.2 (Existencia y Unicidad de Soluciones Clésicas de (2.2)). Bajo las
hipétesis (H1)-(H/j) sobre w y dado un dato inicial vy € CHRY), el PVI (2.2)
admite una tnica solucion v € C* ([0, T[ x RY) que viene dada por

u(t, z) = ug(X(0;t,))

Teniendo esto en cuenta, escribimos el sistema caracteristico, resolvemos el sis-
tema, obtendremos las trayectorias caracteristicas, las recorremos a la inversal?, y
una vez tengamos ese valor, metemos esa expresion en el dato inicial. Realmente

10Es decir, la evaluamos en 0.
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entonces lo tinico que hay que hacer es encontrar las trayectorias caracteristicas, es
decir, resolver (2.3).

Ejercicio 2.1.1. Resuélvanse los siguientes problemas de transporte lineal:

(i)

ou ou

N=1. E—Fx%_o (x € R)
u(0,2) =

Tenemos que comprobar que se satisfacen las hipétesis (H1)-(H4) (sencillo
en este caso), y luego resolver el sistema caracteristico asociado al campo de
velocidades, es decir, (2.3). En este caso, w(t, z) = x, luego debemos resolver!!

%—f(t; 6.2) = w(t, X (t:5,7) = X(t: 5,2)

X(s;s,2)==x

y nos queda un problema unidimensional con una ecuacion diferencial de va-
riables separadas cuya solucién es conocida: X (¢; s, 2) = xe'*. Como ug(z) =
r € C(R), por el Teorema 2.1.2, la tnica solucién del PVI es, teniendo en
cuenta que X (0;t,2) = ze™ ", la siguiente:

u(t,z) = ug(X(0;t, ) = up(ze™) = xze™" € C([0,T[ x R)

(wzz)u
ou~ _ Ou ou
N=2 < — —2y—
ot Yoz Ty,
u(0,z,y) =x+y

En este caso, u: [0,T[x R? - Ry w:[0,T x R* - R2

Probamos ahora el Teorema 2.1.2.

Demostracion. Primero demostraremos la existencia, y luego la unicidad.

(4)

Existencia.

El dato inicial se satisface trivialmente. Ahora, veamos que se cumple (2.2).
Basta con derivar y aplicar la regla de la cadena:

0 0
5 (0(X(0:4,2))) = Vauo(X(0:,2)) - 5 (X (0:1,2))
Ademas

(0 V)X Ot )] = i (X (05t,)) =

=1

HUsaremos para resolver los sistemas caracteristicos la notacién X (t) = X (t;s,2) cuando la
condicién inicial de (2.3) sea X (s) = x.
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Voug(X (05, @) - (w- Vo) X(0st,2)) 1<j<N

Falta entonces sumar ambos y ver que dicha suma es 0. Asi pues

(5 0920 ) (01 0) = Voo 0:8,0)) (1 + (o 920 ) (0310

Para ver que esto es 0, recurrimos a la férmula de traslacién caracteristica
(2.1.1). Derivamos con respecto a 7:

J (jacobiana)

0X P 0X
0= =t X(rs,2) + Vo X (47,X(158,2) - ——(7;5,7)
or ot
y viendo que!?
0X
57 (138,2) = w(r X(7;8,2))
y evaluando en 7 = s:
- w(s,)
x J (jacobiana) x
0= Lt Xmna)+ VX (15 X(5550) - = (5:5,7)
ds ot
Por lo tanto, evaluamos en ¢t = 0, inferimos que
2
7 a N

por lo que en efecto u(t,z) = ug(X(0;t,x)) es solucién.

(7) Unicidad.

Sea u una solucién cualquiera de (2.2). Nuevamente aplicando la regla de la

cadena:
d ou 0X
ou ()
a(t,X(t;O,x)) + Vu(t, X (¢;0,2)) - w(t, X (£;0,2)) = 0

donde en (*) se ha usado que u es solucién de (2.2).

De la ultima igualdad se deduce que la solucion se transporta a lo largo de las
trayectorias caracteristicas'®. En particular

ug ()

N

w(t; X (0, 2)) = u(0, X(0;0,2)) Vit

12Por el sistema caracteristico.

13De ahi su nombre: se llama modelo de transporte porque el campo de velocidades w mueve las
particulas a lo largo de las trayectorias caracteristicas, transportando los valores iniciales de u sin
modificarlos.
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Dado un dato inicial, lo que hace el operador de transporte es llevarlo por las
trayectorias caracteristicas.

Para concluir la unicidad, hacemos el siguiente cambio de variable:

T ()
- 0
up(X(05t,y) = u(t,y) <=y = X(t;0,2) = v =T, (y) = X(0;t,y)

O sea, cualquier solucién de (2.2) tiene la forma anterior, por lo que se tiene
la unicidad. O

En resumen, tomamos el dato inicial, y lo evaluamos en las trayectorias carac-
teristicas hacia atrds. Asi se soluciona el problema de transporte.

2.1.3. Teoria débil para el MTLS

Consideraremos funciones ¢ = (t,z) con ¢ € CH([0,T] x RV)H
La formulacién débil serd:

//Rwl wv)]wdxdtzo

Entonces, hacemos lo siguiente. Por un lado

T .
/ / {@} pdxdt FrubimdPartes / (UMO—ugo 0,2)) de— / / 9P it de =
o Jrv O RN RN Jo

/ / dtdx—/ uo(z)p(0, ) dx
RN RN
y por el otro

' Ou; FIP g 0 9
Z/O /RNwia_xi(PdZEdt = Z/O {W —/RNujg—mi(wi@)dx] _

S L[5

14Recordamos estos conceptos. Sea 2 € P(RV) y f: Q — R. Se define el soporte de f como el
cierre, relativo a 2, del conjunto de puntos en los que f no se anula, es decir:

sop f={xeQ: f(x) #0} CQ

Se dice que f tiene soporte compacto en € si sop f es un subconjunto compacto de 2. En particular
definimos

CH)={f: Q=R:fecCY(Q) A sop fescompacto}

En nuestro caso consideramos una componente (temporal) més (N +1 en total), y Q = [0, T[xRY C
RN*L. Como las funciones test ¢ tienen soporte compacto en = [0,T] x RN existe to < T tal
que ¢ se anula en ]tg, T[. Por tanto, extendiéndola hacia la derecha de manera continua como
o(t,x) = 0, tenemos que (T, z) = 0 para todo x € RV,
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diva( o.up

// [div,(w)e + (w - V)]udxdt
RN

Juntando ambas cosas, la formulacién débil asociada a (2.2) es (2.5):

Definicién 2.1.3 (Formulacién débil del MTLS).

/ /RN [— + div,(w )} wdz dt = /RN uo(z)p(0, ) d (2.5)

Para facilitar las cosas, supondremos el caso de un fluido incompresible, es decir,
div,(w) = 0. De esta maneral’:

divy (wp) = divde7 4 (- Vo) = (- Vo)

y llegamos a la formulaciéon con que trabajaremos:

Definicién 2.1.4 (Formulacién débil simplificada del MTLS).

/ /RN{ (@: V) ]“dwdt:/ﬂw uo(2)(0, ) dz (2.6)

Podemos definir entonces qué es una solucién débil de (2.2):

Definicién 2.1.5 (Solucién débil de (2.2)). Sean w; € L2 ([0, T x RY), con 1 <
i < N,yuye L, (RY). Diremos que u € L, ([0, T[ x RY) es una solucién débil de
(2.2) si satisface (2.6) para todo ¢ € C([0, T[ x RY).

Veamos entonces un teorema (que asume hip6tesis muy convenientes, del mismo
modo que el Teorema 2.1.2) para encontrar estas soluciones débiles:

Teorema 2.1.3 (Existencia y Unicidad de Soluciones Débiles de (2.2)). Sea w :
[0, T[ x RN — RN una funcion que satisface (H1)-(H4) y tal que divy(w) = 0. Sea
también ug € L}, (RY). Entonces (2.2) admite una tinica solucién'® que viene dada
por

u(t, x) = up(X(0;¢,x))

Observacion. Vemos que tanto con la formulacion fuerte como con la débil, la solu-
cién de (2.2) tiene la misma forma.

Demostracion. (i) Existencia.

Nos preguntamos si

I

A\

~

/ /RN [— + (w-Vy) ] (t, 2)uo(X (0:t, 2)) d dt = /RN 00, 2)uo(z) dz Yy € CL([0, T[xRY)

15Consultar el primer punto del apartado ii) del Ejercicio 1.4.1. Aquf se ha aplicado con f = o(t, -)
y F = w(t,-) fijando el tiempo ¢, y teniendo en cuenta que la propiedad es valida para cualquier
dimensiéon N > 1, no solo para N = 3.

16Por 1a Definicién 2.1. 5, esta serd de la forma u € L],

([0, T[ x RN).
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Para responder a la pregunta hacemos el siguiente cambio de variable: y =
X(0;t,2)'7, de tal manera que nos queda

/ /]RN {_+ W Ve) }(tX(“O?y))uO(y) dy dt

Definimos ¥(t,y) = ¢(t, X (¢;0,y)), y nos queda

_/0 /RN %Uo(w dy dt = — /RN(MO — (0, y))uo(y) dy dt =

Y(0, y)uo(y) dy dt

RN
Respondemos afirmativamente a la pregunta que nos hemos hecho, por lo que
queda probada la existencia.

(#4) Unicidad. Por reduccién al absurdo, supongamos que u; y us son soluciones
débiles. Definimos la diferencia v = u; — u9. Entonces

/ /RN |:_+ w-V,) ]( z)v(t,x)dedt =0 Y € CH[0,T[ x RY)

Podriamos pensar en aplicar el lema fundamental del calculo de variaciones,
pero v no es continua, solo Lj, ., aunque el lema fundamental también sirve en
este caso. Para ubicarnos en esta situacion, consideramos el siguiente problema:

830 B
(T,x) =0

donde ) es una funcion test arbitraria. El Ejercicio 2.1.2 demuestra la unicidad.
Si encontrasemos dos soluciones distintas, diferirian en un conjunto de medida
nula, por lo que concluye la demostracion. O

Ejercicio 2.1.2. Sea ¢(t, z) fT s, X (s;t,z))ds. La forma de encontrar la solu-
cion si tiene segundo miembro no negativo es integrar el segundo miembro a través
de las trayectorias caracteristicas.

17Al aplicar el teorema de cambio de variable con y = X (0, x), tenemos que dx = |J(t;0,y)| dy.
Por el Teorema 2.1.1, apartado (iii), como div,(w) = 0, se deduce que 27(¢;0,y) = 0. Ademés, por
dicho apartado se tiene que J(0;0,y) = 1. Por tanto, como J es constante respecto de la primera
variable ¢, J(t;0,y) = J(0;0,y) = 1 y, en consecuencia, dx = dy.
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Observacion.
= Se puede integrar desde ¢t hasta T' y poner el signo —.
= Es obvio que se verifica la condicién inicial.
Terminada la teoria débil, tenemos el siguiente ejercicio también:

Ejercicio 2.1.3. Consideramos un fluido compresible, es decir, div,(w) # 0. Enton-
ces se cumple que

_Aa@j%#m%wd@JMmmMﬁ:Lﬂ@@m@M:WGQWIMWU

Observacion. La principal diferencia es que ahora, al aplicar el teorema de cambio
de variable, el determinante del jacobiano |J| ya no es uno. Ahora la relacién entre
la divergencia y el jacobiano es la siguiente:

oJ

Frie div,(w)J

El teorema anterior se puede demostrar para el caso de fluidos compresibles,
siguiendo los mismos pasos, y considerando

))e/t divy(w(T; X (75t,2))) dr

olts) = [ 0l Xt s

2.1.4. Preparacion para el bloque de fluidos

Hasta ahora habiamos usado que w era continua, lo cual facilitaba bastante las
cosas. Ahora w serd menos “generoso”.

Consideramos el siguiente problema de trayectorias caracteristicas:

{X’(t) = w(t, X (1))

X(0)=z€RY 27)

Necesitaremos una serie de conceptos, que definimos a continuacion:

Definicién 2.1.6 (Campo Vectorial Logaritmicamente Lipschitziano). Diremos que
un campo vectorial f : RY — RY es logarftmicamente lipschitziano (abreviado en
adelante por LL) en RY, denotado por LL(R") si 3C > 0 tal que

[f(z) = f(y)| < Clo —y|(1 —log" [z —y])
donde

. log(2) 0<z<1
l%(@:{o 2> 1

Gréficamente esta tltima funcién log™(z) es la siguiente:

24 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Ecuaciones Diferenciales en Mecanica y Biologia 2. Modelos de Transporte

Observacion. Para distancias pequenas estamos corrigiendo la condicién de lips-
chitzianidad. Para distancias grandes (> 1), tenemos la condicién de lipschitziani-
dad tal y como la conocemos hasta ahora.

Ser lipschitziano es mas fuerte que ser logaritmicamente lipschitziano. Es decir,
se puede ser logaritmicamente lipschitziano sin ser lipschitziano. De esta manera
Picard-Lindelof ya no nos sirve.

Definiendo

N
ro— A(r) =r(1 —log(r))

ro— A(r)=r(1—log"(r))

para ver que se tiene también la continuidad, si r — 0 = A(r) — 0. Se puede ver
por L’Hopital por ejemplo.

Asi, la condiciéon LL implica la continuidad.

Usaremos que \* es creciente en RT (basta derivar y ver que es creciente en dicho
intervalo).

Ejercicio 2.1.4. Verificar que el crecimiento de A* es sublineal. Concretamente:

1
A(r) < —log(e)r+e, 0<e< -

Vamos a ver que la tinica trayectoria caracteristica que resuelve (2.7) lo hace con
formulacién integral. Es decir, si tenemos una solucién de (2.7), también lo serd de
la siguiente ecuacién integral:

X(t) = m—i—/o w(s, X(s))ds (2.8)

loe DO continuidad para tener existencia y unicidad de (2.7),
donde la solucién serfa C!. Més adelante veremos que cuando lleguemos al bloque

Bastaria cambiar L}
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de fluidos y a la ecuacién de Euler, la condicién serd L} .

Resumimos lo anterior en el siguiente teorema:

Teorema 2.1.4. Seaw : [0, T[xRY — RY un campo vectorial localmente integrable
en la primera variable, y LL en la sequnda variable. Entonces existe una unica solucion continua,

X € C([0,T]) del PVI (2.7).

Demostracion. La demostracion es una especie de reconstruccion del teorema de
Picard. Construiremos las iterantes de Picard, veremos que estan bien definidas y
generan una sucesion que pasa bien al limite, y el limite es el que buscamos.

(i) Existencia.

Definimos recursivamente

t

Xp1(t) =x +/ w(s, Xn(s))ds n=0
0

XO =X

(2.9)

Ahora veamos que estd bien definido (2.9). El caso n = 0 estd trivialmente
bien definido. Para n = 1:

t t
Xy :a:—i-/ w(s,Xo(s))ds:x—i-/ w(s,z)ds
0 0

Sea ahora I = [0, T'[. Por hipétesis, para cada x € RY fijo, se tiene que
w(-,z) € Lin.(I,RY).

Fijado 0 < Ty < T arbitrario, como [0, 7] es un compacto contenido en I,
resulta que

To
/ lw(s,z)|ds < 0.
0

Por tanto, para todo t € [0, Tp], aplicando la desigualdad triangular:
t To
X0 <fol + [ lls.)lds < Jal + [ (s, )] ds < oo,
0 0

Ademas, X, es continua, pues la integral indefinida de una funcién localmen-
te integrable es absolutamente continua en cada intervalo compacto!®. Como
Ty < T es arbitrario, y la composicién de una funcién constante con una
funcién absolutamente continua es absolutamente continua (luego continua),
concluimos que X; € C(I,RY).

18Visto en Anélisis Matemético I1.
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Ahora argumentamos inductivamente. Supuesto que X, (t) estd bien definida
y es continua, probamos esta misma propiedad para X, ;1(t). Como

/OtW(S,Xn(s))ds g/OTO (5. X ()] ds

y ahora el “truco” estd en restar y sumar dentro del argumento del valor
absoluto la cantidad w(s, ), es decir:

/OTO IW(S,Xn(s))\dsgfoTo |w(S,Xn(s))—w(57$)‘d5_|_/0T0 ,w(s,stﬂ\g

1
loc

<oco pq weL
N

T " To K
C/ )\*(\Xn(s)—x\)ds—i-/ lw(s,z)|ds
0 0

Ahora como N (|X,,(s) — x|) es continua (composicién de continuas) en un
compacto ([0, 7Tp]), por el Teorema de Weierstrass tiene méaximo, pongamos
M = méxocs<r, | Xn(s) — x|. Andlogamente, como la segunda integral es finita,
pongamos que su valor es My, y nos queda que

TO TO TO
C/ )\*(|Xn(s)—x\)ds—|-/ lw(s,z)|ds < C/ AN (M)ds+ Mr, <
0 0 0

C\* (M)TO + MTO < 0

Ahora usaremos el criterio de la mayorante de Weierstrass (para series conver-
gentes). La idea consiste en estudiar:

<

[ X1 (t) = Xa(t)] = /0 [w(s, Xn(s)) — w(s, Xn1)] ds| <

[t X)) = s Xa(sD s < €[ N X 0) = Ka(s) s

0
Por el Ejercicio 2.1.4, se tiene que

N (1X0(8) = Xuoa(9)]) < aelXa(s) = Xuoa ()| +e,  ac = —log(e)
y juntandolo con la tltima acotacién superior:
t t
C’/ N (| Xn(s) = Xpi(s)]) ds < Cet + C’ae/ | X0 (s) — Xo1(s)| ds
0 0
A su vez con el dltimo integrando podemos hacer una acotacién analoga:

| X0 (s) — Xno1(s)| < Ces + C’aE/ | Xp—1(7) — Xpo(7)| dT
0

y repetiendo este proceso hasta llegar a la primera diferencia (X; — Xj), ob-
tenemos

Ces + Caa/ | Xn1(7) — Xpo(7)| dT <
0
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Cet+Cac fo | X — 2( )—Xn—3(c)|do

/ / — X, ()|  drds| =

Cet—l—C’Qeaa + C%a 2[05 —|—Ca5/ // | X o Xn_3(o)|do| =

12 t3
Cet + 0250155 + C’3aa§€ + 03(12/ / / |Xn_2(0') — Xn_g(U)‘ do
0 0 0

y en general esta expresiéon se escribe como sigue:

Cet + Ca,

n=l kbl k41 a* o
. C( 774 L omg ”/’*/ X1 (s) — Xo(s) | ds
k=0

y esta primera integral a su vez se escribe como

s To
\Xl(s)—x]:/ w(T,x)dTg/ w(r ) dr < My,
0 0

Asi pues, recapitulando, tenemos que

Ces + Cag/ | Xn1(7) = Xpo(7)| dT <
0

"1Ck:+1tk:+1k:
n_mn X
ey G +C"a / /y ! ()|ds<

k=0

k! <l
k=0
n—1
(CTan) n_n 3
eCTy )Y | o C"a" My,
k=0
En resumen, tenemos que
cToa6 S 15 1
| Xt () — gCTOZ +C"al My~ 0<e< - (210)
donde a. = —log(e). Ahora, tomamos "y Ty < 206, y sustituyendo

€ =e"
estos valores en el segundo miembro de (2.10) nos queda®:

—n N k n

n n
X1 (1) — X, (t M
X (8) = Xa(D)] < 5 ;(%Wﬁ@e)nn,

19Usando la monotonfa de la integral:

To ﬁ not
M, :/ lw(s, z)|ds </ lw(s,z)|ds M,
0 0
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Como 1/(2e) <1, >}, #]Zk, < e3¢ tenemos que

an

1 b
e " n nk; n” —-n (1_2_) ,—/_nn
Mo < ‘ M
2e — (2e)kk! + (2e)n! s € + (2¢)n! e

Por el Ejercicio 2.1.5, la serie de término general a,, + b,, es convergente, y por
el criterio de la mayorante de Weierstrass, llegamos a que

En este punto tenemos que

t
Xoa®) =+ [l X, (9)ds
0
Tomando limites en cada miembro

Xp1(t) &% X (t) continua

t

:E—{—/O w(s, Xp(s))ds =z + lim [ w(s, X,(s))ds © 3:+/0 w(s, X(s))ds

n,/'o0 Jq

en (x) se ha usado el Ejercicio 2.1.6.

Falta ver que X es solucién de (2.7). Esto se deduce de que hemos obtenido
que:

X(t)==x —i—/o w(s, X(s))ds

En particular, X(0) = z y, por el Teorema Fundamental del Célculo, X'(t) =
w(t, X (t)) para casi todo t € [0,T']. Concluimos asi que X es solucién de (2.7).

(ii) Unicidad. Supongamos que X; y X, son soluciones distintas de

X(t)==x +/0 w(s, X(s))ds

Sea

Y(t) == |X1(t) — Xa(t)]

queremos probar que Y (t) =0 Vt¢. Vemos primero que
Y(0) = X;(0) — X5(0) =0

ya que, al ser X; y X5 soluciones, verifican la misma condicién inicial. También
notamos que Y es continua como composicién de funciones continuas. Asi
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Y(t) < 1 en cierto intervalo [0,7*[ por continuidad®*. Ademés Y (T™) = 1.
Tenemos entonces que (trabajamos en [0, 77[).

Y(t) < /0 lw(s, X1(s)) — w(s, Xa(s))|ds L\<L C/ A (Y(s))ds =

0

C/OtA(Y(s)) ds

Recordando que A(r) = r(1 —log(r)) es creciente en RT, en particular lo es en
10,1y 0 < A(z) < 1.

Definimos \,(t) := C [y MY (s)) ds + a y mayoramos:
<1

t/_H
C/ AMY(s)ds+a<CTy+a<1l [0,Ty], To<T*<T
0

Donde en la tltima desigualdad (< 1) se han tomado (dado que podemos
hacerlo) las siguientes restricciones: 0 < a < 1/2 y Ty < 1/(2C'). Por tltimo,
obtenemos

<1

/W)ir:g(s) /t Xy (s) ds:C/t MY () ooy
o A 0 AAa(s)) 0 AMAa(s))

Hacia la izquierda, descomponemos la integral:

/:a(t)%:/al%_/;(ﬂ%.

Por tanto, como Y (t) < Ay(t) — a < A (t) ya que a > 0, obtenemos

/1i<0t+/1 _ar
o A7) Aa(t) A(r)

Ldr
o [
Y (t) A(7)

= Ct+log(1 —log(Y (%)),

siempre que Y (t) > 0y t € [0, Tg].

Llegamos ahora a una contradiccion. En efecto, supongamos que existe t, €
[0, 7] tal que Y'(t.) > 0. Entonces,

dr

/a G = log(1 —log(a)) — +o0,

mientras que el segundo miembro de la desigualdad anterior permanece finito,
lo cual es una contradiccién. Por tanto, necesariamente

20Podrfa escribirse T* = sup{t € [0,7] : Y(s) < 1 para todo s € [0,]}.
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Finalmente, como X;(Ty) = X5(Tp), podemos repetir el mismo argumento to-
mando Ty como nuevo instante inicial. Procediendo sucesivamente en intervalos
suficientemente pequenos, obtenemos que Y (t) = 0 para todo ¢ € [0, T*[.

Por continuidad, 7™ no puede ser un instante anterior a 7" en el que Y alcance
el valor 1. En consecuencia, T* = Ty concluimos que

Xi(t) = Xo(t) vt € (0,77,
lo que demuestra la unicidad. O

Ejercicio 2.1.5. Estudiar, por el criterio que se prefiera (recomendable el criterio
del cociente), la convergencia de las series de término general a,, y b,.

Haciendo el criterio del cociente sale que ambas series convergen. En particular
la serie de término general a,, + b, converge.

Ejercicio 2.1.6. Demostrar que

nh/rgo i w(s,Xn(s))ds:/O w(s, X(s))ds

Se justifica con que w es LL en el segundo argumento, en particular continua.

2.2. Modelo de transporte no lineal: ecuacion de
Burgers
Esta es la ecuacion més simple de transporte no lineal y ya es complicada. Para

simplificar la notacién vamos a restringir la variable espacial al caso unidimensional
(la temporal ya era unidimensional). Los gradientes seran simplemente derivadas.

ot = ox (2.11)

Observacion. Ahora w va a depender de u, y ahi es donde se genera la no linealidad.
Para ver que (2.11) es no lineal, vemos que se puede reescribir como

flujo
0 0 2
u u
i B (2.12)

Comparamos el flujo de w : u de (2.1) con u*/2, que ahora es un flujo cuadratico.

Recordemos también que

d ou u ,
E(u(t,X(t;o,gc))) = E(t,X(t;O,x)) + %(t,X(t; 0,2))X'(t)
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Y vimos ademés que cuando la ecuacién de transporte era lineal X'(t) = w, en este
caso es el coeficiente que aparece multiplicando la derivada de posicién, es decir, en
(2.11) se corresponderia con

X'(t) = u(t, X(t)) (2.13)
Por tanto, nos queda
u(t,X)
ou du ~

Cualquier solucién de nuestro problema evaluada a lo largo de las trayectorias ca-
racteristicas no depende del tiempo. Asi, su valor en un instante cualquiera coincide
con su valor en 0:

u(t, X (¢;0,2)) = u(0, X(0;0,2)) = ug(x) WVt (2.14)

Retomando (2.1) y sustituyendo, podemos llegar a la formulacién integral ya cono-
cida:

t
X(t)—x= / uo(z) ds = up(x)t
0
por lo que en conclusién
X(t) =z + up(2)t (2.15)

es decir: las soluciones de la ecuacién de Burgers (las trayectorias carac-
teristicas) son rectas, donde la pendiente la determina la condicién inicial

uo ().

Veremos casos de un modelo de Burgers con infinitas soluciones. No conseguimos
retener nada de la teoria clésica. Ni se mantiene la regularidad, ni la continuidad,
ni la unicidad. Vamos a hacer lo poco que se puede hacer.

Ejemplo. Consideramos el siguiente modelo de Burgers:

%%—u% =0
ot ox _1
u(0,x) = e

Las caracteristicas asociadas a ese modelo ya sabemos que son lineas rectas, y que
vienen determinadas por la condicion inicial. Tenemos de momento que

X(t;0,2) =x+

1+ a2

Pongamos distintos valores:

t
x:1:>X2(t;0,1):1+§

Graficamente, tenemos las siguientes dos rectas:
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T
X X,
2__
1_
— .
1 2

Basta igualar y despejar el tiempo para ver en qué instante chocan. En este caso
es claro, puest = 1+t/2 <= t/2 =1 <= t = 2. Esta colisién podria derivar en
un absurdo a priori:

1= up(0) 2 w(2,X1(2;0,0)) = u(2, X2(2:0,1)) = up(1) = 1/2

donde se ha usado en (*) que X; es una caracteristica y (2.14). Todo lo anterior
es correcto. La tnica explicacion posible es que la colisién entre caracteristicas se
traduce en la discontinuidad de la solucién. Donde las caracteristicas chocan, la
solucion salta. Realmente estamos evaluando en un punto donde no podemos evaluar,
porque los limites laterales no coinciden, a pesar de que el dato inicial u(0,z) =

1/(1+2?) € C*(R).

Ejercicio 2.2.1. Fijado en (2.11) un dato inicial uy € C*'(R) (marco de la teorfa
clasica), decreciente*! y con derivada inferiormente acotada®?, comprueba® que el
primer instante en el que dos rectas caracteristicas cualesquiera colisionan, denotado

por T, viene dado por
1

inf e {up(z)}

Para hacer el ejercicio, lo més sencillo es verlo como una aplicacién inmediata
del Teorema del Valor Medio. Asi sale en dos lineas. Tomar dos caracteristicas
cualquiera, que sabemos que son rectas, chocamos (vemos en qué instantes chocan),
tomamos minimos, y ahi se aplica el Teorema del Valor Medio.

T =

De esta manera, la solucién de Burgers definida en w : [0, 7*[ xR — R la solucién
seria C*, y se podria aplicar la teorfa clésica. Atin asi, T* puede ser muy pequeiio.

Visto todo lo anterior, lo natural parece ser trabajar con soluciones débiles, dado
que no nos exigen ni continuidad. Lo que resta de estudio de la ecuacién de Burgers,
que es poco, porque no se puede hacer mucho més sin entrar en cosas demasiado

21Esta serd la condicién fundamental para que las caracteristicas colisionen.

22Cuestion técnica.

23Se trata de escribir cudndo se tienen garantias de que las caracterfsticas choquen (en tal caso
tendremos garantias también de discontinuidad de la solucién). Caracterizar cuél es el primer
tiempo de choque de dos caracteristicas cualesquiera. A partir de ahi se produce el salto de la
solucién y se pierde la continuidad.
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complicadas, es estudiar cudles son las soluciones débiles méas sencillas del modelo
de Burgers. Estas serdan de la forma:

u”, T < At
u(t,z) = {qu’ Y (2.16)
Gréficamente?*:
x
T = At
ut
-
t

Las soluciones tendran lado constante a la izquierda de x = At y a la derecha.
Para trabajar con estas soluciones, el dato inicial del que hay que partir debe ser

u-, r <0
up(z) = {'zﬁ o0 (2.17)

Cuando a la ecuacién de Burgers se le asocia un dato inicial con salto (u~ por
arriba y ut por abajo). Este tipo de dato inicial da pie al siguiente tipo més especifico
de problema, conocido como problema de Riemann:

Definicién 2.2.7 (Problema de Riemann). El problema de Burgers (2.11) con un
dato inicial de la forma (2.17) se denomina problema de Riemann.

Retomamos el problema (2.11). Una solucién débil de este problema era (2.16),
donde u~,u™, A € R, para cierto A, y el dato inicial era (2.17). Asi, el modelo lo que
hace es transformar la recta x = 0 (inicial) en la recta x = At, y se mantienen los
valores originales u~ y u™.

Queremos ver entonces cuando (2.16) es solucién de (2.11), cuando tenemos un
dato inicial de la forma (2.17).

El siguiente resultado sera de gran utilidad:

Teorema 2.2.5 (Condicién de salto de Rankine-Hugoniot). Sean® \,u™,u~ € R :
ut # u”. Entonces la funcion (2.16) es una solucion débil del problema de Riemann
asociado a (2.11) si y solamente si

1 1
+3\2 —\2
S (W) — ()
A= 2 2
ut —u~
248e ha representado con cierto A > 0.
258e impone que ut # u~ para que exista un salto. En otro caso la funcién es constante y no
hay salto.

1
= §(u+ +u”)
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Observacion. El significado fisico de A es la velocidad a la que varia la recta.
Geométricamente seria la pendiente. Aunque lo vamos a utilizar para Burgers, el
Teorema 2.2.5 vale para cualquier modelo no lineal:

ou 0
ot T/ W) =0 (2.18)
U(O, $) = UO(':C)

y en tal caso el valor de \ es:

fu®) — fw”)

ut —u~

A:

Antes de demostrar el Teorema 2.2.5, veamos qué significa ser solucion débil del
problema de Burgers (2.11):

Definicién 2.2.8 (Solucién débil de (2.11)). Buscamos una funcién v € L}

R) tal que
T +oo au 8 u2
/0 /_OO <E+%(?)><pdl’di—0

Integrando por partes:

+oo +oo +oo
/ u(0, ) Oa:d:B—I—// a(pd:vdth// Zgid:vdt—()

Asf pues, si w € L}, ([0, T] x R), entonces

A ey M B

([0, T[x

loc

o0

para toda ¢ € CH([0,T] x R).

Recordamos para la demostracion del Teorema 2.2.5 el Teorema de la Divergen-

cia?S:

Teorema 2.2.6 (de la Divergencia). Sea Q C RN un abierto cuya frontera 0N es
de clase C*, y sea A € CH(Q,RY) un campo vectorial. Entonces

/de(A)dx:/ A-7f do

o0N

donde 7 es el vector normal unitario exterior a OS).

Demostracion. La funcién (2.16) cumple (2.19) si

I
7\

[T e
L ( 25 e o
" 2 0

[ >dx—/0+°°u+w<o,x>da:

26También conocido como Teorema de Gauss.
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Para ver esto solo hay que aplicar el Teorema de la Divergencia y sale directamente.

Consideramos
F)\2

, ouTo 0 [ (uT)?
divin (A7) = =5+ 55 (%@ -

e, s
ot 2 O

El resultado de aplicar el Teorema de la Divergencia es:

L= /;oo uto(0,z) dx + /OT p(t, At) (M+ - (u;)2)

Si sustituimos en (2.20) el resultado obtenido en I; e I, nos queda:

/OT o(t, \t) (Mﬁ — @ -\ + (u;)z) dt =0

para toda funcién ¢ test, por lo que la tnica alternativa es que, al igualar a 0 el otro
factor del integrando, y despejando A, resulta que:

1 1
§(u+)2—'§(u_)2
A= pE—— =—(u"+u")
como se queria demostrar®’. O

Ejercicio 2.2.2. Comprobar que en efecto salen esos valores de I; e I, tras aplicar
el Teorema de la Divergencia.

Observacion. Si consideramos
—\2
A = (ugp, (u2) go)

Q = [0, T] x |00, M|

Graficamente:

27 Al final hemos aplicado la versién débil del lema fundamental del cdlculo de variaciones.
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T

‘\—> (1,0)

(1~0)e§\ITQ

S

t

El choque en las trayectorias caracteristicas se traduce en un salto en la solucién.

También se comentd al principio el problema de la no unicidad. Veamos el si-
guiente ejemplo:

Ejemplo. Consideramos el siguiente dato inicial para el problema de Riemann:

1 <0
T =90 L5

Por el Teorema 2.2.5, la solucion es

1 x < A
u(t,x) = 0

T > At

Para A = 1/2 (valor dado por la condicién de salto de Rankine-Hugoniot). Este tipo
de soluciones se denominan ondas de choque. Aqui el dato inicial era decreciente y
sabemos entonces que las trayectorias caracteristicas se van a encontrar.

Observacion. Si la funcion tuviera mas trozos, habria que comparar los trozos dos
a dos, pero el teorema seguiria siendo valido. Veremos un ejemplo con tres trozos.
Lo importante es que sea constante a trozos.

Ademas, si el dato inicial fuera de la forma

u0($):{u+ r<a

u r>a

para cualquier a € R, se podria considerar el cambio de variable y = x —a, aplicar el
Teorema 2.2.5, y deshacer el cambio, por lo que sigue siendo vélido para traslaciones
de la abscisa en la que se produce el salto en el dato inicial.

Ejemplo. En este caso, consideramos el dato inicial creciente

UO(:U):{O z <0

1 z >0
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Nuevamente, por el Teorema 2.2.5, la solucion es

0 x<t/2

u(t,r) =
(t,) 1 x>1/2

En este caso, tenemos infinitas soluciones, ya que, para cada a € ]0, 1], tenemos las
siguientes soluciones (ondas de choque también):

0 :E<%t
ua(t,r) = ¢ « %t<x<@
1 :E>(a;—1)t

Pero vamos mas alla. Este problema tiene mas soluciones, de una naturaleza com-
pletamente distinta a las ondas de choque. Una de estas soluciones nuevas es:

0 x <0
u(t,z) = q % 0<z<t (2.21)
1 x>t

Esta solucién es destacable porque es continua. Esto se debe a que el dato inicial
es creciente®®. En términos de las trayectorias caracteristicas de la ecuacién de
Burgers (que, recordemos, son rectas con origen el punto de arranque y pendiente
el dato inicial, de la forma (2.15)). Graficamente?®’:

t

donde se muestran las siguientes trayectorias caracteristicas:

z <0

X(t;O,x): r+t x>0

Como podemos ver, las trayectorias caracteristicas dejan un hueco entre x = 0
y x = t. Las rectas verdes con las que se rellena este hueco dan pie a la siguiente
definicion:

288i fuera decreciente, sabemos que las caracteristicas chocan y se pierde la continuidad.
29Ge han intercambiado los ejes para ver con més claridad el lugar que ocupan las ondas de
rarefaccion.
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Definicién 2.2.9 (Ondas de Rarefaccién). Las soluciones al problema de Riemann
(2.2.7) de la forma (2.21) se denominan ondas de rarefaccién. Nuevamente, es im-
portante recalcar que solo es posible encontrar este tipo de soluciones cuando el dato
inicial es creciente.

Observacion. Si cambiamos de escala, es decir, pasamos de (t,x) — (at, ax), para
cierto a € R, la solucién sigue siendo valida. En efecto, tenemos que

=0 (G) = () (3) -0 () (7)o

() om0 ()0
U(%)z% (2.22)

Esta ultima se conoce como solucién autosemejante o autosimilar. Es la que “rellena
el hueco” que dejan las ondas de rarefaccion.

Observacion. Algunas conclusiones:

= Si el modelo de transporte no podemos aspirar a recuperar las propiedades
“buenas”.

= No podemos decir que el problema esté bien planteado en el sentido de la
existencia y unicidad.

= s relevante la monotonia del dato inicial.

e Si es decreciente, las caracteristicas se encontraran y tendremos un salto.

e Si es creciente, aparte de las ondas de choque, podemos encontrar perfiles
autosimilares del tipo (2.22), generando ondas de rarefaccién.

Algunos ejercicios para concluir el bloque:

Ejercicio 2.2.3. Resolver los siguientes problemas (la ecuacién es la de Burgers
siempre, y solo cambia el dato inicial):

ou ou B

para los siguientes datos iniciales, y escribir como son las trayectorias caracteristicas:

2 x <0
 ug(z) =<1 0<zx<2.
0 x <2

En primer lugar obtenemos las trayectorias caracteristicas:

x4+ 2t <0
X(t;0,2) =x4+up(x)t = x+t O<z<?2
T x> 2
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Graficamente?°:

Distinguimos dos a dos: el primer dato inicial que consideramos es

2
u1<o,x>:{ <0

1 O<ax<?2

Y aplicando la condicién de salto de Rankine-Hugoniot (Teorema 2.2.5) obte-
nemos que

1 _ 3

Por lo que una primera solucion seria

2 < 3
Ul(tax): { v 2

1 x> 2

Anélogamente, el segundo inicial considerado es

1 O<z<?2
u2(0’$):{0 Tz > 2

Y aplicando la condicién de salto de Rankine-Hugoniot (Teorema 2.2.5) obte-
nemos que

1 _ 1
/\25(@4‘“2):5

Por lo que una segunda solucién seria

1 r<Li42
ug(t’gj):{o x>§+2
2

En conclusion, la solucién conjunta seria

2 x<%
u(t,z) =41 cx<it2
0 x>%+2

30El dibujo siempre ayuda en estos casos.
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Veamos ahora donde corta. Graficamente:

r=1/2 + 2

xr = 3t/2

Asi pues:

2 <3
u(Q,x):{O i>3g{>)\:1

Si x = a+ M, evaluando en (¢,z) = (t*,2%) = (2,3) se tiene que a = 1 y la
solucion quedaria

2 r <1+t
u(t,z) =
0 x>1+1
donde (t,x) € [2, +o0[ x R.
(1 r< -1
w up(z) =<0 —1 < x < 1. Este se resuelve anédlogo al anterior.
(—1 x>1
(1 <0
w up(r) =< 1—2x 0 < 2 < 1. No lo resuelve.
L0 x>1

Para resolver el primer (y segundo) apartado. El primer “lote” de trayectorias ca-
racteristicas chocara con el segundo, y el segundo con el tercero. Tendremos dos
rectas de discontinuidad distintas. En algiin punto ambas rectas chocaran entre si.
Una vez escrita, tendremos un choque con tres tramos que estara bien definido en
el sentido de Rankine-Hugoniot hasta el punto en que choquen ambas rectas de
discontinuidad. Una vez chocan estas dos rectas, al calcularlo veremos que el tramo
central de la soluciéon que hemos escrito, colapsa. Asi, los tres tramos se convierten
en dos, también constantes a trozos. Ahi colocamos la nueva condicién inicial para
saber qué pasa desde el instante de choque en adelante. Como ahora el dato inicial
solo tiene dos tramos, aplicamos Rankine-Hugoniot una vez.

Como los datos iniciales son decrecientes, no podemos esperar encontrar solucio-
nes continuas.
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Para el tercero, que no es un problema de Riemann, porque el dato inicial no
es constante a trozos, usamos una propiedad fundamental, que es de lo poco que se
“hereda” del modelo lineal:

d

a(u(t,X(t; 0,2))) =0 = u(t, X (¢t;0,2)) = ug(x)

Lo que se sugiere es aplicar esta propiedad en cada uno de los tramos. En el primero
y en el tercero es trivial. La cosa es aplicar en el tramo central a ver qué sale.

Ejercicio 2.2.4 (Modelos de Tréfico). Denotamos p(t,x) el nimero de vehiculos
por unidad de longitud a lo largo de una carretera en el instante ¢, sin contar el
propio. Llamamos u(t, x) a la distribucién de velocidades de los vehiculos. Ténganse

ademds en cuenta las siguientes consideraciones®!:

= Todos los vehiculos son del mismo tipo.

= Si no hay més vehiculos que el propio (p(t,x) = 0), entonces la velocidad a la
que circulo es la maxima posible, pongamos u = gz

= Si el nimero de vehiculos es el maximo posible, pongamos p = py,4., €ntonces
no nos podemos mover porque la via esta colapsada, es decir, u = 0.

En tales circunstancias, el flujo viene descrito por

f(p) = pu

Recordemos que en modelos de transporte el flujo era f(u) en:

ou 0

— 4= = 2.2

() =0 (223)
Entonces

P
U{pP) = Umax 1— )
( ) ( Pmax

Se pide:

1. Construir el modelo de transporte no lineal para estos datos (es decir, obtener
una ecuacién de la forma (2.23)), y verificar que el modelo resultante (que serd
una ecuacién lineal que no podemos identificar con nada (lo que nos saldré no
es Burgers, que es el unico modelo lineal que no conocemos)) es reducible a
un modelo de Burgers a través del siguiente cambio de variable:

R(t, %) = tmas — 2292 p(t, ) (2.24)

max

y obtener una ecuacién de la forma

OR OR
EjLR%_O

31Para simplificar el modelo.
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De esta manera, podemos sacar conclusiones aplicando la teoria conocida de
Burgers, y luego volver al modelo original deshaciendo el cambio.

Resolvemos por orden de apariciéon. Primeramente tenemos que

3p
5 f( ) =

y desarrollando

0 0 0 0 0 mazx
_p+a_( )_ p+ pUmaa:(l_ P ) _pu =

ot ot 0 Pmazx B pax Pmazx
ap p Umnaz ap
A, max -2 0
ot T oz Prmaz &v

Antes de seguir podriamos haber sacado factor comtin % en esta ultima expre-
sion y tendriamos el cambio de variable multiplicando directamente. Si no nos
damos cuenta, reducimos a un modelo de Burgers a través del cambio (2.24).
Despejando p(t, z), nos queda:

Pmazx
13 = (Umaz — R(T, =
Pl 2) = (o — Rt ) L2

a_R o _Zumaz %
ot Prmaz Ot

9P Pmac OR

ot 2Upmae Ot

dp  Pmaz OR

ox QUmaz OT

Y si seguimos desarrollando:

Pmaz OR Pmazx OR OR Pmaz

w0t 2 ox ' Gron, (tme
max 8R max aR max aR max aR
p p L _ Pmaz OR

 Qpan O 2 Or ' 2 01 s O

~R)=0

OR R&R

E_'_ %:O

que es un modelo de Burgers.

2. Encontrar las ondas de choque y/o de rarefaccién en cada uno de los siguientes
casos, considerando cada uno de los siguientes datos iniciales:
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1
§pmax <0

Pmaz x>0
ondas de rarefaccion con Rankine-Hugoniot, y ondas de rarefaccion. Este
dato inicial se corresponde con una situacién de atasco.

n po(x) = Como el dato inicial es creciente®?, tendremos

Utilizando el cambio anterior, tenemos

0 z <0

Ry(x) =
o) —Umaz z >0
y aplicando el Teorema 2.2.5, nos queda

0 <t
R(t,x) = v 2

—Umax T > ——“";‘wt

Deshaciendo el cambio, en funcién de p nos queda:

Pmazx m
T < —Umext
plt,x) =4 2 ’
Pmaz T > _um%t

Falta encontrar las ondas de rarefaccion. Las caracteristicas en este caso
son:
T — Umazt xz <0

X(t;0,z) =
x x>0

Gréaficamente:

T = —Umggl

Las lineas amarillas muestran dénde se pueden meter las ondas de rare-
faccion. La frontera estd delimitada por x = 0 y por £ = —u,4.t. De esta
manera, los tramos son r < —Upeet, —Umaet < © < 0y x > 0. De esta
manera, las ondas de rarefaccién son:

%pmaz T < _uma:ct
p(t,z) =% —Upazat < <0
Prmaz r>0

32No necesariamente debe ser 1/2, podria usarse cualquier otra fraccién entre 0 y 1
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Pmaz x <0

1
§pmax x>0

te dato inicial se corresponde con una situacién que se suele denominar
como de luz verde (el seméforo pasa de rojo a verde).

n po(x) = El dato inicial es en este caso decreciente. Es-

Es completamente analogo al anterior pero cambiando los sentidos de las
desigualdades. En este caso no hay ondas de rarefaccion: Utilizando el
cambio anterior, tenemos

0 x>0
Ro(x):{—u z <0

y aplicando el Teorema 2.2.5, nos queda

z > —tmeat

R(t,x) = 0 2
—Umaz T < ——“’g‘”t

Deshaciendo el cambio, en funcién de p nos queda:

Pmazx

ST > —tmary
p(t, ) = { 2 ’

pmax < — Tgazt

( ) Prmaz x>0
u €Tr) =
7 3Pmac T <0
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3. Mecanica de Fluidos

3.1. Introduccion

El cédlculo de variaciones visto en Modelos Matematicos II se consideraba “ma-
tematica pura”’. Pasé de los matematicos puros, al ambito de los fisicos. Ahora en
fisica hay algo en cuarto de mecénica analitica (que es facil para ellos). Los ingenie-
ros estan usando también la mecdnica, y ahora estd volviendo a la matematica.

El primero fue Euler. Lo que vamos a ver ahora son las ecuaciones de Euler. En
Paris a principios del siglo XIX. Habia que canalizar el agua, ver como se podia
distribuir. El surgimiento vino con Navier y Stokes. La mecéanica de fluidos ha que-
dado en manos de las matematicas. Veremos tres o cuatro corrientes que surgen de
la mecénica de fluidos.

Los tinicos que le dedican un poco de atencion son los ingenieros aeronauticos.
Los que disenan el coche de Fernando Alonso que se estan equivocando. Detras del
diseno de los coches y aviones, en general estan matematicos.

Otro lugar en el que los fluidos son importantes es en el ambito del clima. Hoy
en dia se predice 2 o 3 dias antes. Empiezan diciendo, segtiin nuestros modelos (los
modelos son los mismos), lo que cambia es como se resuelve el modelo, y cémo
resuelve Navier-Stokes. Hay modelos que consideran la orografia, pero, en general,
cuanto mas realista es el modelo, mas complicado es de resolver.

Vamos a comenzar por el caso 2-dimensional, y con las ecuaciones de Euler.
Tenemos un plano y se trata de describir cémo se mueve un fluido. Graficamente:

w = rotu

(z1,22)

Ya vimos en 1.3 la definicién del rotacional, en inglés curl. Cada punto esta
afectado por una presion. Se trata de ver cudles son las ecuaciones que verifican el
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modelo anterior. Consideramos’

u:[0,T] x R* — R? (3.1)
y la ecuaciéon
ou
E—l—(u-V)u—i—Vp:O (3.2)

. Qué significa (3.2)7 Analizamos sumando a sumando:

= En primer lugar,

0
u-V Z u;j oz,
7j=1
= Como p es un escalar
_(9dp Op
vp <8I1 ’ @1’2>

Hay muchos tipos de fluido. El aire que tenemos aqui es un fluido. Si tuviéramos
una jeringa, podriamos comprimir el aire. Nosotros vamos a suponer ahora que
estudiamos fluidos incompresibles, es decir, div(u) = 0, donde

ouy N Ous

ox 1 8x2
Vemos ahora que a u se le asocia la ecuacion

ou
E—l—(a-V)u-O

0X .
E = le((I)

Vemos que en lugar de u - V ponemos a - V.

div(u)

Una condicién natural es que |u(t, )| — 0 cuando |z| — oo. Ahora nos pregun-
tamos qué pasa en el tiempo inicial, para lo cual tendremos en cuenta una condicién
inicial: u(t = 0, 2) = ug(x). Recopilando todo:

Definicién 3.1.1 (Ecuaciones de Euler). Las ecuaciones de Euler en RY, con N =
2,3, son:

ou
E“F(U-V)u—f—vp:()

lu(t,z)] =0 |z| = +o0
u(t = O,ZE) = uO(‘/L‘)

Observacion. Vemos que las ecuaciones son las mismas tanto para N = 2 como para
N = 3. Para N = 4 puede tener sentido, por ejemplo, en el &mbito de la gravitacion.
En el caso bidimensional, podemos tomar componentes en la primera ecuacion de
(3.3), y obtener
8ui
ot

LA priori no sabemos si sera [0, T).

dp
8x,; n

+ (u- V)u; +

0 i=1,2 (3.4)
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Otro vector importante a tener en cuenta es el vector vorticidad w. ;jPor qué?
Porque muchas veces lo que es importante del fluido no es la velocidad en si, o la
presién, sino cudndo hay una turbulencia (rotaciéon con mucha fuerza), y esto ultimo
se puede medir bien en los mapas del tiempo.

. Qué es la vorticidad?:

Definicién 3.1.2 (Vorticidad). Definimos w como el rotacional del vector de velo-
cidades u. Es decir

w = rot(u)
donde?
i aixl uq (t, 1, 22) w
—_———
rot(u) =V x u=|j 8%2 ug(t, o1, 22)| = 0,0,g—gj - g—?;;
k 6%3 us(t, x1, xs)

Observacion. No tiene sentido, a priori, definirlo fuera de R3.
Ejercicio 3.1.1. Comprobar que la siguiente expresiéon es cierta:
rot((u- V)u) = (u- V)w + div(u)w

Podemos hacerlo componente a componente y sumar o como sea.

Como el fluido es incompresible, div(u)w = 0, y se simplifica la expresion anterior.

Otra pregunta es si podemos aplicar el rotacional de la primera ecuacién de (3.3).
Pues a priori no, pero vamos a hacerlo, y luego analizamos cuéando tiene sentido esta
expresion.

Ow
5 + (u - V)w +rot(Vp) =0 (3.5)

Observacion. En dimension 3 aparece el siguiente término:

(u-V)w—|(w- V)udiv(u)w

Este sustraendo senalado es el que representa la deformacion de la vorticidad, y es el
culpable de muchas cosas que pasan en el caso tridimensional que en el bidimensional
no ocurren (por ejemplo, el estudio de la regularidad de w).

Veamos cudnto vale rot(Vp):

9 500
rot(Vp) = aii? — aix; =0

Por lo tanto tenemos hasta el momento la siguiente ecuacién:

2Consultar 1.3 si se quiere recordar més en profundidad.
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Oow
o+ (- V)w=0 (3.6)

Siguen siendo tres incégnitas, pero hemos pasado de una ecuacién vectorial a
escalar (w es el escalar). Otras ecuaciones que debemos considerar son

w = rot(u)

div(u) =0

luf =0 |z| =0

No hemos simplificado gran cosa hasta ahora, pero nos disponemos a hacerlo.

Usaremos el siguiente lema de Poincaré:

Lema 3.1.1 (de Poincaré). Sea u un campo de velocidades en R? como (3.1).
Entonces se tiene que

div(u) =0 <= ¢ : u = rot(¢)

Observacion. Para una formulacién més técnica habria que estudiar 1-formas (cosa
que no vamos a hacer). La implicacién hacia la derecha es sencilla, ya que basta
aplicar rotacional. Asi:

0 9,
rot(y) = (a—i,—a—Z,O)

o (0 00N _ 0 (ou 0 (9N
v 85(327 E)xl —8ZE1 8@ 8x2 8[E1 N

Tenemos entonces que w = rot(rot(¢))? y nos queda

w = (O,O,—aQ—w 82_1/1)

2' 9,2
Oxy 0x5

Como

osea, w = —A1 en R2. A veces se representa también roty) como V+1). Considerando
la condicién |Ve| — 0 cuando |z| — oo, nos queda una ecuacién como la estudiada
en modelos. La solucién fundamental del laplaciano (vista en Modelos Matematicos
IT) es

1
ngGz—gln\xl

Lo bueno con esto es que para cualquier funcién solucién de —Ay) = w la solucion
es

Vv==Gxw

3Hemos sustituido u = rot(v)) en w = rot(u).
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donde * representa el operador convolucién. Y ahora podemos aplicar u = rot.
Recordemos que cuando derivibamos una convolucién podiamos derivar donde qui-
siéramos. El problema de la derivabilidad lo introduce el logaritmo. Suponiendo que
podemos hacerlo, resulta que

To T
1
u = roty) = — —m,m * W
27 |z ||
y al producto de los primeros dos factores:
Ty X1
L = o] (=22, 21)
J— = g K 3-7
27 || |x| 27|z |? (3.7)

De esta manera v = K * w.

Recordamos que en dimensién 2D, la ecuacién es (3.6). Al pasar a 3D aparece
otro sustraendo, que en 2D es 0:

Ow
EqL(u Viw— (w-V)u=

Se puede anadir incluso f — rAw(una difusién).

Oow
T =vAw

Al anadir esa f la ecuacion se le denomina de Navier-Stokes. Respecto al problema
del milenio, al principio se consideraba sin fuerza externa f, pero hace 10-15 anos
se permitié demostrar también con fuerza externa (se considerd también vélida una
hipotética demostraciéon). Aunque sin la f también es Navier-Stokes.

En el caso 3D la solucién fundamental vale

1

'3 = ——
U3Wﬂ

donde o3 es el area de la esfera unidad en dimensién 3. I'y es mas singular (més
fuerte) en 0, que I's.

Retomando entonces el valor de K de (3.7), nos queda que

u(t,z) = /R2 Mw(t,x —y)dy (3.8)

Observacion. Recordamos que la convolucion es simétrica. Tiene que ver con el orden
en que se escribe z y y.
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Esto es una integral singular. Toda una rama del anélisis. A veces a la ecuacion
de Burgers le llaman la ecuacion de los fluidos en una dimensién. Quien dice eso no
sabe lo que dice. La ecuacién (3.6) también se puede escribir como

(u-V)w
——
((99_@: + div(uw) =0 (3.9)

porque div(u) = 0 (al suponer que es incompresible). Sustituyendo u = K xw en
(3.9), nos queda

ow .
5 +div((K *w)w) =0 (3.10)

y podriamos pensar en comparar (3.10) con la expresién de Burgers

Ow N 90 (W 0
ot oz \2/)
Sin embargo, la ecuacién de Euler no desarrolla choque, a diferencia de la ecua-

cién de Burgers, debido a la convolucién®.

Consideremos xq la funciéon caracteristica de €2, dada por

xe: R — {0,1}

- () 1 x €
x x) =
e 0 x &)
Vemos graficamente su uso:
0 wo = Xo 0 w(t, )
~— A\ .
Tras cierto
tiempo
Q Q B

Figura 3.1: Ejemplo de parches de vorticidad

Este tipo de datos iniciales de la vorticidad® se denominan parches (o paquetes)
de vorticidad®. Si fuera verdad la Figura 3.1, lo que nos interesa es el contorno.
Buscar cémo evolucionan los contornos es una rama que se denomina dindmica de
contornos. En este caso tiene soporte compacto y es integrable.

4Que es como una especie de “media” alrededor del punto.
5Aquellos en los que la vorticidad es funcién caracteristica de un conjunto €.
5En inglés, vortex patch.
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Para formalizar mas, el espacio en que estas soluciones interesantes viven es
w(t =0,z) = wy(x) € L>*(R?) N L'(R?). Casi no harfa falta que fueran integrables
si le anadimos soporte compacto.

Sélido
 —— / Pequena singularidad.
E—— /V Pasan maés cosas
—_—
\L /B _2 Pequenas
\_/ turbulencias
g Componente
\9) g tangencial Superficie si
J au, u-T Dim 3. Linea si
> Z 0p —— Dim?2
\ Componente normal
Vortex Sheet

a u, u-n, no tiene por
qué ser regular

Figura 3.2: Formacion de una hoja de vorticidad.

Este tipo de fenémenos se dan cuando, por ejemplo, despega un aviéon. Si no se
controla la hoja de vértice’, tiene tanta fuerza que parte el ala del avién (da igual
que esté hecho de acero). El 0r que aparece en la Figura 3.2 es una delta de Dirac,
que veremos mas adelante.

Estos ejemplos motivan el estudio de la regularidad de la velocidad y de la vor-
ticidad. En particular, nos interesa determinar bajo qué hipdtesis sobre w podemos
garantizar que el campo de velocidades (u = K * w) sea acotado y continuo. Vol-
viendo a las ecuaciones, u = K * w no depende del tiempo. Burgers no regulariza.
Esta ecuacién (u = K * w) es de tipo hiperbélico®. La solucién no se espera que sea
continua.

Veamos el siguiente resultado®:

Lema 3.1.2. -Siw € L'(R?*) N L*(R?) = u € L. La segunda parte nos dice que,

no solo es acotada, sino que es continua. Ademas, ||u||; < ||cu||1/2 ||w ||1/2
Demostracion. Consideramos
ue) = [ Ka-pe@dy= [ Ke-yutydyr [ Ka-y)dy =Lk
R2
y€eR? yeR2
lz—y|<d lz—y|>d

“También conocida como ldmina o capa de vértices. En inglés como vortex sheet.
8Vista en Modelos Matematicos I1.
9De momento paramos el tiempo, y luego estudiamos qué pasa con éL.
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donde d € R es arbitrario. Como queremos ver que esta acotado:

u(z)] < / K (z - y)w(y)| dy + / K (z — y)w(y)] dy

yER? yER?
|lz—y|<d lz—y|>d

Tenemos que

(*) . 1
h= [ Ke-pelas [ SR 2l d
lz—y|<d lz—y|<d 27|x — y| 2m lz—y|<d lz —yl

donde en (x) se ha usado que w estd uniformemente acotada. Para resolver la tltima
integral que nos ha quedado pasamos a coordenadas polares.

(x —y)1 =rcos (x—y)g=rsend

27 d
. 1
&/ / —rdrdf = d||wl
2w 0 o T

Veamos ahora la segunda integral:

() L el
p=[ g [ < e
|z—y|>d 271—’37 - y’ 2md |z—y|>d 2md

Juntando todo lo anterior, resulta que

el
0(@)] < d ] + 7ok

Y ahora buscamos el valor éptimo de d. Para ello, consideramos la funcién

_ HWHLI

y estudiamos su monotonia. Como

£ = ol e —

27 d?
>0
deducimos que
el
2 [Jw]| oo

es el valor 6ptimo. Por tanto,

ool
u(@)] < dfjo] o + o =

1/2 H H1/2 1/2” ||1/2 1/2” ||1/2

\/— o]l ;1 \/— ] = \/— ]

[]
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Ejercicio 3.1.2. ;Qué ocurre si w € LP(R?) N LY(R*)?, con 1 < p < 2 < q <
+00. Demostrar que u € L™ (u estd acotada). Se hace igual, pero en vez de hacer
directamente acotacién, hay que aplicar Holder primero.

Tenemos también el siguiente lema:

Lema 3.1.3. Si w € L' N L™, entonces:

{1) u(t,z +y) —ult, )| < Cly[{1 +|Iny|]}
2) lu(t,z)] = 0 |z| = o0

donde C = (C(||w|l;1 s |wll 1))

Observacion. La segunda propiedad se deduce de que u = K * w.

Para estudiar el lema anterior vemos primero algunas propiedades de la funcién
K:

Ejercicio 3.1.3. Demostrar que

\K@—K%ﬂ<0t5+%} Va,b € B2\ {0}
(o) = K(0)] = 5 1o

La primera propiedad es sencilla de comprobar, y la segunda se deducira a partir
de la propia definicién de K:

(_I27 xl)
27| x|?

K(x) =

Demostramos el Lema 3.1.3:

Demostracion. Para la primera propiedad, vemos que

u(a:+y)—u(:z:)=/ (K(z+y—2) — K(x — 2)w(z)dz =

R2

e =ula)| < [ 1 (ary=2)~K (a2l d= < / ot / bk

Hacemos ya la eleccién d = 2|y| < 1. Usamos ahora la primera propiedad del
Ejercicio 3.1.3 para I, y nos queda

9 i/ Wl i/ |w(z)]
2m |z—z|<d |‘,17 Ty— Z| 2m |z—z|<d ’ZL’ - Z|

Estudiamos el denominador de la primera integral que acota a I;:

N

fe—/<d 4 3d
lz+y—2z < W—ZHWM<d+§=§‘
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Lf el 1 et
27 |x—z|<d |[E+y—Z| 2m |z—z|<d |(L’—Z|

1 |w(2)] 1 U/‘ |w(2)]
_'_

2m |z+y—z|<3d/2 ’Z’ +ty— Zl 2m

y se tiene que

|x—z|<d |ZL’ - Z’

Ahora aplicamos los siguientes cambios a polares:
(x+y—=z2);=rcosfd (r+y—=z);=rsend

(x —2); =rcosf (xr—z); =rsend

obteniendo que

1 MJF 1 / Mgcu”””mc

2m lx+y—z|<3d/2 |£L’ +y— Z| 2m |lz—z|<d ’23 - Z|

Repetimos este esquema con Is:

el e [
27 lx—z|>d ’.CE +y— ZH%’ - Z| d<|z—2|<1 |z—z|>1

donde en (x) se ha usado que esta divisién en dos partes de la integral es la que
funciona. En este caso el denominador |z 4+ y — 2| estd acotado inferiormente:

r—2 r—2
ooz =22

2|w(z
ol B
1<|z—2|<d |lz—z|>1 27 d<|z—z|<1 ‘l’ - Zl |lz—z|>1

Integramos en cada uno de los dos trozos. En el tramo d < | — z| < 1:

d
ety =z 2o -2~y =lo -2 -3

de donde

2|yl

ly| 1 ly| ot A=<l
7Hw\|mm=7!\w!\m . —rdrd) =2yl o~ (=Ind )=

2[y| lwll oo (Hd]) = 2y[ {|wl| oo (In 2+ [In]y[])

Acotando la suma anterior de integrales, nos queda:

|| 2|w(2)| / |yl
Iy el [y
2 d<|z—2z|<1 ‘Qf - ZP |lz—z|>1 h ™ L

y usando entonces las cotas que tenemos para Iy e I, se deduce que

lu(z +y) —u(x)] < y (K(x+y—2)— K(x—2)w(z)|dz <L + I <

o]
1 {2 ol + 2 4 202 il 4 21l 1l

[]
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Observacidén. Justo el hecho de que se tenga L' y L™ nos da la unicidad. Si bus-
camos examenes de anos anteriores, esto se puede preguntar en el examen. Siempre
intenta preguntar alguna cosa de teoria y algo que haya que hacer alguna cuenta.
No hay mucho que preguntar.

Ahora, consideramos f € L', y, dado € > 0, existe R > 0 con'® R > 1 tal que
Y

/ F)ldy <<
ly|>R

Esto vale también para casi cualquier LP, ya que vale para 1 < p < oo, y entonces

se tiene que
[ wray<e
ly|>R

Para una integral lo suficientemente grande, tienen tendencia a irse a 0 para un
radio lo suficientemente grande.

Para comprobar esto, podemos verlo como

dy = du o (R
/|y>R|f(y)ly /Rglf(yﬂy /|yl<R|f(y)|y_> (R - 50)

Consideramos ahora |z| > 2R. Vemos que

Ju(z)] </27‘:|ux—y| /|y|>R /|@/<R

Ahora, si |y| < R < |z|/2, donde la dltima desigualdad se debe a que |z| < 2R por
hipdtesis, entonces

bl I
o= 91> el =yl = b {1 - 4} > 1
o
' L[ el _ 12
wly
v < e
T Jlyl<r X Yl T |7] ly|<R

Nuevamente, dividimos

/y|>R /Iy|>R /yI>R 27r|:c—y|

yl<d

*

De esta manera, recuperando lo anterior:

NG

ol < [ may= [ b [ Sl + T el + 55
u(x L 4 —=
27w — y| ly|>R |y\<R g 27Td

108e lee como “R suficientemente grande”.
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La integral (x) nos da:

y no menor que |lwl|;:, ya que se nos irfa a infinito.

El siguiente resultado nos resultara bastante 1til en lo que sigue:

Lema 3.1.4. Sean ¢, dos cambios de variable en R? con Jacobianos inversos
acotados, w € L' N L™ y

/R2(K(x — () — K@ —o))w)| < O | 1750 1 1 = ll g {1+ [ — ] o [}

Como sugerencia estudiar el caso ¢ = 1.

Observacion. Este resultado es una generalizacién de la primera propiedad del Lema
3.1.3.

Vamos a estudiar a continuacién las siguientes ecuaciones:

8—w+(u-V)w:0
ot
u—K *w (3.11)

w(t=0,2) =wy(x) € L' N L®

Y los siguientes pasos:

1. Regularizacién (linealizacion), ¢ — (u®,w®) (soluciones de un problema apro-
ximado).

2. Estimaciones “a priori”.

3. Compacidad (u®,w®) N (u,w).

4. (u,w) verifique (3.11).

Asi pues, consideramos ¢ > 0, y una funcién

1 1 -1

p e Cr(R?) = celol? =1 lz] <1; c= / elzl* —1 :>/,0=1
0 |$|>1 B(0,1)

Con estas funciones vamos a construir las funciones
00 2 (T < 0
C(B(0,e) 2 p.=¢""p o) T workpe=wp=w
Graficamente:
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A

Respecto a la definicién de p., tenemos que

€ CY = (pe, ) = / pep = lim [ pe(0)p(x) dz = p(0) = (Bpo, )

e—0 R2
donde § es la delta de Dirac'!. Sabemos que
lwg —woll;p =0 1< p< 400

Si consideramos el intervalo [0, €], tenemos el siguiente problema:

1
%—F(UO-V)wl:O
(P1) § 00 = K #w? (dado) (3.12)

Wt =0,z) =w'(z)

Lo importante es que u° no depende del tiempo, y las funciones con superindice
0 estan dadas. La velocidad es la convolucion con la vorticidad. Lo tinico que hemos
hecho es retrasar la velocidad un poco en el tiempo. Si esto funciona, la idea es
continuar en los siguientes pasos. Ahora consideramos el intervalo [, 2¢], y tenemos
en este caso el problema:

2
aait—l-(ul-V)wzzO
(Py) ul = K s wl(e, ) (3.13)

w(e,x) = wl(e, 1)

Repitiendo hasta n veces, y situdndonos entonces en el intervalo [(n — 1)e, ne|
llegamos al problema:

8wn n—1 n __
T + (W Vw" =0

(Pn> u = K % w”_1<(n — 1)6, ) (3.14)

wWw'((n—1e,z) =w"((n—1)e, )

HT,a delta de Dirac es una distribucién caracterizada por (dg, ¢) = (0) para toda funcién test

2Tiempo muy pequeiio.
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De aqui llegamos a las siguientes ecuaciones:

dX°(t) oo
RO O)
X%00) ==

teloe (3.15)

Ahora, dado que wy € L' N L, podemos ver si en norma estd acotado:
1
[®[] 1 = llwo * pell o < llwoll o llpell o
1
)] oo = llwo * pell oo < Mleoll oo llell 1

Por lo tanto, w® € L' N L* independientemente de €.

Esto lo resumimos en el siguiente lema:

Lema 3.1.5. Sea w® € L' N L. Entonces se tiene que

ud € L™

[u’(z +y) —u®(x)| < Cly[{1+ |[In ]y}
u®(z)] = 0 |z] = o0

div(u®) =0

¢ = Ol

[l )

Y ademads, existe una tnica solucién X de (3.15).

Observacion. div(u®) = 0, porque K es un rotacional, y vimos en el Ejercicio 1.4.1
apartado (i) que la divergencia del rotacional es 0.

Demostracion. Vemos que
d 0 Ouw'! 0X° ) 0
had X _ (= . X —
g6 x00) = (G4 (%09 ) @) X0y =0
Y ya tenemos la solucion de este problema, pues
w'(t, X°(t)) = w' (0, X°(0)) = w'(x)

O

Observacidn. Para cada ¢ fijo, u° ya es infinitamente derivable en (3.11). Ademés,
X es un difeomorfismo, y podemos hacer un cambio de variable si fuera necesario.
Dicho cambio seria el siguiente:

y=X(t;0,2) = X°(t) = v = X"(0;t,)
Asi, aplicando el cambio:

w'(t,y) = W*(X°(0;t,y))
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Lo anterior vale para un tiempo muy pequeno [0, £]. Ahora nos preguntamos por
el valor de la norma de w!, con objeto de seguir estudiando propiedades:

[ (£, )] 1 = [l (X0, )] 1 = /RQ WO (X0t )| dy =

1
=
L@ dx = ],

Lo anterior vale para la norma en L', pero en L™ es analogo, pues:
1 _ 0/ vO/((. _ 0 .0
[[w! (£, )| oo = sup [ (X°(0;2,9))| = sup |°(2)] = |||,
yER2 2€R2
es decir, las normas se preservan.

Este procedimiento ademas se puede implementar con numérico. En realidad lo
que hay que resolver es (3.11). Lo demads viene como consecuencia de esta resolucion.
Podemos en este punto enunciar el siguiente resultado:

Notacién. Dado el par (u®,w®)(t,z),sit € [(n—1)e,nel,conn =1,...,[T/e] = N,
donde [-] denota a la parte entera, entonces

(us’ wa) Vgt (un—l’ wn)

Asimismo, denotamos

Ouw* € £ " n—1 n _
82t—i—(u~V)w =0 — !5 + (W - V)w" =0
ut = K xwf u" ! = K xw"(ne)

Observacion. No ponemos la condicién inicial porque se va obteniendo iterativamen-
te, pero la primera condicién inicial es w®(t = 0,2) = w(x), y entonces tenemos:

a(;; + (0 - V)of =0

ut = K % w°®

W (t=0,z) = W(x)

y los pares {(u,w")}es0.

Tenemos el siguiente lema:

Lema 3.1.6. Sea wy € L' N L*>. Se verifica que existe C(€ R) independiente de &
tal que

L fufflpee <€

2.

o (8 e = ([0l (o™ ) = ™)

ot oo = [l oo ™ ] oo = Nl o)
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3. Juf(z) —u(y)] < Clz —y{1 +[Infz —y|[}

4. |uP(z) — u(z)| < Clpe — ge|{1 + |In|pe — ge|[}
Observacion. En el punto 4., al poner p como superindice, estamos definiendo u? en
el intervalo [(p — 2)e, (p — 1)¢], y andlogo con g.

La Figura 3.3 nos muestra que en cada intervalo [(n — 1)e, ne|, el campo de ve-
locidades aproximado u® depende de la variable espacial, pero permanece constante
respecto del tiempo.

| | I | | I
I I I I I I
0 e 2 T (n—1ene (n+ 1)

Figura 3.3: Evoluciéon temporal de u°.

Usamos 4 del lema anterior con ¢ =n, y p = n + 1. Tenemos que

uz) —uz) = | K@—y)| «""((n+1ey) —w"(ney) | dy
R2 . ~~ J/
wntl(ne, X" (ne,(n+1)e,y))

y a su vez w"(ne, X"(ne, (n+ 1)e,y)) = w"(ne, X"(ne, (n + 1)e,y)). Y ahora nos
preguntamos por qué no podemos hacer la diferencia entre w™(ne, X™(ne, (n+1)e,y))
y w"(ne,y). Se debe a que estamos en un problema hiperbdlico y solo se transportan
las normas, pero no podemos controlar la diferencia. Hacemos el siguiente cambio
de variable: z = X™(ne, (n + 1)e,y). Nos queda

1

/\ 4 z z
K(z—X"(ne, (n+1)e, 2))w"(ne, 2) Jxr dz— | K(z—"y \w"(ne, y )d y =
R2 R2

wifd

/RQ K(z — X" (ne, (n + 1)z, 2)) — Kz — =)o (ne, ) d=

y aplicando el resultado anterior y conviertiendo las igualdades en desigualdades
(por monotonia de la integral):

p=I4

A\

"t (z) — u"(2)| < / [K(x — 3("(715, (n+ 1)e, 25) — K(z — 2)Jw"(ne, 2)| dz <

R2

Cméx | X"((n+1)e,ne, 2) — z{1 + | Inmax | X" ((n + 1)e, ne, z) — z||}
z z
Para ver cuanto vale ese maximo, reescribimos el argumento:
X"(ne,ne,z) (n+1)e

(n+1)e
X"((n+1)e,ne, z)— ~ z Tic/ aX"(s,ns, 2) ds:/ u"(s, X(s,ne, 2)) ds
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de donde (ni1)
| X" ((n+ 1)e,ne, z) — 2| < / Cds =Ce

donde en (x) se ha usado la propiedad 1 del lema anterior.

Observacion. Esta demostracion es tipica de examen.

Como
1

0 d ~
]| v = llwo * pell o < Nl llell

Y se puede cambiar L' por L™,

Vamos a intentar aplicar ahora el Teorema de Ascoli-Arzela, que recordemos que
nos decfa, dada una sucesién de funciones continuas { f: }.>0, que estd uniformemente
acotada y es equicontinua, entonces existe una parcial (que denotamos de la misma

C.U.
forma) tal que {f.} = f sobre compactos.

Para nuestra sucesion, debe ser continua en las dos variables. En espacio lo es,
pero no en tiempo, por lo que no podriamos aplicar el Teorema anterior directamente.
Si que serd equicontinua, pero en tiempo no. Para poder aplicarlo, vamos a cambiar
la regularizacion que hemos hecho. ;Cémo podemos cambiar la u® que tenemos
hasta ahora para que sea continua? Lo mas sencillo seria haciendo una poligonal
entre puntos medios de cada intervalo [ne, (n + 1)e|. Gréaficamente hacemos lo que
nos indica la Figura 3.4:

| | | | | |
I I I I I I
0 e 2 " (n—=1ene (n+1)e

Figura 3.4: Poligonales para tratar de obtener la continuidad de u°.

Asi, la nueva definiciéon de u® sera la siguiente:

(10(x) te o]
e WO0(z) t_j/ 2 (ul(z) — u(z)) te [—%}
e U g oy e [0 1) (5+0)

Lema 3.1.7. Sea wy € L' N L*, entonces

uf(t, ) — @ (t, 2)|| o < Ce|lne] 3’0
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Hemos cambiado (u®,w®) — (4, w®), y a esta si se le puede aplicar Ascoli-Arzela.
Ejercicio 3.1.4. Comprobar el lema anterior.

Ejercicio 3.1.5. Comprobar la equicontinuidad de u°.

|u(t,z) —u°(s,z)| < Clt —s|{1+|In|t — s||}

1 3
Teniamos que, para t € [(j + 5) g, (j + 5) 5}, entonces:

) 3 . 1 J+1 _ 47
u? j+_ _uj+1 j+_ +t u _
2 2 €

. i 1 . . 1 JHL
u’ te _je, (j + 5) 5{ (w —w/ ™) (j + 5) + t%
. 1/. 1 4 A : 3 I+
Wl te (y + 5) e, (j+1) 5} (W — Wit (j + 5) I ——
. €
3 2 i .
C Wt —dd|
<9 a2 < Ce(1+ |Ineg))

wimwy (i (+2))

y podemos aplicar 4 del Lema 3.1.6. Podemos demostrar ahora que
@ (t, ) —u (s, )| < Clt — s{1+ [In|t — s][}

Esta diferencia nos interesa calcularla cuando ¢ y s estén cerca. Si estan lejos nos va a
dar igual. Esto se debe a que queremos un médulo de continuidad de 4°. Supongamos

entonces que
fse 4 1 4 3
S —le —le
) J 5% J 5
Entonces:

; , 1 ) . . 1 G+l _ d
w j+§ —w (o ) [ — ) — | j+§ it (o) s ()| =
2 2 B 2 2 €
Wt )
(t—s)(—)
9

En un resumen de lo que conocemos hasta ahora, tenemos la siguiente proposi-
cion:

e{1+|Ine|}
€

< Clt —s| <Ot —s{l+|Int —s||}

Proposicién 3.1.8. Sea wy, € L' N L>. Podemos construir, para cada ¢ > 0, el par
(uf,w?) tal que:

Lol (e = el r < lwoll oy

e (£, M oo = (|| oo < Nlwoll oo
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2. @]l e < C
3. [us(t, ) —us(t, y)| < clz —yl{1 + |Infz —y]}.
4. @ (t,z) — (s, x)| < Clz —y|{1 + |In|t — s||}.
donde C' = C(||wol| 1, [Jwol| ) €s independiente de .
Observacion. Estas cuatro propiedades son estimaciones a priori, debido a que las

soluciones son aproximadas.

Estudiamos ahora la compacidad, con objeto a su vez de ver cuanto vale el limi-

te de dicha sucesién. Para ello, vamos a aplicarle el Teorema de Ascoli-Arzela a u°.

Recordemos que la sucesién { f.} debe ser uniformemente acotada y equicontinua's.

c.Uu.
Entonces dicho teorema nos dice que existe una parcial {f./} tal que f to f en
compactos.

Asi, veamos primero que u° esta uniformemente acotada. Dado o > 0, nos pre-
guntamos si existe § > 0 tal que |[x —y| <dy

@ (t, 2) —w(t,y)| < Cle —y{1 + [Infz —y[[} < a
Ademas, en la primera variable:
|u®(t,z) —u°(s,z)| < cft —s{l1+|In|t —s||} < «

De esta manera, existe § tal que |(f,z) — (s,y)| < 0, y entonces se tenga la aco-
tacién anterior (en la primera variable).

Tenemos en principio una parcial, que denotaremos igual, y una existe una fun-
. —e C.U. 2
ci6én u, tal que u° — u en compactos de [0, 7] x R?.

Supongamos ahora que tenemos {f.} tal que ||f:||;, < C, es decir, f. estd uni-
formemente acotada en LP. Entonces, existe una parcial, { f'}, y una funcién f, tal
que

P
Jer —aeit f
si 1l < p < oo (dado que estos espacios LP son reflexivos). Recordemos que —
denotaba la convergencia débil'*. El caso p = 1 no lo vamos a estudiar por ser més

delicado. Si p = +o0, entonces
LOO
{fs’ - f}

Entonces para ampliar esto a la convergencia débil

/fsfh—>/fg Vge L'

13Una sucesién de funciones {f.}, pongamos, f. : I — RY con I un intervalo, es equicontinua
si, para todo « > 0, existe § > 0, con |z —y| < dy

|fe(@) = f(W)| < Vz,yel

14 Estos conceptos se han visto en An4lisis Funcional.
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Todo esto lo usamos de la siguiente manera. Para nuestra w®, existe w € LP tal que

Ejercicio 3.1.6. ;Son la misma w? Una converge débil y la otra converge débil*.
De momento seran la misma w.

El siguiente paso consiste en demostrar que el par (u,w) es solucién de Euler 2D.
No van a ser soluciones en el sentido clasico'®. Tenemos que demostrar lo siguiente:
Ow

E—F(U-V)MZO

u=Kx*w
w(t=0,z) = wy(z)

(3.16)

El sentido débil consiste en tomar cualquier ¢ € C3([0, T x R?). Ahora hacemos
la integracién por partes igual que en Modelos Matematicos II, y nos queda:

. . w(t=0,2)(0,2)
Ow Oy 7
— <= — _

/0 ot /0 war T @kl

y con esto se tiene que

[ L ()< Lo

En la primera ecuacién de (3.16), podemos ver (u-V)w = div(uw), y la formulacién
débil de Euler es:

—/OT/RQ (%_g:_i_(u.v)(p)wd;cdt:/R2w0(:c)g0(0,x)d$

Bporque w no es derivable, ni u tampoco. Veremos que el par (u,w) es solucién en el sentido
débil
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