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Ecuaciones Diferenciales en Mecanica y Biologia. Examen I

Ejercicio 1. Define el concepto de solucién débil para el problema:

loc

ut+(wvm):0 CUZGLOO([O,T[XRN) 1<Z<N
u(0,x) = up(x) ug € L, (RY)

Ejercicio 2. Resuelve el problema de valores iniciales unidimensional

o
ot ox
ug(r) = x?

Ejercicio 3. Calcular las ondas de choque y de rarefaccién del problema de Riem-
man asociado a la ecuacién de Burgers con dato inicial:

1 <0
WwT) =95 L5
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Solucion.

Ejercicio 1. Define el concepto de solucién débil para el problema:

{m+@wVQ:0 w € L2 (0,T[xRY) 1<i<N O

u(0,x) = ug ug € L, (RY)

Partimos de que wl € L(0,T[ xRY) 1<

i L(RN). Asi, una
solucién débil de (1) es una funcién u € Lj ([0, T x

que verifica

/ /RN { .Vx)so} wdx dt = /RN uo(2)(0, ) da

para todo ¢ € CX([0,T[ x RY).

gNayuOGL
RY)

Ejercicio 2. Resuelve el problema de valores iniciales unidimensional

@ — tx@ =0
ot or (2)
ug(x) = 2

Sabemos por los dos teoremas vistos en clase correspondientes, que tanto la teoria
clasica como la teoria débil nos proporcionan existencia y unicidad de soluciones de
(2), v, en caso de verificarse todas las hipdtesis, dicha solucién unica es

u(t, ) = ug(X(0;t,2))

Veamos primero las hipoétesis para obtener la solucién por la via clasica. En este
caso, w(t,r) = —tz, y up(r) = z%. Primero vemos que se verifican (H1)-(H4):

(H1) Se cumple porque w(t, z) es polindmica en las variables ¢ y , en particular w
es continua en los dos argumentos.

(H2) w es localmente Lipschitz respecto de z, ya que w € C([0,T[ x R), luego
CL([0,T] x R), y sabemos por un resultado visto en Ecuaciones Diferenciales
IT que es LIl resp. de x. Otra forma seria verlo por definicion directamente:
para cualesquiera =,y € R se tiene que

lw(t,z) —w(t,y)| =tz —y| <T|lr—y

para cualquier entorno de (¢,x) y (¢,y) de la forma I x R, con I C [0,7] un
intervalo acotado.

(H3) Como w(t,z) = —tz, en particular,
lw(t, )| < |t]|x] +0 < T|x| +0 = Alz| + B
para todo (¢,x) € [0,T] x R, por lo que el crecimiento es sublineal.

(H4) La aplicacién

W0 T[xR — R

ox
(ta) — )=t
) ax )

es polinémica en ¢, luego continua.

) losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Ecuaciones Diferenciales en Mecanica y Biologia. Examen I

Como ademés es claro que ug € C*(R), el teorema mencionado al principio nos dice
que el PVI (2) admite una unica solucién, u € C*([0, T[ x R), que viene dada por

El sistema caracteristico asociado a (2) es

O 5,0) = w(t, X (1 .2)) = ~1X(15,2)

X(s;s,2)==x

s€[0,T]

La primera ecuacién se resuelve por variables separadas (escribimos X (¢) = X (¢; s, x)),
suponiendo en todo momento que X # 0:
dX dX t?

=X =X = — = —tdt = | X ()| = —5+C = X(t) = Ke¥? KeR

Vemos que si K = 0 recuperamos la soluciéon X = 0. Imponiendo la condicién inicial
X(s) =z
Ke /% = X(s)=z—= K = ze®

luego
52 71&2

X(t;s,z) = ze® 22 = g™

2
y como X (0;t,x) = ze7, la tnica solucién clésica de (2) es

u(t, ) = up(X(0:t,2)) = (:cetj)Q = 22"

Respecto a la via débil, a raiz de (H4) vemos que no podemos aplicar el teorema
correspondiente, ya que

div,(w) = g—i(t,x) =—t#0sit>0

Ejercicio 3. Calcular las ondas de choque y de rarefaccién del problema de Riem-
man asociado a la ecuacion de Burgers con dato inicial:

1 <0
WwT) =95 Lo

Sabemos por teoria que las soluciones de la ecuaciéon de Burgers (las trayectorias
caracteristicas) son rectas, donde la pendiente la determina la condicién inicial
u(0,x) = ug(x), o sea, X(t;0,2) = x + ug(x)t. Asi pues:

T+t z <0
T+ 3t x>0

X(t;O,x):{

Una solucién débil del problema de Riemann (que es el problema de Burgers con un
dato inicial con salto) que conocemos es la siguiente:

u” T < At
wn(tz) = ut x> M
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donde u~ = 1 y ut = 3 se obtienen del dato inicial. Se ha visto en teorfa que el
unico valor de A para que u sea solucién (débil) es, aplicando la condicién de salto
de Rankine-Hugoniot:

1 1
)\zi(u’+u+):§(1—|—3):2

por lo que ya tenemos una solucién del problema de Riemann:

1 < 2t
Ul(t733) = { v

3 T > 2t

Como ademas el dato inicial ug(x) es creciente, sabemos por teoria que tendremos
también ondas de rarefaccion. Las caracteristicas ya las hemos obtenido:

T+t z <0
T + 3t x>0

X(t;0,2) = {
Obtenemos las rectas que delimitan la regién de las ondas de rarefacciéon haciendo
x — 0 en ambos lados, y vemos que:

lim X(¢;0,2) =t

z—0~

lim X(¢;0,2) = 3t

z—0t

Asi, las fronteras de la regién de rarefaccion son x =t y x = 3t. Las tres regiones
que tenemos son x < t, t < o < 3t y x > 3t. Segin se ha visto en teoria, las on-
das de rarefaccion pueden construirse como la soluciéon autosemejante o autosimilar
u(t,z) = x/t, y teniendo en cuenta los limites ya obtenidos de la regién de rarefac-
cién, una segunda solucién (en este caso continua para t > 0) del problema de este
ejercicio es:

1 T <t
x
u2(t,x): ? t<er <3t t>0
3

x> 3t

En ¢ = 0 tenemos la condicién inicial u(0,z) = u(z).
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