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1. Estadistica descriptiva
unidimensional

1.1. Definiciones

= Fenémenos deterministicos: Los que dan lugar al mismo resultado si se
hacen bajo condiciones idénticas.

= Fendmenos aleatorios: los resultados pueden variar incluso si el estudio se
realiza con las mismas condiciones iniciales.

= Poblacién: Conjunto de unidades con al menos una caracteristica en comuin
sobre la que se desea obtener cierta informacién.

» Muestra: Subconjunto de la poblacion elegido en términos de representativi-
dad.

= Caracter: Propiedad a ser estudiada, puede ser cualitativa o cuantitativa.

= Modalidad: Valores que se han presentado al medir una variable con una
cierta escala.

e Principio de incompatibilidad: Un individuo sélo puede tomar valor en
una modalidad.

e Principio de exhaustividad: Todos los individuos deben tomar al menos
un valor.

= Variable Ente matematico capaz de captar las diferentes modalidades que
puede tomar una caracteristica a medir en una poblacion. Se suelen relacionar
con valores cuantitativos.

e Variables discretas: Si el paso de un valor al siguiente representa un
salto.

e Variables continuas: Si se puede tomar cualquier valor entre dos valores
dados.

Notacion. Supongamos que tenemos una poblacién de tamano n de la cual obtene-
mos una muestra para realizar un estudio. Queremos medir el cardcter X sobre dicha
muestra. A cada modalidad le asignaremos un valor z;. De esta forma, al nimero
de individuos que nos responda que presentan la modalidad z; acerca del cardcter
X lo notaremos n;.
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1. Estadistica descriptiva unidimensional

1.2,

Escalas de medida

Cuando realizamos un estudio estadistico debemos identificar de forma precisa las
modalidades y asignarles simbolos o niimeros a dichas modalidades. Eso se denomina
la medicién del caracter.

» Escala nominal: Las modalidades solo pueden ser iguales o diferentes y no
se puede determinar un érden en estas. Un ejemplo son las modalidades de
verdadero/falso o los colores de pelo.

= Escala ordinal: Las modalidades pueden ser iguales o diferentes y ademaés
se puede establecer un orden de mayor que. Esta escala es valida tanto para
caracteres cualitativos y cuantitativos. Ejemplo: niveles de aceptacion.

» Escala de intervalo: Existen diferencias, luego podemos introducir el término
de resta pero no existe un cero absoluto. Un ejemplo son las tallas de ropa.

» Escala de razén: Aquella en la que podemos dividir y decir que una moda-
lidad es a veces otra modalidad. Existe el cero absoluto.

Ejercicio. Da ejemplos de cada una de las escalas de medida. Para cada ejemplo,
indica el caracter, si es cuantitativo o cualitativo, y la poblacion.

1. Escala nominal

Ser hijo tnico Es cualitativo y la poblacién son las personas. Las moda-

lidades son ser hijo inico o no.

Sexo al nacer Es cualitativo y la poblacién son las personas. Las modali-

dades son ser hombre o mujer.

Ser funcionario Es cualitativo y la poblacién es la poblacién activa. Las
modalidades son ser o no funcionario.

Consumir estupefacientes Es cualitativo y la poblacién son las personas.
Las modalidades son consumirlas o no.

Provincia de origen de los estudiantes del DGIIM Es cualitativo y la po-
blacién son los estudiantes. Las modalidades son las distintas provincias.

Grupo Sanguineo Es cualitativo y la poblacion son las personas. Las mo-
dalidades son A+, A-, B+, B-, AB+, AB-, 0+ y O-.

2. Escala ordinal

@)

b)

Nivel de Estudios Es cualitativo y la poblacion son las personas. Las mo-
dalidades son analfabetismo, EP, ESO, FP, Universidad, etc.

Rango en el ejército Es cualitativo y la poblacién son los militares. Las
modalidades son los distintos rangos.

3. Escala de intervalo

)

La temperatura en °C' Es cuantitativo y la poblacién son los distintos
lugares del mundo. Es un cardcter continuo.
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b) Inteligencia Es cuantitativo y la poblacién son las personas. Es un cardcter
continuo y se mide segun el coeficiente intelectual (CT).

c¢) Tallaje de la ropa Es cuantitativo y la poblacién son las prendas de ropa.
Es un caracter discreto y las modalidades son las distintas tallas.

d) Grado de satisfaccién de los politicos espanoles' Es cualitativo y la po-
blacién son los espanoles. Las modalidades son los distintos gustos.

4. Escala de razén

a) Notas de 1° del DGIIM Es cuantitativo y la poblacién son los estudiantes
de dicha clase. Es un caracter continuo.

b) Nimero de hermanos Es cuantitativo y la poblacién son las personas. Es
un cardcter discreto, y las modalidades son N U {0}.

¢) Nimero de segundos que tarda un coche en llegar a los 100km/h Es cuan-
titativo y la poblacion son los coches. Es un caracter continuo.

d) Salario bruto anual Es cuantitativo y la poblacién es la poblacién activa.
Es un cardcter continuo.

e) El tamafio de la RAM de un PC Es cuantitativo y la poblacién son los
ordenadores. Es un caracter discreto.

f) Estatura Es cuantitativo y la poblacién son las personas. Es un carécter
continuo.

1.3. Distribucion de frecuencias

En una poblacion de n individuos medimos la caracteristica X, que puede adop-
tar las modalidades x1, x3, ..., . Se denomina:

= Frecuencia absoluta de x;: Numero total de individuos en la poblacion que
k

representa dicho valor x;. Se denota n;. Ademas, se verifica que > n; = n.
i=1

» Frecuencia relativa de z;: Es la proporcién de individuos que presenta dicha

. k
modalidad: f; = i, Ademas, se verifica que > f; = 1.
n i=1

Si las modalidades se pueden ordenar, supuesto r; < o < ... <x; <...< Ty:

» Frecuencia absoluta acumulada: Es el niimero de individuos que presentan
i

una modalidad menor o igual que z;: N; = > n,.
j=1

= Frecuencia relativa acumulada: Es la proporcion de individuos que pre-

. . (]
sentan una modalidad menor o igual que x;: F; = —.
n

Llamaremos distribucion de frecuencias de una variable al conjunto formado
por cada uno de los valores modales junto con sus frecuencias:

'Ejemplo de escala de Likert
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Distribucién de frecuencias absolutas: {z;, n; }iz1.

Distribucién de frecuencias relativas: {z;, fi}iz1, &

Distribucién de frecuencias absolutas acumuladas: {z;, N;}i—1__
» Distribucién de frecuencias relativas acumuladas: {z;, F;}i—1

Si las modalidades son intervalos, llamaremos a estos limites intervalos de clases:

leo, €1], |e1, ea], |ea, €3], ..., Jex—1, ex] v definimos nuevos conceptos:
) .. . ei—1te;
» Marca de clase: Es la media de los limites de cada intervalo: x; = —
= Amplitud de clase: a; = ¢; — ¢;_1.
n;
» Densidad de frecuencia de modalidad i de variable X: h;, = d;, = —.
a;

También se calcula a veces con la frecuencia relativa.

Cuando comencemos el estudio de una variable, indicaremos:
Sea X una variable estadistica con poblacion n y modalidades x+, ..., xy con distri-
bucion de frecuencias:

{%’; nz}z:lk

1.4. Representaciones graficas de una variable es-
tadistica unidimensional

1.4.1. Variables cualitativas o atributos

= Diagrama de sectores.
Es un circulo dividido en tantos sectores circulares como modalidades tenga
el caracter, siendo el area de cada uno proporcional a la frecuencia absoluta o
relativa de la modalidad.

= Diagrama de rectangulos o barras.
Consiste en varios rectangulos (uno por modalidad) de base constante y alturas
proporcionales a las frecuencias (absolutas o relativas) de cada modalidad.

= Pictograma.
Se dibujan figuras, normalmente alusivas al cardcter que se esta estudiando,
bien una para cada modalidad con tamano proporcional a su frecuencia, o bien
repitiendo la figura tantas veces como requieran las frecuencias.

1.4.2. Variables discretas

= Diagramas de barras.
Similar al de atributos: en un sistema de ejes cartesianos se representa en el eje
de abcisas los valores de la variable, y se trazan barras verticales con longitudes
proporcionales a sus frecuencias (absolutas o relativas).

10
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» Funcién / Curva de distribucién o acumulativa:

0 siz<ux
F:R—R|F(x)=q F siz;<zx<wzip
1 siz >z

Funcién definida en todo R, no decreciente y continua por la derecha.

1.4.3. Variables continuas

Histogramas:
De los mas utilizados. La base de los rectangulos son las diferentes clases o in-
tervalos de la variable y la altura de estos son las densidades de frecuencia h; = (J;—Z

(O hl = Z—z)

Calculamos el area de los rectangulos de la siguiente forma en los histogramas:

fi
Area =a;- — = f; Area =a;- — =mn;
a; a;

Poligonal de frecuencias: Poligonal resultante de unir los puntos correspon-
dientes a los techos de las marcas de clase de los intervalos en el histograma.

Curva acumulativa o de distribucién: Es la proporcién de individuos en
la poblacién cuyo valor de la variable es inferior o igual a cada modalidad. Esta
funcién se conoce unicamente para los valores de x que son cota superior de cada
intervalo. Asumiendo que los datos son equidistantes en el intervalo, podemos unir
dichos puntos.

Fle) =31,

Se trata de una funcién mondtona no decreciente.

1.5. Caracteristicas unidimensionales

Restumenes cuantitativos de la informacion de los datos.
Propiedades deseables (Propiedades de Yule):

= Deben definirse de manera objetiva.

= Deben usar todas las observaciones.

= Deben tener un significado concreto, para ser de rapida y facil interpretacién.
= Deben ser sencillas de calcular.

= Deben prestarse facilmente al calculo algebraico.

11
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= Deben ser poco sensibles a fluctuaciones muestrales, sin mucho cambio cuando
alteramos las medidas de los extremos.

Pueden ser de varios tipos:

= Medidas de posicién: permiten situar una distribucion en la recta real. Las
mas importantes son las de centralizacién o tendencia central, denominadas
promedios (proporcionan un valor central representativo alrededor del cual se
agrupan los datos) y cuantiles (que proporcionan valores representativos de
parte de la distribucién).

» Medidas de dispersion: Miden el grado de esparcimiento de los datos de
una distribucion.

= Medidas de forma: Caracterizan de manera precisa la forma de una distri-
bucién sin tener que llevar a cabo una representacién grafica.

1.5.1. Medidas de posicion

Observacion. Promediar es dar la media aritmética, mediana y moda.

Media aritmética

Nos sirve para tener un valor alrededor del cual se sitiian los valores, actuando
como centro de gravedad de la distribucion.

k k
i=1 i=1

Si los datos estan distribuidos en intervalos, se usan las marcas de clase.

T =

SRS

Proposicion 1.1. La media de una variable unidimensional estd acotada.
Demostracion. Es inmediata, ya que 1 < T < 2. O

Proposicion 1.2. La media aritmética de las desviaciones de los datos respecto de
la media aritmética es igual a 0:

k

Demostracion.
k k k k
i=1 i=1 i=1 i=1

[]

Proposicion 1.3. Si se somete una variable X a una transformacion lineal afin, la
media aritmética de la nueva variable es la itmagen de la media de X por la misma
transformacion:

Y=aX+b=Y =aZ+b

12
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Demostracion.
) k k k
Y=Y fui =Y filax;+b) =D [filaz:) + f;b] =
i=1 i=1 i=1

k k

=a T + b ;i =ax+1b=az +b
> Jiwi+b} f
i=1 i=1

]

Proposicion 1.4. La media aritmética de los cuadrados de las desviaciones respecto
a la media aritmética es minima:

k k

Zfi(xi_f)Q < Zfi(xi—a)Q, Va#i

i=1 =1

Demostracion. Se trata de minimizar una parabola con coeficiente lider positivo,
por lo que el valor que anule la primera derivada sera el minimo absoluto.

k k

k
%Zfi(xi—a)Q:—QZ(fﬂi—f@'a)z—2i+22fia20<:>a:a_:

i=1 =1

Test de Yule:
= Es objetiva.

Usa todas las observaciones.

Representa el centro de gravedad de la distribucion.

Sencillo de calcular.

Se presta a hacer cédlculos para compararla.

(Contra) Es sensible a fluctuaciones en los extremos.

Media geométrica

Se usa cuando las variables sufren variaciones acumuladas (como en porcentajes),
se usa cuando se desea promediar datos de una variable que tiene efectos multipli-
cativos acumulativos.

n ni,.n2 e __
X1 To l’k =

@
Il

Si se trata de una variable continua, la calculamos con las marcas de clase.

Proposicién 1.5. El logaritmo de la media geométrica es la media aritmética de
los logaritmos de los valores de la variable.

13
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Demostracion.

log G = log

k 1 F k
Ha:f’ = EZnilogazi = Zfilog:ci
i=1 i=1 i=1

]

Observacion. Si algin valor de la variable es 0 = G = 0, luego esta media no nos
serda de mucha utilidad.

Test de Yule:

Es objetiva.

Usa todas las observaciones.

(Contra) Tiene significado concreto pero no es sencillo de interpretar.

(Contra) Complicada de calcular.

(Contra) Sufre también a fluctuaciones pero menos que la aritmética.

Media armoénica

Se usa para promediar datos de magnitudes que son cocientes de dos magnitudes;
esto es, magnitudes relativas (su unidad de medida es referida a una unidad de otra
variable). Por ejemplo, para promedir velocidades, rendimientos o productividades,
etc.

Se define como la inversa de la media aritmética de los valores inversos de la
variable.

i=1 Li

Tenemos el mismo problema con la geométrica, cuando algiun x; vale 0 dificilmen-
te vamos a poder realizar dicha media. Ademas, no se recomienda realizarla cuando
sea cercano a 0, ya que nos dispararia la media, sensible para valores pequenos.

Test de Yule:

Es objetiva.

Usa todos los datos.

(Contra) Tiene un significado, pero es dificil de manejar.

(Contra) No es sencilla de calcular.

14
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Media cuadratica

Es la menos utilizada y, fundamentalmente, su uso se reduce al calculo de pro-
medios sobre superficies. Se define como la raiz cuadrada de la media aritmética de
los cuadrados de los valores de la variable.

Moda

La moda de una distribucién es el valor de mayor frecuencia (absoluta o relativa),
el que mas se repite.

» Variables discretas: La moda es el valor z; | n; > nj 0 fi > f; Vj € {1,... k}.

Si en variables discretas todas las variables x; se repiten n; veces con n; =
n; Vi, j | i # j entonces dirfamos que no hay moda. Si la moda se repite varias
veces, hablamos de una moda plurimodal.

= Variables continuas: La moda estd en el denominado intervalo modal, el de
mayor densidad de frecuencia h; = %, es decir, el de mayor altura en el histo-
grama.

La moda en variables continuas se calcula haciendo interpolacién y semejanza
de tridngulos:

La distancia de la moda desde el intervalo que méds se repite es inversamente
proporcional a la frecuencia de los intervalos contiguos.

Calculamos la moda sabiendo que:

hi — hi—1 _ hi — iy _ (hi = hi—1) + (hi — hita)

M, —ei e; — M, a;
Despejando: -
i\l — N
M, = 5 E o ;L)M +ei
Mediana

Como la media aritmética se presta a variaciones extremas, surge la mediana:
Aquel valor que separa la distribucién en dos efectivos de igual tamafio (supuestos
ordenados por valor creciente de cardcter).

Se puede calcular para variables discretas y para variables continuas.

La mediana también se puede calcular para caracteristicas cualitativas pero han
de estar en escala ordinal.

La mediana es la solucién a la siguiente ecuacion:

1
F(zx) = 5 (Equivalentemente, N(z) = g)

15
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» Variables discretas: Se busca z; | N;_1 < 5 < V.

.SlNZ>%:>M€:ZL‘Z

° SiNizgﬁMe:M_
2
1
» Variables continuas: Se busca I; = (e;_1,¢;] | Ni—1 < g <N;6F;_; < 3 < F,.
SiN=leR oM
[ ] 1 i = — 0 i = — e = e’i'
2 2

. n, 1 . , .
e Si N, > 5 0 F; > — = La mediana estd dentro de I;, que se denomina el
intervalo mediano y, para calcularla, hacemos una interpolacion lineal:

n 1

5 — Vi1 5 — Fia

2 2

(€ — €= = €;— + =
1y ( 1> ' Ji

Dicha féormula se deduce aplicando semejanza de triangulos a la grafica

de la curva de distribucion.

M, =¢e,_1+ (i —ei_1)

Proposicion 1.6. La desviacion absoluta media respecto a la mediana es minima:
k k
g filx; — Me| < E filx; —a| Va# Me
i=1 i=1

Percentiles

El percentil de orden r € {1,...,100} es un valor P, que divide al conjunto
ordenado de datos en dos partes tales que el % del total son inferiores o iguales
a P..

» Variables discretas: Se busca:

x| Nioq < % < N; (Equivalentemente, F,_1 < ﬁ < E)
o SlNZ>%$PT:ZL‘Z

e Si N;, = 105> todo numero del intervalo [;, x;11[ es percentil de oden 7.
Por lo que se suele tomar como P, el punto medio de dicho intervalo.

s Variables continuas: Se busca:

I = (ei_1,€e] | Nio1 < % <N (Equivalentemente, F,_1 < Fr() < E)
° SiNi:%ipr:ei.
o Ni—1
e SiN;>q5=bF =¢1+ 100 w (e; —ei—1)

Los cuartiles @1, ()2, @3, Q4 coinciden con los percentiles Pss, Pso, Prs, Pioo.

Ademas, el decil D, coincide con el percentil P,g.

Observemos que la mediana es el percentil Psg.

El percentil P, nos indica que el r % de la poblacién presenta al menos P, valor
en la variable X.

16



EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

1.5.2. Medidas de dispersion

Buscamos ver cuanto se desvian los datos respecto de alguna medida de posicién
central. Hay varios tipos de medidas de dispersién:

= Medidas de dispersion absolutas:
Tienen un comportamiento global y dependen de las unidades de medida de
la variable.

e Recorrido o rango.
e Recorrido intercuartilico.
e Desviacion absoluta respecto a la media aritmética.
e Desviacion absoluta respecto a la mediana.
e Varianza.
e Desviacion tipica.
= Medidas de dispersién relativas:

Se definen de forma individualizada para cada distribuciéon y son adimensio-
nales, lo que nos permite comparar distribuciones.

e Coeficiente de apertura.

e Recorrido relativo.

e Recorrido semi-intercuartilico.
e Coeficiente de variacién.

e Indice de dispersion respecto a la mediana.

Recorrido o rango

Bajo el supuesto de que los valores de la variable estén ordenados en sentido
creciente:
R=ux,— 2

Cuanto mayor sea el rango, mas dispersa sera nuestra distribucion.

Recorrido intercuartilico

R =Q3—

Indica la longitud del intervalo en el que estd incluido el 50 % central de los datos.

Desviacion absoluta media respecto a =

Cuanto mayor sea esta, menos representativa sera la media. Una desviaciéon media
elevada implica mucha variabilidad en los datos.

17



EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

Desviacion absoluta media respecto a M,

k
2 |€Ez - Me|ni
Dy = =

e

n

Cuanto mayor sea esta, menos representativa sera la mediana.

Varianza

Var(X) =0 = 5—— =) fi(x; — 7)°

n

Es la media del area de los cuadrados de lado x; — 7, el cuadrado de la media
cuadratica de la desviacion de los datos a su media.

Lema 1.7. La varianza nunca puede ser negativa (o > 0).

Demostracion. Se deduce directamente de su definicién, ya que es la media aritméti-
ca de términos no negativos. O

Proposicion 1.8. La varianza es la media cuadratica de dispersion optimas:

k k
Zfi(xi_f)z < Zfi(xi—a)Q, VG%T
=1 i=1

Demostracion. Ver la Proposicion 1.4. O]

Proposicion 1.9. La varianza estd acotada superior e inferiormente en cada dis-
tribucion de frecuencias:

7z

min(z; — 7)? < 0% < méx(z; — T)°

Teorema 1.10 (Teorema de Kénig). Para cualquier a € R y para cualquier variable
estadistica X, se verifica:

Z filwi —a)* = Z filzi = 2)* + (a — 2)°

En concreto, para a = 0, tenemos una forma mds comoda de calcular la varianza:

k k
oy = Zfz(xz 1)’ = Zfﬁ? —
=1 =1

Demostracion.

18



EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

k k
Z fi(zi—a)?* = Z fi(2?+a*—2ax;) = Z fi(2?+a*—2a2;+7°—T°4+-27,5—21,T) =
i=1 i=1 i=1
k
= Z fz(ﬁf — 24,7 + 7 + a® — 2ax; — T + 2r,T) =
i=1

k k
=5 fiwi+ 22+ Y fila® — 20z, — 7+ 20:7) =
i=1 i=1

k k
- Zfz(xz +7)? +a* — 2ax — 7° +23° = Zfz(a;z — 22+ (a— )
i=1 i=1

]
Proposicién 1.11. Si se someten los datos a una transformacion afin y; = ax; +b
1=1,...,k, la varianza de los datos transformados es 03 = a*c?.

Es decir, no se ve afectada por cambios de origen pero si se ve afectada por
cambios de escala.

Demostracion.
Yy = ar+b = 05 = Z(yi—y)in = Z((awi+ﬁ) (az+k))? Z a“(x;—x)* f;

=a Z — 2)f; = a*o?

]

Desviacion tipica
Se define como la raiz cuadrada positiva de la varianza:
oc=Vo?

Nos ayuda a tipificar distribuciones para compararlas. Representa la dispersién
de los datos de la distribucion respecto de la media. Esto quiere decir que la mayoria
de los datos de la distribucién se encuentran en el intervalo [T — 0,7 + 0]

La gran mayoria de las propiedades se deducen directamente de las propiedades
de la varianza.

Lema 1.12. Es no negativa (o > 0).

Proposicién 1.13. Es una medida de dispersion optima.

k
o<\ filzi—b)?  Vb#T
=1

Proposicion 1.14. Estd acotada superior e inferiormente en cada distribucion.

Proposicién 1.15. Si se someten los datos a una transformacion afin y; = ax; +b
i=1,...,k, la desviacion tipica de los datos transformados es o, = |a|o,.

Es decir, no se ve afectada por cambios de origen pero si se ve afectada por
cambios de escala.

Demostracion.
y:a$+b:>a = d’0? = 0, = |a|o,
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EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

Coeficiente de apertura

Se define como el cociente entre los dos valores extremos de una distribucién.
Supuestos ordenamos crecientemente los valores:
Lk
Ch=—
T
Si trabajamos con variables continuas, es el extremo superior del ultimo intervalo
entre el extremo inferior del primero:

€k
Ca=—
€o

Recorrido relativo
Se define como el cociente entre el recorrido y la media aritmética:

Rp=H _T—m

T T

Recorrido semi-intercuartilico

Se define como el cociente entre el recorrido intercuartilico y la suma del primer
tercer cuartil:
Q3=

Ror =
5t Qs + Q1

Coeficiente de variacion de Pearson

Se define como la relaciéon por cociente entre la desviacion tipica y la media:

A mayor valor del coeficiente, mayor heterogeneidad de los valores de la variable.
Se usa para comparar las dispersiones de las variables estadisticas.

Indice de dispersion respecto a la mediana

Se define como el cociente entre la desviacién absoluta media respecto a la me-
diana y la mediana:

D
Vi, = Af

1.5.3. Momentos

Nos permiten simplificar los calculos.
Sea r € NU{0}. Se llama momento de orden r respecto al valor a a la cantidad:

k k
= e —a) = 23 ni(fi - o)
=1 =1

Segtn los valores de a distinguimos dos tipos de momentos:
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EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

» Momentos no centrales (a = 0):
k
S
i=1

Algunos momentos no centrales especiales son:

k
m():l my =2 TTLQZE fZZL’?
i=1

Observacion. Notemos que el anterior my es un término del Teorema de Konig.

» Momentos centrales (a = 7):

k
—\T
Hr = E fi(xi — )
i=1
Algunos momentos centrales especiales son:
2

po =1 p1 =0 p2 =0

Para la simplificacién del calculo de momentos, podemos expresar momentos
centrales en funcion de otros no centrales mas simples y viceversa:

» Momentos centrales en funcién de los no centrales:

- Zm —m) = Zf ti;(_”t (;” )mgx; -

t=0

= Momentos no centrales en funcién de los centrales y de m;:

i —my) +my]” Zsz() 1z —my)"" =
@ m Z Fle—my =Y (t> -

=1 t=0

E

I
: nMw
MMw

De tal forma que:

o = Mo —m7i f My = fip + m? |
Uz = ms — 3mamy + 2m; ms = p3 + 3uemy + ms3
4 = my — dmgmy + 6mimy — 3mf my = pig + 4pzmy + 6pom? + mi
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EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

1.5.4. Medidas de forma

Medidas de asimetria

Entendemos por asimetria a la falta de simetria respecto del eje vertical x = 7.

Diremos que una distribucion es simétrica si la media divide a la distribucion en
dos partes iguales.

Diremos a su vez que una distribucién es asimétrica por la izquierda (negativa)
o por la derecha (positiva) si por la izquierda o por la derecha presenta més datos,
respectivamente.

Coeficiente de Fisher
il k 2 —7\°
X)=2— i
n(x) =2 zf( — )

» Si7(X) > 0 la distribucién es asimétrica por la derecha o positiva.

» Si7y(X) <0 la distribucion es asimétrica por la izquierda o negativa.

» Sila distribucién es simétrica = v, (X) = 0.

Sin embargo, se puede dar que v (X) = 0 y que la distribucién sea asimétrica.
Por tanto, cuando esto suceda deberemos representar nuestra distribucion.

Coeficiente de Pearson
Vélida so6lo para distribuciones campaniformes:

Se verifica (empiricamente) que (z — Mo) ~ 3(Z — Me), por lo que:

3(x — Me)

Og

Ay =
Este coeficiente tiene la misma interpretacion que el de Fisher.

Medidas de apuntamiento o curtosis

Miden la concentracién central de frecuencias de una distribucién. Para ello, la
comparamos con una distribucion normal, con la misma media y desviaciéon tipica
que nuestra distribucion. Se presentan tres casos:

= Leptocurtica: La distribucion esta méas concentrada que la normal.
= Mesocurtica: La distribucién se asemeja a la normal.
= Platicturtica: La distribucion esta menos concentrada que la normal.

Coeficiente de curtosis de Fisher
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» Si72(X) > 0 nuestra distribucion es leptocurtica.
» Si2(X) = 0 nuestra distribucién es mesoctrtica.
» Siy(X) < 0 nuestra distribucién es platicirtica.

Coeficiente de curtosis de Kelley

_1@3—Q1

K =
2Dy — Dy

— 0,263

Con la misma interpretacién que el coeficiente de curtosis de Fisher.

Teorema 1.16 (Desigualdad de Tchebychev). El porcentaje de datos en cualquier
intervalo de la forma (T — ko,, T + ko,) es de al menos 100(1 — 75) %.
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2. Estadistica descriptiva
bidimensional

2.1. Distribucién conjunta de dos caracteres es-
tadisticos

Sea una poblacién formada por n individuos en la que se desea estudiar si-
multaneamente dos caracteres, X e Y. Dichos caracteres podran ser ambos cualita-
tivos, uno cualitativo y otro cuantitativo o ambos cuantitativos (los dos discretos,
los dos continuos o uno discreto y otro continuo).

Si designamos por z1, xs, . . ., las k modalidades posibles del cardcter X y por
Y1, Y2, - - -, Yp las p modalidades posibles del cardcter Y, las observaciones correspon-
dientes a cada individuo serdn de la forma (z;,y;), par ordenado que representa las
modalidades tomadas por dicho individuo en los caracteres X e Y.

= 7;;: Nimero total de individuos en la poblacién que presentan simultdneamente
la modalidad x; del caracter X y la modalidad y; del caracter Y. Le llamamos
frecuencia absoluta del par (z;,y;).

» fi;: Proporcion de individuos en la poblaciéon que presentan simultdneamente
la modalidad x; del caracter X y la modalidad y; del caracter Y. Le llamamos
frecuencia relativa del par (z;,y;). Por la definicién de proporcién sobre el
total, tenemos que:

fij:% ie{l,2,... k}je{l2,. .. p}

Gracias al principio de incompatibilidad y exhaustividad de las modalidades,

tenemos que:
kp

k- »p
2D mi=n ) ) fi=1
i=1 j=1 i=1 j=1

.k recibe el nombre de distribucién conjunta de

-P

La distribucién {(z;, y; ,nw} —1

los caracteres X e Y.

= n;: Nimero total de individuos que presentan la modalidad x; del caracter X
sin tener en cuenta las modalidades que puedan tomar para el caracter Y:

p
TLZ:ZTLU‘ ZG{]_,,]{?}
Jj=1

25
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= f;: Proporcién total de individuos que presentan la modalidad x; del cardcter
X sin tener en cuenta el caracter Y:

P
fi.:E fij:? ie{l,....k}
i=1

= 1 ;: Numero total de individuos que presentan la modalidad y; del caracter Y’
sin tener en cuenta las modalidades que puedan tomar para el caracter X:

k
n.jzznij jefl,....p}
i=1

» f;: Proporcién total de individuos que presentan la modalidad y; del caracter
Y sin tener en cuenta el caracter X:

k
f.j:Zfij:# jef{l,....p}
i=1

Se tiene que:

p

k k p
Zni.zzn.j:n Zfi.:Zf.jzl
i=1 i=1 j=1

Jj=1

2.2. Tablas estadisticas bidimensionales

Para agrupar nuestros datos estadisticos, usaremos una tabla de doble entrada
como la siguiente:

X\Y i [ v2 ||y || Y | na
I ni1 | N2 cee | My cee | Map | M.
T2 TNo1 | M929g <ol | Ny coe | Map | N2,
€T; i1 i1 cee | My coe | Mip | Ny
T Ne1 | M2 | - | Ngg | -+ | Ngp | Nk
n; n1 no . n Ce Ny n

En el caso de que uno de los caracteres sea cualitativo, esta tabla recibira el
nombre de tabla de contingencia.

2.3. Representaciones graficas

2.3.1. Diagrama de dispersion o nube de puntos

Consiste en representar cada par de observaciones (z;,y;) por un punto en un
plano bidimensional. Para representar la frecuecia absoluta de cada punto, se suele
incluir un ntimero pequeno al lado de cada punto. En caso de representar variables
cuantitativas continuas, usaremos las marcas de clase.
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2.3.2. Estereogramas

Los estereogramas son graficos tridimensionales formados por barras colocadas
en cada punto (z;,y;) con altura n;;.

En el caso de las variables cuantitativas continuas, las barras pasaran a ser pris-
mas, donde la base del prisma tiene dimensiones e; — e;_1xe; — e;—1. La altura de
cada prisma vendra dada por la férmula:

TLZ'j

(Li — Lica)(Lj — Lj1)

hij -

De tal forma que el volumen de cada prisma es igual a la frecuencia absoluta de
cada pareja de intervalos de clase.

2.4. Distribuciones marginales

Las modalidades del caracter X junto con las frecuencias n; forman la distribu-
ciéon marginal del caracter X:

{%‘, nz}zzlk

Mientras que las modalidades del caracter Y junto con las frecuencias n ; forman
la distribucién marginal del caracter Y':

i nti=1..p

Ambas son distribuciones unidimensionales, a las que es posible dar el tratamien-
to visto en el tema anterior.
Como ejemplo, la distribucién marginal del caracter X es la siguiente:

X | n, fi.
Ty | Ny, f1.
To | N2, fz.

Ty | Nk | S
n 1

2.5. Distribuciones condicionadas

En ocasiones es interesante el estudio de un caracter solo sobre los individuos
que presentan una modalidad (o varias) del otro caracter. por ejemplo, podria ser
interesante el estudio del cardacter X en la subpoblacion formada por los individuos
que presentan la modalidad y; del caracter Y, una subpoblacién de n ; individuos.

Decimos que la frecuencia relativa de la modalidad x; del caracter X en aquellos
individuos que presentan la modalidad y; del cardcter Y es:

fii =1 =

n;

nij

ie{l,....k}
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Anidlogamente, podemos considerar la frecuencia relativa de la modalidad y; del
caracter Y en aquellos individuos que presentan la modalidad x; del caracter X:

fiyi = f; =

Tij .
— e{l,...
w {1,....p}

De esta forma, existen p distribuciones condicionadas para el caracter X segin
una unica modalidad del caracter Y y k distribuciones condicionadas para el caracter
Y segin una unica modalidad del caracter X.

Ejemplo de la distribucion condicionada del caracter X respecto a la modalidad
y; del caracter Y, que denotaremos por X/Y = y;:

Ty | Ny ff
Lo | Naj f‘27

J
T | g | i
n.; 1

De las definiciones anteriores, tenemos que:
n;. Tlij n j Tlij

f Ny _n
= —2 = - _J Y
J n n n;. n n,;

fy = fif} = f5f!

2.6. Dependencia e Independencia estadistica

Dos caracteres X e Y seran estadisticamente dependientes cuando la variacion
en uno de ellos influya en la distribucién del otro.

Por otra parte, se dice que el caracter X es estadisticamente independiente del
cardcter Y si las distribuciones de X condicionadas a cada valor y; de Y (X/Y = y;)
son idénticas para cualquier valor de j. En este caso, cada distribucién condicionada
es idéntica a la distribucion marginal de X:

i1 Ny NGy _ Mp Vi—1 L
. T ", ., R

De donde tenemos que:

; Nyi N1+ Ngo + ... + Ny ;.

n, MNi+no+...+n, n

Por lo que si fij = f;, Vi € {1,...,k}, entonces el cardcter X serd independiente
del cardcter Y. (Anédlogamente, se define la independencia del caracter Y con el
caracter X).
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Proposicién 2.1. Si X es una variable independiente de Y = fi. = f;/;

Demostracion. Suponemos X e Y variables independientes.
P P o p
o= fi=) fuyila = fui ) fi=Fuif-= fus
j=1 j=1 j=1

donde en (x) he usado que las variables son independientes, por lo que la fre-
cuencia condicionada a Y no depende de j. O

Teorema 2.2 (Teorema de Caracterizaciéon de la Independencia). Sean X e Y dos
variables estadisticas.
X eY son independientes <= fi; = fi.f; <= ny; = "L Vi j

Demostracion. Demostramos mediante la doble implicacién:

—>) Suponemos X e Y independientes, es decir, fi/; = fi.
Por tanto,
fig = fiyif5 = lif;
<=) Suponemos f;; = fi.f,;.
Probemos que X e Y son linealmente independientes.
_fi

=T

= fisi

O

Proposicion 2.3. Si el cardacter X es independiente del cardcter Y, entonces Y es
independiente de X (la independencia es una propiedad reciproca,).

Demostracion. Supuesto X independiente de Y, tenemos f;. = f;/; Vj=1,...,p
fig = fifs=fifipp= fj=Tisi
demostrando asi que X es independiente de Y. O

Se dice que el caracter X depende funcionalmente del caracter Y si a cada mo-
dalidad de y; de Y le corresponde una tinica modalidad posible de X con frecuencia
no nula. Es decir:

Vi e {l,...,p}, niy; =0 excepto para un valor i = ©(j) | n; =n,
Ejemplo. Consideramos la siguiente tabla estadistica bidimensional:

X\Y | v | vo | ys | valus

T 310161010719
T 04[]0 02]6
T3 0010|5015

31411652120

En dicha distribucién conjunta, X depende funcionalmente del cardcter Y. Sin
embargo, Y no depende funcionalmente del caracter X.

Si sucede que la dependencia funcional es bidireccional, hablaremos de una
dependencia funcional reciproca. Notemos que esta es de poco interés estadistico.
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2.7. Momentos bidimensionales

Dada una variable estadistica bidimensional (X,Y’) con una distribucién con-
junta {(z;,y;), m]}Z 1., k, se definen los momentos conjunto central y no central de

érdenes ry s (r, s 6 N U {0}) como:

Zqu y; —7)°

=1 j=1

szwl’ Yj

i=1 j=1

Los momentos centrales mds utilizados son las varianzas marginales, sy = 02 y
Ho2 = ay y el momento 171, cuya importancia se describe a continuacion:

2.7.1. Varianza

Definicién 2.1. Dadas dos variables estadisticas unidimensionales, X y Y, se define
la covarianza de las variables X e Y como:

0y = Cov(X,Y) = 1y

Proposicion 2.4. Dadas dos variables estadisticas unidimensionales, X y Y, se
tiene:

Ogy = H11 = 11 — M10Mo1

Demostracion.

kE p kp
Ozy = Cov(X,Y) = pu1 = ZZ]%(% —I)(y; — ) = ZZfij(l"iyj — Ly — Ty; + TY) =

o c 2
= sziyjfij - Zzl’zﬂfu - szyjfij + Z Zfﬂfzj =
i=1 j=1 i=1 j—l i=1 j=1 i=1 j=1
:szly]flj @/szfz xzyjfj +xyZZfz]
i=1 j=1 i=1 j=1
= Zszy]fU JT — Ty + 2y =
=1 1
k ]p
= Z Z xy; fij — TY = my1 — migmor
i=1 j=1

Mrs = MypoMMos

Proposicion 2.5. 5i X e Y son independientes —> {
Hrs = HroMos
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Demostracion. Supongo X e Y independientes, por lo que f;; = f; f,;. Entonces:

k D
Z Z falys = Z Z Fif @iy =D fial Y f iy = meomos
i=1 j=1

i=1 j=1 i=1 j=1

k p k p
= Z filwi =)y —0) =D fufilwi— ) (y; —9)° =

=1 j=1 i=1 j=1
k P
= filwi—2)" > fi(y; — 9)° = pottos
i=1 j=1

O]
Corolario 2.5.1. 5@ X eY son independientes = 05, = 0
Demostracion. Supongo X e Y independientes, por lo que m,.s = m,gmg,. Entonces:
Ogy = 11 — M10Mo1 = M1pMMo1 — M10Mo1 = 0
O

Proposicién 2.6. Si se transforman los valores de x; e y; mediante transformacio-
nes lineales dadas por:
x,=ar;+0b
{ y; =cy; +d
La covarianza queda como:
Ogly = ACO gy

Demostracion.
kE p
oy = ZZ Fi@=2)y=7) =Y fiil(azi+b)—(az+b)][(cy;+d) — (cg+d)] =
i=1 j=1 i=1 j=1
k p
=acy Y (i —T)(y; — §)f;j = aco,
i=1 j=1

]

Si expresamos nuevas variables a partir de otras, podemos calcular su covarianza
a partir de la otra:
r_ r_
r;=ar; +b y;=cy; +d

k p
Oox'y’ = ZZ]‘U(@% + b—?)(Cy] + d— y,) =

i=1 j=1

=3 fslami+ b — (a7 + b)) ey +d — (7 + d)) =

i=1 j=1
k

k
Zz.fzg axz (Cy] - Cy - CLCZZfW y) = ACO gy

i=1 j=1 i=1 j=1

hS]
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2.8. Regresion

Pretendemos buscar que un nimero de magnitudes X1, ..., X, se relacionen con
una variable Y mediante la expresion:

Y = f(Xy,...,X,)
Podemos abordar el problema desde dos enfoques:

= Regresion: La determinacién de la estructura de dependencia que mejor ex-
presa la relacion de la variable Y con las demas.

= Correlacion: El estudio del grado de dependencia que existe entre las variables.

Si dos variables presentan una dependencia estadistica (es decir, una dependencia
no funcional), no es posible encontrar una ecuacion tal que los valores que puedan
presentar dichas variables la satisfagan. Es decir, no es posible encontrar una fun-
cion que pase por todos los puntos del diagrama de dispersion que representa esa
distribucién conjunta. Por tato, tendremos que ajustar lo mejor posible una funcion
a una serie de valores observados, encontrando una curva que, aunque no pase por
todos los puntos de la nube, més se aproxime a ellos. Dicho método recibe el nombre
de ajuste por minimos cuadrados.

2.8.1. Método de minimos cuadrados

Sea f(z;,aq,...,a,) la funcién que aproxima la variable Y en funcién de los
valores de X.

Notacion. A los valores ajustados se les notara de la siguiente manera:

gj:f(fi;aoy---,an)

Definicién 2.2 (Residuo). Se define el residuo de la modalidad y; de la variable Y’
como:

eij =V — Ui = Yy; — f(xi,a0,a1,...,a,)

El método de minimos cuadrados consiste en encontrar una funcién f que mini-
mice la media de los cuadrados de los residuos:

k- »
ECM(f(wi,a0,a1,...,a,)) =¥(ag, a1, ..., a,) = ZZfijG?j

i=1 j=1

La funcién 9 se denomina el error cuadrético medio de la funciéon f, denota-
da ECM(f(x;,a9,a1,...,a,)). Como los pardmetros (z;,aop,ay,...,a,) sélo estan
sometidos a sumas, productos y cuadrados dentro de 1, dicha funcion es deriva-
ble respecto a cada a; Vi € {0,...,n}. Ademds, se puede asegurar que el punto
(dg,dy,...,a,) donde se anulan las derivadas parciales primeras respecto de cada a;
corresponde a un minimo de la funcién .
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El célculo de los parametros de la funcién de ajuste Sptima segun el méto-
do de los minimos cuadrados consiste en resolver el siguiente sistema, llamado
sistema de ecuaciones normales:

o Oﬁ'Zqueua vre {0, n}

=1 j=1

Una de las funciones de regresiéon mas utilizadas para expresar el comportamiento
de una variable en funcién de la otra es un polinomio de grado n (comenzaremos
conn =1).

Ajuste lineal (recta de regresién)
Y = f(X;a,b) = a+bX

Supongamos que queremos ajustar por el método de minimos cuadrados una
recta que exprese Y en funcién de X. La funcién seria Y = f(X;a,b) = a+bX, por
lo que tendremos que calcular el minimo en a y b de la funcién:

k p
Y(a,b) = ECM(a,b) = > Y fijly; — (a + bxy))?
=1 j5=1
Obtenemos el sistema de ecuaciones normales:

(0
af—OiZZfU —(a+0bzx;)] =0

i=1 j=1 mor = a + bmyg

81# mi1 = amqyg + bm20

ab—o;»Zwa — (a+ bxy)]z; =0

\ i=1 j=1 J

La resolucion de dicho sistema nos proporciona los coeficientes buscados:

A mi1 — MipMo1 . Ogy_
a =mo1 — 7 Mo =Y— 57T
Mo2 — My (o

b— mMiy — MyeMor ~ Ogy

2 o 2

Por tanto, la recta de regresion de Y sobre X tiene por expresion:

Y = U—I;'X +7— U—?E (Equivalentemente, Y -7y = 0—‘2@/(}( — f))
o2 o

x x

Definicién 2.3 (Coeficiente de regresion lineal). Al coeficiente U—ny se le denomina

coeficiente de regresion lineal de Y sobre X. ’

Anélogamente, se define el coeficiente de regresion lineal de X sobre Y.
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Anélogamente, la recta de regresién minimo cuadratica de X sobre Y es la recta
X =h(Y;e,d) = ¢+ dY que minimiza la funcién

dle,d) = Y fij(wi — &5)°

i=1 j=1

donde #; = c+ dy;. Siguiente el procedimiento anterior, llegamos a que la recta
de regresion de X sobre Y es:

_ 0 _
X -—-7=-"2(Y -7)
o2
y
Los coeficientes de regresion son las pendientes de las rectas de regresion. Los
signos de dichos coeficientes son los mismos para ambas rectas e igual al signo de la
covarianza. Cuando exista dependencia funcional lineal, las dos rectas de regresion
coincidiran con la recta de dependencia.

Algunas propiedades de la recta de regresion son:

Lema 2.7. Las rectas de regresion pasan por el punto (Z,y).

Demostracion. Larecta de regresion de Y sobre X tiene la forma de y—y = K(z—2).
Para x = z, vemos que y = ¥.

Anélogamente, la recta de regresiéon de X sobre Y tiene la forma de z — = =
K(y — y). Para y = g, vemos que = = T. O

Lema 2.8. La media de los valores ajustados coincide con la de los valores obser-
vados de la variable.

Demostracion.
k p k p
NI WATETENEAY
i=1 j=1 i=1 j=1
O]
Corolario 2.8.1. La media de los residuos vale 0.
Demostracion.
k D k D
foeig =Y. filyi =) =9-5=0
i=1 j=1 i=1 j=1
O]

Corolario 2.8.2. La media de los productos de los residuos por los valores de la
variable explicativa vale cero.

Demostracion.

ko op Eop
szijeijxi B jZZfz‘jez‘j =0

i=1 j=1 i=1 j=1
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Corolario 2.8.3. La media de los productos de los residuos por los valores ajustados
vale cero.

Demostracion.
k- p - P
Z Z fijeizu; = @Z fijei; =0
i=1 j=1 i=1 j=1
donde se ha aplicado la Proposicion 1.3. O]

Ajuste polinémico
Y = f(X;5a0,01,...,a,) =ap+ a1 X + -+ a, X"

Si queremos aproximar mediante un polinomio de grado superior o igual a dos,
el método de minimos cuadrados nos conducira al sistema de ecuaciones:

¢

mop1r = Qo + a1M1o 4+ ...+ A Mp0

mi1 = QMg + a1Mao + ... + ApMy10
Mo = QoMeo + a1Mgo + ... + ApMpt20
Mp1 = QMpo + A1 Mpy10 + - -+ ApMap o

\
Para ajustar a la nube otro tipo de funcién, intentaremos pasar a un ajuste

polinémico. Ejemplos de esto son los siguientes ajustes:

Ajuste hiperbdlico

1
Y = f(X;a,b) =a+b—
f(Xia,b) =a+ b

Si queremos realizar un ajuste hiperbdlico mediante una hipérbola equildtera
realizamos la transformacion Z = <Y realizamos el ajusta de minimos cuadrados

a la recta Y = a + bZ sobre las variables (Z,Y).

Ajuste potencial
Y = f(X;a,b) = aX’

De otra forma, si queremos aplicar el ajuste potencial hemos de aplicar el loga-
ritmo y obtenemos la siguiente expresion:

InY =lna+b6lnX

Llamando a las variables V =1InY, U = In X, A = In a, quedandonos la siguiente
expresion a calcular el ajuste lineal:

V=A+bU
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Ajuste exponencial
Y = f(X;a,b) = ab”

De otra forma, si queremos aplicar el ajuste exponencial hemos de aplicar el
logaritmo y obtenemos la siguiente expresion:

InY =lna+ X1Inb

Llamando a las variables V =InY, A =Inay B = Inb, quedandonos la siguiente
expresion a calcular el ajuste lineal:

V=A+BX

2.8.2. Regresion de tipo I

Podemos ademas realizar regresiones de una variable dependiente Y dado el valor
x; de una variable independiente asociada X. Es decir, predecir el comportamiento
de la variable condicionada Y/X = ;.

Teniendo en cuenta la representatividad de le media en lo que al comportamiento
de una variable se refiere, se define la curva de regresiéon de tipo I de Y/X como
la curva que pasa por los puntos (x;,7;) Vi € {1,...,k}. Andlogamente, se defien
la curva de regresiéon de tipo I de X/Y como la curva que pasa por los puntos
(LU_]', y]) VJ € {1, e ,p}

Estas curvas tienen la propiedad de ser entre todas las funciones las que mejor se
ajustan a los datos observados segiin el método de minimos cuadrados. Estas curvas
no son de gran utilidad préactica, pues el hecho de conocerla solamente en puntos
aislados hace que sea inttil para le prediccién en los demas casos.

2.9. Correlacion

El grado de asociacion entre las variables nos indicard en qué medida la expresion
encontrada mediante la regresion explica una variable en funciéon de la otra. El
estudio de la correlacién también equivale al estudio de la bondad del ajuste de una
curva a una nube de puntos.

Para ello, en primer lugar es importante diferenciar entre los ajustes lineales en
los parametros y los no lineales en los pardametros.

Los que si son lineales en los parametros son aquellos a los que no se les ha
aplicado ninguna transformacion a los parametros. Ejemplo de estos son los ajustes
mediante rectas, parabolas o hipérbolas equilateras.

Los no lineales en los parametros implican que a alguno de los parametros se le ha
aplicado alguna transformacion. Ejemplos son el ajuste potencial o el exponencial.

2.9.1. Varianza residual. Coeficiente de determinacion

El método de minimos cuadrados toma como medida del error que se comente
al ajustar una curva la siguiente medida:
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Definicién 2.4 (Varianza Residual). Se define la varianza residual del ajuste de Y
en funcién de X como:

k p k p

=Dt =03 il =007 = D> fulyy — fl@)

=1 j=1 i=1 j5=1 =1 j=1

Dicha cantidad se usa como medida de la bondad del ajuste. Por tanto, cuanto
menor sea la varianza resiudal, mejor serd el ajuste.

Observacion. En funciones lineales de los pardametros la media de los residuos es
cero (generalizacién del lema 2.8), por lo que la expresién anterior es precisamente
la varianza de los residuos, o varianza residual.

En funciones no lineales en los parametros, la media de los residuos no es nula,
aunque se sigue denominando varianza residual. Por ello, es importante no confundir
la varianza residual con la varianza de los residuos en los ajustes no lineales en los
parametros.

También se define la siguiente medida:

Definicién 2.5 (Varianza Explicada). Se define la varianza residual de Y como:

- ZZfz‘j(@j -7

Por norma general, se toma como medida del grado de ajuste el coeficiente de
determinacion.

Definicién 2.6 (Coeficiente de determinacién). El coeficiente de determinacion, o
razén de correlacion, es la proporcién de la varianza total de la variable Y explicada
por la regresion. Esto es, el cociente o razon entre la varianza explicada y la total.

2 —
v/ x = 5
o
y
Por tanto, para comparar todo tipo de ajustes se puede emplear la varianza
residual o el coeficiente de determinacién, aunque se suele emplear la primera
medida.

Caso concreto de ajustes lineales en los parametros

En este caso, como la varianza residual coincide con la varianza de los residuos,
se tiene que es posible descomponer la varianza en una suma de la varianza residual
y la varianza explicada por la regresion:

2 2 2
ay—aey+ary

En este caso, se tiene que:

2
2 . ey Try
Ny/x = 5
y
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Interpretacion del coeficiente de correlaciéon

De la misma expresién se deduce que: 0 < 75 x S L

2

] 7712//)( =0« 0 = 0. Es decir, el modelo no explica nada de Y
v
a partir de X. El ajuste es el peor posible que se puede hacer por minimos
cuadrados.
o2
. 7732//35 = 1 & — = 1. Es decir, todos los residuos son nulos y s explica la
o

y
variable totalmente. El ajuste es perfecto.

= Para valores intermedios entre 0 y 1, segiin estén mas proximos a un extremo
0 a otro nos indicardn un peor o mejor ajuste: Un ajute del 60 % explica que
el 60 % de la variabilidad total de Y la explica el modelo propuesto mediante
la variable independiente.

2.9.2. Correlacion en el caso lineal

En este caso, tenemos el siguiente resultado, muy ttil para calcular la bondad
de los ajustes lineales:

Teorema 2.9. En el caso de un ajuste lineal, el ajuste de determinacion viene dado

por:
2
2 zy

— 9 2
olo?

7712f/X = 77§</Y =r =

Demostracion. Demostramos para la recta de Y sobre X, ya que en el otro caso
seria andlogo. La recta mencionada tiene por expresion:

_ Oz O —_
Y-7=—=3X-7) =Y =7+ _3(X-7)

Por tanto, la varianza residual en el caso de la recta de regresion es:

szw J ()] —Zme{y] ( + Zz (a:i—f))r:

=1 j=1 i=1 j=1 ac
k p 2
_ Og _
-3 {(yj -0~ (Zw-m)] -
i=1 j=1 x
k p o2 o
)2 T —\2 T _ _
=S |- o =7 =22y~ - )| =
i=1 j=1 z z
2 2 2
2 Uﬂﬂy Ty 2 Ul,y
_O—y+0_x_2_§_0y_0'_§

Por tanto, como en este caso estamos ante un ajuste lineal en los parametros,
tenemos que:

2 _ Fay 2 2
2 Ory Iy ~ 52 Oy Oy
Ny, o2 =1- o2 :1_1+0202_0202 0
y y %y %y
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Este resultado es de gran ayuda, ya que nos permite calcular n2 /X de una forma
mucho mas cémoda.

Es til calcular la varianza residual en funcién de r2, ya que el célculo del segundo
es mucho mas sencillo. No obstante, es necesario a veces conocer la varianza residual
para comparar con modelos no lineales en los parametros. Por eso, se tiene que:

2 Uzy 2 2 2
Nyx =1— o =7 =0, =(1-1)0
)

2
Y

Por 1ltimo, se introduce un nuevo coeficiente. La raiz cuadrada del coeficiente
de determinacién lineal anterior (con el signo de la covarianza) recibe el nombre de
coeficiente de correlacién lineal:

r=+Vr? = Ty

00y

Dicho coeficiente se usa para determinar el grado de dependencia lineal de la
variable dependiente ante los valores de la variable independiente. Esta dependencia
puede ser directa (o positiva) o indirecta (o negativa), segiin el signo de la covarianza.
Adopta valroes entre £+1 y 0.

» Para la covarianza positiva:

Si r = 1, existird una dependencia lineal funcional, mientras que si r = 0
no existirda ninguna dependencia o asociacién entre las variables de tipo li-
neal, aunque si puede haberla de otra naturaleza, convirtiéndose las rectas de
regresion paralelas a los ejes de coordenadas.

= Para la covarianza negativa: Si r = —1, existirda una correlacién perfecta, con
una dependencia funcional lineal, coincidiendo las dos rectas en una sola.

Para resumir, diremos que —1 < r < 1. Cuando varia de —1 a 0 estamos en
una correlacién negativa y la dependencia serda mayor cuanto mas se aproxime a —1
mientras que si varia de 0 a 1, la correlacion es positiva y el grado de dependencia
serd mayor cuanto mas se aproxime a 1.

2.10. Predicciones

Uno de los objetivos principales de la regresion y correlacion es hacer predicciones
de la variable dependiente en funcién de los valores que toma la variable indepen-
diente. Las predicciones se efectian utilizando la funcion estimada por el método
de minimos cuadrados, f. Con la que obtenemos los valores tedricos que ajustan a
los observados. La predicciéon serda mas fiable cuanto mayor sean los coeficientes de
determinacion correspondientes o razones de correlacién, ya que menor sera la va-
rianza de los residuos, que nos indica la cuantia de la separacion entre lo observado
y estimado.

Hay que tener presente que la fiabilidad de las predicciones disminuye a medida
que los valores de la variable independiente se aleja de su recorrido, pues puede que
el modelo ajustado no sea valido para dicho valores en la medida dada por 7>
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3. Combinatoria

A continuacién, y antes de adentrarnos en la Probabilidad y como puente a ella,
haremos una breve introduccion a la combinatoria, aquella rama de las matematicas
que estudia las diversas formas de realizar agrupaciones de conjuntos a partir de
uno.

Dependiendo de las agrupaciones que queramos realizar distinguimos distintos
tipos de sucesos, dependiendo de si importa el orden o no.

(

Variaciones
Si
Permutaciones
JImporta el orden?
No Conmutaciones

\

Donde cada una de ellas puede ser con y sin repeticiones. Es decir, hay que
diferenciar si, tras escoger un elemento del conjunto, para la siguiente eleccién se
vuelve a tener en cuenta o ya no.

3.1. Variaciones

Las variaciones consisten en, dado un conjunto de m elementos, calcular de cuan-
tas formas posibles somos capaces de formar grupos de n elementos (n,m € N).

Se trata de una disciplina en la que importa el orden, por lo que diremos que
dos variaciones de n elementos (ambas obtenidas a partir del mismo conjunto de
m elementos) son distintas si y sélo si tienen distintos elementos o si estos estan
dispuestos en distinto orden.

Es decir, a partir de {0,1,2}:
Las variaciones {0, 1},{0,2}, {1,0} son distintas entre si.

3.1.1. Variaciones sin repeticion

Son aquellas en las que dado un conjunto padre de m elementos distintos, sélo
podremos obtener el elemento a del conjunto padre una tnica vez. Es decir, cada
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conjunto hijo de tamano n contendrd 0 o 1 veces el elemento a del conjunto padre.
Por tanto, todas estas cumplen que 1 < n < m.

Por tanto, dado el conjunto padre {0, 1, 2}, la variacién {1, 1} no es una variacién
sin repeticion.

Para calcular el nimero de formas distintas en las que podemos generar varia-
ciones sin repeticién de tamano n a partir de un conjunto padre de tamano m (con
1<n< m) usaremos la expresion:

m!
Vi = (m—n)!
Que se deduce de la expresién:
m!
Vm,n:m-(m—l)-(m—2)-...-(m—n+1):m

De todos los posible elementos m, cogemos 1 luego hemos tenido m posibles
opciones. A continuacion, elegimos otro elemento de esos m — 1 restantes, luego
hemos vuelto a tener m — 1 posibles opciones, repetimos el proceso hasta elegir
m —n + 1 (el dltimo elemento que hay que coger para obtener un total de n)
elementos y cogemos otro, luego hemos vuelto a tener m — n 4+ 1 opciones y ya
tenemos los n elementos deseados.

3.1.2. Variaciones con repeticion

Esta disciplina se basa en, dado un conjunto padre de m elementos distintos,
obtenemos n elementos de este, pudiendo repetir cualquier elemento a del conjunto
padre las veces que queramos. Estamos interesados en calcular el niimero de formas
posibles en las que podemos formar conjuntos de n elementos que contengan los
elementos del conjunto padre de m elementos. Notemos que, en este caso, n puede
ser mayor que m.

Un ejemplo de variacién con repeticién de un conjunto {0, 1} pueden ser:
{0,0,0,1,1},{1,1,1,1,1}.

Para calcular el nimero de formas distintas en las que podemos generar varia-
ciones con repeticién de tamano n a partir de un conjunto padre de m elementos,
usamos la expresién:

VRypn =m"

Que se deduce del siguiente razonamiento: De los m elementos del conjunto
padre, para el primer elemento de nuestra variacién podemos hacer m elecciones.
Para el segundo elemento de la variacién seguimos pudiendo hacer m elecciones,
luego tenemos m - m posibilidades para los dos primeros elementos, ..., para el
elemento n-ésimo seguimos teniendo m posibilidades, luego hay

m- ... m=m"
~
n veces
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3.2. Permutaciones

Las permutaciones consisten en, dado un conjunto de m elementos, calcular de
cuantas formas posibles somos capaces de reordenar dicho conjunto en conjuntos
distintos.

Se trata de una disciplina en la que obviamente importa el orden, por lo que dos
permutaciones de m elementos serdn distintas si sus elementos estan dispuestos en
distinto orden.

Por tanto, dado el conjunto {1,2} las permutaciones {1,2},{2,1} son distintas.

3.2.1. Permutaciones sin repeticion

Esta disciplina cuenta el nimero de formas posibles en las que podemos reorde-
nar un conjunto de m elementos en el que cada elemento se repite una tnica vez. Es
decir, no hay elementos repetidos en él. Por tanto, un conjunto de la forma {0, 1,1}
seria un conjunto invalido para esta modalidad.

Notemos que las permutaciones de m elementos sin repeticién coinciden con
las variaciones sin repeticion de elegir m elementos a partir de m elementos del
conjunto padre. Por tanto, igualando n = m tenemos la expresién deseada para
calcular el nimero de formas distintas en las que podemos reordenar un conjunto
de m elementos:

P, =Vym =m!

Su razonamiento es analogo al de las variaciones sin repeticion, esta vez cogiendo
m elementos.

3.2.2. Permutaciones con repeticién

Esta disciplina trata de contar el niumero de formas posibles en las que pode-
mos reordenar un conjunto de m elementos en el que es posible que un elemento se
repite varias veces. Es decir, el primer elemento se repite n; veces, el siguiente que

es distinto al primero ny veces, ..., el iltimo elemento distinto a los anteriores se
k

repite ny veces. Notemos que > n; = m.
i=1

Para calcular el nimero de formas distintas en las que podemos reordenar un
conjunto de m elementos en el que hay n; elementos iguales, ny elementos igua-

les, ..., ni elementos iguales viene dado por la expresién:
|
P R™MM2s ke — m:

Su razonamiento es, partiendo de una permutacion sin repeticién, tenemos m!
formas posibles de permutar el conjunto, lo que pasa es que tenemos elementos
repetidos, el primer elemento se repite n; veces, el segundo distinto al primero ns
veces, ...Por tanto, de todas las formas posibles en las que podemos ordenar el
conjunto queremos quitarnos la posibilidad de intercambiar los elementos que son
iguales entre si, que lo conseguimos dividiendo entre n;! Vi € {1,... k}.
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3.3. Combinaciones

Las combinaciones de n elementos a partir de un conjunto de m elementos dis-
tintos son variaciones en las que no importa el orden, es decir, las combinaciones del
conjunto padre {0, 1,2} dadas por {0,1},{1,0} son iguales. Por tanto diremos que
dos combinacinoes son distintas si y so6lo si tienen elementos distintos.

Notemos que las combinaciones (con y sin repeticién) son variaciones (con y sin
variacién) en las que no importa el orden. Para adentrarnos en la diferencia entre
las que son con repeticion o sin repeticion, es necesario definir el siguiente concepto:

Definicién 3.1 (Ndmero combinatorio). Dados m,n € N U {0}, con m > n, el
nimero combinatorio “m sobre n” es un numero entero que resulta de evaluar la

siguiente expresion:
my\ m!
n)  (m-—n)-nl

3.3.1. Combinaciones sin repeticiéon

Esta modalidad se basa en, dado un conjunto padre de m elementos distintos,
obtener n elementos de dicho conjunto (cada elemento sélo se podra obtener como
maximo una vez), sin que importe el orden. Por tanto, debemos tener en cuenta que
1< n<m.

El niimero de formas distintas de las que podemos tomar n elementos distintos
de un conjunto padre con m elementos distintos sin que importe el orden (con
1 < n < m) viene dado por la expresién:

V, m! m
Crn = 28— =
’ P, (m —n)!-n! (n)

Es decir, consideramos el nimero total de variaciones de n elementos a partir de
un conjunto de m elementos distintos y le quitamos las distintas formas en las que
podemos reordenar dicho conjunto de n elementos, es decir, nos olvidamos de las
permutaciones de n elementos que podemos realizar ya que con ellas obtendriamos
conjuntos iguales al no importar el orden.

3.3.2. Combinaciones con repeticion

Esta modalidad es similar a la anterior, dada una variacién con repeticion de
n elementos a partir de un conjunto padre de m elementos distintos, tratamos de
olvidarnos de aquellos conjuntos que teniendo los mismos elementos estan ordenados
de formas distintas.

Para calcular el nimero de formas en las que podemos coger una variacion de n
elementos a partir de un conjunto padre de m elementos distintos sin que importe
el orden usaremos la expresion:

-1 —1)!

n (m—1)!-n!
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La Probabilidad es la ciencia que estudia como debe emplearse la informacién y
como dar una guia de accion en situacion préacticas que envuelven incertidumbre.

= Fenémenos deterministicos: Los que dan lugar al mismo resultado si se
hacen bajo condiciones idénticas.

= Fen6omenos aleatorios: los resultados pueden variar incluso si el estudio se
realiza con las mismas condiciones iniciales.

Caracteristicas de los fenomenos aleatorios:
= El experimento se puede repetir indefinidamente bajo idénticas condiciones.

= Cualquier modificaciéon minima en las condiciones iniciales de la repeticion
puede modificar completamente el resultado final del experimento.

= Se puede determinar el conjunto de posibles resultados del experimento, pero
no se puede predecir previamente un resultado particular.

= Si el experimento se repite un niimero grande de veces, entonces aparece algin
modelo de regularidad estadistica en los resultados obtenidos.

4.1. Espacio Muestral

Si consideramos un experimento aleatorio arbitrario, cada uno de los posibles
resultados que no puedan descomponerse en otros mas simples recibiran el nombre
de suceso elemental. En el ejemplo de tirar un dado, los posibles sucesos elementales
son: 1, 2, 3,4, 5y 6.

El conjunto que contiene a todos los sucesos elementales asociados a un expe-
rimento aleatorio recibe el nombre de espacio muestral, 2. En el ejemplo anterior:
Q' =1{1,2,3,4,5,6}. Los espacios muestrales pueden ser finitos, infinitos numerables
o continuos.

Llamaremos suceso (0 suceso aleatorio) a cualquier subconjunto del espacio mues-
tral, es decir, un conjunto de sucesos elementales cuya aparicion da lugar a un suceso.
En el ejemplo del dado, podemos considerar el suceso A de sacar un nimero par:

A=1{2,46}CQ
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4.1.1. Sucesos
Cabe destacar que existen diversos tipos de sucesos:

= Suceso elemental: Definido anteriormente, cada uno de los resultados posi-
bles de nuestro experimento aleatorio, consta de un tnico elemento del espacio
muestral.

= Suceso compuesto: Aquel que consta de dos o més sucesos.

= Suceso seguro o universal: Aquel que ocurre siempre. Consta con todos los
sucesos elementales del espacio muestral y, por tanto, se identifica con él. En
el ejemplo anterior, un suceso seguro es sacar en un dado un nimero del 1 al

6.

= Suceso imposible: Aquel que no puede ocurrir nunca. No contiene ningin
elemento del espacio muestral, lo representamos con (). En el ejemplo del dado,
un suceso imposible es sacar un 7 al tirar el dado.

4.1.2. Relaciones y Operaciones de sucesos

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, diremos que el suceso
A estd contenido en el suceso B, notado A C B si siempre que ocurre el suceso A
ocurre el suceso B, dicho en lenguaje de conjuntos, si Va € A a € B.

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, diremos que el suceso A
es igual al suceso B si siempre que ocurre el suceso A ocurre el suceso B y siempre
que ocurre el suceso B ocurre el suceso A, es decir: AC B N B C A.

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, definimos la unién de A
y de B, notado A U B como aquel suceso que ocurre siempre que ocurre A o que
ocurre B, es decir: Va €e AUB=a€ AV a€B

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, definimos la interseccion
de A y de B, notado AN B como aquel suceso que si ocurre implica que ocurre A y
que ocure B, es decir: Va e ANB=a€A N a€B

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, definimos el complementario
de A en B, notado B — A como aquel suceso que ocurre siempre que ocurre B y no
ocurre A, es decir: Vo€ B—A=a€ B A a¢ A.

Podemos hablar solamente del complementario de un suceso. En este caso, enten-
derems que el complementario de un suceso A de un experimento aleatorio, notado
A es igual al complementario de A en el espacio muestral Q: A = Q — A.

Diremos que dos sucesos A y B son disjuntos o incompatibles si no pueden ocu-
rrir simultdneamente, es decir, que su interseccién sea vacia: AN B = (. En el
ejemplo de tirar un dado, el suceso de que salga un niimero par es incompatible con
el suceso de que salga impar.
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Diremos que un conjunto de sucesos { A, Ay, ..., A,} es un
sistema exhaustivo de sucesos si la unién de todos ellos es igual al espacio muestral:

AJUAU...UA, =0

Diremos que un conjunto de sucesos { Ay, As, ..., A, } es un sistema completo de sucesos
o una particion del espacio muestral si dicho conjunto constituye un sistema exhaus-
tivo de sucesos y ademas son mutuamente excluyentes, es decir, son disjuntos dos a
dos:

AJUAU. . UA, =9

4.2. Estructuras algebra y sigma-algebra

Un conjunto de subconjuntos de €2 no trivial A se dice que tiene estructura de
algebra de sucesos o algebra de Boole si verifica que:

nVAcA=>Ac A
L] VAl,AQEAiAlLJAQEA

Notemos que VA = Qe A A 0 € A.
Un ejemplo de édlgebra de Boole es, para un cierto 2, A = P(€).

Un conjunto de subconjuntos de €2 no trivial A se dice que tiene estructura de
sigma-algebra si verifica que:

s VAc A= Ac A

oo

I\V/AhAQ,...EA@‘ AZGA

=1

Notemos que VA = Qe A A ) € A

Y que cualquier sigma-algebra es un algebra.

A lo largo de los apuntes, cada vez que aparezca A haremos referencia a una
sigma-algebra.

4.3. Diferentes concepciones de Probabilidad

Definimos una probabilidad como una fucién P : A — R, que verifica unos
ciertos axiomas. A continuacién veremos algunas concepciones distintas de cémo
calcular la imagen de cualquier elemento de la sigma-dlgebra.

4.3.1. Concepcion clasica

Sea A un suceso arbitrario asociado a un experimento aleatorio, se define la
probabilidad del suceso A mediante la Regla de Laplace como:
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4.3.2. Concepcion frecuentista

Si se realizan N repeticiones de un experimento y un determinado suceso A se ha
presentado en N, ocasiones, se define la frecuencia relativa de A en las N pruebas
como:

F(a) =

Supongamos que el nimero de realizaciones del experimento crece indefinidamen-
te y consideramos la sucesién de frecuencias relativas de A. Se define la probabilidad
de A como:

P(A) = lim fn(A)

N—oo

4.4. Definicién axiomatica de Kolmogorov

Sea (£2,.4) un espacio medible asociado a un experimento aleatorio, se define una
probabilidad como una funcién

P:A—0,1]
que verifica los siguiente axiomas:
» Axioma de la no negatividad: P(A) >0 VAe A
» Axioma del suceso seguro: P(Q2) =1

= Axioma de o-aditividad o aditividad numerable: Sea A;, As,... € A una su-
cesién de sucesos incompatibles (4; N A; = 0 Vi # j) entonces:

(00)- S

Algunas consecuencias de la definicién axiomatica de una probabilidad son:
Proposicién 4.1. La probabilidad del suceso imposible es nula: P(()) = 0.

Demostracion.

1= P(Q) = P(QUD) = P(Q) + P(0) = 1+ P(§) = P®) =0

O]
Proposicién 4.2. VA € A= P(A) =1— P(A).
Demostracion.
P(A UZ) =PQ)=1=P(A) + P(Z) = P(X) =1—-P(A)
O]

Proposicion 4.3. P es mondtona no decreciente. Es decir,
VA, Be A|AC B= P(A) < P(B)
Ademdas, P(B — A) = P(B) — P(A)
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Demostracion.
P(B) = P(AU (B — A)) = P(A) + P(B— A) = P(B) > P(A)
Ademas, se tiene que:

P(B) = P(A) + P(B — A) = P(B — A) = P(B) — P(A)

Proposicién 4.4. VA€ A= P(A) < 1

Demostracion.

VAe A= ACQ=1=P(Q) > P(A)

Proposicién 4.5. VA,Be A= P(B— A) = P(B)— P(ANB)
Demostracion.

P(B) = P((BNA)U(B—A)) = P(BNA)+P(B—A) = P(B—A) = P(B)—P(BNA)

]
Proposicién 4.6. VA,Be A= P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)
Demostracion.
P(BUA)=P[(BUA)NQ]=P[(BUA)N(AUA)] =P[(BNA)UA|] =
=P(BNA)+P(A)=P(B—-A)+P(A) =P(B)— P(ANB) + P(A)
O

Proposicién 4.7 (Subaditividad finita). VA, B € A
P(AUB) < P(A) + P(B)

En general, dados Ay, As, ... € A se verifica que:

(08) < £
i=1 i=1
Demostracion.
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB)= P(AUB) < P(A) + P(B)
Para demostrarlo de forma general, hacemos induccién sobre n.

s Para n = 1: Trivialmente es cierto.

= Para n = 2: Se acaba de probar previamente, en el caso particular.
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= Supuesto cierto para n — 1, comprobamos para n:

P (Q Ai> (U A;UA > (U AZ) +P(A,)-P <U AN An> (g)

=1

(2 nzl P(A;)+ P(A,) — P (U AN An> =

donde en (x) hemos aplicado la hipétesis de induccién.

Corolario 4.7.1 (Subaditividad numerable). Dada una coleccion de sucesos Ay, As, ... € A,

se verifica:
P (Um) <) P(A)
i=1 i=1

Proposicién 4.8 (Principio de inclusién-exclusion). Dada una coleccion de sucesos
A, Ay, A, € A, entonces:

P (Cj AZ-) - zn: P(A) — zn: P(A; N A+

i<j

+ Y PANANA) + ..+ ()P (ﬂ Ai>
1<j<k i=1
Demostracion. Hacemos induccién sobre n:

» Paran =2: P(A; UAy) = P(A;) + P(As) — P(A; N Ay), cierto.

= Supuesto cierto para n — 1, comprobamos para n:

P(QAi):P<UAiUAn> (UA>+P (UA ﬂA)

-1 n—1
ZP Z (AinAj)+ > P(A;NA; N A+
i<j <j<k
n—1 n—1
N D L (ﬂ Ai) s (U(Ai mAn)> =
=1 =1
s n n—1 n—1
=3 P(A) =) PANA)+ > P(ANANA)+
i=1 i<j i<j<k
n—1 n—1 n—1
+o (=) P (ﬂ A@> — Do PANA) =D PANA;NA,)+
=1 =1 1<j

n—1 n—1
+ Y PANANANA)+.. . +(-1)"2P (ﬂ AmAn)
i=1

i<j<k
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Lo que encontramos entre corchetes es la ltima iteracién (la n) de los bucles
anteriores, luego:

P(QAZ-):P<QAZ~UA”> (UA>+P (UA ﬂA)

:iP(Ai) —iP(AiﬂAj)—O— Z P(A; N Aj N Ay)+

i<j i<j<k

n~tp (ﬁ Ai>

]

Proposicién 4.9 (Desigualdad de Bonferroni). Dada una coleccion de sucesos Ay, As, . ..

entonces:

d PA)=P <U Ai) > P(A) = > P(A;NAy)
i=1 i=1 i=1 i<j
Demostracion. Hacemos induccién sobre n:

» Paran=2: P(A; UAy) = P(A;) + P(Ay) — P(A; N Ay), siendo ciertas por
tanto las dos desigualdades.

= Supuesto cierto para n — 1, comprobamos para n:

P(QAi>:P<UAiUAn> (UA>+P (UA mA)

FQZP ZPA N A;) (UA ﬂA)

=1 z<]

@IZP ZPA N Ay E_:P(AmAn)z
1=1 i<j i=1

= ZP ZP(A,- NA;)

1<j

La primera desigualdad se demuestra con la primera linea, mientras que es
necesario el resto para demostrar la segunda desigualdad.

]
Proposicién 4.10 (Desigualdad de Boole). VA, B € A, entonces:

P(ANB) >1- P(4) - P(B)

Demostracion.

P(ANB)=P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1- P(A) - P(B)+ P(ANn B)

Por tanto, tenemos que
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5. Probablidad condicionada e

Independencia

5.1. Definiciones

Definicién 5.1. Sea (2,4, P) un espacio probabilistico arbitrario y A € A |
P(A) > 0, definimos VB € A la probabilidad condicionada de B sobre A
como:

P@L@zﬂg%ﬂ

Es decir, acabamos de definir la funcién P(- | A) : A — [0,1] que nos lleva a
cada B € Aen P(B| A).

Veamos que esta nueva funcién cumple la axiomatica de Kolmogorov y que, por
tanto, puede definir una nueva probabilidad a partir de la ya definida.

Proposicién 5.1. Sea (2, A, P) un espacio probabilistico arbitrario y A € A |
P(A) > 0. Para todo B € A, la probabilidad dondicionada de B sobre A cumple las
tres condiciones de la Axiomdtica de Kolmogorov.

Demostracion. Demostramos cada una de las 3 condiciones:

1. Axioma de la no-negatividad

P(BNA)
PB|A)=——*2> B
(B|A) POA) 0 VBed
2. Axioma del suceso seguro
PQNA) P(A)
P(Q]A) = = =1
S0 TP
3. Axioma de o-aditividad o aditividad numerable
Sea Ay, As, ... € A una sucesién de sucesos incompatibles, entonces:
. P[(UBi)mA] p(UBmA>
p BA| = i=1 _ i=1 _
(U 14) -5 .
=1

iP@mA) .

= = PBNA)
_W_;W_;P(BiM) 0
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Por tanto, P(- | A) es también una probabilidad y por tanto, cumple todas las
consecuencias vistas en la seccion anterior.

5.2. Teoremas

Observemos que de la propia definicién de la probabilidad condicionada se tiene
que:

P(ANB)=P(AP(B|A) Si P(A)>0
P(ANB)=P(B)P(A|B) Si P(B)>0

Ambas ecuaciones se suman a la lista ya disponible de calculo de probabilidades
de intersecciones:

P(ANB)=P(A)+ P(B) - P(AUB)
Teorema 5.2 (de la probabilidad compuesta). Sea (2, A, P) un espacio de proba-
n—1
bilidad y Ay, As, ..., A, € A con P ( N Ai) > 0, entonces:
i=1

(ﬂA> )P(As | AP (A3|A1QA2)~...-P<AH|HA1.)

Demostracion. Realizamos inducciéon sobre n:

s Para n = 2: Lo tenemos visto.

= Supongamoslo cierto para n — 1, veamos el caso n:

()=o) o (+102) (D) -

IgP(Al)P(Az | A1) P(As | AlﬁAz)'--~'P< -1 | ﬂA) ( n | hAz>

Teorema 5.3 (de la Probabilidad Total). Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad
y sea { A tnen C A una particion de 2 con P(A,) >0 Vn € N. Entonces, VB € A:

ZP P(B| A)

Demostracion.
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Ejemplo. Tenemos dos cajas: A, que contiene 3 bolas rojas y 1 negra; y B, que
contiene 5 bolas rojas y 8 negras.

La probabilidad de que cojamos una bola de la caja A es de 1/3 mientras que la
probabilidad de coger una bola de la caja B es de 2/3. Calcular la probabilidad de
que salga una bola negra.

P(A)=1/3 P(B)=2/3

11 28 7
P(N)=PA)P(N|A) +PB)P(N|B)=-z-4+-—=—=049
(N) = PLAYP(N | A)+ P(BIP(N | B) = 51+ = = 1o,
Teorema 5.4 (Regla de Bayes). Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea
{A, }nen C A una particion de Q con P(A,) >0 Vn € N. Entonces, VB € A:

__P(BIAj)P(4))

;P(B | Ai) P(A:)

P(4; | B)

jeN

Demostracion. Sea j € N:
P(A;NB P(B| A;)P(A;
P(AJ|B): (J ):OO( ’ J) ])
;P<Ai)P(B | Ai)

P(B)

]

Ejemplo. Continuando con el ejemplo anteriormente propuesto, calculamos la pro-
babilidad de que hayamos obtenido la bola en la caja A en el caso de que hayamos
obtenido una bola negra:

P(N | A)P(A) i3 13
= == = — = 1
P(ATN) P(A)P(N | A)+ P(B)P(N | B) 31428 77 0,1688

5.3. Independencia de sucesos

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad y A € A con P(A) > 0. La ocurrencia
del suceso A puede alterar la probabilidad de ocurrencia de cualquier otro suceso
B € A. Al estudiar dichas probabilidades, puede darse que:

» P(B| A)# P(B), es decir, la ocurrencia de A modifica la probabilidad de B.
Diremos entonces que B depende de A.

e Si P(B| A) > P(B), se dice que el suceso A favorece al B.
e Si P(B| A) < P(B), se dice que el suceso A desfavorece al B.

» P(B| A) = P(B), es decir, la ocurrencia de A no tiene ningin efecto sobre el
suceso B, se dice que el suceso B es independiente del suceso A.

Teorema 5.5 (Caracterizacién de la independencia). Sea A,B € A | P(B) > 0.
Entonces:
A es independiente a B <= P(AN B) = P(A)P(B)
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Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:
=) Suponemos A y B independientes, es decir, P(A|B) = P(A).

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B)

<=) Suponemos P(AN B) = P(A)P(B)
P(A)P(B) P(ANB)

P() = S = S~ Pl
[
Corolario 5.5.1 (Simetria de la independencia). Sean A, B € A. Entonces:
A es independiente a B <= B es independiente a A
Demostracion.
P(ANB)=P(A)P(B)=P(B)P(A)=P(BNA)
[

Proposicion 5.6. Si A, B € A son independientes. Entonces, son equivalentes:
1. A y B son independientes.
2. Ay B son independientes.
3. Ay B son independientes.
Demostracion. Demostramos cada una de las partes, partiendo de que:
P(ANB)= P(A)P(B)
1. Probemos que A y B son independientes:

P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A) — P(A)P(B) =
= P(A) - P(ANB)=P(A—-B)=P(ANB)

2. Ay B son independientes < B y A son independientes < B'y A son inde-
pendientes < A y B son independientes.

3. Ay B son independientes < A y B son independientes.

Sea C' = Z; Sabemos que C'y B son independientes < C'y B son indepen-
dientes < A y B son independientes.

]
Proposicién 5.7. Sean A, B € A con A, B # (), entonces:

Si A y B son independientes = No son incompatibles (AN B # ()
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Demostracion. P(A) >0 A P(B) > 0 Luego:
P(ANB) = P(A)P(B) > 0= P(ANB)#0= ANB #0
[

Por tltimo, destacamos dos ultimas definiciones en cuanto a sucesos indepen-
dientes:

Definicién 5.2 (Independencia dos a dos). Dado un espacio probabilistico (£2,.4, P)
y una clase de sucesos U C A no vacia, diremos que sus sucesos son independientes
dos a dos si

VA, BeU | A+# B = Ay B son independientes

Definicién 5.3 (Independencia mutua). Dado un espacio probabilistico (£2,.4, P)
y una clase de sucesos U C A no vacia, diremos que sus sucesos son mutuamen-
te independientes si para cada subcoleccién finita {A;1, A, ..., Ay} de sucesos
distintos de U se verifica:
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6. Variables aleatorias

6.1. Definiciones

Para dar la definicién de variable aleatoria, es necesario pararnos a observar que
hasta ahora hemos estado trabajando con el espacio probabilistico (€2, .4, P). A con-
tinuacion, nos sera de especial importancia tener en cuenta el espacio probabilistico
(R, B) donde R es el conjunto de nimeros reales y B3 es una o-dlgebra sobre R que
contiene a todos sus intervalos. Esta B recibe el nombre de o-algebra de Borel.

Definicién 6.1. Una variable aleatoria X es una funcién medible sobre un espacio
de probabilidad. Es decir, una funcién:

X (Q,AP) = (R,B)

tal que la imagen inversa de cualquier conjunto de Borel es medible (es decir, un
suceso de la o-dlgebra A):

X'B)eA VBeB

Notemos que para comprobar que dicha variable sea aleatoria basta con que la
imagen inversa de cualquier intervalo de la forma | — oo, x| sea medible (es decir,
que pertenezca a A).

Por tanto, X serd una variable aleatoria si es una funcién X : (2, A4, P) — (R, B)

tal que
XY —-o00,7]) €A VreR

Ejemplo. Consideramos el experimento aleatorio de lanzar una moneda:
Q={c,+} (c cara, + cruz)
A= {(D’ {C}v {+}7 Q}

Definimos X como el nimero de caras al lanzar una moneda:

_J 0 s cdw
X(w>—{1 i cew YU

Comprobamos que se trata de una variable aleatoria. Trivialmente sabemos que
se trata de una funcién del tipo:

X: (A P)— (R,B)
Comprobamos que X }(B) € A VB € B:
Six <0 X Y]—o0,z]) =0 e A

Sio<z<1l X 1(-o0,z])=+€ A
Siz>1 X ]—o0,2]) =02 € A
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6.2. Probabilidad inducida

Definicién 6.2 (Probabilidad inducida). Sea X : (2, A, P) — (R, B) una variable
aleatoria, podemos definir una nueva funcién Py : (R, B) — [0, 1] como sigue:

Px(B) = P(X !(B)) VB eB
Dando lugar al espacio probabilistico (R, 5, Py).
Notacién. Podemos encontrar Py (B) notado como P(X € B).

Notemos que era necesario imponer la medibilidad de nuestra funcién variable
aleatoria X, ya que lo que pretendemos es poder asignar a cada valor del codo-
minio de nuestra variable aleatoria una probabilidad inducida Px por la funcién
probabilidad P ya definida en nuestra o-algebra original, y para ello, naturalmente,
necesitamos una correspondencia entre reales (codominio particular en este caso) y
elementos de A (donde ya tenemos definida P).

Esta funcion es de gran relevancia pues es la pieza fundamental para la definicién
de la funcién de distribucién, tomando B =] — oo, 2| | z € R, y también para la de-

finicién de la funcién masa de probabilidad, tomando B = [z,z] | x € R = {z} € R.

Notemos que con la funcién de probabilidad inducida podemos realizar opera-
ciones del estilo:

Px (] — 00, z]) = Px(] — 00, x[) + Px(x) Vr e R
PX(]—OO,.’IJ]):l—Px(]I,—i-OOD Vr e R

6.3. Funcion de distribucion

Definicién 6.3 (Funcién de distribucién). Se define la funcién de distribucién de
una variable aleatoria como:

FX:R%[O,H FX(x):PX(}—oo,x]) VreR
Notacién. Notemos que:

Px(] = 00,z]) = (Po X7')(] = 00,2]) = P({w € Q| X(w) €] — 00,2]}) =
= P({we Q| X(w) <z})

Por tanto, podemos encontrar Fx(z) notado como P(X < z).

Definicién 6.4 (Distribucién de probabilidad). Dada una variable aleatoria X, su
distribucion de probabilidad sera el conjunto {(z;, Fix(x;))}.
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6.3.1. Propiedades
s [’y es creciente.
= [y es continua por la derecha.
» In,MeR| Ve,yeR|z<m AN y>M= Fx(x)=0 A Fx(y) =1.
También notado como Fx(—o0) =0y Fx(+o00) =1

= El conjunto de puntos de discontinuidad de una funcién de distribucion es
numerable.

n \V/yERﬁ lim FX(x) :PX(] _OO7yD

=Y~

También notado como Fx(z~) = P(X < z).

= La funciéon de distribucién sélo puede presentar discontinuidades de salto.
Ademas, la longitud del salto en un punto es la probabilidad que toma di-
cho punto:

Px(xz) = Px(] — 00, x]) — Px(] — 00, z]) = Fx(x) — lim Fyx(x)

Y=~
También notado como Px(z) = Fx(z) — Fx(x7).

» La funcién de distribucién es continua en z € R <= Px(z) = 0.

6.4. Clasificaciones de variables aleatorias

Dependiendo de la forma de la distribucion, podemos distinguir distintos tipos
de variables aleatorias.

Definicién 6.5 (Recorrido de una variable aleatoria). Dada una variable aleatoria
X, definimos su recorrido, Rex como:

Rex ={x €eR| FJwe Q| X(w) =2a} = Img(X)

6.4.1. Variables aleatorias discretas, funciéon masa de pro-
babilidad

Definicién 6.6 (Variable aleatoria discreta). Una variable aleatoria se dice que es
discreta si Rex = E C R con E numerable, es decir, que sélo toma una cantidad
numerable de valores: F = {z1,x,...}. Es decir, Px(F) = 1.

Definicién 6.7 (Funcién masa de probabilidad). Sea X : (2, 4, P) — (R, B, Px)
una variable aleatoria discreta con valores en E, definimos la funcién masa de pro-

babilidad como:
P: E — [0,1]

Notacién. A continuacién, a cada P(z;) lo notaremos por p;.
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Es facil ver que la funcion masa de probabilidad cumple que:

Y pi=1 con N = |E|

Ademas, podremos expresar también la funcién de distribucién de la variable X
a partir de la funcion masa de probabilidad:

Fx(x;) = Px(] — 00, x;]) :ij Vo, € &

También es posible expresar la funciéon masa de probabilidad a partir de la fun-
cién de distribucién de la variable X:

pi = Fx(x;) — Fx(2i-1) Vag,x;1 € B

Ejemplo. Dado el experimento de lanzar una moneda, damos su espacio muestral
y o-algebra asociados:

Q={c,+} A={0{c},{+},Q}

Con los que podemos definir la siguiente variable aleatoria, que nos da el nimero
de caras, X : (2, A, P) — (R, B, Px) por:

0 cdw
1 cew

X =

Esta definicién de variable aleatoria, de recorrido Rex = {0,1} nos induce una
funcién masa de probabilidad P:

1 1
= P(0) = = =P(1) ==
Po (0) 5 4 (1) 5

6.4.2. Variables aleatorias continuas, funcién de densidad

Definicién 6.8. Una variable aleatoria se dice que es continua si su funciéon de
distribucién F'y es absolutamente continua, es decir, si existe una funcién f : R —+ R
tal que:

Pea) = [ f(o
Llamaremos a dicha funcién f funciéon de densidad, que verifica:

» f(x) =0 Vo € R.

» f es Riemman integrable (ya que F' tiene a lo sumo un ndmero finito de
discontinuidades sobre cada intervalo finito de R).

—+00

. flz)dz =1

—0o0
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Esta nueva funcién nos permitira también calcular probabilidades asociadas a

un intervalo:
([a, b)) / f(zx

Notemos, por tanto, que Px([a,b]) = Px(]a,b[) = Px([a,b]) = Px(]a,b]).
Ademas, en el caso continuo, la probabilidad inducida en un punto serd siempre 0:

:/xf(t)dt:() Ve e R

En el caso de las variables continuas, el recorrido de la variable aleatoria sera:
Rex = [a,b] CR.

Ejemplo. Comprobar si la funcién f : R — R definida a continuacién puede ser
una funcién de densidad. En caso afirmativo, construir la funciéon de distribucién
asociada a una variable aleatoria X : (2, 4, P) — (R, B, Px).

0 <0
flx)=4¢ 2¢ 0<2<1
0 x>1

Comprobamos que pueda tratarse de una funciéon de densidad:
1. f(z) >0 VzxeR

2. Es Riemman Integrable, por ser la imagen acotada.
+o00 0 1 +o0 1

3. f(:p)dx:/ 0d:1:+/ 2:1:dx+/ de:/Qa:dx:xQ](l)zl
—00 —00 0 1 0

Por tanto, f es una funcion de densidad, y podemos definir a partir de ella una
funcion de distribucion F : R — R:

s Six<O:
:/ f(t)dt:/ 0dt =0
Siog<z<1:
x 0 x
_/ f(t)dt_/ 0dt+/ 2t dt = t*]F = 2*
oo —c0 0
Six > 1:

T 0 1 +oo
:/ f(t)dt:/ Odt+/02tdt+/1 0dt =15 =1

Por tanto, la funcién de distribucion es:

0 x <0
Fx(r)=<¢ 2?2 0<a<1
1 z>1
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6.4.3. Variables aleatorias mixtas

Definicién 6.9. Una variable aleatoria se dice que es mixta si Rex = F U [a, b] con
E numerable y [a,b] C R.
Si se da que E C [a,b] = X serd una variable continua de recorrido [a, b].

Dicha variable aleatoria tendra asociadas una funcion masa de probabilidad y
una funcion de densidad:

» Tendremos P : E — [0, 1] dada por p; = P(x;) = Px(z;) Vz; € E tal que:

oZpi:P con Pe€[0,1] y N =|E|.

» Y ademds existira una funciéon f : R — R Riemman integrable tal que:

o f(x) =20 VzeR
“+o0o

° flz)de=1-P

De esta forma, podemos calcular la probabilidad de cualquier intervalo [c,d]
definiendo el intervalo [y, z] = [a, b] N [¢,d] y mediante la siguiente expresion:

Peled) = 3 pi+ [ fla) do
mfé%c,Ed] !

También se puede calcular el valor de la funcién de distribucién en un punto x:

Fx(z) = Zprl—/_x f(t) dt

r,€R
x; <x

6.5. Cambio de variable

En varias ocasiones, nos sera de gran interés dar la distribucién de probabilidad
de una variable aleatoria Y, que depende de otra variable aleatoria X, en funcién
de esta tultima.

Notemos que si conocemos la probabilidad inducida Px de una variable aleatoria
X, entonces conocemos la funcién de distribucion F'x de dicha variable aleatoria vy,
por tanto, conocemos la distribucién de probabilidad asociada a dicha variable.

Teorema 6.1 (Teorema general de cambio de variable). Sea X : (2, A4,P) —
(R, B, Px) una variable aleatoria con una probabilidad inducida Px. Sea Y = h(x)
otra variable aleatoria, con h : (R,B) — (R,B) medible, entonces la probabilidad
mducida de 'Y puede obtenerse a partir de Px como:

Py(B) = Px(h™'(B)) VB eB
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Demostracion.
Py(B) = P(Y '(B)) = P(X"'(h"(B))) = Px(h"'(B)) VBeB
O
Por este teorema, podemos obtener la funcién de distribuciéon de Y mediante:
Fy(z) = Px(h™'( —o0,a]))  VzeR

El cambio de variable en el caso de una variable discreta dara lugar a una variable
discreta, mientras que si efectuamos un cambio de variable a una variable continua,
podremos obtener una variable discreta, una variable continua o una variable mixta.
Abordaremos dichos casos:

6.5.1. Cambio en variable aleatoria discreta

Sea X una variable aleatoria discreta con valores en E = {x1,2s,...} C R de
funcién masa P y h : R — R medible tal que Y = h(x), podemos definir su funcién
masa de probabilidad P por:

. { Y. P(z) yeh(E)
P(y) =< zlh@)=y Yy e R
0 y & h(E)

Ejemplo. Dada la variable aleatoria X con Rex = {—1,0,1} y su funcién masa de
probabilidad dada por:

1/3 z=-1
P@)={ 1/3 2=0
1/3 o=1

Definimos la variable aleatoria Y por Y = h(X) = X 2. Se pide dar la funcién
masa de probabilidad de Y, P.
El recorrido de Y sera: Rey = {h(—1),h(0),h(1)} = {0,1}.
. [ PO)=1/3 y=0
Ply) = { P(-1)+P(1)=2/3 y=1
6.5.2. Cambio de variable aleatoria continua a discreta

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad f y con valores
en un conjunto A C R. Si A es una funcién medible tal que Y = h(x) es una variable
aleatoria discreta (es decir, que h(A) es numerable). Entonces, podemos definir la
funcién masa de probabilidad P de la variable Y como sigue:

P(y) = /meRh(x):y fw) do g €h4)
0 y ¢ h(A)

Yy e R

La integral anterior nos indica que, por ejemplo, en el caso en el que:

b d
W[, b U e, d]) =y = P(y) = / f(z) dz + / f() dz
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Ejemplo. Dada la variable aleatoria X con Rex = R y su funciéon de densidad
f R — R dada por:

0 r< —1
flx) = 1/2 -1<z<1
0 r>1

Definimos la variable aleatoria Y por Y = h(z). Se pide dar la funcién masa de
probabilidad de Y, sabiendo que:

0 z<0
h(x):{l z =0

En primer lugar, damos el recorrido de Y: Rey = {h(R)} = {0, 1}.

/_iof(ﬂf)d:c:/_O:de—i—/jlﬂd:c:%]01:1/2 y=0
- +

[e’e) 1 +o0o Tl
f(x)d:z::/l/2da:—|-/ Oda::—} =1/2 y=1
0 0 1 210

P(y)

6.5.3. Cambio de variable aleatoria continua a continua

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad f y recorrido
Rex = [a,b] € R. Si h es una funcién medible estrictamente monétona y derivable en
[a, b], entonces Y = h(x) es una variable aleatoria continua con funcién de densidad:

fFH ) 1R )]y € h(la, b))
9(y) = Vy e R
0 y ¢ h([a,b])

Generalizacion.

Una generalizacion del teorema puede hacerse en el caso de que h no tenga una
unica inversa y cada valor de la variable Y = h(x) proceda de un ntmero finito o
infinito de valores de X. En dicho caso, la funciéon de densidad de Y sera:

g(y) =D F (@) - 1 W)

k=1

[e.o]

Siendo hy*'(y), hy ' (y), ... las antiimégenes de y Yy € h([a, b]).

Ejemplo. Dada la variable aleatoria X con Rex =] —1,1[ y su funcién de densidad
f R — R dada por:
0 z< -1
fly=4q 3 -l<z<l1
0 z>1

Definimos la variable aleatoria Y por Y = h(X) = X2 Se pide dar la funcién de
densidad de Y.
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En primer lugar, calculamos el recorrido de Y: Rey = {h(] — 1,1])} = [0, 1].
Ademas, al no ser h inyectiva en el dominio de definicion, tiene dos inversas: la raiz
positiva y la negativa.

() = £y

S1y(y) = L
7 0) =5 =

Damos la funcion de densidad de Y:

0(0) = S 1 ) 050 = 3772+ | el = 5= el

k

6.5.4. Cambio de una variable aleatoria continua a mixta

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad f y recorrido
Rex = [a,b] C R. Si h es una funcién medible y definimos Y = h(x) como una nueva
variable aleatoria tal que Y presenta una distribucion mixta, entonces tendremos que
su funcién de densidad viene dada por:

Ejemplo. Dada una variable aleatoria X con Rex =]—1, 1|y su funcién de densidad
f R — R dada por:
0 z< -1
fl)y=q 3 -l<z<l1
0 z>1

Definimos la variable aleatoria Y por Y = h(X). Se pide dar la funcién de
distribucién de Y.
r x<0
Mz) = { 1 220

Calculamos el recorrido de Y: Rey =]—1,0[U{1}. Por tanto, aplicando el teorema
del cambio de variable:

( 0 y < —1
v t1Y 1
/—dt:—} _y*- -1<y<0
) 12 2] 2
Fy(y) =

1
— 0<yx<l1
9 Y

\ 1 3/21

6.6. Esperanza matematica

6.6.1. Variables aleatorias discretas

Definicién 6.10. Sea X una variable aleatoria discreta con valores en Rex = F =
{1, x9,...} CRysea P lafuncién masa de probabilidad de X, se define la esperanza
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matemadtica, media o valor esperado de X, denotado E[X] como:

E[X] = Z x; P(z;)

r,€F

Esta existe siempre y cuando la serie previamente mencionada converja absolu-
tamente.

Observacion. A lo largo de este documento, cada vez que hagamos referencia a la
esperanza de una variable aleatoria X, hemos supuesto previamente que existe. Es
decir, siempre que encontremos que: Sea X una variable aleatoria y aparezca E[X],
hemos supuesto implicitamente que su varianza existe. En caso contrario, no tendria
sentido hablar de E[X].

Ejemplo. Dada la variable aleatoria X con Rex = {—1,0,1} y su funcién masa de
probabilidad dada por:

1/3 o=-1
P)={ 1/3 2=0
1/3 z=1

Se pide calcular la esperanza matematica de X.

6.6.2. Variables aleatorias continuas

Definicién 6.11. Sea X una variable aleatoria continua con valores en Rex = [a, b]
y f la funciéon de densidad de dicha variable, se define la esperanza matemaética de
X como:

+oo
E[X]:/ xf(r) dx

La esperanza de X existe siempre y cuando la integral sea absolutamente con-
vergente.

Ejemplo. Sea X una variable aleatoria con valores en Rex = [0, /3] y funcién de
densidad f : R — R dada por:

0 <0
f)=< 22 0<2< V3
0 z>+v3

Se pide calcular la esperanza matematica de X.

E[X]:/jooxf(x) dx:/o%xf(x) dx:/o%x?’ dx ~ 1,0817

[e.9]
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6.6.3. Propiedades

Proposicién 6.2. La esperanza de una variable aleatoria constante es la constante.
Es decir, dado c € R, si X =c¢ VYw € A, entonces:

EX]=c¢

Demostracion. En este caso no tiene sentido considerar el caso continuo, ya que
|Rex|

Rex = {c}. Para el caso discreto, como g P(z;) = 1, tenemos que P(c) = 1. Por
i=1
tanto,

E[X] = Z z;P(z;) = cP(c) = ¢

]

Proposicién 6.3. Si una variable aleatoria estd acotada; es decir, si AM € R |
[ Im(X)| < M, entonces E[X] < M.

Demostracion. Hemos de distinguir entre el caso discreto y el caso continuo:

» Caso discreto: Supongamos Rex = E.

EIX]=) xPx;)< Y M-Pla)=M)Y Px;)=M

r,€F r,€F r,€F

» Caso continuo: Supongamos Rey = [a, b].

E[X]:/abxf(x) dmg/:Mf(x) dsz/abf(x)dx:M

]

Proposicion 6.4. Sea X una variable aleatoria. St X > 0 y existe esperanza,
entonces E[X] = 0.

Demostracion. Hemos de distinguir entre el caso discreto y el caso continuo:

» Caso discreto: Supongamos Rex = E.

E[X]=> xP(x;) >0

z,€F
donde se ha empleado que x; > 0 (hipdtesis) y P(x;) = 0 por definicién.

» Caso continuo: Supongamos Rex = [a, b].

b
E[X] :/ xf(z) dz

donde se ha empleado que x > 0 (hipétesis) y f(x) > 0 por definicién.
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Proposicién 6.5. Sea X una variable aleatoria con distribucion simétrica respecto
del valor c. Entonces, si AE[X] = F[X]| = c.

Proposicién 6.6. Sea X una variable aleatoria. Consideramos ¢ € R. Entonces, se
tiene que E[cX] = cE[X].

Demostracion. Distinguimos entre el caso disreto y el continuo:
= Caso discreto: Rex = E.

ElcX] = Z cx; Py (cx;) = ¢ Z x;Py(cx;) = ¢ Z x;P(z;) = cE[X]

T, EE T, €ER r,€EFR

Donde Py denota la funcién masa de probabilidad de la variable aleatoria dis-
creta Y = ¢X. Consultese el capitulo de cambio de variable discreta (capitulo
6.5.1) para ver que Py (cx;) = P(z;) siendo P la funcién masa de probabilidad
de la variable aleatoria X.

» Caso continuo: Rex = [a, b].
400

EleX] = /_+OO cx;fy (cx;) de = c/ x;fy (cx;) de = c/ z;if(z;) de = cE[X]

[e.9] —0o0 —00

“+o00

Donde fy denota la funciéon de densidad de la variable aleatoria continua
Y = c¢X. Consltese el capitulo de cambio de variable continua (capitulo 6.5.3)
para ver que fy(cx;) = f(x;) siendo f la funcién de densidad de la variable
aleatoria X.

]

Proposicion 6.7. Sean X e Y wariables aleatorias con recorrido Rex, Rey, enton-
ces:
E[X +Y]|=FE[X]+ E[Y]

Demostracion. Para el caso discreto, consideramos Rex = E, Rey = F ambos nu-
merables.

Sea Px la funcién masa de probabilidad de X y Py la de Y.

Sea Pz la funcion masa de probabilidad de la variable aleatoria Z = X + Y,
PZ : R€X X Rey — [0,1]

EX+Y]= )" (xi+y;))Pz(iy) =

z,€F y;€F

= Z Z i Pz (i, y;) + Z Z yiPz(xi,y;) =
z€F y;er z,€E y;eF

= Z T Z Py(xi,y;) + Z Yj Z Py(xi,y;) =
r,€F y;€F z,€E y;€F

= > wiPx(x) + ) yPr(y;) = E[X] + Ely]
r;eE y; €F

Donde hemos usado que Y Pz(x;,y;) = Px(x;), que excede el conocimiento de
Yj cF
este curso.

La demostracion en el caso continuo es analoga. O
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Corolario 6.7.1 (Linecalidad). Sea X; una variable aleatoria i = 1,...,n. Si
AE[X;], entonces:

n

=1

JE

Demostracion. Se deduce directamente de las dos proposiciones anteriores.

Z aiXi] = Z Ela; X;] = Z a; B[ X;]

E

]

Proposicién 6.8. Dada X una variable aleatoria y se consideran dos funciones de
X, 9(X),h(X), variables aleatorias. Si g(X) < h(X), entonces:

Elg(X)] < E[h(X)]
Demostracion. Realizamos distincién entre caso discreto y continuo:

» Caso discreto. Suponemos Rex = E.

Sabemos que f(z;) > 0 Vz; € E. Entonces, no cambia el sentido de la des-
igualdad, por lo que:

g(x3) f ;) < W) f(25) Vz, € E
Por tanto, tenemos que:

T, €EE T, €EE

ya que se cumple para todos los sumandos. Por tanto, usando las definiciones,
tenemos que:

Elg(X)] < E[h(X)]

» Caso continuo. Suponemos Rex = [a, b].

Sabemos que f(z) > 0 Vz € [a,b]. Entonces, no cambia el sentido de la
desigualdad, por lo que:

g9(x)f(x) < h(z)f(z) Vi € a,0]

Por tanto, ya que el operador integral mantiene las relaciones de orden, tene-
mos que:

b b
[ s@f@) de < [ hw)fa) ds
Por tanto, usando las definiciones, tenemos que:

Elg(X)] < E[h(X)]
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Corolario 6.8.1. Sea X una variable aleatoria y g,h funciones reales tales que
AE[g(x)], Elh(x)], entonces:

JE[ag(X) + Sh(X)] = aElg(X)] + BEM(X)]  Vo,f€R
Proposicion 6.9. La esperanza matemdtica minimiza el error cuadrdtico medio:

min E[(X — a)?] = E[(X — E[X])}]

a€ER

Demostracion. Sea a € R, y definimos el error cuadratico medio respecto al valor a:
p(a) = E[(X — a)?] = E[X? — 2aX + a*] = E[X?] — 2aE[X] + a®

Para minimizar dicha funcién, hemos de calcular los puntos que anulan la primera
derivada. Ademas, al tratarse de una parabola con coeficiente lider positivo, dicho
punto critico serd un minimo.

i/ (a) = 2E[X] — 2a = 0 <= a = E[X]

Por tanto, a = E[X] es un minimo de la expresién p(a) y, al ser el tinico, conclui-
mos que es minimo absoluto. Luego, acabamos de ver que la esperanza matematica
minimiza el error cuadréatico medio. 0

Teorema 6.10 (de Markov: desigualdad basica). Sea X una variable aleatoria. Si
X >0 y IE[X], entonces:

Ve >0

Demostracion. Realizamos la distincién entre el caso discreto y el continuo:

» Caso discreto: Supongamos que Rex = E. Entonces:

E[X] = Z x;P(x;) = Z%P(%) + leP(:c@)

r;€F z,€B|x;<e x;€EE|z;>¢

Por la Proposicién 6.4, tenemos que Z z; P(x;) > 0. Por tanto,
T €EE|z;<e

EX] = Z ziP(x;) = Z%P(%) + Zl’zp(%) > Z%P(%) >

z;,€E z;€E|z;<e z;€E|x; >¢e z,€E|z;2¢e
> E eP(x;)=¢ E P(z;) =eP[X > €]
z,€EE|z;>e z;€E|x; >¢e

Por tanto, despejando P[X > ¢], tenemos que:

EX]

PIX >¢] <
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» Caso continuo: Supongamos Rey = [a, b].

=

E[X] = /abe(a:) dz = / vP () dx—i—/: 2P (x) dz & a/EbP(x) dr = eP[X >

donde en (%) hemos empleado la Proposicién 6.4.

Por tanto, despejando P[X > ¢], tenemos que:

]

Corolario 6.10.1 (Desigualdad de Markov). Sea X es una variable aleatoria y sea
a € RT. Si JE[| X%, se tiene:

ETX1]
ke o

Demostracion. En primer lugar, es importante senalar que:

PlX| >k < vk > 0

PIX| > k] = P[IX]* = k7]

Esto se debe al Teorema de Cambio de Variable y a que la trasformacion h(|X|) =
| X|* es inyectiva, ya que la base y el exponente son positivos.

Ademas, aplicando la desigualdad bésica a la variable | X|*, con € = k?, se tiene
que:

El| X |~
Uniendo ambas ecuaciones, se tiene lo pedido. O

Corolario 6.10.2 (Desigualdad de Chebychev). Si X es una variable aleatoria tal

que AE[X?], se tiene

Var[X]
L2

Demostracion. Se basa en aplicar la desigualdad bésica a la variable (X — E[X])%.

Para € = k2, se tiene que:

PIX — E[X]| 2 k] < ,  Vk>0

E[(X — B[X])’] _ Var[X]

P||X — E[X]| > k] = P[(X ~ E[X])* > K] <

k2 k2
O
Expresiones alternativas de la desigualdad:
1. De forma directa, se deduce que:
Var| X
P|X —E[X]|<k>1- a];[ L ks

Esta expresion proporciona una cota inferior para la probabilidad de que una
variable tome valores en cualquier intervalo real centrado en la media de la
variable.
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2. Empleando ahora ¢ = Var[X]k?, de forma idéntica se deduce que:
1
P[|X — E[X]| = /Var[X]k] < w2 Vk >0

3. De forma directa, se deduce que:

1
PIX — BIX)| < VVarlX[K] > 1 - 5. k>0

Esta expresion proporciona una cota inferior para la probabilidad de que una
variable tome valores en cualquier intervalo real centrado en la media de la

variable con una amplitud de k+/Var[X].

6.6.4. Cambio de variable aleatoria discreta

Sea X una variable aleatoria discreta con Rex = E e Y = h(X) otra variable
aleatoria discreta, entonces, si existe F[Y] (existe si la serie converje absolutamente),

entonces:
E[Y]= Y h(z;)P(x;)
z,€ER
6.6.5. Cambio de variable aleatoria continua

Sea X una variable aleatoria continua con Rex = [a,b] e Y = h(X) otra variable
aleatoria continua, entonces, si existe E[Y] (existe si la integral converje absoluta-

mente), entonces:
+oo

EY] = / h(e)f(z) da

[e.9]

6.7. Moda

6.7.1. Variables aleatorias discretas

Definicién 6.12. Sea X una variable aleatoria discreta con recorrido Rex = F,
se define la moda de X como aquel valor del recorrido de X cuya imagen por su
funciéon masa de probabilidad sea mayor, es decir:

Mox =méx{zx € E| P(x) > P(y) Yy € E}

6.7.2. Variables aleatorias continuas

Definicién 6.13. Sea X una variable aleatoria continua con recorrido Rey = [a, b],
se define la moda de X como aquel valor del recorrido de X cuya imagen por su
funcién de densidad sea mayor, es decir:

Moy = méx{z € [a,b] | f(z) = f(y) Vy € [a,b]}

Dicho de otra forma, la moda de X es la abscisa en la que se alcanza el méximo
absoluto de f.
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Ejemplo. Sea X una variable aleatoria con funciéon de densidad:

0 r<l1
8
flz) = 2 1<z <8
0 x> 8

Se pide calcular la moda de X.

En este caso, hemos de de maximizar f(X).

fla) = —2-> — 10

T3 T3

Por tanto, como f(z) es estrictamente decreciente y positiva en [1, 8], tenemos
que la moda es el minimo de dicho intervalo, es decir:

MOX:]_

6.8. Percentiles

6.8.1. Variables aleatorias discretas

Definicién 6.14. Sea X una variable aleatoria discreta con Rex = E. Definimos el
percentil ¢ € [0, 1] de la variable aleatoria X como el valor X, € E tal que:

Px(] — 00, Xy]) = ¢
1-—

Px([XquOOD >1-¢

En el caso de que el valor buscado esté entre dos elementos del recorrido de
X, zj,x; € E, entonces el percentil X, buscado es la media de ambos elementos:
ZT; + ZL’j
X, =
2

Notacién. Para simplificar la notacion, el percentil Xgo sera el valor Xgy € E tal
que:

Px(] — 00, X,]) 20,8

Px ([ Xy, +00[) = 0,2

6.8.2. Variables aleatorias continuas

Definicién 6.15. Sea X una variable aleatoria continua con Rex = [a, b]. Definimos
el percentil ¢ € [0,1] de la variable aleatoria X como el valor X, € [a, b] tal que:

PX(] _OO7X!1]) =4q
Px([Xg, +00]) =1—¢

Notacién. Para simplificar la notacion, el percentil Xgy serd el valor Xgy € [a,d]
tal que:

Px(] — 00, X,]) =0,8

Px ([ X4, +o0[) = 0,2
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6.8.3. Mediana

Definicién 6.16. Dada una variable aleatoria X con recorrido Rey, se define la
media de la variable aleatoria, notada Me como:

M€:X50

Ejemplo. Sea X una variable aleatoria discreta con Rex = [0,3] N Z con funcién
masa de densidad:

3/16 =0

) 7/16 =1
P@) =9 5/16 2 =2
1/16 z=3

Se pide calcular la mediana de la variable aleatoria.
Buscamos Me € [0,3] N Z tal que:

Px([O,MG] QZ) = Fx(Me) 2 1/2
Px([Me,3]NZ) >1/2

Supongamos que Me = 1, veamos que es cierto:

Px([0,1]NZ) = Fx(1) =10/16 > 1/2
Px([1,3]NZ) =13/16 > 1/2

Luego:
Me =1

6.9. Momentos de una variable aleatoria

Sea X una variable aleatoria. Definimos el momento de orden k£ € N centrado
en el punto a € R como:

= E[(X —a)f]  keNu{0} A acR

6.9.1. Momentos no centrales

Definicién 6.17 (Momentos no centrales). Sea X una variable aleatoria con reco-
rrido Rex, definimos el momento no centrado de orden k& € N U {0}, notado my,
como la cantidad:

my, = E[X¥]
Algunos momentos no centrales relevantes son:

mo = E[X] = E[1] = 1
mi = E[X'] = E[X]
Mo = E[X2]
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6.9.2. Momentos centrales

Definicién 6.18 (Momentos centrales). Sea X una variable aleatoria, definimos el
momento centrado de orden k& € NU {0}, notado py como la cantidad:

= E[(X — E[X])"]
Algunos momentos centrales relevantes son:
po = E[(X - E[X])°] = E[1] =1
i = E[X — E[X]] = E[X] — E[E[X]] = E[X] - E[X] = 0
pe = E[(X — E[X])7]

Tenemos los siguientes resultados demostrados para la estadistica unidimensio-
nal. La demostracion en este caso es analoga:

bk Yk
my = Z (i)ﬂkimﬁ M = Z (z) (=1)'mp_ym;
=0 =0

6.9.3. Varianza

Definicién 6.19. Sea X una variable aleatoria, definimos la varianza de X, notada
0% o Var(X) por:

0% = Var(X) == s(X) = E[(X — E[X])?]
Proposicion 6.11. Dada una variable aleatoria X, tenemos que:
Var[X] = E[x?] - (E[X])?

Demostracion. Teniendo en cuenta que E[X ]| es una constante, es decir, E[X E[X]] =
E[X]?, tenemos que:

Var[X] = E[(X—E[X])?] = E[X?+(E[X])?-2X E[X]] = E[X)|+E[E[X]’]-E2X E[X]] =
= E[X?] + (E[X])* = 2(E[X])? = E[X?] — (B[X])? = my — m}

]

Proposicién 6.12. Sea X una variable aleatoria cuya varianza existe, y conside-
ramos Y =aX +b, a,b€ R. Entonces:

War[Y] = Var[aX + Y] = a*Var[X]
Demostracion.

Var[aX +b] = E[(aX +b)%] — E[aX +b)* = Ela®X*+b* +2abX] — (aE[X]+b)* =
= a’ B[ X?|+b*+2abE[X]|—a*E[X]*—b*—2abE[X] = a*(E[X*]—E[X]?) = a*Var[X]

[]
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Proposicién 6.13. Sean X e Y wvariables aleatorias tal que E[XY] = E[X]E[Y]
(dicese de las variables aleatorias independientes). Entonces:

War[X £ Y] =Var[X]+ Var[Y]

Demostracion. Como E[XY]| = E[X]|E[Y], tenemos que:

Var[X£Y] = E[(X£Y)?|-E[X+Y]* = E[X*+Y?*+£2XY|-E[X]*-E[Y]*F2E[X|E[Y] =
= E[X? — E[X)*+ E[Y?] - E[Y]* £ 2E[XY]| ¥ 2E[X|E[Y] = Var[X] + Var[Y]
O
Corolario 6.13.1. Sean Xy,..., X, variables aleatorias tal que
E:HXJ:IIMX}
i=1 i=1
(dicese de las variables aleatorias independientes). Entonces:
War ZaiXi] = Za?Var(X)
i=1 i=1
Demostracion.
Var Z aiXi] Z Var(a; X;) Z aZVaT
i=1
O

Proposicion 6.14. Sea X una variable aleatoria. Entonces:

Var[X]=0<= X =ceR
Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:
<) Suponemos X = ¢ € R. Entonces,

Var[X] = E[X?] - E[X]*=c - =0

=) Suponemos Var[X] = 0. Entonces,

= Caso discreto. Consideramos Rex = F:

Var[X] =0 = E[(X — E[X]))| = > (&: — E[X])*f(z:)

r,€R

Como tenemos que f(z;) > 0 Vz;, entonces tenemos que todos los térmi-
nos son no-negativos. Por tanto, para que se igualen a 0 todos ellos han
de ser nulos. Por tanto,

Por tanto, llamando E[X] = ¢ € R, tenemos X = c.

78



EDIP 6. Variables aleatorias

» Caso continuo. Consideramos Rex = [a, b]:
b
VarlX] =0 = BI(X - X)) = [ (o = BXIPS(0) da

Como tenemos que f(x) > 0 Vz, entonces tenemos que el integrando es
no-negativo. Por tanto, para que se iguale la integral a 0 el integrando ha
de ser nulo. Por tanto,

r = FE[X] Va

Por tanto, llamando E[X] = ¢ € R, tenemos X = c.

6.10. Funcion generatriz de momentos

Sea X una variable aleatoria. Si 3ty € R | Vt €] — ty, o[ existe la esperanza
Elet*], se dice entonces que existe la funcién generatriz de momentos de X,
notada My y definida como:

> e P(x;) caso discreto
r,€F

Mx(t) = E[etX] = Lo Vi G] — to,to[
/ e f(x) dr  caso continuo

La funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria no tiene por qué existir
(por ejemplo, para la distribucién de Cauchy). Pero si la variable aleatoria esta
acotada, entonces siempre existe.

Teorema 6.15 (de unicidad). La funcién generatriz de momentos de una variable
aleatoria, si existe, es unica y determina de forma unica la distribucion de la variable.

Es decir, una variable aleatoria no puede tener dos funciones generatrices de
momentos y dos variable aleatorias con distinta distribuciéon tampoco pueden tener
la misma funcién generatriz de momentos.

Teorema 6.16 (Relacién con los momentos). Si eziste la funcion generatriz de
momentos de una variable aleatoria, entonces:

1. Euxisten todos los momentos de la variable aleatoria.
2.Vt €] — to, to]:
= E[X™
Mx(t) =" ELXT]

n!

n=0

3. Existe la derivada de todos los drdenes de Mx(t) en un entorno de cero y:
MY @)|mo = E[X*]  k=1,2,...
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o0

., n
Demostracion. Demostramos la segunda parte: Sabemos' que e* = 3 Z:. Por tan-

n=0
to,

Mx(t) = E[e*] = F =FE

= (tX)"
Z<n!)

n=0

Ejemplo. Sea X una variable aleatoria continua con recorrido Rex = R* y funcién
de densidad:
0 r<0
ro={ T

Se pide calcular la funcién generatriz de momentos de X, Mx(t).

+oo +oo
Mx(t) = E[e'*] = / e e dr = / et dy =
0 0

1 “+o0 z(t—1)7 T 1
=— (t — 1)tV do = ‘
r—1J, t—1], 1-t

Con t < 1 para que la integral converja y exista la esperanza.

1
Comprobamos que Mx(t) = 7 t < 1 es nuestra funcién generatriz de
momentos (al menos para mg, my, ms):

+oo +oo
Mx(0)=1= (x) dx = / e " dr=myg
0 0
1 +oo +oo
M;((t):m:}M%(O):lzfo xf(x) d:z::/o xe ¥ dr=my

2 +o0 +o00o .
M}’((t):miM%(O): :/0 22 f () d:r;:/o e dr = my

Algunas de sus propiedades son:

Lema 6.17. Sea X wuna variable aleatoria y sea Mx(t) su funcién generatriz de
momentos. Entonces:

Demostracion.

]

1Se demuestra mediante el desarrollo en serie de Taylor de la exponencial, conceptos estudiados
en Célculo II.
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Proposiciéon 6.18. Sea X una variable aleatoria con funcion generatriz de momen-
tos Mx(t) Yt €] —to, to[, sea Y = aX +ba,b € R, entonces la funcion generatriz de
momentos de Y, para t tal que at €] — to, to[ verifica:

My (t) = e My (at)
Demostracion. Realizamos distincién entre caso continuo y caso discreto:

= Caso discreto. Suponemos Rex = F. Entonces:

My(t) _ E[ety] _ E[et(aerb)] — Z et(axier)f(iL'i) _ etb Z et(a:pi)f(l,i) _

r,€EFE r,€ER
= " EBle™] = e Mx (at)

» Caso continuo. Suponemos Rex = [a, b]. Entonces:

b b
My(t) _ E[ety] _ E[et(aerb)] :/ et(aerb)f(l,) dr = etb/ et(a:p)f(x) dr =

— eth[eatm] — €thx(at)

]
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7. Modelos de distribuciones
discretas

7.1. Distribucion degenerada

Definicién 7.1. Sea X una variable aleatoria. Decimos que es degenerada si X = c,
es decir, toma tan solo un valor constante.

Su funcién masa de probabilidad es:

Sus momentos no centrados son:
my = BE[X*] = *P[X =] = cF Vk e N
Sus momentos centrados son:
e =E[(X - EX)=E(X -¢)f]=(c—c)P[X=c]=0 VkeN
Su funcién generatriz de momentos es:
Mx(t) = E[e*] =e“P[X =c¢| =€ VteR

Como se vio en la Proposicién 6.14, tenemos que Var[X] = 0 caracteriza a las
variables degeneradas.

7.2. Distribucion uniforme discreta

Definicién 7.2. Sea X una variable aleatoria. Se dice que la variable aleatoria X
se distribuye uniformemente alrededor de los puntos x1, ..., z, si dichos valores son
equiprobables.
Se notara como sigue:
X~ U(xy,...,z,)
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Su funcién masa de probabilidad es:

f(z) = P[X = 7]
Su funcién de distribucién es:
(0
k
Fx(z)=P[X <z]q Y+ x
=1

1

\

Sus momentos no centrados son:

2

z;€ERex

En particular, E[X] =

r=1,...,n
en caso contrario

O3 =

Tr < T

[xk,,a:kﬂ[ szl, .,n—l
T, < T
kfxz— > af  VkeN

z;€ERex

E T, =1T.

r,€ERex
Sus momentos centrados son:
1
pe= B[(X ~ X)) = E[(X ~ 2] =~ 3 (m—2) VEeN
z;€ERex
1
En particular, Var[X| = ps = — Z (r; -7 =0

r;€ERex

Su funcién generatriz de momentos es:

Mx(t) = E[e""] =

Cuando Rex = {1,2,...

,n}, veamos algunos casos particulares de series':

% Z el VieR

z,€ERex

1

E[X]:% i:%n(ngl):ny
E[X? = %ZZQ %n(n%— 1)6(2n+ 1) _ (n+ 1)é2n—|— 1)
Var(x) = D@D (el o2

7.3.

Distribucion de Bernouilli

Definicién 7.3 (Experimentos de Bernouilli). Un experimento de Bernouilli es un
experimento aleatorio que da lugar a dos posibles resultados mutuamente excluyen-
tes y exhaustivos. Estos son denominados como éxito (F) y fracaso (F = E).

O=1{E F)

1Se demuestran facilmente mediante induccién, pero se deja como ejercicio por no ser materia
de la asignatura de EDIP, sino de Célculo 1.
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Definicién 7.4 (Distribucién de Bernouilli). Se define la variable aleatoria con
distribucién de Bernouilli como:

Y 1 ocurre el suceso £
0 ocurre el suceso F'

Denotando p como P(FE) € [0, 1], tenemos que la variable aleatoria en cuestion
tiene distribucién de Bernouilli, y se notara como sigue:

X ~ B(l,p)

Su funcién masa de probabilidad es:

p o x=
flz)=P[X=2|=X 1—-p x=
0 x#0,1

Anéalogamente, es comun escribirlo como:
f(z)=p“(1 —p)t* x=0,1

Su funciéon de distribucion es:

0 z <0
Fx(x) = P[X < x] 1—p 0<z<1
1 1<z

Sus momentos no centrados son:

my, = B[ X¥] = Z ¥ flr)=0"-1-p)+1¥-p=p VkeN

r;€Rex

Sus momentos centrados son:

e = E[(X=E[X)¥ = E[(X—p)"] = > (i—p)*f(a:) = (1=p)*p+(0—p)*(1-p) =
%ER:Xp(l -p)'+(-p)"1-p) VEEN
En particular,
Var[X] = E[X? - EX]* =p—p* = p(1 - p)

Su funcién generatriz de momentos es:

Mx(t) = E[e"] = Z i f(x;) = el-ptel-(1—p) = 1—p+ep = 1+p(ef—1) VteR

z;€ERex
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7.4. Distribucion binomial

Definicién 7.5 (Distribucién binomial). Se dice que una variable aleatoria X sigue
una distribucién binomial de pardmetros ny p, n € N, p €]0, 1] si modela el niimero
de éxitos en n repeticiones independientes de un ensayo de Bernouilli con proba-
bilidad p de éxito, manteniéndose ésta constante en las n repeticiones. Se notara
como

X ~ B(n,p)

Observacion. Es facil ver que la distribucién de Bernouilli es un caso particular de
una distribucién binomial, considerando n = 1.

Razonemos la funcién masa de probabilidad. Como la variable X modela el
nimero de éxitos, tenemos que en total se producen x éxitos y n — x fracasos.
Como la probabilidad se mantiene constante, tenemos que la probabilidad para
cierta ordenacién de los éxitos es p”(1 — p)"~*. No obstante, las distintas formas de
reorganizar los sucesos son combinaciones de x éxitos entre un total de n sucesos; es
decir, combinaciones sin repeticion. Por tanto, tenemos que en total hay (Z) formas
distintas. Por tanto, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 7.1. Sea X ~» B(n,p). Entonces, la funcion masa de probabilidad de
la distribucion binomial es:

s = (- aenup)

T

Demostracion. Comprobemos que es una funcién masa de probabilidad. En primer
n

lugar, es facil ver que f(z) > 0 Ve € NU{0}. Veamos ahora que ) f(z) = 1:
=0

n

IOEDS (Z)pm(l —p)" =+ (1-p|'=1"=1

=0
donde he aplicado que f(z) es el término z—ésimo del binomio de Newton. n
Proposicién 7.2. Sea X ~~ B(n,p). Entonces, tenemos que:

E[X]=np

Demostracion. Tenemos que:

- n - n

E X - v 1 — n—r _ z 1 — n—r
[X] ;x(x>p (1-p) ;x(x>p (1-p)

Buscamos emplear el binomio de Newton, que dice que:

n

(a+b)" =) (Z) a"v"F Va,beR, VneN

k=0

Para poder “deshacernos” de la x que acompana al nimero combinatorio, aplico

que:
<Z> :;c!(nn—ix)!:% (m—l)!((g:ll)ix—kl)! ZE(Z:D
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Por tanto,
n—1
_ (1—p)
S0 S (R FECES
Realizo el cambio de variable, por notacién, x — 1 = h. Entonces:

n—1

=n ( ) A=) = npp+ 1 —p)" Tt =np
h=0

Lema 7.3. Sea X ~~ B(n,p). Entonces, tenemos que:
E[X? =n(n—1)p* +np

Demostracion. Tenemos que:

B - 0= sta =) (2 - =3

z=0 r=2

n
-1 (1 — p)®
o= ("))
Buscamos emplear el binomio de Newton, que dice que:
" /n
a+b)" = a"b"F  Va,b €R, Vn €N
@ror=3 (1)

Para poder “deshacernos” de la x que acompana al nimero combinatorio, aplico
Y
que:

(Z) - ;c!(nni o) ZEZ:B (z— 2)!((2:22>ix+2)! - ZEZ:? (Z:;)

Por tanto,

EX(X-1)]=n(n-1) <Z : ;)19‘”(1 )

Realizo el cambio de variable, por notacién, x — 2 = h. Entonces:

n—

E[X(X-1)] ( ) M2 (1=p)" " = n(n—1)p*(p+1-p)" > = n(n—1)p’

Por tanto, tenemos que E[X? — X| = E[X?] — E[X] = n(n — 1)p?. Por tanto,
usando que E[X]| = np,
E[X?] =n(n—1)p* + np

Corolario 7.3.1. Sea X ~» B(n,p). Entonces, tenemos que:
Var[X] =np(l —p)
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Demostracion. Tenemos que:
Var[X] = E[X? — E[X]* =n(n — D)p* +np — n’*p* = nplp(n — 1) + 1 — np| =
= np[pn —p+ 1 —np| = np(1 - p)
]

Proposicién 7.4. Sea X ~» B(n,p). La funcion generatriz de momentos es:
Mx(t) = [L+p(e' = 1)]"

Demostracion. Buscamos emplear el binomio de Newton, que dice que:

(at+b) =Y (Z) A F VYa,beR, VneN

k=0

Tenemos que:

=0

Proposicién 7.5 (Simetria). Si X ~» B(n,p), entonces la variable que contabiliza
el numero de fracasos, Y =n — X ~» B(n,1 —p) y, ademds,

PX =z =P[Y =n— 1]

Demostracion. Sabemos que se trata de nuevo de una distribucién binomial con las
mismas repeticiones. No obstante, por tener solo dos sucesos elementales tenemos
que P(f) =1—p, siendo f el fallo.

La segunda expresion es también trivialmente cierta, ya que el nimero de fallos
ha de ser n menos el nimero de éxitos. O

Ejemplo. Tenemos una muestra de tornillos defectuosos, y sabemos que la proba-
bilidad de que un tornillo sea defectuoso es p = 0,05. Calcular la probabilidad de
que en una muestra de 30 tornillos haya exactamente 5 defectuosos.

Tenemos que el espacio muestral es Q@ = {T.Op, T.Def}

Sea la variable aleatoria siguiente:

X=“Numero de tornillos defectuosos en una muestra de 30”
Tenemos que X sigue una distribucién binomial de la forma:
X ~ B(30;0,05)

Por tanto,

30
P[X =5] = ( - ) -0,05° - 0,95%
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7.5. Distribuciéon binomial negativa

Definicién 7.6 (Distribucién binomial negativa). Se dice que una variable aleatoria
X sigue una distribucién binomial negativa de pardmetros r y p, r € N, p €]0, 1]
si modela el nimero de fracasos antes de llegar al r—ésimo éxito en un ensayo de
Bernouilli con probabilidad p de éxito, manteniéndose ésta constante en todas las

repeticiones. Se notard como
X ~ BN(r,p)

Razonemos la funciéon masa de probabilidad. Como la variable X modela el
nimero de fracasos antes de llegar al r—ésimo éxito, tenemos que en total se produ-
cen x fracasos y r fracasos. Como la probabilidad se mantiene constante, tenemos
que la probabilidad para cierta ordenacién de los sucesos es p"(1 — p)*. No obstante,
las distintas formas de reorganizar los sucesos son combinaciones de x fracasos y
r — 1 éxitos?; es decir, combinaciones sin repeticiéon. Por tanto, tenemos que en total
hay (”;_1) formas distintas. Por tanto, a priori deducimos que la funcién masa de
probabilidad de la distribucién binomial negativa es:

)= (

No obstante, hay una expresion alternativa de la funcién masa de probabilidad
muy util para las demostraciones. Para ello, se introduce la siguiente definicion:

x+r—1
T

Ja-ww  eenu@)

Definicién 7.7. Dado » € R,z € N, se define? el siguiente ntimero combinatorio:

<_r):(—r)(—r—l)--'(—T—Hl); <_O‘):1, VreR,z €N

T z! 0

Habiendo definido dicho niimero combinatorio, podemos introducir la expresion
alternativa de la funciéon masa de probabilidad:

Proposicién 7.6 (Expresion alternativa). Se cumple la siguiente igualdad:

r+r—1 x, T -r z, T
f(517):( . )(1—p)p=<x)(p—1)p Ve e NU{0}
Demostracion. En primer lugar, veamos el siguiente resultado:

(x+7“—1) _ (x+r—1)! @+r—D@+r—2)--(r+r—2) 1"

x ol(r—1) z!l (r—1)T
(x4+r—D@+r—2)---(r) (» (=r)(=r—=1)---(—r—2x+1) _ (_l)w(—r)

- = (—1)®.
z! (=1) z! x

donde en (x) he incluido en el numerador x signos negativos y, por tanto, se incluye
también el factor (—1)*.

Por tanto, se tiene que:
r+r—1 —r —r
1 =9 = (=1)* 1—p)%p" = — 1)%p"
( . )( p)°p ()<x)( p) (x)(p )'p

2Fl éxito r—ésimo no se afade porque su posicién estd fijada, ya que debe ser el dltimo suceso
3El ntimero combinatorio est4 ya definido, pero con més restricciones. Esta definicién concuerda
con la anterior en los supuestos anteriores.
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Recordemos que tenemos lo que hemos deducido que es la funcién masa de
probabilidad y su expresion alternativa. No obstante, no hemos demostrado que,
efectivamente, se trata de una funciéon masa de probabilidad.

Proposicién 7.7. Sea X ~~ BN(r,p). Entonces, la funcion masa de probabilidad
de la distribucion binomial negativa es:

s = (T N ar = (Voo aenu

X

Demostracion. Comprobemos que es una funcién masa de probabilidad. En primer
lugar, es facil ver que f(z) > 0Vz € NU {0} a partir de la primera expresion.
o0
Veamos ahora que Y f(x) = 1. Para ello, usaremos el desarrollo en serie de
z=0

potencias de la funcién (1 + ¢)*:

o0

L+t =>" (Z)t | <1l,aeR (7.1)

=0

Usando la expresiéon alternativa de la funcién masa de probabilidad obtenida ante-
riormente y aplicando este desarrollo tenemos:

= = [—r = [—r Ec. 7,1
— 1% = p" —1)E "1 D=y =1
Ezof(x) ;:O ( . )(p )'p =p ;;:0 ( . )(p ) PA+(p=DI" =p'p
donde he aplicado que f(z) es el término z—ésimo del binomio de Newton. ]

Proposicién 7.8. Sea X ~~ BN(r,p). Entonces, tenemos que:

Demostracion. Demostramos haciendo uso de la expresiéon alternativa y de la Ecua-
cion 7.1:

:przx(—r)(—r— 1) x-!-(_r—:c—i- U(p— 1y =

z—1
z=1 y=0
Ec._7 1 r —r—1 _ r r—1 _ -1 T(l _p)
= r(l=pp I+ -] =r(l—pp'p" =r(l-pp~ = 5
donde en (%) he aplicado que la primera iteracién es nula por ser x = 0. O
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Lema 7.9. Sea X ~ BN(r,p). Entonces, tenemos que:
r(r+1)(1—p)?*  r(l—p)
5 +

p p

Demostracion. Calculamos en primer lugar lo siguiente:

E[X? =

BX(X D)= (e - 0f () =S (e — 1) (‘) (b 17y

:przﬂf(x_ 1)(—7") - = 1)$' (—T—ZL‘—f-l)( . 1)9@

= (N =D e =13 o 2)(}; '_(;;_ AR
SEVUEITD Bl G IR

e nre- 0t (7)) e- 1y

T ) = D = DT = D (= 1)

Por tanto, tenemos que:

E[X(X —1)] = E[X? - X] = E[X? — E[X] =

= E[X} =FE[X(X-1)]+E[X]= r(r+1)(1 — p)? N r(1—p)

p? p
O
Corolario 7.9.1. Sea X ~» BN(r,p). Entonces, tenemos que:
1
Var[X] = ( 5 )
p
Demostracion. Por la linealidad de la esperanza, tenemos que:
1)(1 — p)? 1— 2(1 — p)?
VU/T[X]:E[XQ]—E[X]2ZT(T+ )g p) +T( p)_lr. ( 2p) —
p p p
_2e=pP (o p)f - 20 r0mp)  r(=pPrpr(op)
p? p p?
_r@=pld-p) +p] _r(d-p)
B P’ -
O

Proposicién 7.10. Sea X ~~ BN(r,p). Entonces, tenemos que:

‘A

P
1= —pe™
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Demostracion. Usando la expresion alternativa de la funcion masa de probabilidad:

M (t) = B[] = Y c'a (‘) (=17 = (‘) ' = 1)) =
Ec.71 ety — 1)1~ = P
= P+ -V = m e e

donde hemos empleado la Ecuacién 7.1. No obstante, esto solo es valido si:
1
lfp—1)|<l<e=e(l-p <le=e< T e t< —In(1 —p)
-P

]

Ejemplo. Sabemos que la probabilidad de que te multen al conducir es P(M) = 0,01.
Ademas, a las 3 te quitan el carnet. Calcular la probabilidad de que te quiten el car-
net la décima vez que te subes al coche.
Sea X =“Numero de veces que te subes al coche antes de la tercera multa.”
Tenemos que X ~» BN(3,0,01). El nimero de fracasos antes del tercer éxito son
7. Por tanto,

P(X=17)= (2) 0,01%0,99”

7.6. Distribucion Hipergeométrica

Definicién 7.8 (Distribucién hipergeométrica). Supongamos una poblacién de N
individuos en dos categorias de N; y No = N — N individuos cada una. Se elige una
muestra de n individuos de la poblacién (sin reemplazamiento o simultaneamente).
La variable aleatoria X que contabiliza el nimero de individuos de la primera ca-
tegoria en la muestra se dice sigue una distribucién hipergeométrica de pardmetros
N, Ny y n y se denota:

X ~ H(N, Ny, n) N,Ni,neN, N,n<N

Tenemos que su funcion masa de probabilidad viene determinada por la Ley de
Laplace:

()
()
El denominador son las combinaciones totales de n individuos de un total de N.

En el denominador, tenemos que son las combinaciones de los x individuos de la
)
poblacién N; por las combinaciones de los n — x de la poblacién Ns.

f(z) = z € [méx{0,n — (N — Ny)}, min{n, N; }|

Comprobemos que se trata de una funcién masa de probabilidad:

Proposicién 7.11. Sea X ~» H(N, Ny,n). Entonces, su funcion masa de probabi-
lidad es:

()

flz) = (N) z € [méx{0,n — (N — Ny)}, min{n, N, }|
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Demostracion. Como todos los términos son positivos, es facil ver que f(x) > 0 V.
Veamos ahora que su suma es igual a 1. Para ello, empleamos el siguiente resultado,
que no se demuestra al no entrar dentro del temario de EDIP sino de Calculo.

Z(CL)( b ):(a+b), Va,be R, neN
x)\n—x n

=0

Notemos que en la suma del primer miembro algunos sumandos pueden ser nu-
los. En efecto, si > a, entonces (;) = 0 (puesto que habra un término nulo en
a(a — 1)+ (a — 2 + 1)). De igual forma, si n — x > b se verifica que (,” ) = 0.
En consecuencia, los tinicos sumandos no nulos son aquellos comprendidos entre
méx{0,n — b} y min{n,a} y, por tanto:

n min{n,a}
20602 (IGE)= () veremnen
=0 X n—x bx n—x n

z=méx{0,n—

Por tanto,

S 00 (Nl) (N—_Nl) min{n,N1} (Nl) (N—_Nl) (NI:N—_NI) (N)
f(z) = e glonws 2 otnee s Anl

2 T S 6 )

Proposicién 7.12. Sea X ~~ H(N, Ny,n). Entonces, tenemos que:

N,
(X]=n N

Proposicién 7.13. Sea X ~~ H(N, Ny,n). Entonces, tenemos que:

n(N — )N, (N — N})
N2(N — 1)

Var(X] =

Proposicién 7.14 (Aproximacién de Hipergeométrica a Binomial). Sea X ~» H(N, Ny,n).
Entonces, tenemos que, definiendo p = %, X se aproxima a una distribucion bino-
mial B(n,p).
De forma empirica, se ha demostrado que esta aproximacion es adecuada i
N1 < 0,1N o, equivalentemente, p < 0,1.

Demostracion. Demostremos el siguiente resultado:

i f(a) = tim L) ne) (Z) -

N—o0 N—o0 (JT\Z)

O

Ejemplo. Tenemos un grupo de 20 empleados en el que hay 15 hombres y 5 muje-
res y elegimos 6 personas para formar un grupo de forma completamente aleatoria.
Calcular la probabilidad de que en el grupo haya 2 mujeres.
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Definimos nuestra variable aleatoria X como el niimero de mujeres en el grupo
que cogemos. Notemos que:
H ~~ (20,5,6)

Calculamos la probabilidad de que haya dos mujeres en el grupo:

P[X =2] = GG) _ 0,3521

(%)
7.7. Distribucion de Poisson

Definicién 7.9 (Distribucién de Poisson). Sea X una variable aleatoria. Se dice
que X sigue una distribucién de Poisson si representa el nimero de de ocurrencias
de un determinado suceso durante un periodo de tiempo dijo o una region fija del
espacio.

Ha de cumplir las siguientes condiciones:

1. El nimero de ocurrencias en un intervalo o regién especificas ha de ser inde-
pendiente de las ocurrencias en otras zonas o intervalos de tiempo.

2. Si se considera un intervalo de tiempo muy pequeno (o una regién muy pe-
quena):
= La probabilidad de una ocurrencia es proporcional a la longitud del in-

tervalo (el volumen de la regién)

» La probabilidad de dos o mas ocurrencias es despreciable.

Dicho de otra manera, si de media se tiene que en determinado intervalo se
producen \ ocurrencias, tenemos que sigue una distribucién de Poisson de pardmetro
A, notado por:

X ~ P(A)

El razonamiento de su funcién masa de probabilidad no se explica en el presente
documento, ya que se basa en la teoria de ecuaciones diferenciales. No obstante,
demostramos que, efectivamente, es una funcién masa de probabilidad:

Proposicién 7.15. Sea X ~» P(A). Entonces, su funcion masa de probabilidad es:

fla) = e

x!

Demostracion. Como todos los términos son positivos, tenemos que f(z) > 0 para
todo x € NU{0}. Comprobemos ahora que la suma es la unidad:

- W N
Zof(x)zzoe’\aze)‘zoa(:)e’\@:1

donde en (x) he aplicado el desarrollo en serie de Taylor de la exponencial. ]

Proposicién 7.16. Sea X ~» P()\). Entonces, tenemos que:

E[X] =\
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Demostracion. Partiendo de la definicién de esperanza matematica:

0 2T 0 Pt
_ B AN Y “AN A
—E_Oxe gl -)\xgl = 1) )\E et = A
donde en (x) he aplicado el desarrollo en serie de Taylor de la exponencial. [

Lema 7.17. Sea X ~» P()). Entonces, tenemos que:
E[XY =X+

Demostracion. Partiendo de la definicién de esperanza matematica:

- ix(x—l)e_)‘ﬁ = e M)\ i Y = e M\ 3 /\—k = e M\t = \2
z! (x —2)! k!
x=0 r=2 k=0

donde he usado la expresion del polinomio de Taylor de la exponencial. Por tanto,

EX(X —1)]=FE[X?] - E[X] =X = E[X?] =)\ + )\

O

Corolario 7.17.1. Sea X ~» P(X). Entonces, tenemos que:

Var[X] = A
Demostracion. Tenemos que la varianza es:
Var[X] = Var[X? —Var[X]* = N>+ X = X2 =\

O

Proposicién 7.18. Sea X ~» P(\). Entonces, tenemos que:

My (t) = M=)
Demostracion. Tenemos que la funcién generatriz de momentos es:
Mx(t) = iem —)\_x . e AN = A=)
=0

O

Proposiciéon 7.19 (Aproximacion de Poisson a la Binomial). Sea X ~» B(n,p).
Entonces, tenemos que, si n es muy grande y p =~ 0, podemos aproximarla mediante
una distribucion de Poisson.

Definiendo X = np, X se aprozima a una distribucion de Poisson P(\).

De forma empirica, se ha demostrado que esta aproximacion es adecuada Si
np < 9.
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Demostracion. Se deduce de la formula de Simedn-Poisson:

Ak
lim (Z)pk(l —p)" Tk = ¢ A keN

n—00,p—0 k!

]

Observacion (Cambio de Intervalo de Tiempo). Podremos cambiar el intervalo de
tiempo al que estd relacionada nuestra variable aleatoria de distribucion de Poisson,
alterando el valor de A y pasando a un nuevo valor At, donde t es la cantidad de
veces que se repite el nuevo intervalo en el antiguo.

Ejemplo. Un dispositivo falla 1,2 veces en 6 meses. Se pide calcular la probabilidad
de que dicho dispositivo falle 2 veces en 6 meses y calcular la probabilidad de que
dicho dispositivo falle menos de 5 veces en 2 anos y medio.

Sea X la variable aleatoria que determina el nimero de veces que falla en 6
meses. Tenemos que X ~» P(1,2).

Entonces, tenemos que la probabilidad de que dicho dispositivo falle 2 veces en
6 meses es:

P[X =2] = 0,2169

Por tanto, si X’ es una variable aleatoria que determina el niimero de veces que
un dispositivo falla en 2,5 afos, tenemos que X ~» P(5-1,2) = P(6). Por tanto,

4
P[X' < 5] = PIX' <4 =Y f(x:) = 0,0025+0,0149+0,0446+0,0892+0,1339 = 0,2851

x; =0
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8. Relaciones de ejercicios

8.1. Variables Estadisticas Unidimensionales

Ejercicio 8.1.1. El ntimero de hijos de las familias de una determinada barriada
de una ciudad es una variable estadistica de la que se conocen los siguientes datos:

Ty | Ny N; Ji
0| 80 0,16
11]110

2 320

3 0,18
4 1 40

5)

6 | 20

Sea el nimero de hijos de una familia, X, una variable estadistica con poblacién
n = 500 y modalidades x1, ..., z¢ con distribucion de frecuencias:

1. Completar la tabla de frecuencias.

ri| ng | Ny | fi

0| 8 | 80 |0,16
1110|190 0,22
2 1130|3201 0,26
3190 410 0,18
4 140 | 4501 0,08
51 30 | 480 | 0,06
6 | 20 | 500 | 0,04

2. Representar la distribucion mediante un diagrama de barras y la curva de
distribucién.
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Diagrama de Barras

160
130
& 100 110
E
@ a0
=
m a0
=
k)
=
E 50
L
a0
30
20
]
1] 1 2 3 4 5 G
Figura 8.1: Diagrama de Barras
1,00

0,75

Figura 8.2: Curva de distribucion

3. Promediar los valores de la variable mediante diferentes medidas. Interpretar-
las.
7
1 1070
r=— nr, = —— = 2,14 Me =2 Mo =2
T 2 500
La media aritmética nos informa de que en la poblacién estudiada la media de
hijos es aproximadamente 2.
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La moda nos informa de que el valor mas usual, es decir, el nimero de hijos

mas repetidos, es 2.

La mediana nos indica que mas de la mitad de los encuestados tienen 2 o

menos hijos.

Ejercicio 8.1.2. La puntuacion obtenida por 50 personas que se presentaron a una
prueba de seleccién, sumadas las puntuaciones de los distintos tests, fueron:

174, 185, 166, 176, 145, 166, 191, 175, 158, 156, 156, 187, 162, 172, 197, 181, 151,
161, 183, 172, 162, 147, 178, 176, 141, 170, 171, 158, 184, 173, 169, 162, 172, 181,
187, 177, 164, 171, 193, 183, 173, 179, 188, 179, 167, 178, 180, 168, 148, 173,

1. Agrupar los datos en intervalos de amplitud 5 desde 140 a 200 y dar la tabla

de frecuencias.

Sea la puntuacion obtenida en una prueba de selecciéon, X, una variable es-
tadistica continua con poblaciéon n = 50 e intervalos [, .

de frecuencias:

.., I3 con distribucion

{[ia ni}i:l ,,,,, 12
I; ni | Ni| fi F; Ja;| hy C;
[140, 145} 212 1004(004|51(0,4 1425
(145, 150] 2141004008504 ]|147,5
(150,155 | 1 | 5 [0,02] 0,1 | 5 |0,2|152,5
(155, 160] 419 10,080,185 ]0,8(|157,5
(160, 165] 5114101 10285 ] 1 ]162,5
(165, 170] 6 200,12 04 | 5]1,2]167,5
(170, 175] 101301 0,2 |06 |5 | 2 |172,5
(175,180] | 8 | 380,16 [ 0,76 | 5 | 1,6 | 177,5
(180, 185] 6 144 10,12 (0,88 | 5 |1,2|182,5
(185, 190] 31471006094 |5 (0,6 |187,5
(190, 195] 21491004098 |5(0,4(192,5
(195, 200] 1 |{5010,02 1 51021975

2. Representar la distribucién mediante un histograma, poligonal de frecuencias

y curva de distribucion.
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Densidad de Frecuencia

2,5

1,5

n

Histograma

(145, 150] (155, 160] (165, 170] (175, 180] (185, 190] (195, 200]

[140, 145] (150, 155] (160, 165] (170, 175) (180, 185] (190, 195]

Figura 8.3: Histograma

Poligonal de frecuencias

Densidad de frecuencia

20

05

0.0

[140, (145, (150, (155, (160, (165 (170, (175 (180, (185, (190, (185,
145] 150] 155] 1600 165 170] 175] 180] 185] 1900 195 200]

Figura 8.4: Poligonal de frecuencias
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Curva de Distribucion
a0

40

30

20

Frecuencia absoluta

10

Figura 8.5: Curva de distribucién

Ejercicio 8.1.3. La distribucion de la renta familiar en el ano 2003 por comunidades
auténomas se recoge en la siguiente tabla:

I; n; | N; Ji F; Ci a; hi
(8300, 9300] 2
, 10200] 5)
10/18
2/18 12000
4 0,005/18
18 0,002/18

1. Completar la tabla. Sea la renta familiar en el ano 2003, X, una variable es-
tadistica continua con poblacion n = 18 e intervalos I, ..., Is con distribucion
de frecuencias:

{[z‘,nz‘}z—1 ..... 6
Ii U Nz fz Fz Ci Q; hz
(8300, 9300] | 2 | 2 |2/18 | 2/18 | 8800 | 1000 | 0,002/18
(9300, 10200} | 3 | 5 |3/18 | 5/18 | 9750 | 900 0,003/18
(10200, 11300] | 5 | 10 | 5/18 | 10/18 | 10750 | 1100 | 0,0045/18
(11300, 12700] | 2 | 12| 2/18 | 12/18 | 12000 | 1400 | 0,001428/18
(12700, 13500] | 4 | 16 | 4/18 | 16/18 | 13100 | 800 0,005/18
(13500, 14500] | 2 | 18 | 2/18 1 14000 | 1000 | 0,002/18
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2. Representar la distribucién mediante un histograma, poligonal de frecuencias

y curva de distribucion.

Densidad de Frecuencias

0,00025

0,00015

0,00005

0,0002

0,0001

Histograma

0,0003

(8300,9300] (9300, 10200] (10200, 11300] (11300, 12700] (12700, 13500] (13500, 14500]

Figura 8.6: Histograma

Poligonal de Frecuencias

Densidad de frecuencia

0,0003

0,0002

0,0001

0,0000
(8300, (9300, (10200, (11300, (12700, (13500,
9300] 10200] 11300] 12700] 13500] 14500]

Figura 8.7: Poligonal de Frecuencias

Curva de Distribucion
20

Frecuencia absoluta

Figura 8.8: Curva de Distribuciéon
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3. (Cuantas comunidades presentan una renta menor o igual que 12700 euros?
.Y cuantas superior a 11300 euros?

Observando la tabla, es facil ver que hay 12 comunidades auténomas cuya renta
familiar es menor que 12700 euros. Esto se debe a que Ny = 12, y e4 = 12700.

Ademas, se puede ver que hay 8 comunidades con renta mayor que 11300 euros.
Esto se debe a que e3 = 11300 y que n — N3 = 18 — 10 = 8.

Ejercicio 8.1.4. En una determinada empresa se realiza un estudio sobre la cali-
dad de su produccién. La distribucion siguiente informa sobre el nimero de piezas
defectuosas encontradas en 100 cajas examinadas con 50 unidades cada una de ellas:

x; || N° piezas defectuosas | 0| 1| 2 | 3 | 4 | 5|6 |7[8|9]10
n; N¢ de cajas 6191011141616 9|4 ]3| 2

1. Calcular el nimero medio de piezas defectuosas por caja.
Sea el nimero de piezas defectuosas por caja, X, una variable estadistica con
poblacién n = 100 y modalidades x1,...,x11 con distribucion de frecuencias:

{»’Un ni}i:l,...,ll

La media aritmética es:

11
. nix; 436 . :

T = Zzlﬁ& =100~ 4,36 piezas defectuosas por caja.

i=1 Tl

2. jCuantas piezas defectuosas se encuentran méas frecuentemente en las cajas
examinadas?
Hay dos valores modales: Mo = {5,6}, con una frecuencia absoluta f; = 16.

3. ;Cual es el nimero mediano de piezas defectuosas por caja?

x; | N° piezas defectuosas |0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5|6 | 7] 8] 9|10
n; N¢ de cajas 691011 (14|16 |16 9 | 4 | 3 2
N; 6115|2536 |50 |66|82]911|95]98 ] 100

El valor mediano es % = 18—0 = 50.

La mediana, como N5 = 50, es:
x5 + Tg 4 +5 -

Me = - —45
¢ 2 2 ’

4. Calcular los cuartiles de la distribucién. Interpretarlos.
s Q1 = 2,5: Esto significa que el 25% de la poblacién, es decir, el 25 % de
las cajas de la muestra, tienen menos de 2.5 piezas defectuosas.

» )y = Me =4,5: Esto significa que el 50 % de la poblacién, es decir, la
mitad de las cajas de la muestra, tienen menos de 4,5 piezas defectuosas.
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» (3 = 6: Esto significa que el 75 % de la poblacién, es decir, el 75 % de las

cajas de la muestra, tienen menos de 6 piezas defectuosas.

5. Calcular los deciles de orden 3 y 7. Interpretarlos.

s D3 = P3y = 3: Esto significa que el 30 % de la poblacién, es decir, el 30 %
de las cajas de la muestra, tienen menos de 3 piezas defectuosas.

» D; = P;y = 6: Esto significa que el 70 % de la poblacién, es decir, el 70 %
de las cajas de la muestra, tienen menos de 6 piezas defectuosas.

6. Cuantificar la dispersion de la distribucion utilizando diferentes medidas, in-
terpretando los resultados y senalando las ventajas e inconvenientes de cada

una.

= Medidas de dispersién absolutas:

R =11 — 1 = 10

El rango representa la diferencia entre el maximo de las modalidades
y entre el tiltimo.

Rr=Q3—Q1 =35

El rango intercuartilico es la longitud del intervalo en el que estan el
50 % central de los datos.

D; = m = 2 Es la desviacién absoluta media respecto a la
media aritmética.

Dije = Tiny ‘x:;Me‘ni —9

Es la desviacién absoluta media respecto a la mediana.

o2 = ik ";(351'*50)2 — 5,8704

La varianza es la media cuadratica dispersion éptima. Como no te-
nemos datos muy por encima ni muy por debajo es representativa.
o= +V0o? = 2,42289

La desviacion tipica es el promedio de las desviaciones individuales
con respecto a la media.

= Medidas de dispersion relativas:

Cy= z—’; = % = oo = El coeficiente de apertura es una medida no

representativa en este caso.

_ R _ 10 _
Rp =7 = 136 = 2,2936 ' '
El recorrido relativo es el niimero de veces que el recorrido contiene

a la media aritmética.

Rgr = —Q§+Q1 =55 = 0,4118
El recorrido semi-intercuartilico es el 50 % de los valores centrales

dividido entre los restantes.
CV.(X) =% =0,5557

|z|
El coeficiente de variacién mide la variacion de los datos respecto a

la media. Se usa para saber si una medida e homogénea.

_Dye _ 2 _ 4 _n1
VMe_Me_4,5_9_O‘4 _

Mide el niimero de veces que la mediana esté contenida en la desvia-
cion respecto a la mediana. Hay una buena representatividad de la

mediana.
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Ejercicio 8.1.5. Dadas las siguientes distribuciones:

1D 10,1 ] (1,21 ] (2,3 ] (3,4] | (4,5]
MOREED 13 11 8 6

17 1(0,1]] (1,3] | (3,6] | (6,10] | (10, 12]
(2) 1 6 7 12 2

Calcular para cada una de ellas:

1. Medias aritmética, armonica y geométrica.
Sea X; una variable estadistica continua con poblaciéon n = 50 e intervalos
Il,... I} con distribucién de frecuencias:

{177, ..... 5

Y sea X, una variable estadistica continua con poblacion n = 28 e intervalos
IZ,..., 12 con distribucidn de frecuencias:

{’L’Z ..... 5

s Media aritmética:

1 o 1
= ;cgn} =5 108 =216
Ty = iic%ﬂ _ 2 - 162 = 5,7857
ny = ST
s Media arménica:
n 50
Hy = 216:11% T A
Hy— "2 B 3509

N S0 8,237

IV 10,17 @2] @334 ] 4,5
Wl [ 13 11] 8 | 6
SH 1 1 1 1
Wl 12 13| 11| 8 | 6
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17 1(0,1)] (1,3 ] (3,6] | (6,10] | (10, 12]
nP 1 e | 7] 12 2
21 1 ] 2 ] 3 4 2
R 3 [T 3 1
hi(e; +€i—1) —ehi—y —ei_1hiyr 4 5
Mo' = =-=13
¢ 2h; — hit1 — hiy 3

En el caso de X5, hay dos intervalos modales. Por tanto, habra dos modas.

hi(ei +ei—1) — e;hi—1 — €i—1hiq1

Mo? =
“ 2h; — hiy1 — hiy

—25

hi(e; + €i—1) — e;hi—1 — e;_1hiy

=7
2h; — hitq — hiy

2 _
Mos =

3. El valor superado por el 50 % de las observaciones.

1 10,1] ] (1,2]] (2,3 | (3,4] | (4,5]
W12 1] 8 | 6
NY|[ 12 [ 25 | 36 | 44 | 50

1 1(0,17](1,3]] 3,6 ] (6,10] | (10, 12]
nD 1|6 | 7T ] 12 2
NP | 1 7 14 26 28

2

Para la variable Xy, Ny = 25 = &t = Me; = e; = 2.
Para la variable X5, N3 = 14 = %2 = Mey = e3 = 6.

4. Recorrido, recorrido intercuartilico y desviacién tipica. Interpretarlos. ;Qué
distribucién es mas homogénea?

s Recorrido
Ri=5-0=5 Ry=12—-0=12

Es la diferencia entre el maximo de las modalidades y entre el ultimo.
Como podemos ver, en la primera distribucion la totalidad de los datos
se encuentra en un intervalo menor.

» Rango Intercuartilico
Es la longitud del intervalo en el que estdn el 50 % central de los datos.
En primer lugar, tengo que hallar (), y ()3 para X;.

50 -+ — Ny 12,5 — 12 27
L 224 707 1422 71 =22 —=1.038
@r=eit 7 =1t 3 2%
50 -3 — N;_ 37,5 — 36 51
Q= +—2 " =342 " 1 =2~ 31875

Por tanto, R} = Q3 — Q] = 2,1495.
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En segundo lugar, tengo que hallar Q)1 y Q)3 para Xs.

Q%ZGQZ?), yaque%z?zNg
283 — N, 21— 14 25 _
1 4 ?
— i x . Z:6 . :_:8-3
@ =€t n; 4 =0+ " 3

Por tanto, R? = Q3 — Q? = 5.3.

= Desviaciéon Tipica:
Promedio de las desviaciones individuales con respecto a la media.

5 5
1 1
_ 2 _ 2 =2 2 2 _
Oz, = 02 =+ %0 ;:1 nic; — Iy = —1—\ 0 ;:1 n;c; — (2,16)% = 1,3208
1 o 1 o
_ 2 _ 2 =2 2 2 _
Opy = 02, = +\ 53 ;:1 nic; — 5 = —1—\ 53 ;:1 n;c: — (5,7857)%2 = 2,92

» Coeficiente de Variacién de Pearson:

CV.(X)) = ;””lll = 0,61148
CV.(X,) = l‘;”2| = 0,5047

Por tanto, como C.V.(X;) < C.V.(X;), la distribucién asociada a la va-
riable X5 es méas homogénea.

Ejercicio 8.1.6. Un movil efectiia un recorrido de 100 km en dos sentidos. En uno
va a una velocidad constante de V; = 60 km/h y en el otro va a una velocidad
constante de V5, = 70 km/h. Calcular la velocidad media del recorrido.

Al ser un cociente entre magnitudes, ya que la velocidad es el cociente entre el
espacio y el tiempo, se opta por la media armonica.
La media armonica es es:

2
H=—"— =64,62 km/h

1
60 ' 70

Ejercicio 8.1.7. Las acciones de una empresa han producido los siguientes rendi-
mientos netos anuales:

Ano Rentabilidad
1994 12 %
1995 10%
1996 7%
1997 6 %
1998 5%
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Obtener el rendimiento neto medio en esos cinco anos.

Como la rentabilidad tiene efectos multiplicativos acumulativos en la evolucién
del valor de la empresa a partir de una cantidad inicial fija, que es el valor inicial en
1994, se opta por la media geométrica.

La media geométrica es:

G=3/1,12-1,10-1,07- 1,06 - 5 = 1,7968
Es decir, se obtiene un rendimiento neto de un 7.968 %.
Ejercicio 8.1.8. Un profesor califica a sus alumnos segin el criterio siguiente:

40 % de suspensos, 30% de aprobados, 15% notables, 10 % sobresalientes y 5%
de matriculas. Las notas obtenidas son las siguientes:

0.1 [ (L2 [ (23] (34 [ (4,5 (5,6 (6,7 (7,8 (8,9 ] (9, 10]
34 74 56 81 94 70 41 28 16 4

Calcular las notas méaximas para obtener cada una de las calificaciones.

Sean las notas de los alumnos de ese profesor, X, una variable estadistica continua
con poblacion n = 498 e intervalos Iy, ..., 10 con distribucion de frecuencias:

{Ii, ni}izl ..... 10

T, [0, 1] [ (1,21 | (2,3 (3,41 [ (&.5]] (5,61 | (6,7 | (7.8 [ (8.9 | (9, 10
n; 34 74 56 81 94 70 41 28 16 4
N; 34 108 | 164 | 245 | 339 | 409 | 450 | 478 | 494 498

Se estan pidiendo los percentiles Py, Pro, Pss, v Pos.

dn _ py 199,2 — 164
P40:el-,1+100—1-ai:3+’T-1:3,4346
n;
o — Nia 348,6 — 339
szei,l—l—loo—-ai:5—1—’7—0-1:5,1371
1
8n _ p 423.3 — 409
P85:el-,1+100—1-ai:6+T-1:6,3488
1y
9%n _ N 473,1 — 450
P95:ei,1+100—1-ai:7+’T-1=7,825
n;

Por tanto, las notas maximas para cada calificacion son:
= Suspensos: Py = 3,4346.

= Aprobados: Py = 5,1371.

= Notables: Py5 = 6,3488.

= Sobresalientes: Pyy = 7,825.

108



EDIP 8.1. Variables Estadisticas Unidimensionales

Ejercicio 8.1.9. Se ha medido la altura de 110 jévenes, obteniendo:

Altura
N¢ jovenes

(1,55, 1,60]
18

(1,60, 1,70]
31

(1,70, 1,80]
24

(1,80, 1,90]
20

(1,90, 2,00]
17

1. Si se consideran bajos el 3% de los individuos de menor altura, jcudl es la
altura maxima que pueden alcanzar?

Sea la altura de los jévenes, X, una variable estadistica continua con poblacién
n = 110 e intervalos Iy, ..., I5 con distribucion de frecuencias:

{Iz‘, le‘}z‘:1 ..... 5
I; || (1,55,1,60] | (1,60,1,70] | (1,70,1,80] | (1,80, 1,90] | (1,90, 2,00]
n; 18 31 24 20 17
N; 18 49 73 93 110
Se pide calcular Ps.
0,03n — N, 3,3—0
Py—e; 4+ T 155+ -0,05 = 1,5592
U

Por tanto, la altura maxima de los bajos seria 1,5592 m.

2. Si se consideran altos el 18 % de los individuos de mayor altura, jcudl es su
altura minima?
100 — 18 = 82 % = Se pide calcular el Pxy:
0,80n — N,_ 90,2 —-173
Pag = e g 4+ oot Nl g 2 10 1 — 1886
Por tanto, la altura minima de los altos seria 1,886 m.
3. (Qué altura es superada sélo por 1/4 de los jévenes?
Se pide calcular el Q3:
0,75n — N;_ 82,5 — 173
Qs = e q 4+ 2070l 184 222 0 g1 — 184
Por tanto, la altura superada sélo por 1/4 de los jévenes seria 1,84 m.
4. Calcular el nimero de jovenes cuya altura es superior a 1,75.
allo _ alld _ 49 —
P, = 1,70+100T-0,1 =175 = WT =05 = a=5545%

Por tanto, el nimero de jévenes con altura superior a P, = 1,75 m es:

n— % = 49 personas
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5. Calcular la altura maxima de los 11 jévenes més bajos.
an — 11 = 10 %. Por tanto, se pide Pjq:

100

11-0

Py =1,55+ T 0,05 = 1,5806 m

Por tanto, la altura maxima de los 11 jovenes mas bajos es 1,5806 m.

6. Calcular la altura minima de los 11 jévenes mas altos.
4 — 110 — 11 = 99 = 10 %. Por tanto, se pide Pyy:

100

Py =1,90 +

Por tanto, la altura minima de los 11 jovenes mas altos es 1,9353 m.

99 -9
17

3

-0,1 =1,9353m

Ejercicio 8.1.10. Realizando una prueba para el estudio del cancer a 150 personas
se obtuvo la siguiente tabla segiin la edad de los enfermos:

Edad | (10, 30]

(30, 40]

(40, 50]

(50, 60]

(60, 90]

N° enfermos 15

22

48

40

25

1. Calcular la edad mas comun de los individuos estudiados.

Sea el nimero de personas con cancer, X, una variable estadistica continua

con poblacién n = 150 e intervalos 1, ..

{Iiani}zzl ..... 5
I; ][ (10, 30] | (30,40] | (40,50] | (50, 60] [ (60, 90]
N, 15 22 48 40 25
N; 15 37 85 125 150
a; 20 10 10 10 30
h; 0,75 2,2 4.8 4 0,83

Por tanto, el intervalo modal es I5.

Mo — hi(e; + €i—1) — e;hi

- €¢—1hz‘+1

4.8(90) —50-2,2 40 -4

2h; — hiyr — hi—q

2-48—4-22

Por tanto, la edad mas comuin es Mo = 47,647 anos.

2. Calcular la edad minima y maxima del 30 % central de los individuos.

Se plde hallar P35 y P65I

52,5 — 37
Py =40+ =20 .10 = 43,2292
48
97,5 — 85
Py = 50 + === 10 = 53,125

., I5 con distribucion de frecuencias:

810

= S = 47,647

17

Por tanto, las edades minimas y méximas del 30 % central de los individuos
son 43,2292 y 53,125 anos respectivamente.
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3. Calcular el recorrido intercuartilico y la desviacién tipica.
Para calcular Ry, calculo primero ¢ y Qs:

37.5 — 37
=40+ 7 .10 =401
Q1 =40+ s 0 = 40,
1125 — 85
Q3:50+—’4O 10 = 56,875

Por tanto, Ry = QY3 — ()1 = 16,775. Para calcular o, calculo antes Z:

5
Z cin; = 48,7
=1

T =

S|

5 5
1 1
=+ 0'323 =+ E E ’I’LZ’Cl2 -2 =+ ﬁ E ’I’LZ’C? - (48,7)2 = 15,4965
i=1 i=1

4. Calcular e interpretar los valores de los coeficientes de asimetria y curtosis.

» Cocficientes de Asimetria:

5 ~-\ 3
1 1
S ( x) _ 137 0,0917 > 0
T 150

P M
Ay =2"=220,068>0
g

Como los coeficientes de asimetria son positivos, eso implica que la distri-
bucién es asimétrica por la derecha o positiva, es decir, la media aritméti-
ca es mayor que la moda. Ademads, como son cercanos a 0, la distribucion
no es muy asimétrica. Esto se aprecia bien en la figura 8.9.

Histograma

Mo = 47,647

w

N

[y

(10,30] (30,40] (40,50] (50,60] (60,90]

Figura 8.9: Histograma mostrando la media aritmética y la moda.
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» Cocficientes de Curtosis:

Para el coeficiente de curtosis de Fischer, es necesario calcular u4:

5
1 4

= Y ny(a; — 7)* = 153232,455
i ni_ln(x z)

1o(X) =4 3 - 26571 —3=—0,3428 < 0
g

Para el coeficiente de curtosis de Kelley, es necesario calcular Dy y D;:

135 — 125
D9=60+T~3O=72 Dy =30 =¢1, yaque ny = g =15
1Q3— @ 116,775
K== 0,263 = = — 0,263 = —0,0632
5Dy~ D, 0,263 5 0,263 0,0632 < 0

Como los coeficientes de curtosis son negativos, eso implica que la dis-
tribucion es platicirtica. Es decir, que los intervalos mas centrales no
sobresalen demasiado de la curva normal con la misma media aritmética
y desviacién tipica. Ademds, las colas (intervalos I; e I5) se encuentran
por encima de esta distribuciéon normal, como se aprecia bien en la figura
8.10.

Histograma

0 --

(10,30] (30,40] (40,50] (50,60] (60,90]

Figura 8.10: Histograma frente a la distribuciéon normal.
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8.2. Variables Estadisticas Bidimensionales

Ejercicio 8.2.1. Se han lanzado dos dados varias veces, obteniendo los resultados
que se presentan en la siguiente tabla, donde X designa el resultado del primer dado
e Y el resultado del segundo:

| X|1]2]2]3]5]4[1]3|3]|4]1]2]5|4]3]4]4|5|3]1]6]5|4]6]
[Y2[sfif4]3fzfef4]1]6[6[5]1]2[5[1]1]2]6][6[2]1]2]5]

1. Construir la tabla de frecuencias.
Sean los valores obtenidos en un dado, X; y los valores obtenidos en el segundo,
Y'; dos variables estadisticas con poblacion n = 24 y modalidades x,...,x¢ €
Y1, - -, Yg respectivamente, con distribucion de frecuencias:
{(l‘i, yj); nij};:l ..... 6
j=1,..6

e

X\Y[1 2345 6|n,s
1 (01000 3[4
2 {10101 0]3
3 /1002115
4 123000 1|6
5 (2110004
6 ({01001 0]2
n; |6 6 2 2 3 524

2. Calcular las puntuaciones obtenidas medias con cada dado y ver cudles son
mas homogéneas.

En primer lugar, calculo las puntuaciones medias mediante las medias aritméti-
cas.

6
1 81 1
7 = = —:_E =— =32
T 7 - niTi = o 3,375 y=_ 2. n;y; = — = 3,2083

Para estudiar la homogeneidad, necesito saber el coeficiente de variacién de
Pearson. Para calcular este, necesito en primer lugar calcular las desviaciones
tipicas.

6
” %Zni.m_f)b\_zmx 2o 329 — /23177 = 1,5224
=1

6
1 _ 335
o, = E § n_j(yj_y)2: — g n]yj—y = = 4/3,6649 = 1,9144
J=1

Teniendo la media y las desviaciones tipicas, podemos calcular el coeficiente
de variacion de Pearson:

o, 15224 o, 19144
= 2= 0 04511 CV.(Y)= =L = 22— — 05967
iz~ 3375 ) 73,2083

C.V.(X)

Puesto que C.V.(X) < C.V.(X) =, X es més homogénea que Y.
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3. ;Qué resultado del segundo dado es més frecuente cuando en el primero se
obtiene un 37

Se pide la moda de la distribucién condicionada del caracter Y a aquellos que
presentan la modalidad x3. La tabla de la distribucién condicionada a z3 es:

y [1 2 345 6
ng; |00 0 211

Por tanto, Mo(Y)=3 = 4.

4. Calcular la puntuacién méxima del 50 % de las puntuaciones méas bajas obte-
nidas con el primer dado si con el segundo se ha obtenido un 2 o un 5.

T 123 45 6
nl= =ng+ns|1 11 3 1 2
N/=2P 1236709
Nos piden Me(X)7=%5.
ni=25 g .
Como 5 =5 = 4,5, la mediana es Me(X)/=%5 = 4.

Ejercicio 8.2.2. Medidos los pesos, X (en Kg), y las alturas, Y (en ¢m), a un
grupo de individuos, se han obtenido los siguientes resultados:

X\Y | 160 162 164 166 168 170 | n;
8 3 2 2 1 0 08
51 02 3 4 2 2 1|14
54 |1 3 6 8 5 1 |24
5700 0 1 2 8 3|14
60 |0 0 0 2 4 410
n, | 6 8 13 15 19 9 |70

1. Calcular el peso medio y la altura media y decir cudl es més representativo.

Sean el peso en Kg, X; y las alturas en cm, Y'; dos variables estadisticas con
poblacién n = 70 y modalidades x1,...,z¢ € y1,...,Ys respectivamente, con
distribucion de frecuencias:

{(ajiayj)anij}iil ..... 6

7j=1,....6
Las medias aritméticas son:
6 6
1 3792 1 11600
r=— ing, = ——=5,17T14 Kg y=— n,; = —— = 165,7143
T ni:oxn_ 0 g njzoy]nj 0 cm

La mas representativa serd la distribucién mas homogénea. Para ello, com-
pararemos el Coeficiente de Variacion de Pearson, para lo cual calculamos la
desviacién tipica.

6
1 206316
c= oY el — 12 = — 72 = 3,582
ag. n 2 n .ZL',L x 70 x
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1922396
oy = —ijy]—y—\/ S 7R =2,9519

Por tanto, los coeficientes de variacién son:

OJKLX)zzFﬁzinﬁGl CIV(Y)::Fﬁ::OiH78

T T
Por tanto, como C.V.(Y) < C.V.(X), entonces la distribucién Y es méas ho-
mogénea vy, por tanto, su media es mas representativa.

2. Calcular el porcentaje de individuos que pesan menos de 55 K¢ y miden mas
de 165 cm.
Como se pide z; < x4 = 57, solo se tiene en cuenta ¢ = 1,2, 3.

Ademas, como y; > y3 = 164, solo se toman j = 4, 5, 6. Por tanto, el porcentaje

eS.
>
ey 20
——il——--10096::——-10096=:28571496
n 70

3. Entre los que miden mas de 165 c¢m, ;cual es el porcentaje de los que pesan
mas de 52 Kg?

Como se pide que midan mas de 165 cm, tomamos la distribucién condicionada

aj=4,5,6.
X\Y =4,5,6|166 168 170 | n;
48 1 0 0 |1
51 2 2 115
54 8 5 1 |14
57 2 8 3 |13
60 2 4 4 110
n; 15 19 9 |43

De esta distribucién condicionada, calculemos el porcentaje de personas que
pesan menos de 52 Kg. Como Az; = 52, sabemos que P, = 51 = 5.

n]:4,5,6 0

10
P p— ]_ p— N p— p— p— ¢ —_— 1
=5 Tyg => Ny =6 100 a=a=56 e 3,9535 %

Por tanto, el porcentaje de personas que pesan més de 52 Kg entre los que
miden mas de 165 cm son:

100 — P, = 86,0465 %

4. ;Cudl es la altura mas frecuente entre los individuos cuyo peso oscila entre 51
y b7 Kg?

115



EDIP 8.2. Variables Estadisticas Bidimensionales

Se pide la distribucién condicionada a ¢ = 2, 3, 4. Por tanto, la distribucién de
frecuencias es:

X\Y |160 162 164 166 168 170 | ni—>**
51 [ 2 3 4 2 2 1| 14

54 1 3 6 8 5 1 24
57 o 0 1 2 8 3 14
n=23t1 '3 6 11 12 15 5§ 52

J
Por tanto, podemos ver que Mo(Y)=234 = 168 cm.

. ., Qué peso medio es mas representativo, el de los individuos que miden 164 cm
o el de los que miden 168 c¢m?

La distribucién condicionada a j = 3 (y3 = 164 ¢m) queda como la tabla de
la izquierda; mientras que la distribucién condicionada a j =5 (y5 = 168 c¢m)
queda como la tabla de la derecha:

X\Y | 164 X\Y | 168
48 | 2 48 | 0
51 4 o1 2
54 6 54 5
57 1 a7 8
60 0 60 4
n?j:E 13 n']j:? 19

Las medias aritméticas:
1< 1<
- _ E Jj=3 _ = _ § ' Jj=5 _
Tj=3 = F - XTim;. = 52,3846 Lj=5 = F - XTim;. = 56,2105

Las desviaciones tipicas:

6

Jj=3 _ Jj=3,2 _ =2 _

o, "~ = \ oy E n; xp — Tj_g = 2,5283
—

J
O‘ﬁ

1 _
> niTa? - 22 = 27662

5 pr— . -
ni=s . i
=0

El coeficiente de variacién de Pearson:

. j=3 , j=5
C.V.(X)I=3 = |ZI = 004826 CV.(X)I=5 = |;I = 004921
=3 =5

Por tanto, como los coeficientes de Pearson son similares, el peso medio tiene
una representatividad similar. No obstante, para j = 3, es decir, 164 cm, es
mas homogénea la distribucién condicionada.
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Ejercicio 8.2.3. En una encuesta de familias sobre el nimero de individuos que
la componen (X) y el nimero de personas activas en ellas (Y') se han obtenido los
siguientes resultados:

X\Y|[1 2 3 4|n;
1 |7 0 0 0]7
2 (10 2 0 0]12
3 /11 5 1 0|17
4 110 6 6 022
5 [8 6 4 2|20
6 |1 2 3 1|7
701 0 0 1|2
8 |0 0 1 1|2
n; |48 21 15 5|89

1. Calcular la recta de regresion de Y sobre X.
Sean el nimero de individuos que componen la familia, X; y el nimero de
personas activas en ellas, Y; dos variables estadisticas con poblacion n =
89 y modalidades xy,...,x5 € y1,...,ys respectivamente, con distribucion de
frecuencias:

{(%‘, yj): nij};:l,...,s

7j=1,...4

Obtengo, en primer lugar, las medias aritméticas marginales:

8 4
1 342 1 155
T = — ng = —— = 3,8427 y=— n;=——=1,7416
B A TV b= s = g
=0 7=0
Obtengo ahora la covarianza:
8 4
1 Z __ 666 __

Obtengo ahora la varianza de la variable estadistica X:

8
1 1538
2 § 2 =2 =2
Uz E 2 nzajz —x° = E —Xr = 2751455

Por tanto, la recta de regresién de Y sobre X es:

y—§=22(x —7) = y = 0,31445z + 0,533
0-.’E

2. ;Es adecuado suponer una relacion lineal para explicar el comportamiento de
Y a partir de X7

Para ver si nuestra recta de regresion es correcta o no, se emplea el coeficiente

de determinacion. )

2 _ ey
v/ x = 5
Ty

Q
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Ademas, en el caso de que se trabaje en el caso lineal, tenemos que:

2 %y _ 2 Ty
My/x = o2 r= 0202
y %y
Calculamos por tanto 05:
4
1 347
2 _ 2 -2 —2 _
o, = EZn_jyj -y = 0 — " =0,8657
7=0
Por tanto: ) )
2 Oey 2 Ty
nY/X:_QZT: 22:0,287
o, oplep

Como 7712// + = 0,28719 dista bastante del 1, entonces podemos afirmar que no
es adecuado suponer una relacion lineal, puesto que el modelo explica menos

del 29% de los casos.

Podemos ver la representacion en forma de nube de putos, junto con la recta
de regresién de Y sobre X, y junto con el coeficiente 72, en la figura 8.11.

Diagrama de Dispersion

4 L ] - L L
y =0,3145x + 0,5331
R*=0,2872
L - L ] L ] L
L] L . L] L
L ] [ ] L ] [ ] [ ] L L ]

2 3 4 5 & 7 8 ]

Figura 8.11: Diagrama de dispersién del ejercicio 8.2.3

Ejercicio 8.2.4. Se realiza un estudio sobre la tensién de vapor de agua (Y , en
ml. de Hg.) a distintas temperaturas (X, en °C'). Efectuadas 21 medidas, los resul-
tados son:

X\Y | ¢ (05,15 (1,5,2,5] (2,5,5,5] |n

)

ci 1 2 4
@15 | 8 1 ) 0 6
(15,25] | 20 1 4 2 7
(25,30 | 275 | 0 3 5 8
n, 5 9 72l

Explicar el comportamiento de la tensién de vapor en términos de la temperatura
mediante una funcién lineal. ;Es adecuado asumir este tipo de relacién?
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Sea la temperatura, X; y la tension de vapor de agua, Y'; dos variables estadisticas
con poblacién n = 21 y modalidades I{,...,I§ e I{, ..., Ij respectivamente, con
distribucion de frecuencias:

{(Iixa [f)»nij}izl,...,s

7=1,...,3

En este caso, se pide la recta de regresion de Y sobre X. Para ello, calculamos

previamente varios datos.

3 3
1S, 408 1 51
=0 =0
1< 9234
2 )2 2 2
= =N (e)Png, - 7P = S — 7 = 62,2437
o; nl:o(cz)n, z TR
1< 153
2 2 2 2
ay—ﬁjgzo(c?) ng =y =5 Y = 1,3876
3
1 1119
Ouy = cicing — Ty = - W= 6,1014
1,j=0

Para ver si asumir este tipo de relacién es correcto, vemos el valor del coeficiente
de determinacién. Haciendo uso de que el ajuste empleado ha sido lineal:

0.2 2
2 €y 2 T,y
oz ozo0;

Como r? = 0,431, tenemos que explica solo el 43,1 % de los resultados, menos
del 50 %. Por tanto, como dista mucho del 1, entonces podemos afirmar que en este

caso no se ajusta correctamente mediante el ajuste lineal.
Estos resultados los podemos ver en el diagrama de dispersion de la figura 8.12.

Diagrama de Dispersion

y = 0,098x +0,5239 J .
R? =0,4311
. T L] .
L] .

24

Figura 8.12: Diagrama de dispersién del ejercicio 8.2.4
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Ejercicio 8.2.5. Estudiar la dependencia o independencia de las variables en cada
una de las siguientes distribuciones. Dar, en cada caso, las curvas de regresion y la
covarianza de las dos variables.

Distribucién A Distribucién B
X\Y|1 2 3 4 5]|n

10 [2 4 6 10 830 X_\lyéfﬁnl

20 (1 2 3 5 4115 0 110 1|2

30 [3 6 9 15 12| 45 1 o1 ol1

40 | 4 8 12 20 16| 60 — 1 5 114

n; |10 20 30 50 40150 Mg

Sean X4 y Y4 dos variables estadisticas con poblacién n = 150 y modalidades

i, ey, Lo yi respectivamente, con distribucion de frecuencias:

A A
{(Ii Y ), nij}@:l,...,4
=1,..5
Por el teorema de la caracterizacion de la independencia estadistica, como n;; =
"L Vg5, tenemos que las variables X e Y son estadisticamente independientes
en la distribucion A. Ademads, esto también se puede ver, ya que:

1 3

1 . A .9

J = — = J = — = J = — = J = — =
fi=c=h h=y=h fh=g=h Jfi=g=5h
Como vemos que ff no depende de j, tenemos que X4 e Y4 son estadisticamente
independientes.

Sean ahora X? y Y'P dos variables estadisticas con poblacién n = 4 y modali-

dades 2P, ... 28 e yP, ... y% respectivamente, con distribucion de frecuencias:
B B
{(xz ) Y )77%]‘};:1,...,3
7=1,...,3

ni.ni

Como tenemos que ny; = 0 # }l = , entonces las variables X,Y no son
estadisticamente independientes. Tampoco depende X de Y (a y, le corresponden
x1y x3) ni viceversa (a xq le corresponden y; e y3).

Calculamos ahora las curvas de regresion.

1. Distribucién A
La covarianza es:

Ozy = 0, ya que X 4 ¢ Y4 son estadisticamente independientes.

Al ser las variables independientes, no tiene sentido calcular la curva de regre-
sion, ya que ninguna de las variables explica la otra.

No obstante, las calculamos. Como son independientes, tenemos que z; = Z,
YYi=1Y.

Calculamos las medias aritméticas:

4

5
1 4350 1 540

T = — 212—229 y = — :—:376
T n;xn 150 ) n;yﬂlj
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La curva de regresion X/Y pasa por los puntos (Z;,y;). Por tanto, los puntos
son:

(29,1)  (29,2)  (29,3)  (29,4)  (29,5)

La curva de regresién de X/Y la podemos ver en la figura 8.13.

Distribucion A. Curva de Regresion X/Y

5 | | =n |
4 | | = ]
3 | | L |
2 | | =N |
1 | | =n ]
0
0 10 20 30 40 50

M Diagrama de Dispersion M Curva de Regresion X/Y

Figura 8.13: Curva de regresién de tipo I de X/Y

La curva de regresién Y/ X pasa por los puntos (z;,¥;). Por tanto, los puntos
son:

(10,3,6)  (20,3,6)  (30,3,6)  (40,3.6)

La curva de regresién de Y/X la podemos ver en la figura 8.14.

Distribucion A. Curva de Regresion Y/X

w
HE B E=H B
HE B E=H B
HE B E=H B
HE B E=H B

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

B Diagrama de Dispersion M Curva de Regresion Y/X
Figura 8.14: Curva de regresién de tipo I de Y/ X
Como podemos ver, al ser las variables independientes, la curva de regresion
no aporta informacién relevante. Los puntos se sitian paralelos a los ejes a la

altura de la media que se quiere explicar.
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2. Distribucion B
La covarianza es:

0

3
1 _
axy:EZmiyjnij—xy:Z—l—O:O

1,j=1

Por tanto, aqui podemos ver que si las variables son independientes, entonces
su covarianza es nula, pero que el reciproco no es cierto. Ejemplo de lo segundo
es esto.

Calculamos ahora la curva de regresién de tipo I de Y/ X, que pasa por los
puntos (z;,;):

1< 9 1< 4
) = — - L= - = 2 o — —— - L= = = 2
= ; Yy = 7 ho = ; yina; = 5

1 < 9
g — —— E . L= — = 2
Y3 ns, g Yimtasg 1

Por tanto, los puntos son:

(—1,2) (0,2) (1,2)

La curva de regresién de Y/X la podemos ver en la figura 8.15.

Distribucion B. Curva de Regresion Y/X
3,5
ER |
2,5
m 2 m a
1,5
1H
0,5

0
-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 15

M Diagrama de Dispersién M Curva de Regresion Y/X

Figura 8.15: Curva de regresién de tipo [ de Y/X

Calculamos ahora la curva de regresién de tipo I de X/Y', que pasa por los
puntos (Z;, y;):
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Por tanto, los puntos son:

(0,1) (0,2) (0,3)

La curva de regresién de X/Y la podemos ver en la figura 8.16.

Distribucion B. Curva de Regresion X/Y
3,5
3@
2,5
| 2m |
1,5
1M
0,5

¢
-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5

M Diagrama de Dispersion M Curva de Regresion X/Y

Figura 8.16: Curva de regresién de tipo I de X/Y

Ejercicio 8.2.6. Dada la siguiente distribucion bidimensional:

X\Y |1 2 3 4|n,
10 [1 300]4
12 [0 1 4 3|38
14 (2 00 2|4
16 [4 00 0|4
n; |7 4 4 5|20

1. ;Son estadisticamente independientes X e Y7

Sean X y Y dos variables estadisticas con poblacion n = 20 y modalidades
T1,...,Tq4 € Y1,...,Ys respectivamente, con distribucion de frecuencias:

{(xi, yj)a nij};=1,...,4

7j=1,...4
Veamos ahora si son independientes:
fl_nn_l f_n1._4
1= =5 .= — =55
ny 7 n 20

Como f{ # fi. => X y Y por lo que no son independientes.

2. Calcular y representar las curvas de regresién de X/Y e Y/X.

Calculo en primer lugar la curva de regresion de X/Y. Esto son los puntos
(jjvyj) VJ = 1,...,4.

1 102 1
(] = — Ty — — = 14,5715 To — — TNy — — = 10,5
n.a =0 7 4
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n n

1 48 1 64
lC_g = — TNy — —— = 12 .CLT4 = — iy = — = 12,8
"3 %50 4 N4 %5 5

Por tanto, la curva de regresién de tipo I de X /Y es la que pasa por los puntos:

(14,5715, 1) (10,5, 2) (12, 3) (12,8, 4)
Su representacion se encuentra en la figura 8.17.

Curva de regresion de X/Y

12,8; 4
12;3
10,5; 2

14,5715; 1
.

Figura 8.17: Curva de regresién de tipo I de X /Y

Calculo ahora la curva de regresiéon de Y/X. Esto son los puntos (x;,9;) Vi =

1,...,4.
1 & 7 1O
) = — Yyiny; = - = 1,75 Jo = — Yo = 5 = 3725
ny. 4 4 9.~
j=0 =0
I 10 I PR 4
3= s ;:0 Yiltsj = 4 = 2,5 Ya = L ;:0 Yilaj = 54 = 1

Por tanto, la curva de regresion de tipo I de Y/ X es la que pasa por los puntos:

(10, 1,75) (12, 3,25) (14, 2,5) (16, 1)
Su representacion se encuentra en la figura 8.18.

Curva de regresion de Y/X

.
12; 3,25

10; 1,75

Figura 8.18: Curva de regresién de tipo I de Y /X
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3. Cuantificar el grado en que cada variable es explicada por la otra mediante la
correspondiente curva de regresion.

En primer lugar, calculo la varianza explicada por cada curva de regresion.
Para ello, necesito previamente las medias aritméticas.

4 4
1 256 _ 1 47
=0 7=0
4 4 4
1 1 1 15,3
2 _ ..A._—2__§ ..—._—2__§ ATg—)2 = Y
Oey - E £ nzg (yj y) - n 4 nz](yl y) - n 4 n’b-(yl y) - 20 - 07765
4,j=1 4,j=1 =1
1 o 1 o 1 o 45,6875
Ot =~ n(8i=1)’ = = Y nyg(=2)' =~y n(—0)" = — =2,2845
ij=1 ij=1 j=1

Para poder comparar, necesito el coeficiente de determinacién. Para ello, calcu-
lo también las varianzas de cada variable.

4
1 3360
2 2 —2 —2
== E Lt =T = —— —7* =416
o n - n; x; X 5 i

4
1 139
2 _ R A N
o, = - ]E:O njy; —y = 20 = 1,4275

Por tanto, los coeficientes de determinacion son:

) o2 ) o2
_ _ex __ _ ey
My =50 = 056492 ny/x = i 0,5359

Como podemos ver, la curva de regresién de X/Y tiene un coeficiente de de-
terminacién menor, por lo que la variable X es mejor explicada por la variable
Y que al revés.

4. ;Estan X e Y correlacionadas linealmente? Dar las expresiones de las rectas
de regresion.

Para calcular el coeficiente de determinacion, necesito previamente la cova-

rianza. A
1 586
Opy = — E njry; — Ty = — — 1y = —0,78
n = 20

Por tanto, la recta de regresién de Y sobre X es:

y—y=—(r—) = y=—0,188z + 4,75

La recta de regresién de X sobre Y es:

v =& =Ty~ ) = v = ~0,546y + 14,083
Y
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Para ver si estan correlacionadas linealmente, calculo el coeficiente de correla-
cion lineal: o
r=—2 = -0,32008
050y
Como el valor de r no se acerca ni a +1 ni a —1, concluimos que el nivel de
correlacion entre ambas variables es bajo.

Ejercicio 8.2.7. Para cada una de las distribuciones:

Distribucién A Distribucion B Distribucion C
XAV 10 15 20 X\Y |10 15 20 X\Y |10 15 20 25
1 0 2 0

9 1 0 o0 1 0 2 O 1 0O 3 0 1
3 0 0 3 2 1 0 0 2 0O 0 1 0
4 0 1 0 3 0 0 3 3 2 0 0 0

1. ;Dependen funcionalmente X de Y o Y de X7

Sean X4 y Y4 dos variables estadisticas con poblacién n = 7 y modalidades

ittt eyf, . . yi respectivamente, con distribucion de frecuencias:

{(l‘?’y] nl]}l iv é

EERRE

En el caso de la distribucién A, la variable Y4 depende funcionalmente de
la variable X4, ya que a cada modalidad de X le corresponde una tnica
modalidad de Y4 con frecuencia no nula.

No obstante, la variable X* no depende funcionalmente de Y4, ya que a la

modalidad 3! le corresponden dos modalidades con frecuencias no nulas, 4!
A
y Zy-
Sean ahora X? y Y® dos variables estadisticas con poblacién n = 6 y moda-
lidades z2,..., 28 e yB, ... y2 respectivamente, con distribucion de frecuen-
cias:
{(@F,y7),nij}i=1,.3
7j=1,...,3

En el caso de la distribucién B, la dependencia lineal es reciproca, ya que a cada
modalidad de cada una de las variables le corresponde una tinica modalidad
de la otra variable con frecuencia no nula.

Sean por ultimo X¢ y Y¢ dos variables estadisticas con poblacién n = 7
y modalidades 2§, ..., 2§ e y{,...,y{ respectivamente, con distribucién de

frecuencias:
c

{(xz ,y] nzg}l 1. 73

=1,..4

20y

En el caso de la distribucién C, la variable X¢ depende funcionalmente de
la variable Y¢, ya que a cada modalidad de Y¢ le corresponde una tnica
modalidad de X¢ con frecuencia no nula.

No obstante, la variable Y¢ no depende funcionalmente de X¢, ya que a la
modalidad z¢' le corresponden dos modalidades con frecuencias no nulas, 3§

y 5.
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2. Calcular las curvas de regresion y comentar los resultados.

a) Distribucién A
La curva de regresién de tipo I de X/Y (ver figura 8.19) pasa por los
puntos (Z;,y;):

4 4
1 2 1 6
rT1 = — 7,__:2 To — — ’L__:2
il n z_EO.’L' i1 1 i) a2 Z_EOII? ) 3
4
1 9
f'gz—é Z’nzgzgzg
3 =0

Los puntos son:

(2,10)  (2,15)  (3,20)

Distribucion A. Curva de Regresion X/Y
25

20 ]
15 B ] [ ]
10 ]
5
0
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5
W Diagrama de Dispersion Curva de Regresion X/Y

Figura 8.19: Curva de Regresién X/Y de la distribucién A.

La curva de regresién de tipo I de Y/X (ver figura 8.20) pasa por los
puntos (z;, ¥;):

3 3
1 Sy 30 1 3y 10

3 3
_ 1 A 60 _ 1 A 15
Ys s, ]E:O Y na; 3 Ya " ;:0 Y N

Los puntos son:

(1,15)  (2,10)  (3,20)  (4,15)
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Distribucion A. Curva de Regresion Y/X
25

20 -]
15 (] -]
10 -]
5
0
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 35 4 4,5

M Diagrama de Dispersion M Curva de Regresion Y/X

Figura 8.20: Curva de Regresion Y/ X de la distribucién A.
b) Distribucién B

La curva de regresion de tipo I de X/Y (ver figura 8.21) pasa por los
puntos (Z;, y;):

1 2 IR 2
T, = — TNy =— =2 Ty = — TN =—-=1
ni 1 no 2
= =0 = =0
3

1 9
T3 = — Tinig=—-—=23
3 n73; 13 3

Los puntos son:

(2,100  (1,15) (3,20

Distribucion B. Curva de Regresién X/Y

25

20 -]
15 ]
10 -]
5
0
0 0,5 1 1,5 2 25 3 35

W Diagrama de Dispersion M Curva de Regresion X/Y

Figura 8.21: Curva de Regresién X/Y de la distribucién B.

La curva de regresién de tipo I de Y/X (ver figura 8.22) pasa por los
puntos (z;, ¥;):

3
1 5 30 1 5 10
=2 =g =15 =)y = =10
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Los puntos son:
(1,15 (2,10)  (3,20)

Distribucion B. Curva de Regresion Y/X

25

20 -]
15 =]
10 -]
5
0
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

W Diagrama de Dispersion M Curva de Regresion Y/X

Figura 8.22: Curva de Regresion Y/ X de la distribucién B.

¢) Distribucién C
La curva de regresién de tipo I de X/Y (ver figura 8.23) pasa por los
puntos (Z;, y;):

1< 6 1< 3
_ C — C
x:—gmni:—:i’) :L’:—Ea;ni:—:l
1 n’lz—O Z 1 2 i n’2z—0 Z i 3

3 3

1 2 1 1
.’fg:— xicnigz—:2 Ty = — x<ni4——:1

3 4 1 4 1

=0 7= =0

Los puntos son:

(3,10)  (1,15)  (2,20)  (1,25)

Distribucion C. Curva de Regresion X/Y

30

25 m
20 -]
15 =]
10 =]
5
0
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 35

W Diagrama de Dispersion B Curva de Regresion X/Y

Figura 8.23: Curva de Regresion X/Y de la distribucién C.
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La curva de regresién de tipo I de Y/X (ver figura 8.24) pasa por los
puntos (z;, ;):

4
1 S 55 1 Sy 20

4
1 o 20
By 2=y =

Los puntos son:
(1,175) (2,200 (3,10)

Distribucidon C. Curva de Regresion Y/X

30

25 n

20 =]

15 m

10 -]

0 0,5 1 15 2 2,5 3 3,5

M Diagrama de Dispersion Curva de Regresion Y/X

Figura 8.24: Curva de Regresién Y/ X de la distribucién C.

Podemos ver que, en los casos en los que hay dependencia funcional, la nube
de puntos se superpone con la curva de regresiéon. Ademas, en el caso de la
dependencia funcional reciproca, la curva de regresién de Y/ X coincide con la
curva de regresién de X/Y.

Ejercicio 8.2.8. De una muestra de 24 puestos de venta en un mercado de abas-
tos se ha recogido informacién sobre el nimero de balanzas (X) y el nimero de
dependientes (Y'). Los resultados aparecen en la siguiente tabla:

X\Y|1 2 3 4|n
1 |1 20 03
2 /123 1|7
3 1012 6109
4 10 02 3|5
n; |2 5 7 10|24

1. Determinar las rectas de regresion.

Sea el numero de balanzas en un puesto de venta de un mercado, X; y el
numero de dependientes en dicho puesto de venta, Y dos variables estadisticas
con poblacién n = 24 y modalidades x1,...,24 € y1,...,¥ys respectivamente,
con distribucion de frecuencias:

{(xia yj): nij};:1,...,4

7j=1,...4
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Para calcular el coeficiente de regresién lineal, antes son necesarios algunos
calculos:

n 24 24
=0 j=0
4
1 192 =
2 2 2 2
[ i — = — — — O 8
EEEPAl 24
4
1 _ 245 _
o) = - E ny: -y = o1 7* = 0,9566
j=0
1 — 209 5
Tay =~ NijTiY; — TY = o4 7y = 0,5972
7‘).]:0

Por tanto, la recta de regresién de Y sobre X es:
y—y=—2(x—I) = y=0,67192+ 1,25

La recta de regresién de X sobre Y es:

T =Wy —y) = x =0,6243y + 0,7677
g
Y

2. (Es apropiado suponer que existe una relacién lineal entre las variables?

Para ver cémo de bueno es el ajuste, usamos el coeficiente de determinacion.

2
ag
r? = L =0,4195

2.2
0202

Ademas, vemos el coeficiente de correlacién lineal:

r = +/r = 0,64766

Como r? dista de 1, no es un buen ajuste. En concreto, se explican el 41,92 %
de los casos, menos de la mitad. Ademas, como r también dista de 1, podemos
ver que no hay una correlacion lineal alta entre ambas variables.

3. Predecir, a partir de los resultados, el nimero de balanzas que puede esperarse
en un puesto con seis dependientes. ; Es fiable esta prediccién?

Como se da una nueva modalidad de la variable Y, usamos la recta de regresion
de X sobre Y:

x = 0,6243y + 0,7677 = 0,6243(6) + 0,7677 = 4,5135

Por tanto, se predice que habré entre 4 y 5 balanzas. No obstante, como se ha
razonado en el apartado anterior, esta prediccién no es muy fiable.
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Ejercicio 8.2.9. Se eligen 50 matrimonios al azar y se les pregunta la edad de
ambos al contraer matrimonio. Los resultados se recogen en la siguiente tabla, en la
que X denota la edad del hombre e Y la de la mujer:

)

X\Y || ¢ ](10,20] (20,25] (25,30] (30,35] (35,40]|n;

& 15 225 275 325 375
(15,18] [ 165 | 3 2 3 0 0 |8
(18,21] [ 195 0 4 2 2 0 |8
(21,24] [ 225 0 7 10 6 1 |24
(24,27] | 25,5| O 0 2 5 3 10
n, 3 13 17 13 1 |50

Estudiar la interdependencia lineal entre ambas variables.

Sea la edad a la que el hombre contrajo matrimonio, X; y la edad a la que la
mujer contrajo matrimonio, Y; dos variables estadisticas con poblacién n = 50 y
modalidades I7, ..., I§ e I}, ..., I} respectivamente, con distribucion de frecuencias:

{(Iimu]f%nij};:i ..... zé

-----

Para estudiar la interdependencia lineal, es necesario calcular el coeficiente de

correlacion lineal: -
r=+vr2 ="

040y
Calculamos por tanto los valores necesarios:
1 o 1083 - 1377,5
7 — Loy, — — 7= _ I . — LA
= - ;ci n; = 0 - 21,66 Y= - jzocjn,J =5 = 27,55

=0
5
1 39468,75
o= nj(c)? — i = \/T’ — 9?2 = /30,3725 = 5,5111
e~ ., . 3031875
Tay =y D D M) — TP = T — 7 = 9,642
i=0 j=0

Por tanto, tenemos que
r= -2 06075
T40y

De este resultado, obtenemos que la correlacién es positiva. Ademas, la inter-
dependencia lineal no es muy alta, ya que el valor de » no es muy cercano al 1.
Por tanto, el nivel de correlaciéon no termina de ser muy alto, sino que es més bien
intermedio.

Ademds, el ajuste lineal no es adecuado, ya que r? = 0,3690, y este es més
cercano al 0 que al 1. De hecho, solo se predicen el 36,9 % de los valores.
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Ejercicio 8.2.10. Calcular el coeficiente de correlacién lineal de dos variables cuyas
rectas de regresion son:

l.o+4y=1
2. x+by=2

Sean X e Y dos variables estadisticas con poblacién n y modalidades x4, ...,z
e Y1, ...,Yp respectivamente, con distribucién de frecuencias absolutas

{(zi, yj); nij}izl,...,k
Jj=1,...p
Supongamos que la primera recta es la recta de regresién de Y/ X, mientras que
la segunda es la recta de regresién de X /Y. Posteriormente comprobaremos si esta
suposicién es correcta.
Como la primera recta es la recta de regresién de Y/X:

1 N Oy ny,+,
=——z+-=—"x——%
Y 4 o2 o2 Y
Por tanto,
1 oy I amy7+,_1,+,
102 4 et TiTtTY

Como la segunda recta es la recta de regresién de X/Y:

r=-0y+2=—Fr———y+2
%y Ty
Por tanto,
O Oy _ L
—5=—= = -+ T=5j+1
Ty Ty

El coeficiente de determinacién lineal es, por tanto:

x X ]'
2_ Tay Oay _ (=5) =

2 2
o, 0o, 4

5
7"‘ —
4
Como 0 < r? < 1, deducimos que esta suposicién no es correcta. Por tanto, sabemos
que la primera recta es la recta de regresion de X /Y, mientras que la segunda es la
recta de regresién de Y/X.
Como la primera recta es la recta de regresion de X/Y:
Ozy Oxy _

:E:—4y+1:Fy—? +
Yy

&I

Por tanto,

2 Oy Oy _
y:_—x‘f‘g—Fx—FI—Fy
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Por tanto,
1 oy 2 azy T 1_ Y
5 o2 5 2 PTY =g
El coeficiente de determinacién lineal es, por tanto:
- " 1 4
r2:‘7_2?f.‘7_21/:__.(_4):_
o, 0, 5 5

Como 0 < r? < 1, deducimos que esta suposicién si es la correcta.
Por tanto, como se pide el coeficiente de regresion lineal, tenemos que:

= —Vr2 = —(,8944

donde es necesario que hemos tomado la raiz con signo negativo, ya que la covarianza,
que determina el signo del coeficiente de regresién lineal, tiene signo negativo.

Ejercicio 8.2.11. Consideremos una distribuciéon bidimensional en la que la recta
de regresién de Y sobre X es y =52 —20,y > yjz-n.j = 3240. Supongamos, ademas,
que la distribucién marginal de X es:

z; |3 5
ni. |5 1

Determinar la recta de regresién de X sobre Y, y la bondad de los ajustes lineales.

DO | OO

9
1

Sean X y Y dos variables estadisticas con poblacién n = 9 y modalidades
Z1,...,%4 € Y1,...,Yp respectivamente, con distribucion de frecuencias:

{(%‘, yj)v nij};:l,...,4

Jj=1,....p

De la distribucién marginal de X, obtengo directamente los siguientes dos resul-
tados:
4
1
n 2Nt = =5
n

279
:‘ZWS —E =g o=

La ecuacién de la recta de regresién de Y sobre X es:

Oy

y:ax+b_—2x——a_;+y—5x—20
o2 o2
[gualando términos:
Oy 2
a=—=0== 0y =00, =30
o

T

b= T8 = 20 = j= —20+ 225 = —20+ 57 =5

2
0% T
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Teniendo 7 y usando la informacién dada por el enunciado, calculamos la varianza
de la variable Y:

1< L, 3240
oy =D g =yt =~y =335
=0

Por tanto, calculamos la recta de regresion de X sobre Y:

v—7 =22y —g) = x = 0,08055y + 4,5522
Yy

Para hallar la bondad de los ajustes lineales, calculo el coeficiente de determina-

cion lineal. )

g
M%)y = Nyyx =1’ = —% =0,4478
020y

Como r? es més cercano a 0 que al 1, entonces explica menos de la mitad de los

datos. Por tanto, suponer una relacion lineal no es lo ideal.
Ademas, el coeficiente de correlacion lineal es r = +vr2 = 0,6692. Como no es
muy cercano a 1, la interdependencia lineal entre ambas variables no es muy alta.

Ejercicio 8.2.12. De las estadisticas de “Tiempos de vuelo y consumos de com-
bustible” de una compania aérea, se han obtenido datos relativos a 24 trayectos
distintos realizados por el avion DC-9. A partir de estos datos se han obtenido las
siguientes medidas:

Z yi = 219,719 Z y? = 2396,504 Zx%yl = 349,486

Sw=381470 Y a?=51075 Y Py = 633,993

D af=182977 ) 2} =936

La variable Y expresa el consumo total de combustible, en miles de libras, co-
rrespondiente a un vuelo de duracién X (el tiempo se expresa en horas, y se utilizan
como unidades de orden inferior fracciones decimales de la hora).

1. Ajustar un modelo del tipo Y = aX +b. ;Qué consumo total se estimara para
un programa de vuelos compuesto de 100 vuelos de media hora, 200 de una
hora y 100 de dos horas? ;Es fiable esta estimacion?

Sea la duracion del vuelo, X, en horas; y el consumo de combustible, Y, en
miles de libras; dos variables estadisticas con poblacion n = 24 y modalidades
XT1,...,To4 € Y1,...,Yoq Tespectivamente, con distribucion de frecuencias:

{(331‘, yj)a nij};=1,...,24
j=1,...24

Como son vuelos distintos, supongo las siguientes frecuencias:

1 sii=j
"U_‘S”_{o si i
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Para calcular la recta de regresién de Y sobre X, calculo previamente algunos

datos.
1 — 1 1 & 1
T = — iLi = i = 1,31125 y=— iY== ; = 9,15496
! n;"m 22" Y n;”]% 22V
1 & 1

24
1 1
2 E 2 =2 § 2 =2

24
1 1
2 _ L L2 2 2 2
o, = - ]E_l njy; —y = o1 E y;, —y° = 16,04104
Por tanto, la recta de regresién de Y sobre X es:

y—g =22z — ) = y = 6,25682z + 0,9507
O—SC

Para ver la bondad del ajuste lineal, estudio 72:

0.2
r? = =% =0,997545
xOy

Estimamos ahora para el programa de vuelos pedido.
= Para un vuelo de media hora, tenemos un consumo de:

y = 6,25682x + 0,9507 = 6,25682 - 0,5 40,9507 = 4,07911 miles de libras.
= Para un vuelo de una hora, tenemos consumo de:
= 6,25682x + 0,9507 = 6,25682 - 1 + 0,9507 = 7,20752 miles de libras.
= Para un vuelo de dos horas, tenemos un consumo de:

y = 6,256827 + 0,9507 = 6,25682 - 2 + 0,9507 = 13,46434 miles de libras.

Por tanto, para el programa total de vuelos pedido, el consumo sera de:

yr = 100 - 4,07911 + 200 - 7,20752 + 100 - 13,46434 = 3195,849 miles de libras.

Como 72 = 0,997545 ~ 1, vemos que es un ajuste de buena calidad y, por
tanto, es una estimaciéon muy fiable.
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2. Ajustar un modelo del tipo Y = a+bX +cX?. ;Qué consumo total se estimard
para el mismo programa de vuelos del apartado a)?

Para encontrar los parametros a, b, c mediante el ajuste de minimos cuadrados,
hemos de resolver el siguiente sistema de ecuaciones ortonormales:

mor = a —+ bmlo + CMyao
my1 = amig + bmaeg + cmag
moy = amgy + bmsyg + cmy

equivalentemente, y usando la definicién de los momentos conjuntos respecto
al origen, tenemos que el sistema de ecuaciones ortonormales es:

Yy = a -+ bx + CMiog
mip = ar + bm20 + cmgsg
mo1 = amgy + bmgy + cmy

Calculo por tanto los momentos que faltan:

mgo = Z nwx y] = Zx =39 Mag = Z nl]x y] =51 fo = 7,62404

,5=1 i,j=1
Moy = Zln”x y] 2 Zx? = 5(1):(2)15 = 2,1281
ij
mip = Zlnwx y] =% inyi = 3492’;186 = 14,5619
]
Moy = Zln”x 2yl = o Zx?yi = 26,416375
ij

Por tanto, el sistema queda:

9,15496 = a + 1311250 + 2,1281c
14,5619 = 1,31125a + 2,1281b + 3.9¢
26,416375 = 2,1281a + 39b + 7,62404c¢

Resolviendo, obtenemos que

a = 0,79855 b = 6,54482 c = —0,10596

Por tanto, tenemos que la parabola de regresién de Y sobre X es:

y = 0,79855 + 6,54482z — 0,105962>

Estimamos ahora para el programa de vuelos pedido.
= Para un vuelo de media hora, tenemos un consumo de:

y = 0,79855 + 6,54482 - (0,5) — 0,10596 - (0,5)% = 4,04447 miles de libras.
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= Para un vuelo de una hora, tenemos consumo de:

= 6,25682x + 0,9507 = 6,25682 - 1 + 0,9507 = 7,23741 miles de libras.

= Para un vuelo de dos horas, tenemos un consumo de:

y = 6,25682x 4 0,9507 = 6,25682 - 2 4+ 0,9507 = 13,46435 miles de libras.

Por tanto, para el programa total de vuelos pedido, el consumo sera de:

yr = 100 - 4,04447 + 200 - 7,23741 + 100 - 13,46435 = 3198,364 miles de libras.

3. (Cual de los dos modelos se ajusta mejor? Razonar la respuesta.
Ambos ajustes tienen el mismo coeficiente de determinacién, por lo que se
podria pensar en un primer momento que ambos son iguales. No obstante, al
haber una tercera ecuacién (ser de grado 2), incluye un tercer parametro y
entonces afiade informacién. Por tanto, el ajuste parabdlico se ajusta mejor®.

No obstante, podemos ver que las diferencias son insignificantes, ya que las
predicciones estdn muy préximas debido al alto valor de r2.

Ejercicio 8.2.13. La curva de Engel, que expresa el gasto en un determinado bien
en funcion de la renta, adopta en ocasiones la forma de una hipérbola equilatera.
Ajustar dicha curva a los siguientes datos, en los que X denota la renta en miles de
euros e Y el gasto en euros. Cuantificar la bondad del ajuste:

X |10 125 20 25
Y |50 90 160 180

Z10,1 0,08 0,05 0,04

Sea la renta, X, en miles de euros; y el gasto en determinado bien, Y, en euros;
dos variables estadisticas con poblaciéon n = 4 y modalidades x1,...,24 € y1,...,Ys
respectivamente, con distribucion de frecuencias:

{(z, yj); nij}izl,...A
j=1,d
Como el ajuste es de la forma y = ¢ +b, realizo el cambio de variable z = % Por
tanto, calculo la recta de regresion de Y sobre Z.
Para calcular el coeficiente de regresion de Y sobre Z, necesito calcular antes
varios datos:

i=0 §=0
4 4
1 1 y 214
azy:—anzzyJ zy:Ean; —Zy = T—zy:—l,25
i,j=0 i,j=0 ¢

IEn el caso de tener las distintas modalidades, podriamos calcular Ugy para cada ajuste y
veriamos que, en el caso de la pardbola, es mayor.
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4
1 1 1 0,0205
2 2 =2 92 ) 2 _4
:_E iz — _—E — — 7z = —zZ°=15,6875-10
o n, 2z — 2 7 2 1 Z

Por tanto, la recta de regresién de Y sobre Z es:

y— 7= Z2(z— 2) = y = —2197,80222 + 268,3516

2
0%

Deshaciendo el cambio de variable, obtengo la curva de regresién hiperbdlica de

Y sobre X: 5197 8029
y=——"-——+268,3516
T

Para estudiar la bondad del ajuste hiperbdlico, necesitamos interpretar el coefi-

ciente de determinacién. )
o
r? = =% =0,999

2
ooy

N

Por tanto, este ajusta el 99,9 % de los casos, por lo que el ajuste es practicamente
ideal, ya que 7% ~ 1.

Ejercicio 8.2.14. Se dispone de la siguiente informacién referente al gasto en es-
pectaculos (Y, en euros) y la renta disponible mensual (X, en cientos de euros) de

6 familias:
Y 30 50 70 80 120 140

X[9 10 12 15 22 32

Explicar el comportamiento de Y por X mediante:

1. Relacion lineal.

Sea la renta disponible mensual, X, en cientos de euros; y el gasto en espectacu-
los, Y, en euros; dos variables estadisticas con poblacién n = 6 y modalidades
XT1,...,T6 € Y1,...,Ys respectivamente, con distribucion de frecuencias:

{(l'z‘a yj): nij}@:l,...,G

7=1,...,6

Para calcular la recta de regresion, hemos de hallar en primer lugar otros datos.

= 6
1,j=0
6
1 2058 =
2 2 2 -2
— E Ly — = — — =65.2
o n 2 ni;T; — T 5 T
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48700 .
- any] 7 = 5 — g = 14472

Por tanto, recta de regresién de Y sobre X es:

y—y= U‘Zy (r — &) = y = 4,50592 + 6,56729
O'

Vara ver si es correcto el ajuste o no, calculamos el coeficiente de determina-
cién:

2 o2
2 ey 2 Ty
n =—=r"= = 0,91503
Y/X O_Z ) )

Q

oo,

La varianza residual, al ser el ajuste lineal en los parametros, queda:

= (1—r?)0? = 122,97

Estos resultados los podemos ver en el diagrama de dispersion de la figura
8.25.

Diagrama de Dispersion

= 4,506% + 6,5673 e
R2=0,915 PR

24 26 28 30 32 34

Figura 8.25: Diagrama de dispersién del ejercicio 8.2.14.1

2. Hipérbola equilétera.

Como la recta serd de la forma y = £ + b, es necesario realizar en primer lugar
el cambio de variable z = % Queda por tanto de la siguiente manera:

Y[3 50 70 80 120 140
Z 101 0,1 0,083 0,06 0,045 0,03125
)(\ 9 10 12 15 22 32

Por tanto, calculamos la recta de regresion de Y sobre Z:

S|
M@
|
Co
—_
[@p)

6
1 0,4378
z nE Zin;. 5 ]

29,3295
Jzy = — Ziyjnij — fg = ,6 — ng = —1,0734

4,j=0
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6
1 0,036777
2 2 -2 ) =2 -4
= = et - 22 = 0 22 =8,00541 - 10
o= 4 Nijz; — 2 5 z
1 48700
oy =D gy — = — = 14472

J=0

Por tanto, recta de regresién de Y sobre Z es:

y— =22 (z—z) = y = —1340,843z + 179,55

Uz

Deshaciendo el cambio de variable:

1340,84
y= 1340343 + 179,55
x

Para ver si es correcto el ajuste o no, calculamos el coeficiente de determina-
cién:
2

2 0'

La varianza residual, al ser el ajuste lineal en los parametros, queda:

o2 = (1— 7"2)05 = 27,46

Y

3. Curva potencial.
Como la curva sera de la forma y = bz®, es necesario realizar en primer lugar

un cambio de variable. Para ello, aplico el In y establecemos v’ = Iny, b’ = In b,
2’ = Inz. Queda por tanto de la siguiente manera:

Y 30 20 70 80 120 140
X 9 10 12 15 22 32
Y’ |3,4012 3,912 4,2485 4,38203 4,7875 4,9416
X' 2,197 23026 24849 2,7086 3,091 2,4849

Por tanto, calculamos la recta de regresién de Y’ sobre X:

6 6

- 1 1 1 In 11404800

= =Sl = =S Iz = —In | [[ 7] = o = 2,70826
4 Tin, = n(z;)n n( ZL‘) 5

n =0 =0
Ll 1 In 14112 - 107
:Ezyjn,j:521 n(y;) ln Hy] = = 427188
j=0 §=0
6
1 _ 70,8296 - -
oty = i;) Ty — o'y = 6 'y’ = 0,2168
6
1 5 4520386 -
0% = =Y mylal)? ot = 2= — o = 0,1998
=0
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6
1 - 111,4638 -
2 2 2 ; 2
oy = ;:0 Nij (y;) —y = —6 Yy~ = 0,26918

Por tanto, recta de regresién de Y’ sobre X’ es:

/ = O—Ctlyl

y —y = V() — 2) =y = 1,0878z" + 1,3327

0_$1

Deshaciendo el cambio de variable:
Iny = 1,0878 In2+1,3327 — y = p10878In2+1,3327 _ ,1,3327,.1,0878 _ 3,79141,1,0878
y = 3,7914210%7

Para estudiar la bondad del ajuste, calculamos la varianza residual teniendo
en cuenta que el ajuste no es lineal en los parametros:

6
o7, = % Z nij(y; — flzi)* =

1,7=1

(30 — 41,3833)° + (50 — 46,4087)° + (70 — 56,5891)° |

6
| (80— 72.1350)° + (120 — 109.4176)° + (140 — 164.4757)° _
- _
1095,22
OB

Estos resultados los podemos ver en el diagrama de dispersion de la figura
8.26.

Diagrama de Dispersion

y = 3,7922xL0877
R? =0,9076 *

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 24

Figura 8.26: Diagrama de dispersién del ejercicio 8.2.14.3

4. Curva exponencial.

Como la curva serd de la forma y = ba”, es necesario realizar en primer lugar
un cambio de variable. Para ello, aplico el In y establecemos v = Iny, b’ = Inb.
El cambio de variable, por tanto, es:

Iny =1In(ba®) =Inb+In(a)r =y =V +d'z
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Queda por tanto de la siguiente manera:

Y 30 50 70 80 120 140
X 9 10 12 15 22 32

Y"3,4012 3,912 4,2485 4,38203 4,7875 4,9416

Por tanto, calculamos la recta de regresién de Y’ sobre X:

6

1 100 .
n 4 6
=0
Ll i~ In14112 - 107
:Ezyjn_jzﬁz] n(y;) ln Hy] =——(—— =4.2788
j=0 j=0
1 6
Ty = — Z TiYinig — Z zilny;, — 7y = Z In(y;") — zy’
4,7=0 1] 0 i,ij
6
1 S\ - 44980945
=~ n (H Y ) —ay = — 7y = 3,6699
4,7=0
1o 2058
02==Y nya;—1’="—— —7°=0652
n‘— 6

) L, 1114638 -
02 = n Znu(y;)Q —y’ = ’T —y” =0,26918

Por tanto, recta de regresién de Y’ sobre X es:

Y — g =T (r —7) = o = 0,05627x + 3,341

2
0%

Deshaciendo el cambio de variable:
hly — 0705627564—3,341 — y = 60,05627x+3,341 — e3,34160,0562736 — 28,247560’0562790
y = 28,2475e%9562T — o) — 28 2475 - 1,05788%

Para estudiar la bondad del ajuste, calculamos la varianza residual teniendo
en cuenta que el ajuste no es lineal en los parametros:

:_an fz:)? =

i,7=1

_ (30— 46,87137)° + (50 — 49,5843)° + (70 — 55.4903)° |

6
(80— 65,60406)° + (120 — 97,4049)° + (140 — 170.9799)° _
: _
2170,2
_ 202999 a6y 71667
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Estos resultados los podemos ver en el diagrama de dispersion de la figura
8.27.

Diagrama de Dispersion

Y= 28,24893 0563x e
R?=0,8107 *

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34

Figura 8.27: Diagrama de dispersion del ejercicio 8.2.14.4

., Qué ajuste es mas adecuado?

Como el menor valor de afy es para el ajuste hiperbdlico, concluimos que este es
el ajuste mas adecuado, ya que deja sin explicar la menor cantidad de datos. En ese
caso, vemos que 72 = 0,98102, por lo que explica adecuadamente mds del 98 % de
los casos.
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8.3. Espacios de Probabilidad

Ejercicio 8.3.1. Durante un ano, las personas de una ciudad utilizan 3 tipos de
transportes: metro (M), autobis (A), y coche particular (C). Las probabilidades de
que durante el anio hayan usado unos u otros transportes son:
M:0.3; A:0.2; C:0.15; My A:0.1; My C:0.05; Ay C:0.06; M, Ay C:0.01
Calcular las probabilidades siguientes:

1. Que una persona viaje en metro y no en autobus.

P(MNA)=P(M—A)=PM)—P(ANM)=03-0,1=0,2

2. Que una persona tome al menos dos medios de transporte.

El suceso descrito es S = (M NA)UMNC)U(ANC)U(ANMNC). Como

son sucesos incompatibles, tenemos que:
P(S)=P[(MNAUMNC)UANC)UANMNC)| =
=P[(MNAUMNC)]+P[(ANC)U(ANMNC)]
—P[(MNnAUMNCO)|N[ANC)UANMNQO)]] =
=PMMNA)+PMNC)—PMNANC)+PANC)—P(ANCNM) =
=0,1+0,05—-0,01+ 0,06 —0,01 =0,19

donde he usado que:
(ANCY)UANMNC)=ANC, yaque ANMNC)C (ANC)
[(MNA)UMNCO)N[(ANCYU(ANMNC)] = [MN(AUC)|N(ANC) = ANCNM
3. Que una persona viaje en metro o en coche, pero no en autobus.

P(MUC)NA]=P[(MUC)—A=P(MUC)—-P[(MUC)NA] =
=P(M)+ P(C)—P(MNC)—P[(MUC)NA|] =
=0,3+0,15-0,05-0,15 = 0,25

donde he tenido que usar que:

P(MUC)NA=P[(MNAU(CNA)=

P(MNA)+P(CNA) —P[(MNANCNA)| =
P(MNA)+P(CNA)—PANMNC) =

0,1+ 0,06 — 0,01 = 0,15

4. Que viaje en metro, o bien en autobus y en coche.

PIMU(ANC)] = P(M)+P(ANC) - P(ANC N M) =
= 0,34+ 0,06 — 0,01 =0,35
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5. Que una persona vaya a pie.

Se presupone que ir a pie es la Uinica alternativa a los tres medios de transporte
descritos. En ese caso,

PANMNC)=P(AUMUC)=1-P(AUMUC) =
=1—[P(A)+P(MUC)—PAN(MUQC))] =
=1—[P(A)+P(M)+P(C)—P(MNC)—-PAN(MUCQC)]] =
=1-[0,2+0,3+0,15—0,05—0,15] = 1 — 0,45 = 0,55

Ejercicio 8.3.2. Sean A, B y C tres sucesos de un espacio probabilistico (€2, A, P),
tales que P(A) =0,4, P(B) =0,2, P(C) =03, P(ANB)=0,1y (AUB)NC = 0.
Calcular las probabilidades de los siguientes sucesos:

1. Solo ocurre A,

0

P((A—B)—C):P(A—B)—M (A—B) =

—p
= P(A)— P(ANB)=04—01=03
donde he empleado que (A — B) N C = (). Esto se debe a que:
D=(AuB)NC=(ANC)U(BNC)=ANC=BNC=10
Como ANC =0y A— B C A, entonces [(A—B)NC]C[ANC] = 0.

2. Ocurren los tres sucesos,

Teniendo en cuenta que BN C = (),

P(ANBNC) =PAND) = PWM) =0

3. Ocurren A y B pero no C,
0
P(AnB)—-C)=PANB)— P(A C) =PANnB)=0,1

4. Por lo menos dos ocurren,

Teniendo en cuenta que ANC = BN C = (), tenemos que:

P[(ANB)U(ANC)U(BNC)U(ANBNC)] = P(ANB) = 0,1

5. Ocurren dos y no mas,

Sea S' el suceso,

P(S)=P ((AmB)uMquQ)m(AmBmC)

= P[ANBN(ANBNC)=PANBND) =
— P(ANBNQ)=PANB)=0,1
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6. No ocurren mas de dos,

Esto suceso equivale a que no ocurran los tres, es decir, AN BNC.

P(ANBNC)=1-PANBNC)=1-P0) =1

7. Ocurre por lo menos uno,

Cabe destacar que este suceso es:

AUBUCUANB)UANC)U(BNC)U(ANBNC)=AUBUC

0
P(AUBUC) = P(AUB) + P(C) - PAUBITIC] =
= P(A) + P(B) + P(C) — P(ANB) = (8.1)

=04+4+02+03-0,1=0,8
8. Ocurre so6lo uno,
Sea S; el suceso en el que sélo ocurre el suceso 7, es decir,
S.=AnBnNnC S=AnBnC S.=AnBnC
Ademds, como ANC = BN C = (), tenemos que:

S,=ANDB S,=ANB S.=C

Como ademas tenemos que dichos sucesos son incompatibles, ya que no pueden
ocurrir a la vez, tenemos que:

(Sa) + P(Sp) + P(Sc) =

P(ANB)+P(ANB)+ P(C)=P(A—-B)+ P(B—A)+ P(C) =
P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(BNA) =
0,4+402+03-2-0,1=0,7

P(S,US,US,) =P

9. No ocurre ninguno.
Ec. 8,1

P(ANBNC)=P(AUBUC)=1-P(AUBUC) = 1-0,8=0,2

Ejercicio 8.3.3. Se sacan dos bolas sucesivamente sin devoluciéon de una urna que
contiene 3 bolas rojas distinguibles y 2 blancas distinguibles.
1. Describir el espacio de probabilidad asociado a este experimento.

Sea el experimento aleatorio sacar dos bolas sucesivamente sin devolucién de
una urna que contiene 3 bolas rojas distinguibles y 2 blancas distinguibles.

Sean 7, (1 = 1,2,3) sacar una de las tres bolas rojas y b;, (j = 1, 2) sacar una
de las dos bolas blancas. El espacio de probabilidad viene dado por:

Q:{TZTJ’Z,j21,2,3,l§£j}U{szJ ‘221,2,3,]:1,2}U
U{bir; |i=1,2;7=1,2,3U{bb; | i,j =1,2;i # j}
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2. Descomponer en sucesos elementales los sucesos: la primera bola es roja, la
sequnda bola es blanca y calcular la probabilidad de cada uno de ellos.

El suceso la primera bola es roja se descompone como:

1%roja = {ryr; | 4,7 =1,2,3;0 £ j}U{rib; | i=1,2,3;7 = 1,2}

La cantidad de sucesos totales de mi experimento son:

Vo =

La cantidad de sucesos posibles en los que las dos bolas son rojas son:

3!

Va2 = 3

La cantidad de sucesos posibles de la forma {r;b;} | i =1,2,3, j = 1,2 son:

6 = (r1b1, 72b1, 7301, 7102, T2bo, r3b2)

Por tanto, usando la Ley de Laplace y sabiendo que todos los sucesos elemen-
tales son incompatibles, tenemos que:

P(1%roja) = P[{rrj |4, =1,2,3;i # j}U{rb; | 1 =1,2,3;7 =1,2}] =
= P[{rirj 14,7 =1,2,3;i # j}] + P[{rib; | i =1,2,3;5 = 1,2}] =
6 6 6 3

"0t 107500

Por otro lado, el suceso la sequnda bola es blanca se descompone como:

2%blanca = {b;b; | 1,7 =1,2;i # j}U{rb; | i=1,2,3;5=1,2}

La cantidad de sucesos posibles en los que las dos bolas son blancas son:

2!

V22 = 5y

Por tanto, usando la Ley de Laplace y sabiendo que todos los sucesos elemen-
tales son incompatibles, tenemos que:

P(Q“blanca) = P[{bibj | 1,7 =1,2;1 #]}U {T’Z'bj | 1=1,2,3;5 = 1,2}] =
= Pl{bib; | i,j = 1,250 # j}] + P[{rib; | i =1,2,3;5 =1,2}] =
2 6 8

2
—_ _— = — = — = 4
20 * 20 20 O 0
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Ejercicio 8.3.4. Una urna contiene a bolas blancas y b bolas negras. ;Cudl es la
probabilidad de que al extraer dos bolas simultaneamente sean de distinto color?
Sea N sacar una bola negra y B sacar una bola blanca. Tenemos que:

Q= {NN,BB,NB}

En primer lugar, tenemos en cuenta no influye el orden en el que sacan las
bolas. Ademds, como una misma bola no se puede sacar dos veces, estamos ante
combinaciones sin repeticion.

Los casos totales, sabiendo que tengo que hacer grupos de 2 de un total de (a+b)
elementos, son:

fa+b\  (a+b)!  (a+b)(a+b—1)
C“*”_( 2 >—2!(a+b—2)!_ 2

Calculamos en primer lugar la probabilidad de los siguientes sucesos:

1. dos bolas negras,
En este caso, el suceso es { NN} € A.

Los casos favorables son las combinaciones de 2 elementos entre un total de b
bolas negras, es decir,

N N TUR )
02”’_(2)_2!-(b—2)!_ 2

Por tanto, usando la regla de Laplace, tenemos que:

B Caop B b(b—1)
PN = Gy = @ D)@t b= 1)

2. dos bolas blancas,
En este caso, el suceso es { BB} € A.

Los casos favorables son las combinaciones de 2 elementos entre un total de a
bolas blancas, es decir,

Coa = (Z) ~ ol <§!_ 2)l a<a2_ :

Por tanto, usando la regla de Laplace, tenemos que:

 Coy ala —1)
P(BB) = Coary (a+b)(a+b—1)

Por tanto, calculamos ahora la probabilidad de que las bolas extraidas sean de
distinto color, es decir, P(NB). Como los sucesos del espacio muestral son mutua-
mente excluyentes, tenemos que:
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1= P(Q) = P(NNUBBUNB) = P(NN) + P(BB) + P(NB) =

B ala—1) b(b—1) B
= PIVB) =1 = o e h=1) (e batb-1)
_(a+d)a+b—-1)—ala—1)-b0b—-1) 2ab
B (a+0b)(a+b—1) ~(a+b)(a+b—1)
Por tanto, tengo que:
P(NB) = 2ab

(a+b)(a+b—1)
Observacion. Como podemos ver, las probabilidades coinciden con las calculadas en

el ejercicio 8.3.5.

Ejercicio 8.3.5. Una urna contiene 5 bolas blancas y 3 rojas. Se extraen 2 bolas
simultdneamente. Calcular la probabilidad de obtener los siguientes sucesos.

Sea R sacar una bola roja y B sacar una bola blanca. Tenemos que:
Q' ={RR,BB,RB}

En primer lugar, tenemos en cuenta no influye el orden en el que sacan las
bolas. Ademds, como una misma bola no se puede sacar dos veces, estamos ante
combinaciones sin repeticion.

Los casos totales, sabiendo que tengo que hacer grupos de 2 de un total de 8

elementos, son:
8 8! 8-7-6!
Csog = = = =4-7=28
28 (2) 28 —2)!  2-6!

1. dos bolas rojas,
En este caso, el suceso es {RR} € A.

Los casos favorables son las combinaciones de 2 elementos entre un total de 3

bolas rojas, es decir,
3 3!
C = = — = 3
23 (2) 2111

Por tanto, usando la regla de Laplace, tenemos que:
Cas

3
(RR) G = 38 0,107

2. dos bolas blancas,
En este caso, el suceso es { BB} € A.

Los casos favorables son las combinaciones de 2 elementos entre un total de 5
bolas blancas, es decir,

! -4
0275:(2):5—:5 :10

Por tanto, usando la regla de Laplace, tenemos que:
Cys 10

5
P(BB) =225 = — = " »
(BB) Chs 28 14 0,357
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3. una blanca y otra roja.

En este caso, se pide la probabilidad de P(RB). Como los sucesos del espacio
muestral son mutuamente excluyentes, tenemos que:

1= P(Q) = P(RRUBBURB) = P(RR) + P(BB) + P(RB) =
— P(RB) =1— P(RR) — P(BB) = —%—%%

Por tanto, tengo que:
15
P(RB) = — =~ 0,5357
(RB) = o ~0,

Ejercicio 8.3.6. En una loteria de 100 billetes hay 2 que tienen premio.

1. {Cual es la probabilidad de ganar al menos un premio si se compran 12 billetes?

Estamos ante una situacién en la que no importa el orden de los billetes y es
sin repeticion, ya que a comprar un billete ya hay uno menos disponible. Por
tanto, estamos ante combinaciones.

El nimero total de combinaciones posibles es:

c ~(100\ 100!
1001274 119 ) 7 12188

Sea A el suceso de ganar al menos con un billete. Por tanto, A es el suceso de
no haber comprado ningin billete premiado.

Las combinaciones no premiadas son:

98 98!
Cosz = (12) ~ 120 86!

Por tanto,
. C. 98! - 12! - 88! 88 - 87
PA)=1-PA)=1- 22 =1 " =1 =
Coo12 100! - 12! - 86! 100 - 99
58 17 .
=1-— =~ =022
T

2. jCuantos billetes habria que comprar para que la probabilidad de ganar al
menos un premio sea mayor que 4/57

Sea x el numero de billetes comprado. Las combinaciones totales son:

100!

Clope = -
1002 7 21(100 — )

El nimero de combinaciones no premiadas son:

98!

Cos.e = 21(98 — z)!
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Sea A el suceso de ganar al menos un premio, por lo que sea A no ganar ningtin
premio. Como P(A) > % = 0,8, tenemos que:

P(A)>08<<=1-P(A) > 08 < P(A) <0,2

Ademas, por la Regla de Laplace, tenemos que:

P(A) = =22 — = <02 <
(4) Ciooe 100! 2!(98 — z)! 100 - 99

<= 100-99 — 100z — 992 + 2 < 0,2(100 - 99) <= 2% — 1992 + 7920 < 0

Las raices de esa parabola son x; = 144, x5 = 55. Ademds, como se trata de
una parabola céncava hacia arriba, tenemos que es < 0 <= x € [55, 144].

No obstante, como tenemos que el nimero maximo de billetes disponible es de
100, tenemos que:
P(A) > 08 <= x> 55

Por tanto, habria que comprar, como minimo, 55 billetes.

Ejercicio 8.3.7. Se consideran los 100 primeros nimeros naturales. Se sacan 3 al
azar.

1. Calcular la probabilidad de que en los 3 nimeros obtenidos no exista ningin
cuadrado perfecto.

Llamemos a este suceso el suceso A. Ademas, tenemos en cuenta que hay 10
cuadrados perfectos en NN [1,100].

Como el orden en el que se sacan no importa, estamos ante combinaciones. Es
necesario distinguir entre los casos en los que hay repeticion y los que no:

= Si no hay repeticién:

Los casos posibles son:

100 100!
Cro0s = ( 3 ) ~ 31971

Los casos en los que no hay cuadrados perfectos son las combinaciones
posibles de 3 elementos de un conjunto de 90 elementos (100 — 10) sin

repeticion:
90 90!
O p— = —-———
203 < 3 ) 31 87!

Por tanto, usando la Ley de Laplace, tenemos que:

_ Coos  90!-31.970  90-89.83.871-97
" Cios  1001-31-871 ~ 100-99-98-971-871
90-89-88 178

= — = — & (,72652
100-99-98 245 07265

P(A)
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= Si sf hay repeticién:

Los casos posibles son:

100+3— 1 102 102!
ORl”‘)’S:( 3 ): ( 3):3!-99!

Los casos en los que no hay cuadrados perfectos son las combinaciones
posibles de 3 elementos de un conjunto de 90 elementos (100 — 10) con

repeticion:
90 4+ 3 — 1 92 92!
CR p— p— = —-———
903 ( 3 ) (3) 31 89!

Por tanto, usando la Ley de Laplace, tenemos que:

_ CRgs  920-31-990  92.91-90-89!-99!
"~ CRigs 102!-3!-89!  102-101-100-99!-89!
92-91-90 6279

T 102-101-100 8585

P(A)

~ 0,73139

2. Calcular la probabilidad de que exista al menos un cuadrado perfecto.

Llamemos a este suceso el suceso B. Como tenemos que B = A, tenemos que:

P(B) = P(A) = 1 — P(A)

Por tanto, deberemos distinguir de nuevo si hay o no repeticion. Esto es, de-
beremos usar el resultado del apartado anterior calculado con o sin repeticién.

= Si no hay repeticién:

P(B) = P(A) =1 — P(A) = 0,27348

= Si si hay repeticion:

P(B) = P(A) =1 — P(A) = 0,26860

3. Calcular la probabilidad de que exista un sélo cuadrado perfecto, de que exis-
tan dos, y la de que los tres lo sean.

Denotemos ahora por 1C, 2C y 3C el resultado de obtener 1, 2 6 3 cuadra-
dos perfectos, respectivamente. Nuevamente debemos distinguir si hay o no
repeticion.

= Si no hay repeticién:

Los casos posibles son:

oo (100 _ 1000 100-99- 98
10037\ 3 ) 31971 6
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Los casos en los que solo hay un cuadrado perfecto son las combinaciones
posibles de 2 elementos de un conjunto de 90 elementos (100 — 10) y de
1 elemento de 10 elementos sin repeticién:

90 10 90!
Coo2 - Cro1 = : -10
e () () =2

Por tanto, usando la Ley de Laplace, tenemos que:

P(lc)_ogm-cw,l_90!~3!.97!.10_90.89~88!-3.2!-97!.1o_
~ Cis  100!-2!-88!  100-99-98-97!.2!.88!

90-89-3-10 90-89-3 267
100 -99 - 98 10-99-98 1078 024768

Los casos en los que sélo hay dos cuadrados perfectos son las combina-
ciones posibles de 1 elemento de un conjunto de 90 elementos (100 — 10)
y de 2 elemento de 10 elementos sin repeticion:

90 10 10! 10-9
. — . — P — — =4
Co0,1 - Clo2 ( 1 ) ( 5 ) 90 - ST =90- 5 050

Por tanto, usando la Ley de Laplace, tenemos que:

090 1° Cw 2 4050 - 6
P(2C) = ’ = = ~ 0,025046
(2) Choo0,3 100 -99 - 98 ’

Los casos en los que hay tres cuadrados perfectos son las combinaciones
posibles de 3 elemento de un conjunto de 10 elementos sin repeticion:

10 100 10-9-8
Clos = = = =120
103 (3) 317! 6

Por tanto, usando la Ley de Laplace, tenemos que:

Chos 120 -6
P(3C) = — = ~ 0,000742
(36) Cioo3  100-99 - 98 ’

Si si hay repeticién:

Los casos posibles son:

10043 -1 102 102!
CRipos = < 3 ) = ( 3 ) 3001 = 171700

Los casos en los que sélo hay un cuadrado perfecto son las combinaciones
posibles de 2 elementos de un conjunto de 90 elementos (100 — 10) y de
1 elemento de 10 elementos con repeticion:

0+2-1 10 91 91!
CR9072'CR10’1:< 2 )(1>:(2)10 2‘ 89' 10

Por tanto, usando la Ley de Laplace, tenemos que:
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P(1C) = CRgp2-CRypp  911-3!-99!-10  91-90-89!-3-2!-99!-10
~ CRips  102!-2!-890  102-101-100-99!-2!-89!
~91-90-3-10  91-90-3 319

T 102-101-100 102-101-10 3434

~ (0,238497

Los casos en los que hay dos cuadrados perfectos son las combinaciones
posibles de 1 elemento de un conjunto de 90 elementos (100 — 10) y de 2
elemento de 10 elementos con repeticién:

11 11!
CRyy1-CR =90 - =90 —— = 4950
90,1 10,2 < 9 ) 210l

Por tanto, usando la Ley de Laplace, tenemos que:

CRgo’l . CRl(],Q . 4950
CRips 171700

P(20) = ~ 0,028829

Los casos en los que hay tres cuadrados perfectos son las combinaciones
posibles de 3 elementos de un conjunto de 10 elementos con repeticion:

12 12!
CRip3 = <3) =—— =220

Por tanto, usando la Ley de Laplace, tenemos que:

CRys 220
P(3C) = LB ~ 0,0012813
(3C) CRios 171700

Ejercicio 8.3.8. En una carrera de relevos cada equipo se compone de 4 atletas.
La sociedad deportiva de un colegio cuenta con 10 corredores y su entrenador de-
be formar un equipo de relevos que disputara el campeonato, y el orden en que
participaran los seleccionados.

1. ;Entre cuéntos equipos distintos habria de elegir el entrenador si los 10 corre-
dores son de igual valia? (Dos equipos con los mismos atletas en orden distinto
se consideran diferentes)

En este caso, el orden si afecta a la hora de hacer los grupos. Ademas, como
un atleta no puede ser seleccionado dos veces, tenemos que no hay repeticién.
Por tanto, estamos ante variaciones sin repeticion.

10!

Por tanto, habria 5040 equipos distintos.

2. Calcular la probabilidad de que un alumno cualquiera sea seleccionado.

Dado un alumno, la cantidad de grupos distintos que se pueden hacer sin él
son:

9!
(9_4)!:9~8-7~6:3024

Vou =
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Por tanto, la cantidad de grupos que se pueden hacer con él son:

Vioa — Vo4 = 2016

Por tanto, por la regla de Laplace, tenemos que la probabilidad de que un
alumno cualquiera sea elegido es:

Ejercicio 8.3.9. Una tienda compra bombillas en lotes de 300 unidades. Cuando
un lote llega, se comprueban 60 unidades elegidas al azar, rechazdandose el envio si
se supera la cifra de 5 defectuosas. ;Cudl es la probabilidad de aceptar un lote en el
que haya 10 defectuosas?

Analizamos en primer lugar el problema:
= No se repiten las bombillas, pues no se pueden revisar 2 bombillas iguales.

= El orden es indiferente, ya que solo importa el niimero de bombillas defectuo-
sas.

Por tanto, se trata de combinaciones sin repeticiones. La cantidad de lotes posibles
de 60 bombillas a analizar son:

60

300 300!
C(300,60 = ( )

~ 60! - 240!

Sea D,, el suceso de que, en el lote a revisar, haya exactamente n bombillas
defectuosas. Como los sucesos D;, D; (i # j) son incompatibles, ya que no puede
haber a la vez dos nimeros distintos de bombillas, tenemos que la probabilidad de

aceptar el envio es:
5 5
P (U Dn> => P(D,)
n=0 n=0

Sabiendo que de las 300 bombillas hay 10 defectuosas y que se hacen lotes de 60
bombillas, vemos cudntos lotes se pueden hacer con n bombillas defectuosas.

De un total de 10 bombillas defectuosas, se han de elegir n. Por tanto, se pueden
hacer Cp, combinaciones para las n defectuosas.

Ademas, de un total de 300—10 = 290 bombillas correctas, se han de elegir 60—n,
por lo que se pueden hacer Cagg g0—n combinaciones para las 60 — n defectuosas.

Por tanto, como cada grupo de bombillas defectuosas puede estar con un grupo
de bombillas correctas distinto, tenemos que el niimero total de lotes con n bombillas
defectuosas es:

C(lo,n : C290,60—n

Por tanto, por la regla de Laplace tenemos que la probabilidad de hacer un lote
de n bombillas defectuosas es:

P(D,) = Cio,n - C290,60—n

n=0,1,...,10
C'300,60
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Calculamos por tanto la probabilidad de encontrar n = 0,1, ..

., 5 bombillas

defectuosas:
10 290
P(Dy) = Cio0- Camoso _ (9) - (5) _ 101-2901-601-240! 240~ 231 _ 01033
C300,60 () 300! - 10! - 0!- 60! - 230!~ 300- . -291
10 290
: : 101 -290! - 60! - 240! 240 -232-10-
P(Dy) Cho,1 - C290,59 (1)300( 59) _ 0!-290!- 60 0 _ 0- -23 0-60 ~ 0.26838
C300,60 (%) 300! - 9!-1!- 59! 231! 300 -291
P(D.) — Cro2 - Cagoss (120) : (25980) _10'-290!-60!- 240!
(Da) = C300,60 (%) 300!-8!-2!-58!-232!
240 - . -233-10-9- 60 - 59
= ~ 0,3071
300 - . -291 - 2! ’
P(Dy) = Cios- Caosr () (37)  100-290!-60!- 240!
v Cso060 (36000) © 300! - 71315712331
240 - . -234-10-_ -8-60- . -58
= = 27~ 0,2039
300 - . -291 - 3! ’
P(D,) — Cro4 - Cogos6 (140) : (25960) ~10!-290!- 60! - 240!
P == (3%~ 300! 6141 56! - 2341
240 - . -235-10-_ -7-60-_ -57
_ 5T .
300 - . -291 - 4! 0,0869
P(D.) — Cros - Cagoss (150) : (25950) _10'-290!-60!- 240!
Do) = o (3%) 300! 5! 50550235
_240-..234-10- . 6-60-..-56 0,02485

Por tanto, la probabilidad de que se acepte el envio (es decir, que tenga entre 0

y 5 bombillas defectuosas) es:

300 - . -291 - 5!

5 5
P (U Dn> =Y P(D,) ~ 0,99444
n=0 n=0

Ejercicio 8.3.10. Una secretaria debe echar al correo 3 cartas; para ello, introduce
cada carta en un sobre y escribe las direcciones al azar. ;Cudl es la probabilidad de

que al menos una carta llegue a su destino?

En este caso, tenemos que considerar 2 conjuntos, el conjunto C' de las cartas y

conjunto D de los destinos. Sean los siguientes sucesos:

» Ap:lacarta 1 (Ch) llega a su destino (D).
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» Ay la carta 2 (Cy) llega a su destino (D).
» Aj: la carta 3 (C3) llega a su destino (D).
Tenemos que la probabilidad del suceso pedido es:
P(A1UAUA3) = P(A1)+P(Ay)+P(A3)—P(AiNAy)—P(A1NAs)—P(ANA;3)+P(AiNANA;)

Para calcular las probabilidades, empleamos combinatoria. Como buscamos las
formas en las que se pueden organizar las direcciones, buscamos las distintas per-
mutaciones. Como no se pueden repetir, son permutaciones sin repeticion.

Para los casos posibles, como hay 3 direcciones, tenemos que son:

P; =3l

En el suceso A; de que la carta C; llegue a su destino D;, tenemos que se ha
fijado dicha direccién (C; con D;), por lo que quedan 2 direcciones que se pueden
ordenar como se desee. Las permutaciones favorables son, por tanto,

Py, =2!
Por la Regla de Laplace, tengo que:

20 1
P(A)=—==- i=1,2,3
(4:) 313
En el suceso A; N A; de que las carta C;, C; lleguen a su destino D;, D;, tenemos
que se han fijado dos direcciones, por lo que queda una direccién que se pueden
ordenar como se desee. Las permutaciones favorables son, por tanto,
11 . S,
P1:1!:>P(AiﬂAj):§:6 1,j=1,2,3 1#]
Ademas, en el suceso A; N Ay N As las tres direcciones estan fijadas, por lo que
solo hay una posibilidad. Es decir,

1
P(AlﬂAgﬂAg):g

Por tanto, usando las probabilidades ya obtenidas, tengo que:

P(A, U Ay U Ag) = P(Ay) + P(Ay) + P(As) — P(A; N Ay) — P(A1 N Ag)—
—P(A2ﬂA3)+P(A1ﬂA2ﬁA3) ==
2

1
—3. z

-3
3

1+1
6 6 3
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8.4. Probabilidad Condicionada e Independencia
de Sucesos

Ejercicio 8.4.1. En una batalla naval, tres destructores localizan y disparan si-
multaneamente a un submarino. La probabilidad de que el primer destructor acierte
el disparo es 0,6, la de que lo acierte el segundo es 0,3 y la de que lo acierte el tercero
es 0,1. jCudl es la probabilidad de que el submarino sea alcanzado por algin disparo?

Sea A el suceso de que el primer destructor acierte, P(A) = 0,6.
Sea B el suceso de que el segundo destructor acierte, P(B) = 0,3.
Sea C' el suceso de que el tercer destructor acierte, P(C') = 0,1.

Tenemos, ademas, que A, B, C' son independientes; ya que el hecho de que uno
acierte no influye en que lo hagan los otros o no.

Por tanto, tenemos que la probabilidad de que el submarino sea alcanzado por
algin disparo es:

P(AUBUC) = P(A)+ P(BUC) — P(AN(BUC)) =
= P(A)+P(B)+ P(C)—P(BNC)—-Pl(ANB)U(ANCQC)] =
— P(A)+ P(B)+ P(C)—P(BNC)—P(ANB)—P(ANC)+P(ANBNC)

Como tenemos que son sucesos independientes:
P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(B)P(C)—P(A)P(C)+P(A)P(B)P(C) = 0,748

Por tanto, tenemos que la probabilidad de que el submarino haya sido alcanzado

es de 0,748.

Ejercicio 8.4.2. Un estudiante debe pasar durante el curso 5 pruebas selectivas.
La probabilidad de pasar la primera es 1/6. La probabilidad de pasar la i—ésima,
habiendo pasado las anteriores es 1/(7 — 7). Determinar la probabilidad de que el
alumno apruebe el curso.

Sea A; el suceso de aprobar la i-ésima prueba. El enunciado que la probabilidad
de aprobar la prueba n-ésima condicionada a haber aprobado las n — 1 anteriores es
de ﬁ:

1

P
7T—mn

A, n=1,...,5

n—1
(4
i=1

Por tanto, por el Teorema de la Probabilidad Compuesta,

1 11111 1 1 .
_ _ ... s = = =0,00138
H?—i 65 4 32 6 7120

=1

Por tanto, tenemos que la probabilidad de aprobar el curso de dicho estudiante
es de 0,00138.
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Ejercicio 8.4.3. En una ciudad, el 40 % de las personas tienen pelo rubio, el 25 %
tienen ojos azules y el 5% el pelo rubio y los ojos azules. Se selecciona una persona
al azar. Calcular la probabilidad de los siguientes sucesos:

1. tener el pelo rubio si se tiene los ojos azules,

Sea A tener los ojos azules y R tener el pelo rubio. Tenemos que:

P(R) =04 P(A) = 0,25 P(ANR) = 0,05

Por definiciéon de probabilibad condicionada:

P(ANR) 1
P(RIA) = —F=-=0,2
(RIA) = =5 =5 =0
2. tener los ojos azules si se tiene el pelo rubio,

Por definiciéon de probabilibad condicionada:

P(A|R) = % = é =0,125

3. no tener pelo rubio ni ojos azules,

P(RNA)=P(AUR)=1—P(AUR)=1- P(A)— P(R)+ P(ANR) =04

4. tener exactamente una de estas caracteristicas.

0
P[(AHR)U(AHR)]:P(AﬂR)JrP(AmR)—P[W =
=P(A—R)+P(R—A)=P(A)+ P(R)=2-P(ANR) =0,55

Ejercicio 8.4.4. En una poblacién de moscas, el 25% presentan mutacién en los
ojos, el 50 % presentan mutacién en las alas, y el 40 % de las que presentan mutacion
en los ojos presentan mutacion en las alas.

1. ;Cuél es la probabilidad de que una mosca elegida al azar presente al menos
una de las mutaciones?
Sea O tener una mutacion en los ojos y A tener una mutacion en las alas.

Tenemos que:

P(O) = 0,25 P(A) =05 P(A|O) = 0,4

Por la definicion de probabilidad condicionada, tenemos que:

P(ANO)

P(AI0) = — 55,

— P(ANO) = P(A|0)- P(O)=0,1

Por tanto, tenemos que la probabilidad de tener al menos una de las mutaciones
es:

P(AUO) = P(A) + P(O) — P(ANO) = 0,65
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2. (Cual es la probabilidad de que presente mutacion en los ojos pero no en las
alas?

P(ONA) =P(O—A) = P(O) — P(ANO) = 0,15

Ejercicio 8.4.5. Una empresa utiliza dos sistemas alternativos, A y B, en la fabri-
cacién de un articulo, fabricando por el sistema A el 20 % de su produccion. Cuando
a un cliente se le ofrece dicho articulo, la probabilidad de que lo compre es 2/3 si
éste se fabricé por el sistema A y 2/5 si se fabric6 por el sistema B. Calcular la
probabilidad de vender el producto.

Sea A el suceso de que un producto sea fabricado usando el sistema A, y B en
el caso contrario. Se considera también el suceso C, que es que el cliente compra el
producto. Entonces, por las condiciones del enunciado tenemos que:

1 4

P(A)=0.2= R P(B) =08 = R
2 2
P(Cl|A) = = P(C|B) = <
3 5
Por el teorema de la probabilidad total, tenemos que:

2 8 34
P(C)=P(A)P(C|A)+ P(B)P(C|B) = R + % =7 ~ 0,4533

Ejercicio 8.4.6. Se consideran dos urnas: la primera con 20 bolas, de las cuales 18
son blancas, y la segunda con 10 bolas, de las cuales 9 son blancas. Se extrae una
bola de la segunda urna y se deposita en la primera; si a continuacion, se extrae una
bola de ésta, calcular la probabilidad de que sea blanca.

Sean las bolas blancas de la primera urna notadas como 1g, v 1¢ las que son de
otro color. Respecto de la segunda urna, sean estas bolas 2, 2p respectivamente.
Usando la regla de la Probabilidad total, tenemos que:

P(1g) = P(2p) - P(18|28) + P(20) - P(15]20)

Por tanto, usando la Ley de Laplace, tenemos que:

9 19 N 1 18 9
10 21 10 21 10
Ejercicio 8.4.7. Se dispone de tres urnas con la siguiente composicién de bolas
blancas y negras:

Uy: 5B y 5N Uy: 6B y 4N Us: 7B y 3N

P(B) 0,9

Se elige una urna al azar y se sacan cuatro bolas sin reemplazamiento.

1. Calcular la probabilidad de que las cuatro sean blancas.

Por el teorema de la Probabilidad Total, tenemos que:
P(4B) = P(Uy)P(4B|Uy) + P(Uz) P(4B|Uz) + P(Us) P(4B|Us3)

Usando la ley de Laplace, tenemos que:

P(4B)_1 5 4 3 2+6 5 4 3+7 6 5 4] 11320 11
3110 9 8 7 10 9 8 7 10 9 8 7| 35040 126
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2. Si en las bolas extraidas sélo hay una negra, jcudl es la probabilidad de que
la urna elegida haya sido Us?

Se pide P(Us|1N). Por la regla de Bayes, tenemos que:

P(Uy)P(1N|Uy)

P(Us|1IN) =
(C2ILN) P(U)P(IN|U,) + P(Us)P(1N|Us) + P(Us)P(1N|Us)
Como tenemos que P(U;) = 3 Vi, tenemos que:
P(Us|IN) = PANIG:)
2T P(IN|UL) 4+ P(IN|Us) + P(IN|Us)

Para calcular cada probabilidad, empleamos combinatoria. Tenemos que se
trata de combinaciones sin remplazamineto, por lo que:

CV516V53 ) 041063 8
PlNU = : = — PlNU — 2 = —
(IN|Uy) Cron 21 (IN|U2) Crox 20

C3:C73 1

P(IN|U3) = —/——= = =

(IN|Us) T 2

Por tanto, tenemos que:
P(1N|Us) 16
P(U;|IN) = = — ~0,3404

(Ca]1N) P(IN|Uy) + P(IN|U,) + P(IN|Us) 47~

Ejercicio 8.4.8. La probabilidad de que se olvide inyectar el suero a un enfermo

durante la ausencia del doctor es 2/3. Si se le inyecta el suero, el enfermo tiene igual

probabilidad de mejorar que de empeorar, pero si no se le inyecta, la probabilidad

de mejorar se reduce a 0.25. Al regreso, el doctor encuentra que el enfermo ha

empeorado. ;Cual es la probabilidad de que no se le haya inyectado el suero?
Tenemos los siguientes suceso:

= A — El paciente mejora.

» A — El paciente empeora.

= B — Se le ha inyectado el suero.

» B — No se le ha inyectado el suero.

El enunciado afirma que P(B) = . Por tanto,

P(B)=1-P(B)=1-

[GCIN )

3

Ademés, tenemos que P(A|B) = P(A|B). Por tanto:
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P(A|B) = P(A|B) —> P(ANB) _P(ANB)

P(B) P(B)
< P(ANnB)=P(B-—A)=P(B)—P(ANB) <= 2P(ANB) = P(B) <~
P(AnB) 1 i
———— =—-=P(A|B)= P(A|B
=5~ PAIB) = PUAIB)
También sabemos por el enunciado que P(A|B) = 1. Usando la regla de la

probabilidad total, tenemos que:

Hm=1=mem4wmﬁ:;mmm:1—mmmzzzprft:
— PAnB)=7 2=

Se pide calcular P(B|A). Usando la definicién de probabilidad y la regla de
Bayes, tenemos que:

_ - P(BnA) P(BnA) 3
PO =T T PR - PEPAB) 15431 4

Por tanto, la probabilidad de que no se le haya inyectado el suero y por ello haya
empeorado es de 0,75.

Ejercicio 8.4.9. N urnas contienen cada una 4 bolas blancas y 6 negras, mientras
otra urna contiene 5 blancas y 5 negras. De las N + 1 urnas se elige una al azar y se
extraen dos bolas sucesivamente, sin reemplazamiento, resultando ser ambas negras.
Sabiendo que la probabilidad de que queden 5 blancas y 3 negras en la urna elegida
es 1/7, encontrar N.

En este caso, tenemos dos experimentos aleatorios. Respecto al primer experi-
mento, que consiste en elegir una urna, sea su espacio muestral Q; = {Uy,Up},
con:

= U,: sacar una urna del primer tipo. Hay N urnas de este tipo, cada una con
4 bolas blancas y 6 negras.

= [Up: sacar una urna del segundo tipo. Hay 1 urna de este tipo, con 5 bolas
blancas y 5 negras.

Respecto al segundo experimento aleatorio, que consiste en elegir dos bolsas sin
reemplazamiento de la urna elegida, sea su espacio muestral {2y = {BB, NN, BN},
con:

= BB: sacar dos bolas blancas.
= NN: sacar dos bolas negras.

= BN: sacar una bola blanca y una bola negra.
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Usando la regla de Laplace, tenemos que:

N 1

PO =573 PWUs) = 7

Consideramos ahora el caso de que, tras extraer dos bolas negras, queden 5
blancas y 3 negras en la urna elegida, cuya probabilidad sabemos que es 1/7. Origi-
nalmente habia en la urna 5 bolas de cada tipo, por lo que la urna es del tipo Ug.
Por tanto, este suceso es elegir la urna Up sabiendo que hemos sacado dos bolas
negras, es decir, Ug|(NN). Por tanto,

1 PUNNN)

PWUBINN) =7 = =)

Usando la regla de la multiplicacion, tenemos que:

| 4 2
P(Us N NN) = P(Ug) - P(NN|Ug) b4 2

Usando el teorema de la Probabilidad total, tenemos que:

P(NN)=P(U,)- P(NN|U,) + P(Ug) - P(NN|Ug)
N 6 5 1 5 4

N L2 3N +2
C3(N+1) 9N+1) 9N +1)

Por tanto, como P(Ug|NN) = 1, tenemos que:

2
1w+ 2 _ _
PWUBINN) = - = S5 = gy 5 — 3N +2=11= N =1
9(N +1)

Por tanto, tenemos que hay 4 urnas del tipo Uyg4.

Ejercicio 8.4.10. Se dispone de 6 cajas, cada una con 12 tornillos; una caja tiene 8
buenos y 4 defectuosos; dos cajas tienen 6 buenos y 6 defectuosos y tres cajas tienen
4 buenos y 8 defectuosos. Se elige al azar una caja y se extraen 3 tornillos con reem-
plazamiento, de los cuales 2 son buenos y 1 es defectuoso. ;Cudl es la probabilidad
de que la caja elegida contuviera 6 buenos y 6 defectuosos?

En este caso, tenemos dos experimentos aleatorios. Respecto al primer experi-
mento, que consiste en elegir una caja, sea su espacio muestral Q; = {C}, Cs, C3},
con:

s (: elegir una caja del primer tipo. Solo hay una caja de este tipo, que tiene
8 tornillos buenos y 4 defectuosos.

= (5 elegir una caja del segundo tipo. Hay dos cajas de este tipo, cada una con
6 tornillos buenos y 6 defectuosos.
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= (3 elegir una caja del tercer tipo. Hay tres cajas de este tipo, cada una con 4
tornillos buenos y 8 defectuosos.

Respecto al segundo experimento aleatorio, se repite tres veces y consiste en
elegir cada vez un tornillo con reemplazamiento de la caja elegida. Sea su espacio
muestral Qy = {B, D}, con:

= B: elegir un tornillo bueno.
= D: elegir un tornillo defectuoso.

El enunciado nos pide:

P[Cy N (BBD)]

Por la regla de la multiplicacién, tenemos que:
P[CoN BBD] = P(Cy) - P(B|Cy) - P[B|(BNCy)|- P[B|(BNBNCy)

usando la regla de Laplace en cada caso, tenemos que:

2 6 6 6 1 1 1
PIC,ABBD = 2. > . 2. Lt
1 = s B B 237 =

Usando de nuevo la regla de la multiplicacion y la regla de Laplace, junto con la
regla de la probabilidad total, tenemos que:

P(BBD) = P(C,)P(BBD|Cy) + P(Cy)P(BBD|Cs) + P(C3)P(BBD|C3) =
1.8 8 4,26 6 6 3 4 4 8

e 2 2 12 6 121212761212 127
_2 L +1—67~0103395
34 23.3 337 648 7

Por tanto, tenemos que la probabilidad de que la caja elegida contuviera 6 buenos
y 6 defectuosos es:

P[CyN (BBD L 97
P[Cy|(BBD)] = [;(BSBD) ) :g—_;*:ﬁ%o,zmg

648

Ejercicio 8.4.11. Se seleccionan n dados con probabilidad p, = 2%, n € N. Si se

lanzan estos n dados y se obtiene una suma de 4 puntos, ;Cual es la probabilidad
de haber seleccionado 4 dados?
Sea B el suceso de que sumen 4 puntos, y suponemos cada dado como un dado
estdandar (6 caras, equiprobables). Sea A, el suceso de haber considerado n dados.
Se pide calcular P(A4|B), que calculamos empleado el Teorema de Bayes:

P(A4)P(B|A4)

o

ZP P(B|4;)
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Tenemos que P(A;) = p; = 5. Ademds, se tiene que P(B|A;) =0 Vi > 4,
ya que si hay mas de 4 dados, la suma va a ser mayor que 4. Por tanto,

51 - P(B|A4)

1
Z§ (B|A))

=1

P(A4B) =

Calculamos ahora la probabilidad de que sumen 4 tras haber elegido 7 dados. Los
casos totales son las combinaciones de 6 ntimeros que se pueden realizar con 2 dados.
Aunque aparentemente no importa el orden, de hecho si importa porque queremos
que las combinaciones (1,3) y (3,1) sean distintas. También hay reemplazamiento,
ya que cada dado tiene siempre 6 dados, por lo que estamos ante variaciones con
repeticion.

s Paran =1 dado:

Tenemos que los casos totales son:

VRs1 =6"=6

Tenemos que los casos favorables son {(4)}, por lo que solo hay un caso favo-
rable. Por tanto,

1
P(B|Ay) = =
= Para n = 2 dados:
Tenemos que los casos totales son:
V Rgo = 6

Tenemos que los casos favorables son {(1,3), (3,1),(2,2)}, por lo que hay tres
casos favorables. Por tanto,

3
P(B|4;) = &
= Para n = 3 dados:
Tenemos que los casos totales son:
VRg3 =6

Tenemos que los casos favorables son {(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)}, por lo que
hay tres casos favorables. Por tanto,

P(BlAy) = =
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s Para n = 4 dados:

Tenemos que los casos totales son:

VR4 = 6

Tenemos que los casos favorables son {(1,1,1,1)}, por lo que hay un caso
favorable. Por tanto,

1
P(BIA) = o
Por tanto, tenemos que:
L. P(B|Ay) 1
P(A4B) = -2 = ~ 0,445 -107°

Ejercicio 8.4.12. Se lanza una moneda; si sale cara, se introducen k bolas blancas
en una urna y si sale cruz, se introducen 2k bolas blancas. Se hace una segunda
tirada, poniendo en la urna h bolas negras si sale cara y 2h si sale cruz. De la urna
asi compuesta se toma una bola al azar. ;Cudl es la probabilidad de que sea negra?

En este caso, tenemos dos experimentos aleatorios. Respecto al primer expe-
rimento; que se repite dos veces, consiste en lanzar una moneda. Sea su espacio
muestral ; = {C, +}, con:

s +: obtener cruz.
s (: obtener cara.

Respecto al segundo experimento aleatorio, se saca una bola de la caja. Sea su
espacio muestral Qy = {N, B}, con:

= N: obtener una bola negra.
= B: obtener una bola blanca.

Uniendo el teorema de la probabilidad total con la regla de la multiplicacién,
tenemos que:

P(N) = P(C) - P(C|C) - P(N|(CC)) + P(C) - P(+]C) - P(N|(C+))+
+ P(+) - P(Cl+) - P(N[(+C)) + P(+) - P(+|+) - P(N[(++))

Como tenemos que las dos repeticiones del primer experimento son indepen-
dientes; es decir, el resultado del primer lanzamiento no influye en el resultado del
segundo lanzamiento; tenemos que:

P(N) = P(C)- P(C)- P(N|(CC)) + P(C) - P(+) - P(N|(C+))+
+ P(+) - P(C) - P(N[(+C)) + P(+) - P(+) - P(N|(++))
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Por la ley de Laplace, tenemos que P(+) = P(C) = 3. Por tanto,

1

P(N) =

P(NI(CC)) + 7 - PINI(C4) + 7 - PINI(+O)) + § - P(N|(++)

Veamos ahora cuantas bolas hay en cada combinacién de resultados de la mone-
da:

CC — k blancas y h negras.

C+ — k blancas y 2h negras.
+C — 2k blancas y h negras.
++ — 2k blancas y 2h negras.

Por la ley de Laplace y la regla de la multiplicacién, tenemos que:

11 11 2h

P(N L P(N .2,
S e A s NoCOH =55 15w
11 h 11 2
PINO+NC) =55 50 PN+ =55 % 1on

Por tanto, como P(CC) = P(C+) = P(+C) = P(++) = 1, tenemos que:

h

T h 2h
P(N|(CC)) = 25 P(NONCN+) =
3 k+h k+2h
h 2h h
(NO+nC) =g (NO+04) = on “5rh
Por tanto, tenemos que:
1] h 2h h h 1] 2h 2h h
P(N) =~ _ !
(V) =1 k+h+k+2h+2k+h+k+h] 4{k+h+k+2h+2k+h
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8.5. Variables Aleatorias Unidimensionales

Ejercicio 8.5.1. Sea X una variable aleatoria con funcién masa de probabilidad
P(X =1) = ki; 1=1,...,20.

1. Determinar el valor de k, la funcién de distribucién y las siguientes probabili-
dades:

P(X =4), P(X<4), PB<X<10), P(B<X<10), P(B<X <10).

Estamos trabajando con una variable aleatoria discreta, con |Rex| = 20. Para
que P(X = 1) sea una funcién masa de probabilidad, necesitamos que:

20
0(1 + 2 1
1=) P(X=i Zkz_kZz_k +0)_210k:>k_2—10
=1

Por tanto, tenemos que la funcion masa de probabilidad es:

1

Para calcular la funcion de distribucién, sabemos que:

< 1 (i + 1) _i(i+1)
Fyl(z)=P(X <) =S —j= -
x(w) = P(X <) =} 210] 210 Zj 210 120

]7

Por tanto, la funcién de distribucion es:

0 si r<1
11

Fx(z) = 1(24‘2"0 ) si xefi+1]  Vi=1,...,19
1 si 20<

Por tanto, las probabilidades pedidas son:

P(X =4) = % - % ~ 0,01905
P(X <4)=P(X <3)=Fx(3) = % = % ~ 0,02857
P(3< X <10) = P(X <10) — P(X < 3) = Fx(10) — Fx(2) = 11226 0 <0 2476
P(3 < X <10) = P(X < 10) — P(X < 3) = Fx(10) — Fx(3) = % ~ 0,23
P(3< X <10) = P(X <10) — P(X < 3) = Fx(9) — Fx(3) = 9045012 ~ 0,1857

2. Supongamos que un jugador gana 20 monedas si al observar esta variable ob-
tiene un valor menor que 4, gana 24 monedas si obtiene el valor 4 y, en caso
contrario, pierde una moneda. Calcular la ganancia esperada del jugador y
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decir si el juego le es favorable.

Definimos una nueva variable aleatoria, Y, que indica el nimero de monedas
obtenidas por el jugador en funcién del valor de X.

20 si 1<x; <4
Y=hX)=<¢ 24 si x; =4
—1 si 4<x; <20

Tenemos que Re, = {—1,20,24}. Calculamos la probabilidad de cada valor de
la variable Y:

Py =—-1]=Pld<X<20|=PX>4=1-P[X <4] =

1 2 20
=1—-PX=4]-P 4=1—-———=—
Xo=d = Plo <4 35 105 21
1
P[Y:20]:P[1<X<4]:P[:L'<4]:£
2
PlY =24] = P[X =4] = —
105
Por tanto, la ganancia esperada del jugador es:
8
E[Y]= Y 4Ply]=20-Ply=20]+24-P[Y =24] - 1-P[Y = —1] = 05
y; ERey
Como tenemos que E[Y] = 1%5 > 0, tenemos que el juego le es favorable, ya

- 8
que se espera una ganancia de 15z monedas.

Ejercicio 8.5.2. Sea X el nimero de bolas blancas obtenidas al sacar dos de una
urna con 10 bolas de las que 8 son blancas. Calcular:

1. Funciéon masa de probabilidad y funciéon de distribucion.

El experimento aleatorio tiene el siguiente espacio muestral: ) = { BB, B—, ——},
donde B representa sacar una bola blanca y — se refiere a sacar una bola de
otro color.

Tenemos que Rey = {0,1,2}. Calculamos su funcién de probabilidad:

Coy 1 2 1 _
X =0]=P| Cron 17 9.10 45
Cy1-Csy1 16 =
P X=1=PB-|=—"F———=—=0,35
[ | =P[B-] Cron 1
1.91.8I . _
pix—o—ppp - Ce _ 828 87 28 o

T Chn  1001-21-61 10-9 45

Por tanto, la funcién masa de probabilidad es:

0,02 si =0
fl)=2 035 si z=1
062 si =2
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Por tanto, la funcién de distribucion es:

0 =i x <0
002 si 0<z<1
0,37 si 1<z<?2

1  si 2<zx

2. Media, mediana y moda, dando la interpretacion de cada una de estas medidas.

La media de una variable aleatoria es su esperanza. Por tanto,

2
EX] =3 af(x;) =0-0,02+1-035+2-0,62 =16

x; =0

Que tenga una esperanza de 1,6 implica que se espera que tras repetir el
experimento un gran numero de veces, la media de bolas blancas sacadas sea
1,6. Este es el centro de gravedad de la distribucién.

Calculamos ahora la mediana.
PX<2/=1>

Por tanto, tenemos que Mey = 2. Este valor deja por encima y por debajo la
misma probabilidad.

La moda es la abcisa del maximo de la funciéon masa de probabilidad, que como
podemos ver es Moy = 2. Esto implica que es el valor con mayor probabilidad.
3. Intervalo intercuartilico, especificando su interpretacion.

Calculamos en primer lugar );:

1 1
PX <1]=037> -~ P[X}l]:0,972§:1——
4 4 4
Por tanto, tenemos que )1 = 1. Calculamos ahora ()s:
3 1 3
PIX<2l=1>"° PIX>2/=062>-=1—°
X<2=121 X>2)=062> ;=1

Por tanto, tenemos (3 = 2. De ahi concluimos que:
Rr=Q3—0Q:1=1

Por tanto, el 50 % central de la distribucién se encuentra en un intervalo de
amplitud 1.

Ejercicio 8.5.3. El niimero de lanzamientos de una moneda hasta salir cara es una
variable aleatoria con distribucién P(X = z) = 277%; r=12,...

1. Probar que la funcién masa de probabilidad esta bien definida.
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Tenemos que Rex = N — {0}. Es necesario que:

$orix -5 (1)

z=1

Tenemos que se trata de una serie geométrica. Estas cumplen que, dado r tal

que |r| < 1:
o 1—r

Por tanto,

$oroe -5 () - iy

1
=1 2
Ademas, también se cumple que la probabilidad es siempre positiva, ya que

27% > 0 Vz € N. Por tanto, tenemos que esta bien definida.

2. Calcular la probabilidad de que el nimero de lanzamientos necesarios para
salir cara esté entre 4 y 10.

P(4 < <10) = P(X €[4,10]) = P[X < 10] — P[X < 3] = P[X < 10] — P[X

10 . 3 . o, 127
:;2 _;2 :ZQ :@zo,lﬂ

r=4

3. Calcular los cuartiles y la moda de la distribucién, interpretando los valores.

Calculamos en primer lugar );:

1 1 1
PIX<1l]==>- PIX>1=1-PX<1]=125—1-1
27 4 4 4
Por tanto, ()1 = 1. Calculamos ahora Q)s:
1.1 1 1
PIX<=52>2+ PIX>1=1-PX<1=1>==1-<
27 2 2 2
Por tanto, )3 = 1 = Meyx. Calculamos ahora ()3:
1 1
P[X<2]:§>§ P[X}Q]:I—P[Xgl]:—>—:1—§
47 4 27 4 4

Por tanto, Q3 = 2.

Al ser una variable discreta, tenemos que tanto el primer cuarto como la mitad
de la distribucién se encuentra en el valor z = 1. E1 75 % de la distribucion se
encuentra hasta el 2.

Como tenemos que P(X = x) = 277 es estrictamente decreciente, tenemos
que el maximo se alcanza en x = 1. Por tanto, Moy = 1. Este es el valor con
mayor probabilidad.

172



EDIP 8.5. Variables Aleatorias Unidimensionales

4. Calcular la funcién generatriz de momentos y, a partir de ella, el niimero medio
de lanzamientos necesarios para salir cara y la desviacion tipica.

Tenemos que la funciéon generatriz de momentos es:

=B =3 = =3 (1) =35 (2)]

=1 =1

Veamos para qué valores de ¢ converge esa serie geométrica:

t
% <l e <2< t<In2

Por tanto, para t < In2 tenemos que:

et t

o0 t T e’
My(t) = EletX] = Yy -2 __°
X() [6 ] ;<2> 1_¢ 9 _ et

2

Para calcular la esperanza, por las propiedades de la funcién generatriz de
momentos, tenemos que:

E[X]=m; = M(0) =2
donde he hecho uso de que:

, el (2 —et) + e* 2¢!
My (t) = (2 —et)2 - (2 —et)?

Para calcular la desviacion tipica, calculo en primer la varianza. Por las pro-
piedades de la funcién generatriz de momentos, tenemos que:

Var(X] = py = E[X? — E[X]> =my — E[X]? = MY (0) - E[X]*? =6 —4=2
donde he hecho uso de que:

ML) = 2e'(2 — e')? + 2e'(2 — et) - 2¢! _ 2e'(2 — e') + 4e _ 4e' + 2
(2 —et)? (2 —¢t)3 (2 —et)?

Por tanto,

ox = +y/VarX] = V2

Ejercicio 8.5.4. Sea X una variable aleatoria con funciéon de densidad

f k(z+1) st 02 <4
f<x){k2x2 si 4<x<6

Sabiendo que P(0 < X < 4) = 2/3, determinar kq, ko, y deducir su funcién de
distribucién.
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Tenemos que se trata de una variable aleatoria continua. Por tanto, tenemos que:

4

0

2

4 4
PO< X <4) = P(X € [0,4]) = / (@) dz = / b (241) dz = ky {‘%
0 0
Como el enunciado afirma que P(0 < X <4) = %, tenemos que:

Wl N

18

Ademads, se necesita que fj;o f(z) dz = 1, tenemos que:

+00 0 4 6 +00
1= f(a:)da::/ 0d93+/ kl(:v+1)d93+/ k‘g:EQd{E—F/ 0dr =
—00 0 4 6

—00

12
—1=0 k
+18+ 2

2378 2 152 1 152k, 1
0=1—-=-=ky— = - = = ko= —
l L+ 373 3 3 27 152

Para calcular la funcién de distribucién, tenemos que:

Fy(z) = Ple < o] = /_ F(t) dt

FX(.’B):/x 0dt =0

—00

n Para z < 0:

s Para 0 <z < 4:

x? ’ 1 [ 22

s Para4 < x <6:

F()—/x ) dt = 0+/ dt/ +Lx—3$—
x(@)= [ JH)di= 152 52 |3,

2 1
_ _20 s e
18+3~152 152~3 3+456( 64)

Por tanto, tenemos que la funcion de distribucién es:

(0 si <0
1 /22 .
I 7+:13 si 0<xr<4
Fx(r) =9 37 V]
5—}—4—56@3—64) si 4<z<6
0 si 6<zx

Ejercicio 8.5.5. La dimensién en centimetros de los tornillos que salen de cierta
fabrica es una variable aleatoria, X, con funcién de densidad

k
f(m):;, 1 <z < 10.
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1. Determinar el valor de k, y obtener la funcién de distribucién.

Para que f sea una funcion de densidad, es necesario que:

Por tanto, la funcién de distribucion queda:

0 r <1
Fx(z) =3 ¥ (11— 1)1 Tox <10
<z

2. Hallar la probabilidad de que la dimension de un tornillo esté entre 2 y 5 cm.

5 5
1 3k 1
Pi<x<s = [ f(x)d:p:k{——} _3k 1
9 x|, 10 3
3. Determinar la dimensién méxima del 50 % de los tornillos con menor dimensién
y la dimensién minima del 5 % con mayor dimensién.

En primer lugar, nos piden la mediana. Al ser una variable aleatoria continua,

tenemos que Me =z € Rex | Fx(z) = 1.

1 10 1 9 1 1 11 20 —

Por tanto, la dimensiéon maxima del 50 % de los tornillos con menor dimension
es Me = 1.81 cm.

En segundo lugar, se pide el percentil 95. Por tanto, esto equivale a z tal que:

10 1 1 1
0,95=Fy(z)=— (1—>) = 0855=1-= = — = 0,145 => . = = 6,807

9 T x x 0,145
Por tanto, la dimensién minima del 5 % con mayor dimension es Pys = 6,897 c¢m.

4. Si Y denota la dimension de los tornillos producidos en otra fabrica, con la
misma media y desviacion tipica que X, dar un intervalo en el que tome valores
la variable Y con una probabilidad minima de 0,99.

Es necesario emplear la desigualdad de Chebyshev, que no se ha visto en clase.

Ejercicio 8.5.6. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad

2 — 1
x10 sil<z<2
f(z) =
0,4 si 4<z<6

175



EDIP 8.5. Variables Aleatorias Unidimensionales

1. Caleular P(1,5 < X < 2), P(25 < X < 3,5), P(4,5 < X < 5,5), P(1,2 <

X <52).
Tenemos que Rex =|1,2] U |4, 6]. Por tanto,
220 -1 2—-2]> 1 3 1
P(15< X <2) = dz = — s 2 20125
(1, )/1,510${10]155408
P25 <X <35) =0, ya que 2,5, 3,5] ¢ Rex

5,5
P(45< X <55)= / 0,4 dr =04 [x]izg =04
4,5

29, 1 5,2 2 _ .72
P12< X <52) = / i d:c+/ 0,4 de = lx x} +0,4[2]}" =
12 10 4 10

1,2
22 82

= = 104(1,2 =
125 +0,4(1,2) = 25 = 0,656

2. Dar la expresiéon general de los momentos no centrados y deducir el valor medio
de X.

Se definen los momentos no centrados como:

oo 2 2% — 1 6
mk:E[Xk]:/ z* f(x) dx:/ zh 10 dx-i—/ 042" dr =
— 1 4

2 o, k+1 k 6 k+2 k+1 72 k+1 76
2z -z 1 [2z T T
= [ =———de+04 | 2Fdr=— - 0,4 =
/1 o “ /433 v 10[k:+2 k+1L+ ’ {k+1L
2k+3_2 _2k+1+1+4.6k+1_4k+2
T l0k+2) T 10(k + 1)

En concreto,
20 —2 224 1+4-62—43 259

BIX]=m =557+ 10(2) ~ 60

— 4,316

3. Calcular la funcién generatriz de momentos de X.

00 2 o2 — 1 6
Mx(t) = E[e"¥] = / e f(z) do = / et . 10 dx +/ 0,4 dx =
o 1 4

1 2 1 2 6
_ 2 tx o tx 4 —
10 /, ze™ dx 10/ e dr+0, /4 T dx V(x) = et v(:z:)

1 [2ze]® 2 [%, 1
- . T dr — — " dr + 0,4
10[15]1 wt ), © Y 10/B v /

= o [ = [ - g (] 2 ] =

=557 (=) g (¢ =) = g (=) £ T ) -
= 1i0t [46% —2e" — 27 ; 2! e + e’ + 4e% 464t:| =

= 1i0t l362t — et — 2¢7 ; 2! + 468 4e4t}
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Por tanto, como para t = 0 la funcién My (t) no estd definida, tenemos que no
existe la funcién generatriz de momentos.

Ejercicio 8.5.7. Con objeto de establecer un plan de produccién, una empresa ha
estimado que la demanda de sus clientes, en miles de unidades del producto, se

comporta semanalmente con arreglo a una ley de probabilidad dada por la funciéon

de densidad: 3
f(a:):Z(Za:—:cz), 0<z <2
1. {Qué cantidad deberia tener dispuesta a la venta al comienzo de cada semana

para poder satisfacer plenamente la demanda con probabilidad 0,57

Sea X una variable aleatoria que determina la demanda en miles de unidades
de producto. Por tanto, se pide Z € [0, 2] tal que:

0’5:FX(§7):P[X<§:]:/if(ff)daj:;l|:x2_x_3:|m:§|:’i2_£_3:|
0

Por tanto, se busca resolver la siguiente ecuacion:

327 -3 —2=0

La tnica solucién de dicha ecuacién en el intervalo [0,2] es & = 1. Por tanto,
han de tener dispuestas mil unidades del producto a la venta al comienzo de
cada semana para poder satisfacer plenamente la demanda con probabilidad
0,5.

2. Pasado cierto tiempo, se observa que la demanda ha crecido, estimandose que
en ese momento se distribuye segin la funcién de densidad:

3
f(y)=;1(4y—y2—3), 1<y <3.

Los empresarios sospechan que este crecimiento no ha afectado a la dispersion
de la demanda, ;es cierta esta sospecha?

En este caso, se ha denominado Y = X, con la diferencia en la funcion de
densidad.
El coeficiente de variacion de Pearson se define como:

0z

CV(Z) = 57

Calculamos en primer lugar los siguientes valores:

2 3 [ 3
E[X]:/Oxf(x)dxzz/o 2x2—$3dxzz
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3 3 3 ) 5 3
ElY] = : yf(y)dyzz 1 dy" =y =3y dy =

3 3 3 3 y5 3
E[Y?] = / v fy) dy = AI/ Ay’ —y'=3y* dy = [z/‘ - - yg} =
1 1

Por tanto, tenemos que:

Var[X] = E[X*] - E[X]? =02  Var[Y] = E[Y? - E[Y]* =0,2

Por tanto, la varianza no varia y la desviacién tipica tampoco. No obstante,
como E[X]| # E[Y], la dispersion varia:

Como podemos ver, la distribucion Y es méas homogénea.

Ejercicio 8.5.8. Calcular las funciones masa de probabilidad de las variables Y =
X +2y Z = X2, siendo X una variable aleatoria con distribucién:

P(X=-2)=>, P(X=-1)=—, P(X=0)=

., Cémo afecta el cambio de X a Y en el coeficiente de variacion?
Tenemos que Rexy = {—2,—1,0,1,2}. Calculo en primer lugar la funcién masa de
probabilidad de Y = X + 2, teniendo que Rey = {0,1,2,3,4}. Tenemos que:

10
Veamos si ha afectado la transformacion al coeficiente de variacion. Tenemos que
Oy

CV.(X)= m Por ser una transformacion afin, tenemos que:

EY|=FE[X +2|=FE[X]+ E[2] = E[X] +2

VarlY] = Var[2X + 3| = 4Var[X]| = o0, = 20,

Por tanto, tenemos que:

205 9o~ CVA(X) <= 0,|E[X] + 2| = 20,|E[X]| <

CV.(Y)= E[X]+2|  |E[X]]

o, =10
<~ V
£2B[X] = EX] +2 = E[X] =2 v B[x] = -2

W

Por tanto, tenemos que tan solo seran iguales si 0, = 0, F[X] =2 0 E[X] = —
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Calculamos ahora la funcién masa de probabilidad la variable Z, donde Re, = {0, 1,4}.

PIZ=0]=P[X=0]=;
Pw:uzpw:u+Pw:_u:%
P[Z:4]:P[X:2]+P[X:—2]:%

Ejercicio 8.5.9. Calcular las funciones de densidad de las variables Y =2X 4+ 3 y
Z = |X]|, siendo X una variable continua con funcién de densidad

fx(z) =~ —2<r<?2

1. Y =2X+3

Tenemos que Rex =|—2,2[, Rey =]—7,1[, y sea g(z) = 2z+3. Por el Teorema
de Cambio de Variable de continua a continua, tenemos que:

Frw) =rIx(g W) - 1(g7") )]

Calculamos la inversa y su derivada:

) =10 (7)) =

Por tanto, tenemos que:

2. 7 =|X|

Tenemos que Rez = [0, 2][:

En este caso, tenemos que h no es inyectiva, y por tanto, hay mas de una
antiimagen por cada valor de z. En concreto, hay dos valores, el positivo y el
negativo. Sean por tanto las dos inversas hy, ho.

hit(z) =2 (h!)(2) =1
hy'(2) = —2 (hy!)'(2) = —1

Por tanto, por el teorema de cambio de variable, tenemos que:
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Ejercicio 8.5.10. Si X es una variable aleatoria con funcién de densidad

cd
f(x):e2 , —00 < & < 00,

hallar su funcion de distribucién y las probabilidad de cada uno de los siguientes
Sucesos:

L {X] <2}
En primer lugar, hallo la funcién de distribucion:
v 1 [ 1 e’
x () /_Oof(t) dt 2/_006 2[6]_00 i x <0

Pela) =g [ ooty [[eta=g et - (7 -

—0o0

>0
2 2 v
Por tanto, tenemos que:

ea;

— <0

5 x

Fx(z) =
2—e"
=0
5 T

Por tanto, tenemos que:

P[-2<X <2 =P[X<2 -P[X<-2=P[X<2 - P[X<-2 =

2-¢? 2 2-2?
= Fx(2) — Fx(—2) = 26 - % - Te = 1— %~ 0,8647

2. {|X|<2 o X >0}

PIX|<2 0o X>0=PX>-2=1-P[X < —2]=1-Fy(-2) = 1—% ~ 0,9323

3. {X|<2 y X <1
PIIX|<2 y X<—1=P[-2<X<~1]=Fy(-1)-F(-2) =

4 {X3-X2-X-2<0}

Factorizamos en primer lugar el polinomio:

~ 0,1163
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Por tanto, tenemos que X? — X2 — X —2 = (X —2)(X2+ X +1).

Del polinomio restante, tenemos que A = 1 — 4 < 0. Por tanto, no tiene
soluciones. Como al evaluarlo en 0 da 1 > 0, tenemos que es siempre positivo.
Por tanto,

PIX3—X?-X-2<0]=P[(X-2)(X*+X+1)<0]=P[X-2<0] =
2 —e?

= PIX <2 = Fx(2) =

5. {X es irracional}.

PIXeR-Q|=P[Xc{R}|-PXe{Q}=1-0=0

La probabilidad de que esté en los reales es 1, ya que abarca todo el intervalo
de definicién de la variable aleatoria. En el caso de los racionales, al ser este
un conjunto numerable, tenemos que su integral es nula.

Ejercicio 8.5.11. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad
flz) =1, 0<z< Ll

Encontrar la distribucion de las variables:

X
.Y =——.
14+ X
Sabemos que Rex = [0,1]. Ademas, tenemos que h(X) = HLX =Y. tenemos
que:
1+X)-X 1
wixy = LF0 X _ >0

(1+X)? (1+X)?

Por tanto, h es estrictamente creciente, y tenemos que Rey = [O, %} Como h
es estrictamente mondtona y derivable, podemos aplicar el teorema de cambio
de variable de continua a continua. Este afirma que:

ot = { HE NG v & Rex

Tenemos que:
X Y

MX) = =) =5 =0"0)= =

Por tanto, como f(h~!(y)) = 1, tenemos que:

1
— (1—y)?
9(y) { 0

yERey
y & Rey

Para obtener la distribucién, resuelvo la integral siguiente:

/y 1 1 7Y 1
— _dt=|—] =———1
o (1—1)2 1—t], 1—y
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Por tanto,
0 y <0
Fy(y): ﬁ—l yERey
1 Y>3
-1 si X <3/4
2. 7 = 0 si X=3/4
1 si X>3/4

En este caso, estamos ante un cambio de variable continua a discreta. Se tiene
que Rey; = {—1,0,1}, y la funcién masa de probabilidad de Z es:

3/4 5
g(—1)=P[Z =—-1] = P[X < 3/4] = i (z) de = [x]g/4 _ .
3/4
MWZPVZOFJ%Y:qusmf@ﬁm:O

ﬂUIPV:H:PW>&m:1—HX<WQZ£

.
3
Z Z:—l
g(z)=¢ 0 z=0
L 1
— A
\ 4

Su funcién de dstribucién es:

(0 z < —1
3

Fy(z) = 1 —1<z2<1
! 1<z

Ejercicio 8.5.12. Sea X una variable aleatoria simétrica con respecto al punto

2, y con coeficiente de variacién 1. ;Qué puede decirse acerca de las siguientes
probabilidades?:

1. P(-8< X <12)
2. P(—6 < X < 10).

Es necesario emplear la desigualdad de Chebyshev, que no se ha visto en clase.
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8.6. Modelos de Distribuciones Discretas

Ejercicio 8.6.1. La probabilidad de que cada enfermo de cierto hospital reaccione
favorablemente después de aplicarle un calmante es 0,01. Si se aplica el calmante a
200 enfermos, determinar:

1. La distribucién de probabilidad del niimero de enfermos que reaccionan favo-
rablemente, la media y la varianza.

Sea X la variable aleatoria que determina el niimero de enfermos que reaccio-
nan favorablemente tras aplicarle el calmante. Tenemos que X ~» B(200, 0,01).
Por tanto:

200
P(z) = ( . >0,01$(0,99)200—$

Por ser una distribuciéon binomial, tenemos que:
E[X]|=np=200-0,01 =2
Var[X] =np(l —p) =200-0,01-0,99 = 1,98
2. Probabilidad de que a lo sumo 2 enfermos reaccionen favorablemente.

P[X < 2] = P[X = 0]+ P[X = 1]+ P[X = 2] = 0,6766

3. Probabilidad de que mas de 3 enfermos reaccionen favorablemente.

P[X >3] =1-P[X <2] — P[X = 3] =0,3233 — 0,18136 = 0,14196

Ejercicio 8.6.2. Cada vez que una maquina dedicada a la fabricaciéon de compri-
midos produce uno, la probabilidad de que sea defectuoso es 0,01.

1. Si los comprimidos se colocan en tubos de 25, jcudl es la probabilidad de que
en un tubo todos los comprimidos sean buenos?

Sea X la variable aleatoria que determina el ntimero de comprimidos defec-
tuosos en tubos de 25 unidades. Tenemos que X ~» B(25, 0,01). Por tanto, si
todos los comprimidos son buenos, tenemos que no hay ninguno defectuoso.
Por tanto, la probabilidad de que en un tubo todos sean buenos es:

25
P[X =0] = ( 0 )0,010 -0,99% = 0,99%

2. Si los tubos se colocan en cajas de 10, jcudl es la probabilidad de que en una
determinada caja haya exactamente 5 tubos con un comprimido defectuoso?

La probabilidad de que un tubo tenga un comprimido defectuoso es:

25
P[X =1] = ( | )0,011 -0,99% = 0,1964

Definimos p = 0,9164. Sea Y una variable aleatoria que determina el nimero
de tubos con un comprimido defectuoso en una caja de 10. Tenemos que Y ~~
B(10,p). Por tanto, la probabilidad de que haya 5 tubos con un comprimido
defectuoso es:

10
P[Y =5] = ( - )p5 (1 —p)® =0,02468
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Ejercicio 8.6.3. Se capturan 100 peces de un estanque que contiene 10000. Se les
marca con una anilla y se devuelven al agua. Transcurridos unos dias se capturan
de nuevo 100 peces y se cuentan los anillados.

1. Calcular la probabilidad de que en la segunda captura se encuentre al menos
un pez anillado.

Tenemos que de una poblacién total de N = 10000 se encuentran divididos en
dos poblaciones, la primera de N; = 100 y la segunda de N — V.

Sea X la variable aleatoria que contabiliza la cantidad de indiviuos de N; en
una muestra de n = 100. Tenemos que X ~» H(10*,10%,10%).

Para simplificar los cédlculos, como N; < 0,1 N, aproximamos la distribucién
hipergeométrica a una binomial con el mismo valor de ny p = % = 0,01. Por
tanto, X ~ H(10% 102, 10%) = B(100,0,01).

Por tanto,

100
PIX>1=1-PX=0=1- ( 0 )0,010 -0,99'% ~ 1 —0,3660 = 0,63397

2. Calcular el nimero esperado de peces anillados en la segunda captura.

Para la binomial, tenemos que:

E[X]=np=100-0,01 =1

Ejercicio 8.6.4. Un comerciante de bombillas las recibe en lotes de 20 unidades.
Solo acepta un lote si, al seleccionar aleatoriamente 5 bombillas del mismo, no
encuentra ninguna defectuosa.

Si un determinado lote tiene dos bombillas defectuosas, calcular la probabilidad
de que el comerciante lo acepte, y el nimero esperado de bombillas defectuosas entre
las seleccionadas, en cada uno de los siguientes casos:

= Las bombillas se seleccionan con reemplazamiento.

En este caso, tenemos la poblacién de N = 20 bombillas dividida en 2 po-
blaciones. En primer lugar, tenemos N; = 2 bombillas defectuosas, y N — N,
bombillas correctas.

Sea X la variable aleatoria que determina el nimero de bombillas defectuo-
sas que hay en una muestra de 5 elegida sin reemplazamiento. Tenemos que
X ~» H(20,2,5). Entonces, tenemos que:

(%) 185150 15-14 21

Yo _ _ 20,5526
plX =0] (@) 20113150 20-19 38
N 2
E[X]:n-wlzf)-%:()ﬁ

Por tanto, tenemos que la probabilidad de que no haya ninguna bombilla
defectuosa en el lote y, por tanto, se acepte, es de p[X = 0] = 0,5526. Ademés,
el nimero esperado de bombillas defectuosas es 0,5; es decir, 1 o 2 bombillas
defectuosas.
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= Las bombillas se seleccionan sin reemplazamiento.

La probabilidad de elegir una bombilla defectuosa de las 20 viene dada por la
Regla de Laplace, y es:
=—=0,1
p 20 )
Sea X la variable aleatoria que determina el nimero de bombillas defectuosas
que hay en una muestra de 5 elegida con reemplazamiento, donde la proba-
bilidad de elegir una defectuosa es p = 0,1. Tenemos que X ~ B(5,0,1).
Entonces, tenemos que:
p[X = 0] = 0,5905

E[X]=np=5-01=05

Por tanto, tenemos que la probabilidad de que no haya ninguna bombilla
defectuosa en el lote y, por tanto, se acepte, es de p[X = 0] = 0,5905. Ademés,
el nimero esperado de bombillas defectuosas es 0,5; es decir, 1 o 2 bombillas
defectuosas.

Observacion. También se podria haber hecho con la variable X’ que determi-

nase el namero de bombillas correctas hasta la primera defectuosa. Entonces,
tendriamos que X’ ~ BN(1, 0,1). La probabilidad pedida serfa P[X' = 5].

Ejercicio 8.6.5. Se estudian las plantas de una determinada zona donde ha atacado
un virus. La probabilidad de que cada planta esté contaminada es 0,35.

1. Definir la variable que modeliza el experimento de elegir una planta al azar y
comprobar si esta contaminada. Dar su ley de probabilidad.

Tenemos que X es la variable aleatoria que determina si la planta esta conta-
minada o no, de forma que:

Y. “Estda contaminada” — 1
“No estd contaminada” +—— 0

Por tanto, tenemos que se trata de un experimento de Bernouilli con p = 0,35.
Dar su ley de probabilidad implica describir la distribucion de Bernouilli. Te-
nemos que:

P(z) =p*(1—p)'~*

2] =0 (1-p)+1%-p=p

3
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2. (Cudl es el nimero medio de plantas contaminadas que se pueden esperar en
5 plantas analizadas?

Sea X la variable aleatoria que determina el nimero de plantas contaminadas
en 5 plantas analizadas. Tenemos que la probabilidad se mantiene constante,
por lo que X ~~ B(5,0,35). En este caso, la esperanza es:

7
BX]=np=5-035=

3. Calcular la probabilidad de encontrar 8 plantas contaminadas en 10 examenes.

Sea X la variable aleatoria que determina el nimero de plantas contaminadas
en 10 plantas analizadas. Tenemos que la probabilidad se mantiene constante,
por lo que X ~» B(10,0,35). Por tanto,

P[X = 8] = 0,0043

4. Calcular la probabilidad de encontrar entre 2 y 5 plantas contaminadas en 9
examenes.

Sea X la variable aleatoria que determina el nimero de plantas contaminadas
en 9 plantas analizadas. Tenemos que la probabilidad se mantiene constante,
por lo que X ~~ B(9,0,35).

PR< X <5 =P[X=2+P[X=3+P[X =4+ P[X =5 =
= 0,2162 + 0,2716 + 0,2194 + 0,1181 = 0,8253

5. Hallar la probabilidad de que en 6 analisis se encuentren 4 plantas no conta-
minadas.

Sea X la variable aleatoria que determina el nimero de plantas contaminadas
en 6 plantas analizadas. Tenemos que la probabilidad se mantiene constante,
por lo que X ~~ B(6,0,35).

Si hay 4 no contaminadas, tenemos que hay 2 contaminadas. Por tanto,

P[X = 2] = 0,3280

Ejercicio 8.6.6. Cada pagina impresa de un libro contiene 40 lineas, y cada linea
contiene 75 posiciones de impresion. Se supone que la probabilidad de que en cada
posicién haya error es 1/6000.

1. ;Cuél es la distribucién del nimero de errores por pagina?

Determinemos cuantas posiciones de impresién hay en una pagina:

40 lineas 75 posiciones de impresién 3 . . »
- = 3-10° posiciones de impresion.

1 péoina -
bagia - pagina 1 linea

Sea X la variable aleatoria que determina el niimero de errores en una péagina,
sabiendo que la probabilidad de que haya un error en una posicién es de 1/6000.
Tenemos que X ~ B(3-103,1/6000).
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2. Calcular la probabilidad de que una péagina no contenga errores y de que
contenga como minimo 5 errores.

3.10° 1 \° /5999 1%
PIX = 0] = . =~ 0,6065
[ ) ( 0 ) (6000) (6000) ’

PIX >5|=1—-P[X < 4]—1— P[X =0] - P[X =1]—
— P[X =2]-P[X=3—-PX=4]=

1 px- (3 103 ( ) (5999)2“m__
6000/ \ 6000
3-103 1 5999\ /3.103 1 \* /5999 %7
(37) (aw) o) (3" () i) -
3-10% 1 5999\ ***
a ( ) (6000) (6000) -

~ 1 —0,6065 — 0,3033 — 0,0758 — 0,0126 — 0,00158 = 0,1716 - 10~

En este caso, lo resolvemos también mediante una aproximacion a la Poisson.
Como np = 0,5 < 5, podemos aproximarlo a una Poisson de A = np = 0,5.
X ~» B(np) = P(0,5).
P[X = 0] = 0,6065
PX>5]=1-PX<4=1-PX=0-PX=1]—
—P[X=2|-PX=3-PX=4=
670,5 . 0.5

_ 9 C10-3
_1—§:—fg——wawm 10

3. ;Cual es la probabilidad de que un capitulo de 20 paginas no contenga ningtin
error?

Sea X la variable aleatoria que determina el niimero de errores en 20 paginas,
sabiendo que la probabilidad de que haya un error en una posicién es de 1/6000.
Tenemos que X ~ B(6- 10, 1/6000).

Entonces,

6- 10 1 \° /5999) %1
P[X =0] = ) == = 45,3621 - 1076
[ ) ( 0 ) (6000) (6000) ’

Ejercicio 8.6.7. Se lanzan cuatro monedas 48 veces. ;Cudl es la probabilidad de
obtener exactamente 4 caras cinco veces?

Sea el experimento de Bernouilli lanzar cuatro monedas, y consideramos como
éxito obtener las 4 caras. Tenemos que esa probabilidad, por ser los 4 lanzamientos
independientes, es p = 2%

Sea ahora X la variable aleatoria que determina el nimero de éxitos en dicho
experimento de Bernouilli en 48 repeticiones. Tenemos que X ~~ B(48, p). Por tanto:

48

HX=H=<5

)ﬂ1—m“:ogms
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Ejercicio 8.6.8. Un pescador desea capturar un ejemplar de sardina que se en-
cuentra siempre en una determinada zona del mar con probabilidad 0.15. Hallar la
probabilidad de que tenga que pescar 10 peces de especies distintas de la deseada
antes de:

1. pescar la sardina buscada,

Sea X el numero de peces de distintas especies distintas de la deseada que
ha de pescar antes de pescar la sardina buscada. La probabilidad de pescar la
sardina buscada es de 0,15. Tenemos que X ~» BN (1, 0,15). Tenemos que:

10

P[X =10] = (10

)0,151 - 0,85 ~ 0,0295

2. pescar tres ejemplares de la sardina buscada.

Sea X el numero de peces de distintas especies distintas de la deseada que ha de
pescar antes de pescar tres ejemplares de la sardina buscada. La probabilidad
de pescar la sardina buscada es de 0,15. Tenemos que X ~» BN(3, 0,15).
Tenemos que:

12

P[X =10] = (10

>0,153 -0,85'0 ~ 0,043854

Ejercicio 8.6.9. Un cientifico necesita 5 monos afectados por cierta enfermedad
para realizar un experimento. La incidencia de la enfermedad en la poblacién de
monos es siempre del 30 %. El cientifico examinard uno a uno los monos de un gran
colectivo, hasta encontrar 5 afectados por la enfermedad.

1. Calcular el nimero medio de exdmenes requeridos.

Como consideramos que es un gran colectivo y afirma explicitamente confirma
que la probabilidad de que un mono esté infectado siempre es de 0,3, podemos
suponer que no se trata de una dispersién hipergeométrica.

Sea X el niimero de monos examinados sanos antes de encontrar el 5° mono
afectado por la enfermedad. Tenemos que X ~» BN (5, 0,3). Tenemos que:

)= TP 50T g
P 0,3

Por tanto, el nimero de monos sanos examinados son, de media, 11.6.
Por tanto, el nimero medio de examenes requeridos sera:
E[X]|+5=16.6

2. Calcular la probabilidad de que tenga que examinar por lo menos 20 monos.

Como 5 monos seran siempre sanos, tenemos que buscamos la probabilidad de

X > 15.
k4
PX>15=1-PX<14]=1->_ ( N >0,7x 10,3° &~ 0,2822
k=0
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Alternativamente, podemos definir una variable aleatoria Y que determine el
nimero de monos afectados en los 19 primeros. Para que haya como minimo
20 examenes, necesitamos que entre esos 19 monos haya menos de 5 monos
afectados. Por tanto, como Y ~» (19,0,3), tenemos:

4
19
Ply <5|=Py <4]=)_ <k)0’3k -0,797F ~ 0,2822

k=0

3. Calcular la probabilidad de que encuentre 10 monos sanos antes de encontrar
los 5 afectados.

Sea X el ntimero de monos examinados sanos antes de encontrar el 52 mono
afectado por la enfermedad. Tenemos que X ~~ BN (5, 0,3).

14

P[X =10] = (10

)0,35 -0,7%% ~ 0,06871

Ejercicio 8.6.10. Para controlar la calidad de un determinado articulo que se fa-
brica en serie, se inspecciona diariamente el 5 % de la produccién. Un dia la maquina
sufre una averia y, de los 1000 articulos fabricados ese dia, produce k defectuosos.

1. Dar la expresion de la probabilidad de no obtener méas de un articulo defectuoso
en la inspecciéon de ese dia.

Tenemos que la poblacién total es N = 1000, y se han producido N; = k
defectuosos. Ademds, tenemos que la muestra examinada es n = 1000 - 5% =
50.

Sea X una variable aleatoria que determina el nimero de productos defec-
tuosos de la muestra de 50. Tenemos que X ~» H(N, Ny,n). Tenemos que la
probabilidad de no obtener méas de un articulo defectuoso es:

P[X < 1] _ ZP[X _ :L’] _ Z (x)((1050003; )

=0 =0
2. Si k = 90, calcular la probabilidad de obtener menos de 6 articulos defectuosos
en la inspeccién.
Como N; = k =90 < 0,1N = 100, podemos aproximar X como una bino-
mial de parametro p = % = 0,09. Tenemos que X ~» (N, Ny,n) = B(n,p).
Tenemos que:

T

5
50
PIX <6] =) ( )0,09@“ £0,91°07% ~ 0,7072

=0

Ejercicio 8.6.11. En una central telefénica de una ciudad se recibe un promedio
de 480 llamadas por hora. Se sabe que el nimero de llamadas se distribuye segtin
una ley de Poisson. Si la central sélo tiene capacidad para atender a lo sumo doce
llamadas por minuto, ;cudl es la probabilidad de que en un minuto determinado no
sea posible dar linea a todos los clientes?
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Calculamos en primer lugar cuantas llamadas hay por minuto:

450 llamadas 1 hora _g llamadas
hora 60 minutos minuto

Por tanto, sea X la variable que determina las llamadas que se reciben en un
minuto. Tenemos que X ~ P(8).

Para que no se pueda dar linea a todos los clientes, se han de recibir 13 o mas
llamadas. Por tanto,

12
8k
PIX>13]=1-PX<12]=1-¢") 7 & 0,063797
k=0

Ejercicio 8.6.12. Cierta compania de seguros ha determinado que una de cada
5000 personas fallecen al ano por accidente laboral. La compania tiene hechos 50000
seguros de vida en toda la nacion y, en caso de accidente, debe abonar 3000 euros
por poliza. ;Cual es la probabilidad de que la compania tenga que pagar en un ano
por lo menos 36000 euros en concepto de primas?

Pagar 36000 euros en primas corresponde a % = 12 fallecimientos de asegu-
rados al ano. Sea X la variable aleatoria que determina el niimero de fallecimientos

de personas aseguradas al ano. Tenemos que X ~» B(5-10% 1/5000). Tenemos que:

11 x 50000—x
5104 1 4999
PIX>12]=1-) ( A ) : (5000) (5000) = 0,3032

k=0

Ejercicio 8.6.13. Suponiendo que, en cada parto, la probabilidad de que nazca una
nina es 0.51, y prescindiendo de nacimientos multiples, calcular:

1. Probabilidad de que un matrimonio tenga tres hijos varones antes de tener
una nina.

Sea X la variable aleatoria que determina el niimero de ninos antes de tener
una nina. Tenemos que X ~» BN(1,0,51).

) 0,511 - 0,493 ~ 0,06

2. Probabilidad de que tenga tres hijos varones antes de tener la segunda nina.

Sea X la variable aleatoria que determina el nimero de ninos antes de tener
dos ninas. Tenemos que X ~~ BN(2,0,51).

4
PIX =3] = (3) 20,517 - 0,49% =~ 0,1224

3. (Cual es el nimero medio de hijos que debe tener un matrimonio para conse-
guir dos ninas?
Sea X la variable aleatoria que determina el niimero de ninios antes de tener
dos nifias. Tenemos que X ~» BN (2,0,51).
_r(I—-p)  2-049

E[X] =
P 0,51

~ 1,9216

Por tanto, de media se requieren 1,9216 hijos de varones antes de conseguir 2
ninas.
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Ejercicio 8.6.14. El 60 % de los clientes de un almacén paga con dinero, el 30 %
con tarjeta y el 10 % con cheque.

1. Calcular la probabilidad de que, de diez clientes, cuatro paguen con dinero.

Sea X una variable aleatoria que determina el nimero de personas que pagan
con dinero de un total de 10 clientes. Tenemos que X ~» B(10,0,6).

10

ﬂx_q_<4

)0,64 0,45 ~ 0,1115

2. Calcular la probabilidad de que el décimo cliente sea el cuarto en pagar con
dinero.

Si el décimo cliente es el cuarto en pagar con dinero, previamente ha habido 6
que no han pagado con dinero.

Sea X la variable aleatoria que determinan el nimero de personas que no pagan
con dinero antes de que 4 paguen con dinero. Tenemos que X ~» BN (4,0,6).

9
P[X = 6] = <6> -0,6* - 0,4° ~ 0,04459

Ejercicio 8.6.15. En un departamento de control de calidad se inspeccionan las
unidades terminadas que provienen de una linea de ensamble. La probabilidad de
que cada unidad sea defectuosa es 0,05.

1. ;Cuél es la probabilidad de que la vigésima unidad inspeccionada sea la se-
gunda que se encuentra defectuosa?

Sea X la variable aleatoria que determina el nimero de unidades adecuadas
antes de la segunda defectuosa. Tenemos que X ~~ BN (2,0,05).

Como la vigésima unidad es la segunda defectuosa, previamente han llegado
18 correctas.
19

P[X = 18] = (18

) -0,05% - 0,95 ~ 0,018868

2. (Cuantas unidades deben inspeccionarse por término medio hasta encontrar
cuatro defectuosas?

Sea X la variable aleatoria que determina el nimero de unidades adecuadas
antes de la cuarta defectuosa. Tenemos que X ~» BN (4,0,05).

~4-0,95
0,05

E[X] 76

Por tanto, de media se examinaran 76 unidades adecuadas, por lo que en total
80 unidades seran aproximadas.

3. Calcular la desviaciéon tipica del nimero de unidades inspeccionadas hasta
encontrar cuatro defectuosas.

40,95

Var(X +4] = Var[X] = 0052

= 1520 = ox44 = V1520 =~ 38,987
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Ejercicio 8.6.16. Se supone que la demanda de un cierto fAirmaco en una farmacia
sigue una ley de Poisson con una demanda diaria media de 8 unidades. ;Qué stock
debe tener el farmacéutico al comienzo del dia para tener, como minimo, probabili-
dad 0,99 de satisfacer la demanda durante el dia?

Sea X la variable aleatoria que determina la demanda en la tienda en un dia.
Tenemos que X ~» P(8). Se pide el percentil 99.

Py,99 Po,99 o

8k 8
PIX < Pogo] 2099 &= e ) 05 >0994= ) -5 >099 ¢~ 295,148
k=0 k=0

Tenemos que Ppg9 = 15 cumple dicha condicién (se ha determinando probando
con valores naturales, a “fuerza bruta”). Comrpobemos la siguiente condicién:

14 ok

P[X > 15] > 0,01 <= 1-P[X < 15] > 0,01 <= P[X < 15| < 0,99 <= ¢*> <
k=0

Tenemos que es cierto, por lo que confirmamos que el valor pedido para poder
satisfacer la demanda con una probabilidad de 0,99 es Pyg = 15 farmacos.

Ejercicio 8.6.17. Los numeros 1,...,10 se escriben en diez tarjetas y se colocan
en una urna. Las tarjetas se extraen una a una y sin devolucion. Calcular las pro-
babilidades de los siguientes sucesos:

1. Hay exactamente tres niimeros pares en cinco extracciones.

Sea X una variable aleatoria que determina cudntos ntimeros pares hay en
cinco extracciones. Tenemos que X ~» H(10,5,5), donde la poblacién total
son los 10 numeros, /Ny son los 5 nimeros pares y 5 son la muestra escogida.
Por tanto,
(6)() _ 25
PIX = 3] = 32 = — ~0,3968
T T

2. Se necesitan cinco extracciones para obtener tres nimeros pares.

Sean los siguientes sucesos:

= A — Se extraen 4 pares y dos impares en las 4 primeras extracciones.

= B — Sale par en la iltima extraccion.

Tenemos que:
P(ANB) = P(A) - P(B|A)

Por la Ley de Laplace, tenemos que:

(10—-4)/2 1

P(B|A) = —— = =

(Bl4) 10—4 2
Para calcular la probabilidad de que se obtengan 2 ntimeros pares y 2 impares
en las primeras 4 extracciones, trabajamos con la siguiente variable aleatoria.
Sea X una variable aleatoria que determina cuantos ntimeros pares hay en
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cuatro extracciones. Tenemos que X ~» H(10,5,4), donde la poblacién total
son los 10 niimeros, N; son los 5 nimeros pares y 4 son la muestra escogida.
Por tanto, la probabilidad buscada es:

Por tanto, tenemos que:
5
P(ANnB)=P(A)- P(B|A) = 21 ~ 0,238

3. Obtener el numero 7 en la cuarta extraccidn.

Sean los siguientes sucesos:

» A — No extraer el 7 hasta la 4 extraccion.

» B — Extraer el 7 en la cuarta extraccion.

Tenemos que:
P(ANB)=P(A)- P(B|A)

Por la Ley de Laplace, tenemos que:

P(BIA) =

Para calcular la probabilidad de que no se extraiga el 7 en las primeras 3 ex-
tracciones, trabajamos con la siguiente variable aleatoria. Sea X una variable
aleatoria que determina cuantos 7 hay en las primeras tres extracciones. Te-
nemos que X ~» H(10,1,3), donde la poblacién total son los 10 nimeros, N,
es el 7y 3 son la muestra escogida. Por tanto, la probabilidad buscada es:

(0)G) _ 7

(5) 10

P(A) = P[X =0] =

Por tanto, tenemos que:

P(ANB) = P(A) - P(B|A) = % = 0,1

Ejercicio 8.6.18. Supongamos que el numero de televisores vendidos en un co-
mercio durante un mes se distribuye segiin una Poisson de parametro 10, y que el
beneficio neto por unidad es 30 euros.

1. ;Cuél es la probabilidad de que el beneficio neto obtenido por un comerciante
durante un mes sea al menos de 360 euros?

Beneficio neto de 360 euros equivale a % = 12 televisores.

Sea X una variable aleatoria que determina el niimero de televisores vendidos
en un mes. Tenemos que X ~~ P(10). Entonces,
11 10k‘

PIX>12]=1-P[X<1l]=1—¢" — = 0,3032
k=0
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2. (Cuantos televisores debe tener el comerciante a principio de mes para tener
al menos probabilidad 0,95 de satisfacer toda la demanda?

Nos pide calcular el percentil 95.

29 10k
P[X < Pys) 20,95 <= ¢ 10) ~7 = 0.95
k=0
Tenemos que Pys5 = 15.
14 10k
PIX >15]>0,05 < 1—¢" — 20,05

k=0

Por tanto, se confirma que el percentil 95 es Pys = 15. Debera tener 15 televi-
sores para cubrir adecuadamente la demanda con la probabilidad deseada.

Ejercicio 8.6.19. El numero de accidentes que se producen semanalmente en una
fabrica sigue una ley de Poisson, y se sabe que la probabilidad de que ocurran cinco
accidentes en una semana es 16/15 de la probabilidad de que ocurran dos. Calcular:

1. Media del nimero de accidentes por semana.

Sea X una variable aleatoria que determina el nimero de accidentes que ocu-
rren en dicha fabrica en una semana. Tenemos que X ~» P(\). Para calcular
A, sabemos que:

16 A 16 A2 1
PIX=5l=—PX=2<=e? == —e = — . N =)’
X=fl= gl =2 =t g =5 g u

Como A > 0, tenemos que esto se da si y solo si \* = 64 <= \ = 4.

Por tanto, tenemos que X ~» P(4). Por tanto, tenemos que:

E[X]=X=4

2. Numero maximo de accidentes semanales que pueden ocurrir con probabilidad
no menor que 0,9.

En este caso, nos piden el percentil 90.

Poo 4k
PIX < P 209 = e')y -7 >09
k=0
Tenemos que el valor buscado es Py = 7. Comprobemos que cumple la segunda
condicién:
6 4k
—4
PIX>7>01l<=1—¢ 25/0,1

Tenemos que es cierto, por lo que Pyy = 7.
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