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1. Estadistica descriptiva
unidimensional

1.1. Definiciones

= Fenémenos deterministicos: Los que dan lugar al mismo resultado si se
hacen bajo condiciones idénticas.

= Fendmenos aleatorios: los resultados pueden variar incluso si el estudio se
realiza con las mismas condiciones iniciales.

= Poblacién: Conjunto de unidades con al menos una caracteristica en comuin
sobre la que se desea obtener cierta informacién.

» Muestra: Subconjunto de la poblacion elegido en términos de representativi-
dad.

= Caracter: Propiedad a ser estudiada, puede ser cualitativa o cuantitativa.

= Modalidad: Valores que se han presentado al medir una variable con una
cierta escala.

e Principio de incompatibilidad: Un individuo sélo puede tomar valor en
una modalidad.

e Principio de exhaustividad: Todos los individuos deben tomar al menos
un valor.

= Variable Ente matematico capaz de captar las diferentes modalidades que
puede tomar una caracteristica a medir en una poblacion. Se suelen relacionar
con valores cuantitativos.

e Variables discretas: Si el paso de un valor al siguiente representa un
salto.

e Variables continuas: Si se puede tomar cualquier valor entre dos valores
dados.

Notacion. Supongamos que tenemos una poblacién de tamano n de la cual obtene-
mos una muestra para realizar un estudio. Queremos medir el cardcter X sobre dicha
muestra. A cada modalidad le asignaremos un valor z;. De esta forma, al nimero
de individuos que nos responda que presentan la modalidad z; acerca del cardcter
X lo notaremos n;.
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1. Estadistica descriptiva unidimensional

1.2,

Escalas de medida

Cuando realizamos un estudio estadistico debemos identificar de forma precisa las
modalidades y asignarles simbolos o niimeros a dichas modalidades. Eso se denomina
la medicién del caracter.

» Escala nominal: Las modalidades solo pueden ser iguales o diferentes y no
se puede determinar un érden en estas. Un ejemplo son las modalidades de
verdadero/falso o los colores de pelo.

= Escala ordinal: Las modalidades pueden ser iguales o diferentes y ademaés
se puede establecer un orden de mayor que. Esta escala es valida tanto para
caracteres cualitativos y cuantitativos. Ejemplo: niveles de aceptacion.

» Escala de intervalo: Existen diferencias, luego podemos introducir el término
de resta pero no existe un cero absoluto. Un ejemplo son las tallas de ropa.

» Escala de razén: Aquella en la que podemos dividir y decir que una moda-
lidad es a veces otra modalidad. Existe el cero absoluto.

Ejercicio. Da ejemplos de cada una de las escalas de medida. Para cada ejemplo,
indica el caracter, si es cuantitativo o cualitativo, y la poblacion.

1. Escala nominal

Ser hijo tnico Es cualitativo y la poblacién son las personas. Las moda-

lidades son ser hijo inico o no.

Sexo al nacer Es cualitativo y la poblacién son las personas. Las modali-

dades son ser hombre o mujer.

Ser funcionario Es cualitativo y la poblacién es la poblacién activa. Las
modalidades son ser o no funcionario.

Consumir estupefacientes Es cualitativo y la poblacién son las personas.
Las modalidades son consumirlas o no.

Provincia de origen de los estudiantes del DGIIM Es cualitativo y la po-
blacién son los estudiantes. Las modalidades son las distintas provincias.

Grupo Sanguineo Es cualitativo y la poblacion son las personas. Las mo-
dalidades son A+, A-, B+, B-, AB+, AB-, 0+ y O-.

2. Escala ordinal

@)

b)

Nivel de Estudios Es cualitativo y la poblacion son las personas. Las mo-
dalidades son analfabetismo, EP, ESO, FP, Universidad, etc.

Rango en el ejército Es cualitativo y la poblacién son los militares. Las
modalidades son los distintos rangos.

3. Escala de intervalo

)

La temperatura en °C' Es cuantitativo y la poblacién son los distintos
lugares del mundo. Es un cardcter continuo.
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b) Inteligencia Es cuantitativo y la poblacién son las personas. Es un cardcter
continuo y se mide segun el coeficiente intelectual (CT).

c¢) Tallaje de la ropa Es cuantitativo y la poblacién son las prendas de ropa.
Es un caracter discreto y las modalidades son las distintas tallas.

d) Grado de satisfaccién de los politicos espanoles' Es cualitativo y la po-
blacién son los espanoles. Las modalidades son los distintos gustos.

4. Escala de razén

a) Notas de 1° del DGIIM Es cuantitativo y la poblacién son los estudiantes
de dicha clase. Es un caracter continuo.

b) Nimero de hermanos Es cuantitativo y la poblacién son las personas. Es
un cardcter discreto, y las modalidades son N U {0}.

¢) Nimero de segundos que tarda un coche en llegar a los 100km/h Es cuan-
titativo y la poblacion son los coches. Es un caracter continuo.

d) Salario bruto anual Es cuantitativo y la poblacién es la poblacién activa.
Es un cardcter continuo.

e) El tamafio de la RAM de un PC Es cuantitativo y la poblacién son los
ordenadores. Es un caracter discreto.

f) Estatura Es cuantitativo y la poblacién son las personas. Es un carécter
continuo.

1.3. Distribucion de frecuencias

En una poblacion de n individuos medimos la caracteristica X, que puede adop-
tar las modalidades x1, x3, ..., . Se denomina:

= Frecuencia absoluta de x;: Numero total de individuos en la poblacion que
k

representa dicho valor x;. Se denota n;. Ademas, se verifica que > n; = n.
i=1

» Frecuencia relativa de z;: Es la proporcién de individuos que presenta dicha

. k
modalidad: f; = i, Ademas, se verifica que > f; = 1.
n i=1

Si las modalidades se pueden ordenar, supuesto r; < o < ... <x; <...< Ty:

» Frecuencia absoluta acumulada: Es el niimero de individuos que presentan
i

una modalidad menor o igual que z;: N; = > n,.
j=1

= Frecuencia relativa acumulada: Es la proporcion de individuos que pre-

. . (]
sentan una modalidad menor o igual que x;: F; = —.
n

Llamaremos distribucion de frecuencias de una variable al conjunto formado
por cada uno de los valores modales junto con sus frecuencias:

'Ejemplo de escala de Likert
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Distribucién de frecuencias absolutas: {z;, n; }iz1.

Distribucién de frecuencias relativas: {z;, fi}iz1, &

Distribucién de frecuencias absolutas acumuladas: {z;, N;}i—1__
» Distribucién de frecuencias relativas acumuladas: {z;, F;}i—1

Si las modalidades son intervalos, llamaremos a estos limites intervalos de clases:

leo, €1], |e1, ea], |ea, €3], ..., Jex—1, ex] v definimos nuevos conceptos:
) .. . ei—1te;
» Marca de clase: Es la media de los limites de cada intervalo: x; = —
= Amplitud de clase: a; = ¢; — ¢;_1.
n;
» Densidad de frecuencia de modalidad i de variable X: h;, = d;, = —.
a;

También se calcula a veces con la frecuencia relativa.

Cuando comencemos el estudio de una variable, indicaremos:
Sea X una variable estadistica con poblacion n y modalidades x+, ..., xy con distri-
bucion de frecuencias:

{%’; nz}z:lk

1.4. Representaciones graficas de una variable es-
tadistica unidimensional

1.4.1. Variables cualitativas o atributos

= Diagrama de sectores.
Es un circulo dividido en tantos sectores circulares como modalidades tenga
el caracter, siendo el area de cada uno proporcional a la frecuencia absoluta o
relativa de la modalidad.

= Diagrama de rectangulos o barras.
Consiste en varios rectangulos (uno por modalidad) de base constante y alturas
proporcionales a las frecuencias (absolutas o relativas) de cada modalidad.

= Pictograma.
Se dibujan figuras, normalmente alusivas al cardcter que se esta estudiando,
bien una para cada modalidad con tamano proporcional a su frecuencia, o bien
repitiendo la figura tantas veces como requieran las frecuencias.

1.4.2. Variables discretas

= Diagramas de barras.
Similar al de atributos: en un sistema de ejes cartesianos se representa en el eje
de abcisas los valores de la variable, y se trazan barras verticales con longitudes
proporcionales a sus frecuencias (absolutas o relativas).

10
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» Funcién / Curva de distribucién o acumulativa:

0 siz<mx
F:R=R|F(x)=q F siz; <z <z
1 sixz >z

Funcién definida en todo R, no decreciente y continua por la derecha.

1.4.3. Variables continuas

Histogramas:
De los mas utilizados. La base de los rectangulos son las diferentes clases o in-
tervalos de la variable y la altura de estos son las densidades de frecuencia h; = (J;—Z

(O hl = Z—z)

Calculamos el area de los rectangulos de la siguiente forma en los histogramas:

fi
Area =a;- — = f; Area =a;- — =mn;
a; a;

Poligonal de frecuencias: Poligonal resultante de unir los puntos correspon-
dientes a los techos de las marcas de clase de los intervalos en el histograma.

Curva acumulativa o de distribucién: Es la proporcién de individuos en
la poblacién cuyo valor de la variable es inferior o igual a cada modalidad. Esta
funcién se conoce unicamente para los valores de x que son cota superior de cada
intervalo. Asumiendo que los datos son equidistantes en el intervalo, podemos unir
dichos puntos.

Fle) =31,

Se trata de una funcién mondtona no decreciente.

1.5. Caracteristicas unidimensionales

Restumenes cuantitativos de la informacion de los datos.
Propiedades deseables (Propiedades de Yule):

= Deben definirse de manera objetiva.

= Deben usar todas las observaciones.

= Deben tener un significado concreto, para ser de rapida y facil interpretacién.
= Deben ser sencillas de calcular.

= Deben prestarse facilmente al calculo algebraico.

11
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= Deben ser poco sensibles a fluctuaciones muestrales, sin mucho cambio cuando
alteramos las medidas de los extremos.

Pueden ser de varios tipos:

= Medidas de posicién: permiten situar una distribucion en la recta real. Las
mas importantes son las de centralizacién o tendencia central, denominadas
promedios (proporcionan un valor central representativo alrededor del cual se
agrupan los datos) y cuantiles (que proporcionan valores representativos de
parte de la distribucién).

» Medidas de dispersion: Miden el grado de esparcimiento de los datos de
una distribucion.

= Medidas de forma: Caracterizan de manera precisa la forma de una distri-
bucién sin tener que llevar a cabo una representacién grafica.

1.5.1. Medidas de posicion

Observacion. Promediar es dar la media aritmética, mediana y moda.

Media aritmética

Nos sirve para tener un valor alrededor del cual se sitiian los valores, actuando
como centro de gravedad de la distribucion.

k k
i=1 i=1

Si los datos estan distribuidos en intervalos, se usan las marcas de clase.

T =

SRS

Proposicion 1.1. La media de una variable unidimensional estd acotada.
Demostracion. Es inmediata, ya que 1 <7 < 2. O

Proposicion 1.2. La media aritmética de las desviaciones de los datos respecto de
la media aritmética es igual a 0:

k

Demostracion.
k k k k
i=1 i=1 i=1 i=1

[]

Proposicion 1.3. Si se somete una variable X a una transformacion lineal afin, la
media aritmética de la nueva variable es la itmagen de la media de X por la misma
transformacion:

Y=aX+b=Y =aZ+b

12
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Demostracion.
) k k k
Y=Y fui =Y filax;+b) =D [filaz:) + f;b] =
i=1 i=1 i=1

k k

=a T + b ;i =ax+1b=az +b
> Jiwi+b} f
i=1 i=1

]

Proposicion 1.4. La media aritmética de los cuadrados de las desviaciones respecto
a la media aritmética es minima:

k k

Zfi(xi_f)Q < Zfi(xi—a)Q, Va#i

i=1 =1

Demostracion. Se trata de minimizar una parabola con coeficiente lider positivo,
por lo que el valor que anule la primera derivada sera el minimo absoluto.

k k

k
%Zfi(xi—a)Q:—QZ(fﬂi—f@'a)z—2i+22fia20<:>a:a_:

i=1 =1

Test de Yule:
= Es objetiva.

Usa todas las observaciones.

Representa el centro de gravedad de la distribucion.

Sencillo de calcular.

Se presta a hacer cédlculos para compararla.

(Contra) Es sensible a fluctuaciones en los extremos.

Media geométrica

Se usa cuando las variables sufren variaciones acumuladas (como en porcentajes),
se usa cuando se desea promediar datos de una variable que tiene efectos multipli-
cativos acumulativos.

n ni,.n2 e __
X1 To l’k =

@
Il

Si se trata de una variable continua, la calculamos con las marcas de clase.

Proposicién 1.5. El logaritmo de la media geométrica es la media aritmética de
los logaritmos de los valores de la variable.

13
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Demostracion.

log G = log

k 1 F k
Ha:f’ = EZnilogazi = Zfilog:ci
i=1 i=1 i=1

]

Observacion. Si algin valor de la variable es 0 = G = 0, luego esta media no nos
serda de mucha utilidad.

Test de Yule:

Es objetiva.

Usa todas las observaciones.

(Contra) Tiene significado concreto pero no es sencillo de interpretar.

(Contra) Complicada de calcular.

(Contra) Sufre también a fluctuaciones pero menos que la aritmética.

Media armoénica

Se usa para promediar datos de magnitudes que son cocientes de dos magnitudes;
esto es, magnitudes relativas (su unidad de medida es referida a una unidad de otra
variable). Por ejemplo, para promedir velocidades, rendimientos o productividades,
etc.

Se define como la inversa de la media aritmética de los valores inversos de la
variable.

i=1 Li

Tenemos el mismo problema con la geométrica, cuando algiun x; vale 0 dificilmen-
te vamos a poder realizar dicha media. Ademas, no se recomienda realizarla cuando
sea cercano a 0, ya que nos dispararia la media, sensible para valores pequenos.

Test de Yule:

Es objetiva.

Usa todos los datos.

(Contra) Tiene un significado, pero es dificil de manejar.

(Contra) No es sencilla de calcular.

14



EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

Media cuadratica

Es la menos utilizada y, fundamentalmente, su uso se reduce al calculo de pro-
medios sobre superficies. Se define como la raiz cuadrada de la media aritmética de
los cuadrados de los valores de la variable.

Moda

La moda de una distribucién es el valor de mayor frecuencia (absoluta o relativa),
el que mas se repite.

» Variables discretas: La moda es el valor z; | n; > nj 0 f; > f; Vj € {1,... k}.

Si en variables discretas todas las variables x; se repiten n; veces con n; =
n; Vi, j | i # j entonces dirfamos que no hay moda. Si la moda se repite varias
veces, hablamos de una moda plurimodal.

= Variables continuas: La moda estd en el denominado intervalo modal, el de
mayor densidad de frecuencia h; = %, es decir, el de mayor altura en el histo-
grama.

La moda en variables continuas se calcula haciendo interpolacién y semejanza
de tridngulos:

La distancia de la moda desde el intervalo que méds se repite es inversamente
proporcional a la frecuencia de los intervalos contiguos.

Calculamos la moda sabiendo que:

hi — hi—1 _ hi — iy _ (hi = hi—1) + (hi — hita)

M, —ei e; — M, a;
Despejando: -
i\l — N
M, = 5 E o ;L)M +ei
Mediana

Como la media aritmética se presta a variaciones extremas, surge la mediana:
Aquel valor que separa la distribucién en dos efectivos de igual tamafio (supuestos
ordenados por valor creciente de cardcter).

Se puede calcular para variables discretas y para variables continuas.

La mediana también se puede calcular para caracteristicas cualitativas pero han
de estar en escala ordinal.

La mediana es la solucién a la siguiente ecuacion:

1
F(zx) = 5 (Equivalentemente, N(z) = g)

15



EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

» Variables discretas: Se busca z; | N;_1 < 5 < N;.

.SlNZ>%:>M€:ZL‘Z

° SiNizgﬁMe:M_
2
1
» Variables continuas: Se busca I; = (e;_1,¢;] | Ni—1 < g <N;6F;,_; < 3 < F,.
SiN=leR oM
[ ] 1 i = — 0 i = — e = e’i'
2 2

. n, 1 . , .
e Si N, > 5 0 F; > — = La mediana estd dentro de I;, que se denomina el
intervalo mediano y, para calcularla, hacemos una interpolacion lineal:

n 1

5 — Vi1 5 — Fia

2 2

(€ — €= = €;— + =
1y ( 1> ' Ji

Dicha féormula se deduce aplicando semejanza de triangulos a la grafica

de la curva de distribucion.

M, =¢e,_1+ (i —ei_1)

Proposicion 1.6. La desviacion absoluta media respecto a la mediana es minima:
k k
g filx; — Me| < E filx; —a| Va# Me
i=1 i=1

Percentiles

El percentil de orden r € {1,...,100} es un valor P, que divide al conjunto
ordenado de datos en dos partes tales que el % del total son inferiores o iguales
a P..

» Variables discretas: Se busca:

x| Nioq < % < N; (Equivalentemente, F,_ < ﬁ < E)
o SlNZ>%$PT:ZL‘Z

e Si N;, = 105> todo numero del intervalo [;, x;11[ es percentil de oden 7.
Por lo que se suele tomar como P, el punto medio de dicho intervalo.

s Variables continuas: Se busca:

I = (ei_1,€e] | Nio1 < % <N; (Equivalentemente, F,_1 < Fr() < E)
° SiNi:%ipr:ei.
o Ni—1
e SiN;>q5=bF =¢1+ 100 w (e; —ei—1)

Los cuartiles @1, ()2, @3, Q4 coinciden con los percentiles Pss, Pso, Prs, Pioo.

Ademas, el decil D, coincide con el percentil P,g.

Observemos que la mediana es el percentil Psg.

El percentil P, nos indica que el r % de la poblacién presenta al menos P, valor
en la variable X.

16



EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

1.5.2. Medidas de dispersion

Buscamos ver cuanto se desvian los datos respecto de alguna medida de posicién
central. Hay varios tipos de medidas de dispersién:

= Medidas de dispersion absolutas:
Tienen un comportamiento global y dependen de las unidades de medida de
la variable.

e Recorrido o rango.
e Recorrido intercuartilico.
e Desviacion absoluta respecto a la media aritmética.
e Desviacion absoluta respecto a la mediana.
e Varianza.
e Desviacion tipica.
= Medidas de dispersién relativas:

Se definen de forma individualizada para cada distribuciéon y son adimensio-
nales, lo que nos permite comparar distribuciones.

e Coeficiente de apertura.

e Recorrido relativo.

e Recorrido semi-intercuartilico.
e Coeficiente de variacién.

e Indice de dispersion respecto a la mediana.

Recorrido o rango

Bajo el supuesto de que los valores de la variable estén ordenados en sentido
creciente:
R=ux,— 2

Cuanto mayor sea el rango, mas dispersa sera nuestra distribucion.

Recorrido intercuartilico

R =Q3—

Indica la longitud del intervalo en el que estd incluido el 50 % central de los datos.

Desviacion absoluta media respecto a =

Cuanto mayor sea esta, menos representativa sera la media. Una desviaciéon media
elevada implica mucha variabilidad en los datos.

17



EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

Desviacion absoluta media respecto a M,

k
‘231 ’% - Me’ni
Dy, ==

e

n

Cuanto mayor sea esta, menos representativa serd la mediana.

Varianza

Sowile T
Var(X)zaQlel— Z i —T)°

Es la media del area de los cuadrados de lado x; — 7, el cuadrado de la media
cuadratica de la desviacién de los datos a su media.
Lema 1.7. La varianza nunca puede ser negativa (02 > 0).

Demostracion. Se deduce directamente de su definicién, ya que es la media aritméti-
ca de términos no negativos. O

Proposicion 1.8. La varianza es la media cuadrdtica de dispersion optima:

k k
Zfz(l'l—f)Q < Zfi(xi—a)Q, Va;«éf
i=1 i=1
Demostracion. Ver la Proposicion 1.4. O

Proposicién 1.9. La varianza estd acotada superior e inferiormente en cada dis-
tribucion de frecuencias:

min(z; — 7)* < 0 < max(z; — 7)*

Teorema 1.10 (Teorema de Kénig). Para cualquier a € R y para cualquier variable
estadistica X, se verifica:

En concreto, para a = 0, tenemos una forma mdas comoda de calcular la varianza:

k k
- Zfi(»’lfi - 1)’ = Zfzi’f? -

18



EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

Demostracion.

k k k

Z fi(zi—a)® = Z fi(z74a*—2ax;) = Z fi(x?+a*—2ax;+7°—T°+27,7—21,%) =
i=1 i=1 i—1
k
= Z fz(ﬂﬁz2 — 2z, + 2 +a— 2ar; — 72+ 2r,T) =
i=1

k k
= Z fizi + )% + X:fl-(a2 —2ax; — % + 2,%) =
i=1 i=1

k k
=Y filwi+ 7P +a® —207 -3 +23* = filw; — 1)* + (a — 1)
1=1 i=1

]

Proposicion 1.11. Si se someten los datos a una transformacion afin y; = ax; +b
i=1,...,k, la varianza de los datos transformados es 0% = a’0?
. . . y 7
Es decir, no se ve afectada por cambios de origen pero si se ve afectada por
cambios de escala.

Demostracion.

Yy =ar+b—= 05 = Z(y,-—g)in = Z((ami—l—lf) (az+H))? Z a
=a Z — )’ f; = a*o?

Desviacion tipica
Se define como la raiz cuadrada positiva de la varianza:

o= Vo?

Nos ayuda a tipificar distribuciones para compararlas. Representa la dispersién
de los datos de la distribucion respecto de la media. Esto quiere decir que la mayoria
de los datos de la distribucién se encuentran en el intervalo [T — 0,7 + 0]

La gran mayoria de las propiedades se deducen directamente de las propiedades
de la varianza.

Lema 1.12. Es no negativa (o > 0).

Proposicion 1.13. Es una medida de dispersion optima.

k
o<\ filzi—b)?>  Vb#T
=1

Proposicion 1.14. Estd acotada superior e inferiormente en cada distribucion.
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EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

Proposicién 1.15. Si se someten los datos a una transformacion afin y; = ax; +b
i=1,...,k, la desviacion tipica de los datos transformados es o, = |a|o,.

Es decir, no se ve afectada por cambios de origen pero si se ve afectada por
cambios de escala.

Demostracion.
_ 2 _ 2 2 o
y=axr+b= o0, = a0, = o, = |a|o,

Coeficiente de apertura

Se define como el cociente entre los dos valores extremos de una distribucion.
Supuestos ordenamos crecientemente los valores:

T
Cy=-—"

X1

Si trabajamos con variables continuas, es el extremo superior del ultimo intervalo
entre el extremo inferior del primero:

€k
Cyh=—
€o

Recorrido relativo
Se define como el cociente entre el recorrido y la media aritmética:

Rp= B _T—m

i i

Recorrido semi-intercuartilico

Se define como el cociente entre el recorrido intercuartilico y la suma del primer
tercer cuartil:
Q3 =G

Rar =
51 Q3 + 1

Coeficiente de variacién de Pearson

Se define como la relacion por cociente entre la desviacion tipica y la media:

A mayor valor del coeficiente, mayor heterogeneidad de los valores de la variable.
Se usa para comparar las dispersiones de las variables estadisticas.

Indice de dispersion respecto a la mediana

Se define como el cociente entre la desviacién absoluta media respecto a la me-
diana y la mediana:

D
Vir, = z\f
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EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

1.5.3. Momentos

Nos permiten simplificar los calculos.
Sea r € NU{0}. Se llama momento de orden 7 respecto al valor a a la cantidad:

k k
= fiei—a) = 23 ni(fi - o
=1 =1

Segtn los valores de a distinguimos dos tipos de momentos:

» Momentos no centrales (a = 0):

k
E : r
my = fzxz
=1

Algunos momentos no centrales especiales son:
k

m():l mlzi‘ m22: E fl.f?

=1

» Momentos centrales (a = 7):
k
My = Z filv; = )"
i=1

Algunos momentos centrales especiales son:

po =1 p =10 M2202

Para la simplificacién del calculo de momentos, podemos expresar momentos
centrales en funcion de otros no centrales mas simples y viceversa:

= Momentos centrales en funcién de los no centrales:

k . )
Hr = Zfl(xz — ml)r _ Zfi Z(_l)t (:)mfix;_t _
i=1 —~ =
' k ;
— ;(_1)’5 (Z) mg ; fiib’gft — Z(_1>t <Z> mtlm,ut

t=0
= Momentos no centrales en funcién de los centrales y de m;:

k k k r
my =y fiap =Y fillw—ma) +ma] =" i) (Z) my(z; —m)"" =
i=1 i=1 i=1 0

t=
r r k r r
_ t 2 : Yo r—t _ } : ¢

De tal forma que:

fi2 = Mg — m7 my = g +mi
s = mg — 3memq + 2m? ms = [g + 3pamy + m*;’
fra = my — 4mgmy + 6mimy — 3mf my = pig + 4pgmy + 6pm? + md

2Término del Teorema de Konig
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EDIP 1. Estadistica descriptiva unidimensional

1.5.4. Medidas de forma

Medidas de asimetria

Entendemos por asimetria a la falta de simetria respecto del eje vertical x = 7.

Diremos que una distribucion es simétrica si la media divide a la distribucion en
dos partes iguales.

Diremos a su vez que una distribucién es asimétrica por la izquierda (negativa)
o por la derecha (positiva) si por la izquierda o por la derecha presenta més datos,
respectivamente.

Coeficiente de Fisher
il k 2 —7\°
X)=2— i
n(x) =2 zf( — )

» Si7(X) > 0 la distribucién es asimétrica por la derecha o positiva.

» Si7y(X) <0 la distribucion es asimétrica por la izquierda o negativa.

» Sila distribucién es simétrica = v, (X) = 0.

Sin embargo, se puede dar que v (X) = 0 y que la distribucién sea asimétrica.
Por tanto, cuando esto suceda deberemos representar nuestra distribucion.

Coeficiente de Pearson
Vélida so6lo para distribuciones campaniformes:

Se verifica (empiricamente) que (z — Mo) ~ 3(Z — Me), por lo que:

3(x — Me)

Og

Ay =
Este coeficiente tiene la misma interpretacion que el de Fisher.

Medidas de apuntamiento o curtosis

Miden la concentracién central de frecuencias de una distribucién. Para ello, la
comparamos con una distribucion normal, con la misma media y desviaciéon tipica
que nuestra distribucion. Se presentan tres casos:

= Leptocurtica: La distribucion esta méas concentrada que la normal.
= Mesocurtica: La distribucién se asemeja a la normal.
= Platicturtica: La distribucion esta menos concentrada que la normal.

Coeficiente de curtosis de Fisher
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» Si72(X) > 0 nuestra distribucion es leptocurtica.
» Si2(X) = 0 nuestra distribucién es mesoctrtica.
» Siy(X) < 0 nuestra distribucién es platicirtica.

Coeficiente de curtosis de Kelley

_1@3—Q1

K =
2Dy — Dy

— 0,263

Con la misma interpretacién que el coeficiente de curtosis de Fisher.

Teorema 1.16 (Desigualdad de Tchebychev). El porcentaje de datos en cualquier
intervalo de la forma (T — ko,, T + ko,) es de al menos 100(1 — 75) %.
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2. Estadistica descriptiva
bidimensional

2.1. Distribucién conjunta de dos caracteres es-
tadisticos

Sea una poblacién formada por n individuos en la que se desea estudiar si-
multaneamente dos caracteres, X e Y. Dichos caracteres podran ser ambos cualita-
tivos, uno cualitativo y otro cuantitativo o ambos cuantitativos (los dos discretos,
los dos continuos o uno discreto y otro continuo).

Si designamos por z1, xs, . . ., las k modalidades posibles del cardcter X y por
Y1, Y2, - - -, Yp las p modalidades posibles del cardcter Y, las observaciones correspon-
dientes a cada individuo serdn de la forma (z;,y;), par ordenado que representa las
modalidades tomadas por dicho individuo en los caracteres X e Y.

= 7;;: Nimero total de individuos en la poblacién que presentan simultdneamente
la modalidad x; del caracter X y la modalidad y; del caracter Y. Le llamamos
frecuencia absoluta del par (z;,y;).

» fi;: Proporcion de individuos en la poblaciéon que presentan simultdneamente
la modalidad x; del caracter X y la modalidad y; del caracter Y. Le llamamos
frecuencia relativa del par (z;,y;). Por la definicién de proporcién sobre el
total, tenemos que:

fij:% ie{l,2,... k}je{l2,. .. p}

Gracias al principio de incompatibilidad y exhaustividad de las modalidades,

tenemos que:
kp

k- »p
2D mi=n ) ) fi=1
i=1 j=1 i=1 j=1

.k recibe el nombre de distribucién conjunta de

-P

La distribucién {(z;, y; ,nw} —1

los caracteres X e Y.

= n;: Nimero total de individuos que presentan la modalidad x; del caracter X
sin tener en cuenta las modalidades que puedan tomar para el caracter Y:

p
TLZ:ZTLU‘ ZG{]_,,]{?}
Jj=1

25
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= f;: Proporcién total de individuos que presentan la modalidad x; del cardcter
X sin tener en cuenta el caracter Y:

P
fi.:E fij:? ie{l,....k}
i=1

= 1 ;: Numero total de individuos que presentan la modalidad y; del caracter Y’
sin tener en cuenta las modalidades que puedan tomar para el caracter X:

k
n.jzznij jefl,....p}
i=1

» f;: Proporcién total de individuos que presentan la modalidad y; del caracter
Y sin tener en cuenta el caracter X:

k
f.j:Zfij:# jef{l,....p}
i=1

Se tiene que:

p

k k p
Zni.zzn.j:n Zfi.:Zf.jzl
i=1 i=1 j=1

Jj=1

2.2. Tablas estadisticas bidimensionales

Para agrupar nuestros datos estadisticos, usaremos una tabla de doble entrada
como la siguiente:

X\Y i [ v2 ||y || Y | na
I ni1 | N2 cee | My cee | Map | M.
T2 TNo1 | M929g <ol | Ny coe | Map | N2,
€T; i1 i1 cee | My coe | Mip | Ny
T Ne1 | M2 | - | Ngg | -+ | Ngp | Nk
n; n1 no . n Ce Ny n

En el caso de que uno de los caracteres sea cualitativo, esta tabla recibira el
nombre de tabla de contingencia.

2.3. Representaciones graficas

2.3.1. Diagrama de dispersion o nube de puntos

Consiste en representar cada par de observaciones (z;,y;) por un punto en un
plano bidimensional. Para representar la frecuecia absoluta de cada punto, se suele
incluir un ntimero pequeno al lado de cada punto. En caso de representar variables
cuantitativas continuas, usaremos las marcas de clase.

26



EDIP 2. Estadistica descriptiva bidimensional

2.3.2. Estereogramas

Los estereogramas son graficos tridimensionales formados por barras colocadas
en cada punto (z;,y;) con altura n;;.

En el caso de las variables cuantitativas continuas, las barras pasaran a ser pris-
mas, donde la base del prisma tiene dimensiones e; — e;_1xe; — e;—1. La altura de
cada prisma vendra dada por la férmula:

TLZ'j

(Li — Lica)(Lj — Lj1)

hij -

De tal forma que el volumen de cada prisma es igual a la frecuencia absoluta de
cada pareja de intervalos de clase.

2.4. Distribuciones marginales

Las modalidades del caracter X junto con las frecuencias n; forman la distribu-
ciéon marginal del caracter X:

{%‘, nz}zzlk

Mientras que las modalidades del caracter Y junto con las frecuencias n ; forman
la distribucién marginal del caracter Y':

i nti=1..p

Ambas son distribuciones unidimensionales, a las que es posible dar el tratamien-
to visto en el tema anterior.
Como ejemplo, la distribucién marginal del caracter X es la siguiente:

X | n, fi.
Ty | Ny, f1.
To | N2, fz.

Ty | Nk | S
n 1

2.5. Distribuciones condicionadas

En ocasiones es interesante el estudio de un caracter solo sobre los individuos
que presentan una modalidad (o varias) del otro caracter. por ejemplo, podria ser
interesante el estudio del cardacter X en la subpoblacion formada por los individuos
que presentan la modalidad y; del caracter Y, una subpoblacién de n ; individuos.

Decimos que la frecuencia relativa de la modalidad x; del caracter X en aquellos
individuos que presentan la modalidad y; del cardcter Y es:

fii =1 =

n;

nij

ie{l,....k}
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Anidlogamente, podemos considerar la frecuencia relativa de la modalidad y; del
caracter Y en aquellos individuos que presentan la modalidad x; del caracter X:

fiyi = f; =

Tij .
— e{l,...
w {1,....p}

De esta forma, existen p distribuciones condicionadas para el caracter X segin
una unica modalidad del caracter Y y k distribuciones condicionadas para el caracter
Y segin una unica modalidad del caracter X.

Ejemplo de la distribucion condicionada del caracter X respecto a la modalidad
y; del caracter Y, que denotaremos por X/Y = y;:

Ty | Ny ff
Lo | Naj f‘27

J
T | g | i
n.; 1

De las definiciones anteriores, tenemos que:
n;. Tlij n j Tlij

f Ny _n
= —2 = - _J Y
J n n n;. n n,;

fy = fif} = f5f!

2.6. Dependencia e Independencia estadistica

Dos caracteres X e Y seran estadisticamente dependientes cuando la variacion
en uno de ellos influya en la distribucién del otro.

Por otra parte, se dice que el caracter X es estadisticamente independiente del
cardcter Y si las distribuciones de X condicionadas a cada valor y; de Y (X/Y = y;)
son idénticas para cualquier valor de j. En este caso, cada distribucién condicionada
es idéntica a la distribucion marginal de X:

i1 Ny NGy _ Mp Vi—1 L
. T ", ., R

De donde tenemos que:

; Nyi N1+ Ngo + ... + Ny ;.

n, MNi+no+...+n, n

Por lo que si fij = f;, Vi € {1,...,k}, entonces el cardcter X serd independiente
del cardcter Y. (Anédlogamente, se define la independencia del caracter Y con el
caracter X).
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Proposicién 2.1. Si X es una variable independiente de Y = fi. = f;/;

Demostracion. Suponemos X e Y variables independientes.
P P o p
o= fi=) fuyila = fui ) fi=Fuif-= fus
j=1 j=1 j=1

donde en (x) he usado que las variables son independientes, por lo que la fre-
cuencia condicionada a Y no depende de j. O

Teorema 2.2 (Teorema de Caracterizaciéon de la Independencia). Sean X e Y dos
variables estadisticas.
X eY son independientes <= fi; = fi.f; <= ny; = "L Vi j

Demostracion. Demostramos mediante la doble implicacién:

—>) Suponemos X e Y independientes, es decir, fi/; = fi.
Por tanto,
fig = fiyif5 = lif;
<=) Suponemos f;; = fi.f,;.
Probemos que X e Y son linealmente independientes.
_fi

=T

= fisi

O

Proposicion 2.3. Si el cardacter X es independiente del cardcter Y, entonces Y es
independiente de X (la independencia es una propiedad reciproca,).

Demostracion. Supuesto X independiente de Y, tenemos f;. = f;/; Vj=1,...,p
fig = fifs=fifipp= fj=Tisi
demostrando asi que X es independiente de Y. O

Se dice que el caracter X depende funcionalmente del caracter Y si a cada mo-
dalidad de y; de Y le corresponde una tinica modalidad posible de X con frecuencia
no nula. Es decir:

Vi e {l,...,p}, niy; =0 excepto para un valor i = ©(j) | n; =n,
Ejemplo. Consideramos la siguiente tabla estadistica bidimensional:

X\Y | v | vo | ys | valus

T 310161010719
T 04[]0 02]6
T3 0010|5015

31411652120

En dicha distribucién conjunta, X depende funcionalmente del cardcter Y. Sin
embargo, Y no depende funcionalmente del caracter X.

Si sucede que la dependencia funcional es bidireccional, hablaremos de una
dependencia funcional reciproca. Notemos que esta es de poco interés estadistico.
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2.7. Momentos bidimensionales

Dada una variable estadistica bidimensional (X,Y’) con una distribucién con-
junta {(z;,y;), m]}Z 1., k, se definen los momentos conjunto central y no central de

érdenes ry s (r, s 6 N U {0}) como:

Zqu y; —7)°

=1 j=1

szwl’ Yj

i=1 j=1

Los momentos centrales mds utilizados son las varianzas marginales, sy = 02 y
Ho2 = ay y el momento 171, cuya importancia se describe a continuacion:

2.7.1. Varianza

Definicién 2.1. Dadas dos variables estadisticas unidimensionales, X y Y, se define
la covarianza de las variables X e Y como:

0y = Cov(X,Y) = 1y

Proposicion 2.4. Dadas dos variables estadisticas unidimensionales, X y Y, se
tiene:

Ogy = H11 = 11 — M10Mo1

Demostracion.

kE p kp
Ozy = Cov(X,Y) = pu1 = ZZ]%(% —I)(y; — ) = ZZfij(l"iyj — Ly — Ty; + TY) =

o c 2
= sziyjfij - Zzl’zﬂfu - szyjfij + Z Zfﬂfzj =
i=1 j=1 i=1 j—l i=1 j=1 i=1 j=1
:szly]flj @/szfz xzyjfj +xyZZfz]
i=1 j=1 i=1 j=1
= Zszy]fU JT — Ty + 2y =
=1 1
k ]p
= Z Z xy; fij — TY = my1 — migmor
i=1 j=1

Mrs = MypoMMos

Proposicion 2.5. 5i X e Y son independientes —> {
Hrs = HroMos
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EDIP 2. Estadistica descriptiva bidimensional

Demostracion. Supongo X e Y independientes, por lo que f;; = f; f,;. Entonces:

k D
Z Z falys = Z Z Fif @iy =D fial Y f iy = meomos
i=1 j=1

i=1 j=1 i=1 j=1

k p k p
= Z filwi =)y —0) =D fufilwi— ) (y; —9)° =

=1 j=1 i=1 j=1
k P
= filwi—2)" > fi(y; — 9)° = pottos
i=1 j=1

O]
Corolario 2.5.1. 5@ X eY son independientes = 05, = 0
Demostracion. Supongo X e Y independientes, por lo que m,.s = m,gmg,. Entonces:
Ogy = 11 — M10Mo1 = M1pMMo1 — M10Mo1 = 0
O

Proposicién 2.6. Si se transforman los valores de x; e y; mediante transformacio-
nes lineales dadas por:
x,=ar;+0b
{ y; =cy; +d
La covarianza queda como:
Ogly = ACO gy

Demostracion.
kE p
oy = ZZ Fi@=2)y=7) =Y fiil(azi+b)—(az+b)][(cy;+d) — (cg+d)] =
i=1 j=1 i=1 j=1
k p
=acy Y (i —T)(y; — §)f;j = aco,
i=1 j=1

]

Si expresamos nuevas variables a partir de otras, podemos calcular su covarianza
a partir de la otra:
r_ r_
r;=ar; +b y;=cy; +d

k p
Oox'y’ = ZZ]‘U(@% + b—?)(Cy] + d— y,) =

i=1 j=1

=3 fslami+ b — (a7 + b)) ey +d — (7 + d)) =

i=1 j=1
k

k
Zz.fzg axz (Cy] - Cy - CLCZZfW y) = ACO gy

i=1 j=1 i=1 j=1

hS]
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2.8. Regresion

Pretendemos buscar que un nimero de magnitudes X1, ..., X, se relacionen con
una variable Y mediante la expresion:

Y = f(Xy,...,X,)
Podemos abordar el problema desde dos enfoques:

= Regresion: La determinacién de la estructura de dependencia que mejor ex-
presa la relacion de la variable Y con las demas.

= Correlacion: El estudio del grado de dependencia que existe entre las variables.

Si dos variables presentan una dependencia estadistica (es decir, una dependencia
no funcional), no es posible encontrar una ecuacion tal que los valores que puedan
presentar dichas variables la satisfagan. Es decir, no es posible encontrar una fun-
cion que pase por todos los puntos del diagrama de dispersion que representa esa
distribucién conjunta. Por tato, tendremos que ajustar lo mejor posible una funcion
a una serie de valores observados, encontrando una curva que, aunque no pase por
todos los puntos de la nube, més se aproxime a ellos. Dicho método recibe el nombre
de ajuste por minimos cuadrados.

2.8.1. Método de minimos cuadrados

Sea f(z;,aq,...,a,) la funcién que aproxima la variable Y en funcién de los
valores de X.

Notacion. A los valores ajustados se les notara de la siguiente manera:

gj:f(fi;aoy---,an)

Definicién 2.2 (Residuo). Se define el residuo de la modalidad y; de la variable Y’
como:

eij =V — Ui = Yy; — f(xi,a0,a1,...,a,)

El método de minimos cuadrados consiste en encontrar una funcién f que mini-
mice la media de los cuadrados de los residuos:

k- »
ECM(f(wi,a0,a1,...,a,)) =¥(ag, a1, ..., a,) = ZZfijG?j

i=1 j=1

La funcién 9 se denomina el error cuadrético medio de la funciéon f, denota-
da ECM(f(x;,a9,a1,...,a,)). Como los pardmetros (z;,aop,ay,...,a,) sélo estan
sometidos a sumas, productos y cuadrados dentro de 1, dicha funcion es deriva-
ble respecto a cada a; Vi € {0,...,n}. Ademds, se puede asegurar que el punto
(dg,dy,...,a,) donde se anulan las derivadas parciales primeras respecto de cada a;
corresponde a un minimo de la funcién .
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El célculo de los parametros de la funcién de ajuste Sptima segun el méto-
do de los minimos cuadrados consiste en resolver el siguiente sistema, llamado
sistema de ecuaciones normales:

o Oﬁ'Zqueua vre {0, n}

=1 j=1

Una de las funciones de regresiéon mas utilizadas para expresar el comportamiento
de una variable en funcién de la otra es un polinomio de grado n (comenzaremos
conn =1).

Ajuste lineal (recta de regresién)
Y = f(X;a,b) = a+bX

Supongamos que queremos ajustar por el método de minimos cuadrados una
recta que exprese Y en funcién de X. La funcién seria Y = f(X;a,b) = a+bX, por
lo que tendremos que calcular el minimo en a y b de la funcién:

k p
Y(a,b) = ECM(a,b) = > Y fijly; — (a + bxy))?
=1 j5=1
Obtenemos el sistema de ecuaciones normales:

(0
af—OiZZfU —(a+0bzx;)] =0

i=1 j=1 mor = a + bmyg

81# mi1 = amqyg + bm20

ab—o;»Zwa — (a+ bxy)]z; =0

\ i=1 j=1 J

La resolucion de dicho sistema nos proporciona los coeficientes buscados:

A mi1 — MipMo1 . Ogy_
a =mo1 — 7 Mo =Y— 57T
Mo2 — My (o

b— mMiy — MyeMor ~ Ogy

2 o 2

Por tanto, la recta de regresion de Y sobre X tiene por expresion:

Y = U—I;'X +7— U—?E (Equivalentemente, Y -7y = 0—‘2@/(}( — f))
o2 o

x x

Definicién 2.3 (Coeficiente de regresion lineal). Al coeficiente U—ny se le denomina

coeficiente de regresion lineal de Y sobre X. ’

Anélogamente, se define el coeficiente de regresion lineal de X sobre Y.
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Anélogamente, la recta de regresién minimo cuadratica de X sobre Y es la recta
X =h(Y;e,d) = ¢+ dY que minimiza la funcién

dle,d) = Y fij(wi — &5)°

i=1 j=1

donde #; = c+ dy;. Siguiente el procedimiento anterior, llegamos a que la recta
de regresion de X sobre Y es:

_ 0 _
X -—-7=-"2(Y -7)
o2
y
Los coeficientes de regresion son las pendientes de las rectas de regresion. Los
signos de dichos coeficientes son los mismos para ambas rectas e igual al signo de la
covarianza. Cuando exista dependencia funcional lineal, las dos rectas de regresion
coincidiran con la recta de dependencia.

Algunas propiedades de la recta de regresion son:

Lema 2.7. Las rectas de regresion pasan por el punto (Z,y).

Demostracion. Larecta de regresion de Y sobre X tiene la forma de y—y = K(z—2).
Para x = z, vemos que y = ¥.

Anélogamente, la recta de regresiéon de X sobre Y tiene la forma de z — = =
K(y — y). Para y = g, vemos que = = T. O

Lema 2.8. La media de los valores ajustados coincide con la de los valores obser-
vados de la variable.

Demostracion.
k p k p
NI WATETENEAY
i=1 j=1 i=1 j=1
O]
Corolario 2.8.1. La media de los residuos vale 0.
Demostracion.
k D k D
foeig =Y. filyi =) =9-5=0
i=1 j=1 i=1 j=1
O]

Corolario 2.8.2. La media de los productos de los residuos por los valores de la
variable explicativa vale cero.

Demostracion.

ko op Eop
szijeijxi B jZZfz‘jez‘j =0

i=1 j=1 i=1 j=1
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Corolario 2.8.3. La media de los productos de los residuos por los valores ajustados
vale cero.

Demostracion.
k- p - P
Z Z fijeizu; = @Z fijei; =0
i=1 j=1 i=1 j=1
donde se ha aplicado la Proposicion 1.3. O]

Ajuste polinémico
Y = f(X;5a0,01,...,a,) =ap+ a1 X + -+ a, X"

Si queremos aproximar mediante un polinomio de grado superior o igual a dos,
el método de minimos cuadrados nos conducira al sistema de ecuaciones:

¢

mop1r = Qo + a1M1o 4+ ...+ A Mp0

mi1 = QMg + a1Mao + ... + ApMy10
Mo = QoMeo + a1Mgo + ... + ApMpt20
Mp1 = QMpo + A1 Mpy10 + - -+ ApMap o

\
Para ajustar a la nube otro tipo de funcién, intentaremos pasar a un ajuste

polinémico. Ejemplos de esto son los siguientes ajustes:

Ajuste hiperbdlico

1
Y = f(X;a,b) =a+b—
f(Xia,b) =a+ b

Si queremos realizar un ajuste hiperbdlico mediante una hipérbola equildtera
realizamos la transformacion Z = <Y realizamos el ajusta de minimos cuadrados

a la recta Y = a + bZ sobre las variables (Z,Y).

Ajuste potencial
Y = f(X;a,b) = aX’

De otra forma, si queremos aplicar el ajuste potencial hemos de aplicar el loga-
ritmo y obtenemos la siguiente expresion:

InY =lna+b6lnX

Llamando a las variables V =1InY, U = In X, A = In a, quedandonos la siguiente
expresion a calcular el ajuste lineal:

V=A+bU
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Ajuste exponencial
Y = f(X;a,b) = ab”

De otra forma, si queremos aplicar el ajuste exponencial hemos de aplicar el
logaritmo y obtenemos la siguiente expresion:

InY =lna+ X1Inb

Llamando a las variables V =InY, A =Inay B = Inb, quedandonos la siguiente
expresion a calcular el ajuste lineal:

V=A+BX

2.8.2. Regresion de tipo I

Podemos ademas realizar regresiones de una variable dependiente Y dado el valor
x; de una variable independiente asociada X. Es decir, predecir el comportamiento
de la variable condicionada Y/X = ;.

Teniendo en cuenta la representatividad de le media en lo que al comportamiento
de una variable se refiere, se define la curva de regresiéon de tipo I de Y/X como
la curva que pasa por los puntos (x;,7;) Vi € {1,...,k}. Andlogamente, se defien
la curva de regresiéon de tipo I de X/Y como la curva que pasa por los puntos
(LU_]', y]) VJ € {1, e ,p}

Estas curvas tienen la propiedad de ser entre todas las funciones las que mejor se
ajustan a los datos observados segiin el método de minimos cuadrados. Estas curvas
no son de gran utilidad préactica, pues el hecho de conocerla solamente en puntos
aislados hace que sea inttil para le prediccién en los demas casos.

2.9. Correlacion

El grado de asociacion entre las variables nos indicard en qué medida la expresion
encontrada mediante la regresion explica una variable en funciéon de la otra. El
estudio de la correlacién también equivale al estudio de la bondad del ajuste de una
curva a una nube de puntos.

Para ello, en primer lugar es importante diferenciar entre los ajustes lineales en
los parametros y los no lineales en los pardametros.

Los que si son lineales en los parametros son aquellos a los que no se les ha
aplicado ninguna transformacion a los parametros. Ejemplo de estos son los ajustes
mediante rectas, parabolas o hipérbolas equilateras.

Los no lineales en los parametros implican que a alguno de los parametros se le ha
aplicado alguna transformacion. Ejemplos son el ajuste potencial o el exponencial.

2.9.1. Varianza residual. Coeficiente de determinacion

El método de minimos cuadrados toma como medida del error que se comente
al ajustar una curva la siguiente medida:
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Definicién 2.4 (Varianza Residual). Se define la varianza residual del ajuste de Y
en funcién de X como:

k p k p

=Dt =03 il =007 = D> fulyy — fl@)

=1 j=1 i=1 j5=1 =1 j=1

Dicha cantidad se usa como medida de la bondad del ajuste. Por tanto, cuanto
menor sea la varianza resiudal, mejor serd el ajuste.

Observacion. En funciones lineales de los pardametros la media de los residuos es
cero (generalizacién del lema 2.8), por lo que la expresién anterior es precisamente
la varianza de los residuos, o varianza residual.

En funciones no lineales en los parametros, la media de los residuos no es nula,
aunque se sigue denominando varianza residual. Por ello, es importante no confundir
la varianza residual con la varianza de los residuos en los ajustes no lineales en los
parametros.

También se define la siguiente medida:

Definicién 2.5 (Varianza Explicada). Se define la varianza residual de Y como:

- ZZfz‘j(@j -7

Por norma general, se toma como medida del grado de ajuste el coeficiente de
determinacion.

Definicién 2.6 (Coeficiente de determinacién). El coeficiente de determinacion, o
razén de correlacion, es la proporcién de la varianza total de la variable Y explicada
por la regresion. Esto es, el cociente o razon entre la varianza explicada y la total.

2 —
v/ x = 5
o
y
Por tanto, para comparar todo tipo de ajustes se puede emplear la varianza
residual o el coeficiente de determinacién, aunque se suele emplear la primera
medida.

Caso concreto de ajustes lineales en los parametros

En este caso, como la varianza residual coincide con la varianza de los residuos,
se tiene que es posible descomponer la varianza en una suma de la varianza residual
y la varianza explicada por la regresion:

2 2 2
ay—aey+ary

En este caso, se tiene que:

2
2 . ey Try
Ny/x = 5
y
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Interpretacion del coeficiente de correlaciéon

De la misma expresién se deduce que: 0 < 7712// v <1

2

. 7712//)( =0& — =0 02, = 0. Es decir, el modelo no explica nada de Y
o
y

a partir de X. El ajuste es el peor posible que se puede hacer por minimos

cuadrados.

o2

. 7732//35 = 1 & — = 1. Es decir, todos los residuos son nulos y s explica la
o

y
variable totalmente. El ajuste es perfecto.

= Para valores intermedios entre 0 y 1, segiin estén mas proximos a un extremo
0 a otro nos indicardn un peor o mejor ajuste: Un ajute del 60 % explica que
el 60 % de la variabilidad total de Y la explica el modelo propuesto mediante
la variable independiente.

2.9.2. Correlacion en el caso lineal

En este caso, tenemos el siguiente resultado, muy ttil para calcular la bondad
de los ajustes lineales:

Teorema 2.9. En el caso de un ajuste lineal, el ajuste de determinacion viene dado

por:
2
2 zy

— 9 2
olo?

7712f/X = 77§</Y =r =

Demostracion. Demostramos para la recta de Y sobre X, ya que en el otro caso
seria andlogo. La recta mencionada tiene por expresion:
o o
V-y="2X-T) =Y =7+—2(X—-7)
x O-I

Por tanto, la varianza residual en el caso de la recta de regresion es:

k- » k- p 2
ol =3 ) fuly = FE)P =D fy {yj - (@Jr %(% —f))] =
i=1 j=1 i=1 j=1 @
k- » 2
=> > fy [(yj —y) - (%(IEZ —f))} =
i=1 j=1 x
N o Oy
=S f (05— 0P+ el 0 222 - D - )| =
i=1 j=1 @ x
2 2 2
:O'Z—FO(;_—QZ—Q%:UZ—%

Por tanto, como en este caso estamos ante un ajuste lineal en los parametros,
tenemos que:

2 2 _ Tay 2 2
2 Ory Iy ~ 52 Oy Oy
Nyyx =l—— =1~ 2 =l-1+—=5=—= 0
o2 o2 oz0;  020;
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Este resultado es de gran ayuda, ya que nos permite calcular n2 /X de una forma
mucho mas cémoda.

Es til calcular la varianza residual en funcién de r2, ya que el célculo del segundo
es mucho mas sencillo. No obstante, es necesario a veces conocer la varianza residual
para comparar con modelos no lineales en los parametros. Por eso, se tiene que:

2 Uzy 2 2 2
Nyx =1— o =7 =0, =(1-1)0
)

2
Y

Por 1ltimo, se introduce un nuevo coeficiente. La raiz cuadrada del coeficiente
de determinacién lineal anterior (con el signo de la covarianza) recibe el nombre de
coeficiente de correlacién lineal:

r=+Vr? = Ty

00y

Dicho coeficiente se usa para determinar el grado de dependencia lineal de la
variable dependiente ante los valores de la variable independiente. Esta dependencia
puede ser directa (o positiva) o indirecta (o negativa), segiin el signo de la covarianza.
Adopta valroes entre £+1 y 0.

» Para la covarianza positiva:

Si r = 1, existird una dependencia lineal funcional, mientras que si r = 0
no existirda ninguna dependencia o asociacién entre las variables de tipo li-
neal, aunque si puede haberla de otra naturaleza, convirtiéndose las rectas de
regresion paralelas a los ejes de coordenadas.

= Para la covarianza negativa: Si r = —1, existirda una correlacién perfecta, con
una dependencia funcional lineal, coincidiendo las dos rectas en una sola.

Para resumir, diremos que —1 < r < 1. Cuando varia de —1 a 0 estamos en
una correlacién negativa y la dependencia serda mayor cuanto mas se aproxime a —1
mientras que si varia de 0 a 1, la correlacion es positiva y el grado de dependencia
serd mayor cuanto mas se aproxime a 1.

2.10. Predicciones

Uno de los objetivos principales de la regresion y correlacion es hacer predicciones
de la variable dependiente en funcién de los valores que toma la variable indepen-
diente. Las predicciones se efectian utilizando la funcion estimada por el método
de minimos cuadrados, f. Con la que obtenemos los valores tedricos que ajustan a
los observados. La predicciéon serda mas fiable cuanto mayor sean los coeficientes de
determinacion correspondientes o razones de correlacién, ya que menor sera la va-
rianza de los residuos, que nos indica la cuantia de la separacion entre lo observado
y estimado.

Hay que tener presente que la fiabilidad de las predicciones disminuye a medida
que los valores de la variable independiente se aleja de su recorrido, pues puede que
el modelo ajustado no sea valido para dicho valores en la medida dada por 7>
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3. Combinatoria

A continuacién, y antes de adentrarnos en la Probabilidad y como puente a ella,
haremos una breve introduccion a la combinatoria, aquella rama de las matematicas
que estudia las diversas formas de realizar agrupaciones de conjuntos a partir de
uno.

Dependiendo de las agrupaciones que queramos realizar distinguimos distintos
tipos de sucesos, dependiendo de si importa el orden o no.

(

Variaciones
Si
Permutaciones
JImporta el orden?
No Conmutaciones

\

Donde cada una de ellas puede ser con y sin repeticiones. Es decir, hay que
diferenciar si, tras escoger un elemento del conjunto, para la siguiente eleccién se
vuelve a tener en cuenta o ya no.

3.1. Variaciones

Las variaciones consisten en, dado un conjunto de m elementos, calcular de cuan-
tas formas posibles somos capaces de formar grupos de n elementos (n,m € N).

Se trata de una disciplina en la que importa el orden, por lo que diremos que
dos variaciones de n elementos (ambas obtenidas a partir del mismo conjunto de
m elementos) son distintas si y sélo si tienen distintos elementos o si estos estan
dispuestos en distinto orden.

Es decir, a partir de {0,1,2}:
Las variaciones {0, 1},{0,2}, {1,0} son distintas entre si.

3.1.1. Variaciones sin repeticion

Son aquellas en las que dado un conjunto padre de m elementos distintos, sélo
podremos obtener el elemento a del conjunto padre una tnica vez. Es decir, cada
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conjunto hijo de tamano n contendrd 0 o 1 veces el elemento a del conjunto padre.
Por tanto, todas estas cumplen que 1 < n < m.

Por tanto, dado el conjunto padre {0, 1, 2}, la variacién {1, 1} no es una variacién
sin repeticion.

Para calcular el nimero de formas distintas en las que podemos generar varia-
ciones sin repeticién de tamano n a partir de un conjunto padre de tamano m (con
1<n< m) usaremos la expresion:

m!
Vi = (m—n)!
Que se deduce de la expresién:
m!
Vm,n:m-(m—l)-(m—2)-...-(m—n+1):m

De todos los posible elementos m, cogemos 1 luego hemos tenido m posibles
opciones. A continuacion, elegimos otro elemento de esos m — 1 restantes, luego
hemos vuelto a tener m — 1 posibles opciones, repetimos el proceso hasta elegir
m —n + 1 (el dltimo elemento que hay que coger para obtener un total de n)
elementos y cogemos otro, luego hemos vuelto a tener m — n 4+ 1 opciones y ya
tenemos los n elementos deseados.

3.1.2. Variaciones con repeticion

Esta disciplina se basa en, dado un conjunto padre de m elementos distintos,
obtenemos n elementos de este, pudiendo repetir cualquier elemento a del conjunto
padre las veces que queramos. Estamos interesados en calcular el niimero de formas
posibles en las que podemos formar conjuntos de n elementos que contengan los
elementos del conjunto padre de m elementos. Notemos que, en este caso, n puede
ser mayor que m.

Un ejemplo de variacién con repeticién de un conjunto {0, 1} pueden ser:
{0,0,0,1,1},{1,1,1,1,1}.

Para calcular el nimero de formas distintas en las que podemos generar varia-
ciones con repeticién de tamano n a partir de un conjunto padre de m elementos,
usamos la expresién:

VRypn =m"

Que se deduce del siguiente razonamiento: De los m elementos del conjunto
padre, para el primer elemento de nuestra variacién podemos hacer m elecciones.
Para el segundo elemento de la variacién seguimos pudiendo hacer m elecciones,
luego tenemos m - m posibilidades para los dos primeros elementos, ..., para el
elemento n-ésimo seguimos teniendo m posibilidades, luego hay

m- ... m=m"
~
n veces
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3.2. Permutaciones

Las permutaciones consisten en, dado un conjunto de m elementos, calcular de
cuantas formas posibles somos capaces de reordenar dicho conjunto en conjuntos
distintos.

Se trata de una disciplina en la que obviamente importa el orden, por lo que dos
permutaciones de m elementos serdn distintas si sus elementos estan dispuestos en
distinto orden.

Por tanto, dado el conjunto {1,2} las permutaciones {1,2},{2,1} son distintas.

3.2.1. Permutaciones sin repeticion

Esta disciplina cuenta el nimero de formas posibles en las que podemos reorde-
nar un conjunto de m elementos en el que cada elemento se repite una tnica vez. Es
decir, no hay elementos repetidos en él. Por tanto, un conjunto de la forma {0, 1,1}
seria un conjunto invalido para esta modalidad.

Notemos que las permutaciones de m elementos sin repeticién coinciden con
las variaciones sin repeticion de elegir m elementos a partir de m elementos del
conjunto padre. Por tanto, igualando n = m tenemos la expresién deseada para
calcular el nimero de formas distintas en las que podemos reordenar un conjunto
de m elementos:

P, =Vym =m!

Su razonamiento es analogo al de las variaciones sin repeticion, esta vez cogiendo
m elementos.

3.2.2. Permutaciones con repeticién

Esta disciplina trata de contar el niumero de formas posibles en las que pode-
mos reordenar un conjunto de m elementos en el que es posible que un elemento se
repite varias veces. Es decir, el primer elemento se repite n; veces, el siguiente que

es distinto al primero ny veces, ..., el iltimo elemento distinto a los anteriores se
k

repite ny veces. Notemos que > n; = m.
i=1

Para calcular el nimero de formas distintas en las que podemos reordenar un
conjunto de m elementos en el que hay n; elementos iguales, ny elementos igua-

les, ..., ni elementos iguales viene dado por la expresién:
|
P R™MM2s ke — m:

Su razonamiento es, partiendo de una permutacion sin repeticién, tenemos m!
formas posibles de permutar el conjunto, lo que pasa es que tenemos elementos
repetidos, el primer elemento se repite n; veces, el segundo distinto al primero ns
veces, ...Por tanto, de todas las formas posibles en las que podemos ordenar el
conjunto queremos quitarnos la posibilidad de intercambiar los elementos que son
iguales entre si, que lo conseguimos dividiendo entre n;! Vi € {1,... k}.
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3.3. Combinaciones

Las combinaciones de n elementos a partir de un conjunto de m elementos dis-
tintos son variaciones en las que no importa el orden, es decir, las combinaciones del
conjunto padre {0, 1,2} dadas por {0,1},{1,0} son iguales. Por tanto diremos que
dos combinacinoes son distintas si y so6lo si tienen elementos distintos.

Notemos que las combinaciones (con y sin repeticién) son variaciones (con y sin
variacién) en las que no importa el orden. Para adentrarnos en la diferencia entre
las que son con repeticion o sin repeticion, es necesario definir el siguiente concepto:

Definicién 3.1 (Ndmero combinatorio). Dados m,n € N U {0}, con m > n, el
nimero combinatorio “m sobre n” es un numero entero que resulta de evaluar la

siguiente expresion:
my\ m!
n)  (m-—n)-nl

3.3.1. Combinaciones sin repeticiéon

Esta modalidad se basa en, dado un conjunto padre de m elementos distintos,
obtener n elementos de dicho conjunto (cada elemento sélo se podra obtener como
maximo una vez), sin que importe el orden. Por tanto, debemos tener en cuenta que
1<n<m.

El niimero de formas distintas de las que podemos tomar n elementos distintos
de un conjunto padre con m elementos distintos sin que importe el orden (con
1 < n < m) viene dado por la expresién:

V, m! m
Crn = 28— =
’ P, (m —n)!-n! (n)

Es decir, consideramos el nimero total de variaciones de n elementos a partir de
un conjunto de m elementos distintos y le quitamos las distintas formas en las que
podemos reordenar dicho conjunto de n elementos, es decir, nos olvidamos de las
permutaciones de n elementos que podemos realizar ya que con ellas obtendriamos
conjuntos iguales al no importar el orden.

3.3.2. Combinaciones con repeticion

Esta modalidad es similar a la anterior, dada una variacién con repeticion de
n elementos a partir de un conjunto padre de m elementos distintos, tratamos de
olvidarnos de aquellos conjuntos que teniendo los mismos elementos estan ordenados
de formas distintas.

Para calcular el nimero de formas en las que podemos coger una variacion de n
elementos a partir de un conjunto padre de m elementos distintos sin que importe
el orden usaremos la expresion:

-1 —1)!

n (m—1)!-n!
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La Probabilidad es la ciencia que estudia como debe emplearse la informacién y
como dar una guia de accion en situacion préacticas que envuelven incertidumbre.

= Fenémenos deterministicos: Los que dan lugar al mismo resultado si se
hacen bajo condiciones idénticas.

= Fen6omenos aleatorios: los resultados pueden variar incluso si el estudio se
realiza con las mismas condiciones iniciales.

Caracteristicas de los fenomenos aleatorios:
= El experimento se puede repetir indefinidamente bajo idénticas condiciones.

= Cualquier modificaciéon minima en las condiciones iniciales de la repeticion
puede modificar completamente el resultado final del experimento.

= Se puede determinar el conjunto de posibles resultados del experimento, pero
no se puede predecir previamente un resultado particular.

= Si el experimento se repite un niimero grande de veces, entonces aparece algin
modelo de regularidad estadistica en los resultados obtenidos.

4.1. Espacio Muestral

Si consideramos un experimento aleatorio arbitrario, cada uno de los posibles
resultados que no puedan descomponerse en otros mas simples recibiran el nombre
de suceso elemental. En el ejemplo de tirar un dado, los posibles sucesos elementales
son: 1, 2, 3,4, 5y 6.

El conjunto que contiene a todos los sucesos elementales asociados a un expe-
rimento aleatorio recibe el nombre de espacio muestral, 2. En el ejemplo anterior:
Q' =1{1,2,3,4,5,6}. Los espacios muestrales pueden ser finitos, infinitos numerables
o continuos.

Llamaremos suceso (0 suceso aleatorio) a cualquier subconjunto del espacio mues-
tral, es decir, un conjunto de sucesos elementales cuya aparicion da lugar a un suceso.
En el ejemplo del dado, podemos considerar el suceso A de sacar un nimero par:

A=1{2,46}CQ
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4.1.1. Sucesos
Cabe destacar que existen diversos tipos de sucesos:

= Suceso elemental: Definido anteriormente, cada uno de los resultados posi-
bles de nuestro experimento aleatorio, consta de un tnico elemento del espacio
muestral.

= Suceso compuesto: Aquel que consta de dos o més sucesos.

= Suceso seguro o universal: Aquel que ocurre siempre. Consta con todos los
sucesos elementales del espacio muestral y, por tanto, se identifica con él. En
el ejemplo anterior, un suceso seguro es sacar en un dado un nimero del 1 al

6.

= Suceso imposible: Aquel que no puede ocurrir nunca. No contiene ningin
elemento del espacio muestral, lo representamos con (). En el ejemplo del dado,
un suceso imposible es sacar un 7 al tirar el dado.

4.1.2. Relaciones y Operaciones de sucesos

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, diremos que el suceso
A estd contenido en el suceso B, notado A C B si siempre que ocurre el suceso A
ocurre el suceso B, dicho en lenguaje de conjuntos, si Va € A a € B.

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, diremos que el suceso A
es igual al suceso B si siempre que ocurre el suceso A ocurre el suceso B y siempre
que ocurre el suceso B ocurre el suceso A, es decir: AC B N B C A.

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, definimos la unién de A
y de B, notado A U B como aquel suceso que ocurre siempre que ocurre A o que
ocurre B, es decir: Va €e AUB=a€ AV a€B

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, definimos la interseccion
de A y de B, notado AN B como aquel suceso que si ocurre implica que ocurre A y
que ocure B, es decir: Va e ANB=a€A N a€B

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, definimos el complementario
de A en B, notado B — A como aquel suceso que ocurre siempre que ocurre B y no
ocurre A, es decir: Vo€ B—A=a€ B A a¢ A.

Podemos hablar solamente del complementario de un suceso. En este caso, enten-
derems que el complementario de un suceso A de un experimento aleatorio, notado
A es igual al complementario de A en el espacio muestral Q: A = Q — A.

Diremos que dos sucesos A y B son disjuntos o incompatibles si no pueden ocu-
rrir simultdneamente, es decir, que su interseccién sea vacia: AN B = (. En el
ejemplo de tirar un dado, el suceso de que salga un niimero par es incompatible con
el suceso de que salga impar.
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Diremos que un conjunto de sucesos { A, Ay, ..., A,} es un
sistema exhaustivo de sucesos si la unién de todos ellos es igual al espacio muestral:

AJUAU...UA, =0

Diremos que un conjunto de sucesos { Ay, As, ..., A, } es un sistema completo de sucesos
o una particion del espacio muestral si dicho conjunto constituye un sistema exhaus-
tivo de sucesos y ademas son mutuamente excluyentes, es decir, son disjuntos dos a
dos:

AJUAU. . UA, =9

4.2. Estructuras algebra y sigma-algebra

Un conjunto de subconjuntos de €2 no trivial A se dice que tiene estructura de
algebra de sucesos o algebra de Boole si verifica que:

nVAcA=>Ac A
L] VAl,AQEAiAlLJAQEA

Notemos que VA = Qe A A 0 € A.
Un ejemplo de édlgebra de Boole es, para un cierto 2, A = P(€).

Un conjunto de subconjuntos de €2 no trivial A se dice que tiene estructura de
sigma-algebra si verifica que:

s VAc A= Ac A

oo

I\V/AhAQ,...EA@‘ AZGA

=1

Notemos que VA = Qe A A ) € A

Y que cualquier sigma-algebra es un algebra.

A lo largo de los apuntes, cada vez que aparezca A haremos referencia a una
sigma-algebra.

4.3. Diferentes concepciones de Probabilidad

Definimos una probabilidad como una fucién P : A — R, que verifica unos
ciertos axiomas. A continuacién veremos algunas concepciones distintas de cémo
calcular la imagen de cualquier elemento de la sigma-dlgebra.

4.3.1. Concepcion clasica

Sea A un suceso arbitrario asociado a un experimento aleatorio, se define la
probabilidad del suceso A mediante la Regla de Laplace como:
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4.3.2. Concepcion frecuentista

Si se realizan N repeticiones de un experimento y un determinado suceso A se ha
presentado en N, ocasiones, se define la frecuencia relativa de A en las N pruebas
como:

F(a) =

Supongamos que el nimero de realizaciones del experimento crece indefinidamen-
te y consideramos la sucesién de frecuencias relativas de A. Se define la probabilidad
de A como:

P(A) = lim fn(A)

N—oo

4.4. Definicién axiomatica de Kolmogorov

Sea (£2,.4) un espacio medible asociado a un experimento aleatorio, se define una
probabilidad como una funcién

P:A—0,1]
que verifica los siguiente axiomas:
» Axioma de la no negatividad: P(A) >0 VAe A
» Axioma del suceso seguro: P(Q2) =1

= Axioma de o-aditividad o aditividad numerable: Sea A;, As,... € A una su-
cesién de sucesos incompatibles (4; N A; = 0 Vi # j) entonces:

(00)- S

Algunas consecuencias de la definicién axiomatica de una probabilidad son:
Proposicién 4.1. La probabilidad del suceso imposible es nula: P(()) = 0.

Demostracion.

1= P(Q) = P(QUD) = P(Q) + P(0) = 1+ P(§) = P®) =0

O]
Proposicién 4.2. VA € A= P(A) =1— P(A).
Demostracion.
P(A UZ) =PQ)=1=P(A) + P(Z) = P(X) =1—-P(A)
O]

Proposicion 4.3. P es mondtona no decreciente. Es decir,
VA, Be A|AC B= P(A) < P(B)
Ademdas, P(B — A) = P(B) — P(A)
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Demostracion.
P(B) = P(AU(B—A))=P(A)+ P(B-A)= P(B) = P(A)
Ademas, se tiene que:

P(B) = P(A) + P(B — A) = P(B — A) = P(B) — P(A)

Proposicién 4.4. VA€ A= P(A) <1

Demostracion.

VAe A= ACQ=1=P(Q)> P(A)

Proposicién 4.5. VA,Be A= P(B— A) = P(B)— P(ANB)
Demostracion.

P(B) = P((BNA)U(B—A)) = P(BNA)+P(B—A) = P(B—A) = P(B)—P(BNA)

]
Proposicién 4.6. VA,Be A= P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)
Demostracion.
P(BUA)=P[(BUA)NQ]=P[(BUA)N(AUA)] =P[(BNA)UA|] =
=P(BNA)+P(A)=P(B—-A)+P(A) =P(B)— P(ANB) + P(A)
O

Proposicién 4.7 (Subaditividad finita). VA, B € A
P(AUB) < P(A) + P(B)

En general, dados Ay, As, ... € A se verifica que:

(08) < 7w
i=1 i=1
Demostracion.
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AnB)= P(AUB) < P(A)+ P(B)
Para demostrarlo de forma general, hacemos induccién sobre n.

s Para n = 1: Trivialmente es cierto.

= Para n = 2: Se acaba de probar previamente, en el caso particular.
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= Supuesto cierto para n — 1, comprobamos para n:

P (Q Ai> (U A;UA > (U AZ) +P(A,)-P <U AN An> (g)

=1

(;)nzlp(z‘li)—i-P(An)—P (UAiﬂAn) =

donde en (x) hemos aplicado la hipétesis de induccién.

Corolario 4.7.1 (Subaditividad numerable). Dada una coleccion de sucesos Ay, As, ... € A,

se verifica:
P (Um) <> P(A)
i=1 i=1

Proposicién 4.8 (Principio de inclusién-exclusion). Dada una coleccion de sucesos
A, Ay, A, € A, entonces:

P (Cj AZ-) - zn: P(A) — zn: P(A; N A+

i<j

+ Z P(ANANA) +...+(-)*'P (ﬂ Ai>
1<j<k i=1
Demostracion. Hacemos induccién sobre n:

» Paran =2: P(A; UAy) = P(A;) + P(As) — P(A; N Ay), cierto.

= Supuesto cierto para n — 1, comprobamos para n:

P(QAi)=P<UAiUAn> (UA>+P (UA mA)

-1 n—1
ZP Z (AinAj)+ > P(A;NA; N A+
i<j <j<k
n—1 n—1
N D L (ﬂ Ai) s (U(Ai mAn)> =
=1 =1
s n n—1 n—1
=3 P(A) =) PANA)+ > P(ANANA)+
i=1 i<j i<j<k
n—1 n—1 n—1
+o (=) P (ﬂ A@> — Do PANA) =D PANA;NA,)+
=1 =1 1<j

n—1 n—1
+ Y PANANANA)+.. 4 (-1)"2P (ﬂ AmAn)
i=1

i<j<k
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Lo que encontramos entre corchetes es la ltima iteracién (la n) de los bucles
anteriores, luego:

P(QAZ-):P<QAZ~UA”> (UA>+P (UA ﬂA)

:iP(Ai) —iP(AiﬂAj)—O— Z P(A; N Aj N Ay)+

i<j i<j<k

n~tp (ﬁ Ai>

]

Proposicién 4.9 (Desigualdad de Bonferroni). Dada una coleccion de sucesos Ay, As, . ..

entonces:

ZP )>P <UA) > P(A) = > P(A;NAy)
i=1 i<j
Demostracion. Hacemos induccién sobre n:

» Paran=2: P(A; UAy) = P(A;) + P(Ay) — P(A; N Ay), siendo ciertas por
tanto las dos desigualdades.

= Supuesto cierto para n — 1, comprobamos para n:

P(QAi>:P<UAiUAn> (UA>+P (UA mA)

FQZP ZPA N A;) (UA ﬂA)

=1 z<]

@IZP ZPA N Ay E_:P(AmAn)z
1=1 i<j i=1

= ZP ZP(A,- NA;)

1<j

La primera desigualdad se demuestra con la primera linea, mientras que es
necesario el resto para demostrar la segunda desigualdad.

]
Proposicién 4.10 (Desigualdad de Boole). VA, B € A, entonces:

P(ANB) >1— P(4) - P(B)

Demostracion.

P(ANB)=P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1- P(A) - P(B)+ P(ANn B)

Por tanto, tenemos que

P(ANB) >1— P(4) - P(B)
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5. Probablidad condicionada e

Independencia

5.1. Definiciones

Definicién 5.1. Sea (2,4, P) un espacio probabilistico arbitrario y A € A |
P(A) > 0, definimos VB € A la probabilidad condicionada de B sobre A
como:

P@L@zﬂg%ﬂ

Es decir, acabamos de definir la funcién P(- | A) : A — [0,1] que nos lleva a
cada B € Aen P(B| A).

Veamos que esta nueva funcién cumple la axiomatica de Kolmogorov y que, por
tanto, puede definir una nueva probabilidad a partir de la ya definida.

Proposicién 5.1. Sea (2, A, P) un espacio probabilistico arbitrario y A € A |
P(A) > 0. Para todo B € A, la probabilidad dondicionada de B sobre A cumple las
tres condiciones de la Axiomdtica de Kolmogorov.

Demostracion. Demostramos cada una de las 3 condiciones:

1. Axioma de la no-negatividad

P(BNA)
PB|A) = —F——%-> B
(B|A) PlA) = 0 VBed
2. Axioma del suceso seguro
PQNA) P(A)
P(Q]A) = = =1
S0 TP
3. Axioma de o-aditividad o aditividad numerable
Sea Ay, As, ... € A una sucesién de sucesos incompatibles, entonces:
. P[(UBi)mA] p(UBmA>
p BA| = i=1 _ i=1 _
(U 14) -5 .
=1

iP@mA) .

= = PBNA)
_W_;W_;P(BiM) 0
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Por tanto, P(- | A) es también una probabilidad y por tanto, cumple todas las
consecuencias vistas en la seccion anterior.

5.2. Teoremas

Observemos que de la propia definicién de la probabilidad condicionada se tiene
que:

P(ANB)=P(AP(B|A) Si P(A)>0
P(ANB)=P(B)P(A|B) Si P(B)>0

Ambas ecuaciones se suman a la lista ya disponible de calculo de probabilidades
de intersecciones:

P(ANB)=P(A)+ P(B) - P(AUB)
Teorema 5.2 (de la probabilidad compuesta). Sea (2, A, P) un espacio de proba-
n—1
bilidad y Ay, As, ..., A, € A con P ( N Ai) > 0, entonces:
i=1

(ﬂA> )P(As | AP (A3|A1QA2)~...-P<AH|HA1.)

Demostracion. Realizamos inducciéon sobre n:

s Para n = 2: Lo tenemos visto.

= Supongamoslo cierto para n — 1, veamos el caso n:

()=o) o (+102) (D) -

IgP(Al)P(Az | A1) P(As | AlﬁAz)'--~'P< -1 | ﬂA) ( n | hAz>

Teorema 5.3 (de la Probabilidad Total). Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad
y sea { A tnen C A una particion de 2 con P(A,) >0 Vn € N. Entonces, VB € A:

ZP P(B| A)

Demostracion.
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Ejemplo. Tenemos dos cajas: A, que contiene 3 bolas rojas y 1 negra; y B, que
contiene 5 bolas rojas y 8 negras.

La probabilidad de que cojamos una bola de la caja A es de 1/3 mientras que la
probabilidad de coger una bola de la caja B es de 2/3. Calcular la probabilidad de
que salga una bola negra.

P(A)=1/3 P(B)=2/3

11 28 7
P(N)=PA)P(N|A) +PB)P(N|B)=-z-4+-—=—=049
(N) = PLAYP(N | A)+ P(BIP(N | B) = 51+ = = 1o,
Teorema 5.4 (Regla de Bayes). Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea
{A, }nen C A una particion de Q con P(A,) >0 Vn € N. Entonces, VB € A:

__P(BIAj)P(4))

;P(B | Ai) P(A:)

P(4; | B)

jeN

Demostracion. Sea j € N:
P(A;NB P(B| A;)P(A;
P(AJ|B): (J ):OO( ’ J) ])
;P<Ai)P(B | Ai)

P(B)

]

Ejemplo. Continuando con el ejemplo anteriormente propuesto, calculamos la pro-
babilidad de que hayamos obtenido la bola en la caja A en el caso de que hayamos
obtenido una bola negra:

P(N | A)P(A) i3 13
= == = — = 1
P(ATN) P(A)P(N | A)+ P(B)P(N | B) 31428 77 0,1688

5.3. Independencia de sucesos

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad y A € A con P(A) > 0. La ocurrencia
del suceso A puede alterar la probabilidad de ocurrencia de cualquier otro suceso
B € A. Al estudiar dichas probabilidades, puede darse que:

» P(B| A)# P(B), es decir, la ocurrencia de A modifica la probabilidad de B.
Diremos entonces que B depende de A.

e Si P(B| A) > P(B), se dice que el suceso A favorece al B.
e Si P(B| A) < P(B), se dice que el suceso A desfavorece al B.

» P(B| A) = P(B), es decir, la ocurrencia de A no tiene ningin efecto sobre el
suceso B, se dice que el suceso B es independiente del suceso A.

Teorema 5.5 (Caracterizacién de la independencia). Sea A,B € A | P(B) > 0.
Entonces:
A es independiente a B <= P(AN B) = P(A)P(B)
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Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:
=) Suponemos A y B independientes, es decir, P(A|B) = P(A).

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B)

<=) Suponemos P(AN B) = P(A)P(B)
P(A)P(B) P(ANB)

P() = S = S~ Pl
[
Corolario 5.5.1 (Simetria de la independencia). Sean A, B € A. Entonces:
A es independiente a B <= B es independiente a A
Demostracion.
P(ANB)=P(A)P(B)=P(B)P(A)=P(BNA)
[

Proposicion 5.6. Si A, B € A son independientes. Entonces, son equivalentes:
1. A y B son independientes.
2. Ay B son independientes.
3. Ay B son independientes.
Demostracion. Demostramos cada una de las partes, partiendo de que:
P(ANB)= P(A)P(B)
1. Probemos que A y B son independientes:

P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A) — P(A)P(B) =
= P(A) - P(ANB)=P(A—-B)=P(ANB)

2. Ay B son independientes < B y A son independientes < B'y A son inde-
pendientes < A y B son independientes.

3. Ay B son independientes < A y B son independientes.

Sea C' = Z; Sabemos que C'y B son independientes < C'y B son indepen-
dientes < A y B son independientes.

]
Proposicién 5.7. Sean A, B € A con A, B # (), entonces:

Si A y B son independientes = No son incompatibles (AN B # ()

56



EDIP 5. Probablidad condicionada e Independencia

Demostracion. P(A) >0 A P(B) > 0 Luego:
P(ANB) = P(A)P(B) > 0= P(ANB)#0= ANB #0
[

Por tltimo, destacamos dos ultimas definiciones en cuanto a sucesos indepen-
dientes:

Definicién 5.2 (Independencia dos a dos). Dado un espacio probabilistico (£2,.4, P)
y una clase de sucesos U C A no vacia, diremos que sus sucesos son independientes
dos a dos si

VA, BeU | A+# B = Ay B son independientes

Definicién 5.3 (Independencia mutua). Dado un espacio probabilistico (£2,.4, P)
y una clase de sucesos U C A no vacia, diremos que sus sucesos son mutuamen-
te independientes si para cada subcoleccién finita {A;1, A, ..., Ay} de sucesos
distintos de U se verifica:
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6. Variables aleatorias

6.1. Definiciones

Para dar la definicién de variable aleatoria, es necesario pararnos a observar que
hasta ahora hemos estado trabajando con el espacio probabilistico (€2, .4, P). A con-
tinuacion, nos sera de especial importancia tener en cuenta el espacio probabilistico
(R, B) donde R es el conjunto de nimeros reales y B3 es una o-dlgebra sobre R que
contiene a todos sus intervalos. Esta B recibe el nombre de o-algebra de Borel.

Definicién 6.1. Una variable aleatoria X es una funcién medible sobre un espacio
de probabilidad. Es decir, una funcién:

X (Q,AP) = (R,B)

tal que la imagen inversa de cualquier conjunto de Borel es medible (es decir, un
suceso de la o-dlgebra A):

X'B)eA VBeB

Notemos que para comprobar que dicha variable sea aleatoria basta con que la
imagen inversa de cualquier intervalo de la forma | — oo, x| sea medible (es decir,
que pertenezca a A).

Por tanto, X serd una variable aleatoria si es una funcién X : (2, A4, P) — (R, B)

tal que
XY —-o00,7]) €A VreR

Ejemplo. Consideramos el experimento aleatorio de lanzar una moneda:
Q={c,+} (c cara, + cruz)
A= {(D’ {C}v {+}7 Q}

Definimos X como el nimero de caras al lanzar una moneda:

_J 0 s cdw
X(w>—{1 i cew YU

Comprobamos que se trata de una variable aleatoria. Trivialmente sabemos que
se trata de una funcién del tipo:

X: (A P)— (R,B)
Comprobamos que X }(B) € A VB € B:
Six <0 X Y]—o0,z]) =0 e A

Sio<z<1l X '(]-o0,z])=+€A4
Siz>1 X ]—o0,2]) =02 € A
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6.2. Probabilidad inducida

Definicién 6.2 (Probabilidad inducida). Sea X : (2, A, P) — (R, B) una variable
aleatoria, podemos definir una nueva funcién Py : (R, B) — [0, 1] como sigue:

Px(B) = P(X !(B)) VB eB
Dando lugar al espacio probabilistico (R, 5, Py).
Notacién. Podemos encontrar Py (B) notado como P(X € B).

Notemos que era necesario imponer la medibilidad de nuestra funcién variable
aleatoria X, ya que lo que pretendemos es poder asignar a cada valor del codo-
minio de nuestra variable aleatoria una probabilidad inducida Px por la funcién
probabilidad P ya definida en nuestra o-algebra original, y para ello, naturalmente,
necesitamos una correspondencia entre reales (codominio particular en este caso) y
elementos de A (donde ya tenemos definida P).

Esta funcion es de gran relevancia pues es la pieza fundamental para la definicién
de la funcién de distribucién, tomando B =] — oo, 2| | z € R, y también para la de-

finicién de la funcién masa de probabilidad, tomando B = [z,z] | x € R = {z} € R.

Notemos que con la funcién de probabilidad inducida podemos realizar opera-
ciones del estilo:

Px (] — 00, z]) = Px(] — 00, x[) + Px(x) Vr e R
PX(]—OO,.’IJ]):l—Px(]I,—i-OOD Vr e R

6.3. Funcion de distribucion

Definicién 6.3 (Funcién de distribucién). Se define la funcién de distribucién de
una variable aleatoria como:

FX:R%[O,H FX(x):PX(}—oo,x]) VreR
Notacién. Notemos que:

Py(] - 00,2]) = (Po X7)(] - o0,2]) = P({w € Q| X(w) €] - 00,a]}) =
— P({w € Q| X(w) < 2})

Por tanto, podemos encontrar Fx(z) notado como P(X < z).

Definicién 6.4 (Distribucién de probabilidad). Dada una variable aleatoria X, su
distribucion de probabilidad sera el conjunto {(z;, Fix(x;))}.
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6.3.1. Propiedades
s [’y es creciente.
= [y es continua por la derecha.
» In,MeR| Ve,yeR|z<m AN y>M= Fx(x)=0 A Fx(y) =1.
También notado como Fx(—o0) =0y Fx(+o00) =1

= El conjunto de puntos de discontinuidad de una funcién de distribucion es
numerable.

n \V/yERﬁ lim FX(x) :PX(] _OO7yD

=Y~

También notado como Fx(z~) = P(X < z).

= La funciéon de distribucién sélo puede presentar discontinuidades de salto.
Ademas, la longitud del salto en un punto es la probabilidad que toma di-
cho punto:

Px(xz) = Px(] — 00, x]) — Px(] — 00, z]) = Fx(x) — lim Fyx(x)

Y=~
También notado como Px(z) = Fx(z) — Fx(x7).

» La funcién de distribucién es continua en z € R <= Px(z) = 0.

6.4. Clasificaciones de variables aleatorias

Dependiendo de la forma de la distribucion, podemos distinguir distintos tipos
de variables aleatorias.

Definicién 6.5 (Recorrido de una variable aleatoria). Dada una variable aleatoria
X, definimos su recorrido, Rex como:

Rex ={x €eR| FJwe Q| X(w) =2a} = Img(X)

6.4.1. Variables aleatorias discretas, funciéon masa de pro-
babilidad

Definicién 6.6 (Variable aleatoria discreta). Una variable aleatoria se dice que es
discreta si Rex = E C R con E numerable, es decir, que sélo toma una cantidad
numerable de valores: F = {z1,x,...}. Es decir, Px(F) = 1.

Definicién 6.7 (Funcién masa de probabilidad). Sea X : (2, 4, P) — (R, B, Px)
una variable aleatoria discreta con valores en E, definimos la funcién masa de pro-

babilidad como:
P:E —[0,1]

Notacién. A continuacién, a cada P(z;) lo notaremos por p;.
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Es facil ver que la funcion masa de probabilidad cumple que:

Y pi=1 con N = |E|

Ademas, podremos expresar también la funcién de distribucién de la variable X
a partir de la funcion masa de probabilidad:

Fx(x;) = Px(] — 00, x;]) :ij Vo, € &

También es posible expresar la funciéon masa de probabilidad a partir de la fun-
cién de distribucién de la variable X:

pi = Fx(x;) — Fx(2i-1) Vag,x;1 € B

Ejemplo. Dado el experimento de lanzar una moneda, damos su espacio muestral
y o-algebra asociados:

Q={c,+} A={0{c},{+},Q}

Con los que podemos definir la siguiente variable aleatoria, que nos da el nimero
de caras, X : (2, A, P) — (R, B, Px) por:

0 cdw
1 cew

X =

Esta definicién de variable aleatoria, de recorrido Rex = {0,1} nos induce una
funcién masa de probabilidad P:

1 1
= P(0) = = =P(1) ==
Po (0) 5 4 (1) 5

6.4.2. Variables aleatorias continuas, funcién de densidad

Definicién 6.8. Una variable aleatoria se dice que es continua si su funciéon de
distribucién F'y es absolutamente continua, es decir, si existe una funcién f : R —+ R
tal que:

Pea) = [ f(o
Llamaremos a dicha funcién f funciéon de densidad, que verifica:

» f(x) >0 Vo € R.

» f es Riemman integrable (ya que F' tiene a lo sumo un ndmero finito de
discontinuidades sobre cada intervalo finito de R).

—+00

. flz)dz =1

—0o0
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Esta nueva funcién nos permitira también calcular probabilidades asociadas a

un intervalo:
([a, b)) / f(zx

Notemos, por tanto, que Px([a,b]) = Px(]a,b[) = Px([a,b]) = Px(]a,b]).
Ademas, en el caso continuo, la probabilidad inducida en un punto serd siempre 0:

:/xf(t)dt:() Ve e R

En el caso de las variables continuas, el recorrido de la variable aleatoria sera:
Rex = [a,b] CR.

Ejemplo. Comprobar si la funcién f : R — R definida a continuacién puede ser
una funcién de densidad. En caso afirmativo, construir la funciéon de distribucién
asociada a una variable aleatoria X : (2, 4, P) — (R, B, Px).

0 <0
flx)=4¢ 20 0<2z<1
0 x>1

Comprobamos que pueda tratarse de una funciéon de densidad:
1. f(z)>0 VzxeR

2. Es Riemman Integrable, por ser la imagen acotada.
+o00 0 1 +o0 1

3. f(x)dx:/ 0d:1:+/ 2:1:dx+/ de:/Qa:dx:xz](l)zl
—00 —0 0 1 0

Por tanto, f es una funcién de densidad, y podemos definir a partir de ella una
funcién de distribucion F': R — R:

s Siz <O:
:/ f(t)dt:/ 0dt =0
Sio<zg<1:
x 0 x
:/ f(t)dt:/ 0dt+/ 2t dt = t*]F = 2*
—00 —00 0
Siz>1:

T 0 1 +o0o
:/ f(t)dt:/ Odt+/02tdt+/1 0dt =15 =1

Por tanto, la funcién de distribucion es:

0 x <0
Fx(z)=¢ 2?2 0<a2<1
1 z>1
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6.4.3. Variables aleatorias mixtas

Definicién 6.9. Una variable aleatoria se dice que es mixta si Rex = E'U|a, b] con
E numerable y [a,b] C R.
Si se da que E C [a,b] = X serd una variable continua de recorrido [a, b].

Dicha variable aleatoria tendra asociadas una funcion masa de probabilidad y
una funcion de densidad:

» Tendremos P : E — [0, 1] dada por p; = P(z;) = Px(z;) V; € E tal que:
e 0<p; <1 Vx