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EDIP. Examen 1

Ejercicio 1. [2 puntos| Sea (X,Y) una variable estadistica bidimensional con
valores (z;,y;), i =1,...,k, j=1,...,p. Contestar razonadamente a las siguientes
cuestiones:

1. [0.75 puntos] Ajustar por el método de minimos cuadrados un modelo del
tipo Y = ax? + 3z. Comprobar que el valor de a es un minimo.

En el ajuste mediante minimos cuadrados, buscamos minimizar el error cuadrati-
co medio EC'M. Determinamos en primer lugar su expresion.

U(a) = ECM(a,z) ZZfU e ZZLJ flx))?

i=1 j=1 i=1 j=1

Como en nuestro caso f(z) = az?® + 3z, tenemos que:

:ZZf (axi + 3z;))

i=1 j=1

Para hallar el minimo del ECM, derivamos parcialmente respecto de a.

:_2ZZfU (ax? + 3z;)]x?

i=1 j=1

Como, al ser el EC'M derivable, el minimo anula la primera derivada, buscamos
los valores que anulan la primera derivada:

-— Z Z fijly; (az? 4 3x;)]2? = 0

i=1 j=1

k. p
< Z Z fijyj fzj (CL(L’ + 31‘0 =0

i=1 j=1

<:>sz’ij fzyw a— 3fm$?:0
i=1 j=1

<> Mo — aMyy — 3mszg =0
—s g — Mo — 3M3g

M4o
Por tanto, ya tenemos realizado el ajuste. Para comprobar que es un minimo,
simplemente hay que demostrar que el candidato a extremo relativo es un
minimo. Para ello, se puede proceder de diversas formas. Por ejemplo, se puede
optar por que el coeficiente lider de ¥(a) es Zle ?:1 fijzd > 0, por lo que se
trata de una parabola convexa, y por tanto su extremo relativo es un minimo
absoluto. Otra opcién es determinar la segunda derivada:

0> k P Ep
da2 =23 N fua(—ap) =2) ) fuat >0

i=1 j=1 i=1 j=1



EDIP. Examen 1

Por tanto, como la segunda derivada es positiva, tenemos que efectivamente
se trata de un minimo relativo. Como el ¥ es continua y solo tiene un extremo
relativo, dicho valor de a es minimo absoluto.

2. [0.4 puntos] Siz = 1 e y = 3, determinar las condiciones para que la varianza
de los residuos coincida con la media de los residuos.

Calculamos en primer lugar la media de los residuos. Sea y; = f(z;).

kE p E p kK p
e=Y > fiei =23 filyy— (@) =D > fily; — (ax] + 32;)] =
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
kE p k- p
= Z Z fiily;—(axi+3z;)] = m01—z Z fijaai+ fi33x; = mor—amap—3mag
i=1 j=1 i=1 j=1

Usando los valores dados por el enunciado, tenemos que:

é:3—am20—3:—am20

Calculamos ahora la varianza de los residuos:

kK p k P
07 =D Y Sy =@ =300 fuly — flx) @ =
i=1 j=1 i=1 j=1
k p
- Z Z fiyi + figlax 4 32:)* = 2 fijy;(ax + 3z;) — & =
i=1 j=1

kK p
= mga + Z Z fij(a%f + Qx? + 6aa:;?’) — 2amgy; — 6myy — 2 =
i=1 j=1

2 2.2
= Moz + a“myo + Imgy + 6amszy — 2ama; — 6my; — a“my,

k p k p
07 =23 fileiy =@’ =) fily; — (ax] + 3z;) + amay)® =
i=1 j=1 i=1 j=1
k p
= Z Z Fisly2 +(ax+3x;) +a*m3g+2y;ama0—2y; (axi+31x;) —2ama (ax] +3z;)] =
i=1 j=1

2 2,2 2,2
= Moa+a m40+9m20+6am30+a m20+2am10m20—2am21—6m11—2a m20+6am20m10 =

2 2,2
= mp2 + a"muo + Imgy + 6amgy + 8amigmey — 2ama; — 6my; — a”“my,

Por tanto, es necesario que 8amigmeoy = 0. Como mig = T = 1, tenemos que
es necesario que:

ma1 = 3mgo
8amyy = 0 <— (m21 — 3m30)m20 =0« V
My =0<=x,=T=1 Vi



EDIP. Examen 1

3. [0.85 puntos| Consideramos la variable Z = 3X — 2V~

a) [0.65 puntos] Deducir la covarianza entre las variables Z y X en térmi-
nos de o,.
Tenemos que z;; = 3z; — 2y,. Calculamos Zz:

k- p

kK p
i=1 j=1 i=1 j=1

Calculamos por tanto la covarianza buscada:

o2, = Z Z fij(2ij—2)(2;—2) = Z Z fii(3z,—2y;—37+2y) (v;—Z) =
= Z Z fij[3(zi—2)=2(y;—y)|(zi—2) = Z Z fii13(xi—)*—=2(y;—y) (x;—1)] =

= 3#20 — 2#11 = 30’5 — 20'3[;y

b) [0.2 puntos| Determinar la covarianza entre las variables Z y X si se
sabe que las variables X y Y son independientes.

Como X e y son independientes, tenemos que o,, = 0. Por tanto, se tiene
que 0., = 205.

Ejercicio 2. Indica la opcién correcta:

(a) El coeficiente de variacién de una variable tipificada es nulo. Una variable Z
es tipificada si Z = £=£.

x

Se le esta aplicando una transformacién lineal, por lo que:

T—x 1
=0 032—2-0221
Oy o2

zZ =

Por tanto, tenemos que:

CV.(Z) = Elul

Por tanto, para variables tipificadas no esta definido. Es falso.
(b) El coeficiente de determinacion, en el caso de regresién lineal, coincide con el
coeficiente de correlacién lineal.
Falso, ya que r = +v/12 <= r = 0, 1. Por tanto, por norma general no se da.
(c) Si el valor de la vivienda se ha incrementado un 2%,3 %, 10 % y 9 %, respec-

tivamente durante los ultimos 4 anos, el incremento medio anual del valor de
la vivienda durante dicho periodo ha sido de un 8 %.

En este caso, al tratarse de incrementos tenemos que se trata de media geométri-
ca. Por tanto,

G=+/1,02-1,03-1,1-1,09 = 1,059 = 5,9%

Por tanto, tenemos que es falso.
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(d) Todas las afirmaciones anteriores son falsas.

X—x9

Ejercicio 3. El cambio de origen y escala, Y = , afecta a los momentos cen-

trales de la siguiente forma:

(a) p3(X) = a’p3(Y)
(b) ps(Y) = a’ps(X)
(c) ns(X) =aus(Y)
(d) ps(Y) = a’ps(X)

Calculamos el siguiente momento central:

N N Y o

= u3(X) = a’us(Y)

T—x0

donde he aplicado que, por ser una transformacién afin, tenemos que y = *=

Por tanto, tenemos que la opcién correcta es la (¢).

Ejercicio 4. La recta de regresiéon de Y sobre X es y =5, y 0% = 2. Entonces:

(a) ny /X = 0
Tenemos que la recta de regresion es:

Og _ Oy _
Y=—lo+j——=T=5
O-Cﬂ O-l'

Por tanto, deducimos que o,, = 0, 02 € R*. Por tanto,

(b) 7712//)( =1
(¢) Los residuos de la recta son todos nulos.

Para que todos los residuos de la recta fuesen nulos, tendrian que depender
linealmente y tener ny,x = 1. No obstante, esto no se da, por lo que no son
nulos.

(d) La varianza de los residuos de la recta es 2.

Por ser un ajuste lineal en los parametros, tenemos que:

2 _ 2 2 2 _ 2 2 _ 2 292 _ 2_
0y =0gt+ 0., = 0, =0, =0, =0, =00y x =0,=2

Ejercicio 5. Indica la afirmacion correecta:
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(a) Dos variables estadisticas son independientes si y solo si su covarianza es nula.
Falso, ya que la implicacién hacia la izquierda no se da.

(b) Dos variables estadisticas son independientes si su coeficiente de correlacion
es nulo.

Falso, la implicacién va en sentido contrario.

(c) Los coeficientes de determinacién lineal de Y/X y X/Y pueden no coincidir.
Falso, ya que por definicién coinciden.

(d) Sean Xy Y dos variables estadisticas con oy, = 0. Entonces, podemos
afirmar que m;; = mgmy;.

Cierto, ya que:
Ozy = H11 = M1 — MygMmor = 0 <= my1 = myeMmo;
Ejercicio 6. Se han tomado 50 mediciones de laminas de acero de distintos grosores,

en mm, (Y) y la temperatura en °C, (X), que éstas pueden alcanzar hasta su
fundicién. La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos:

XY [(1=3][@-6][6-10] [n.| hs
(0 — 20] 8 5 6 19 [19/20
(20 — 35] 2 8 3 13 | 13/15
(35 — 40] 3 7 8 18 | 18/5
| on; | 13 | 20 | 17 | |50]

Contestar a las siguientes cuestiones:

1. [0.75 puntos] Determina el valor medio més representativo.

Calculamos el coeficiente de variaciéon de Pearson marginal en cada caso. Para
ello, calculamos previamente la media marginal de cada variable y la desviacién
tipica.

1 12225
T = — i.Ci = ! = 24’45
T g n;.c 50

1 252
g = - Zn.jcj = = 5704

50 4 50
J=1

3

1 37043,75

2 _ 2: 2 2 ) 2
UI — % - ni.ci —r = T —Ir = 143,0725
1< 1545
o) = 5 E n;c; — iy = 0 y® = 54984

Por tanto, tenemos que los coeficientes son:

CV(X) = 2% ~ 048921 CV(Y) =2 ~ 046525
T Y
Por tanto, tenemos que la media de Y es mas representativa.

8
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2. [1 punto] Determina la temperatura més frecuente para fundir ldminas cuyo
grosor es como maximo 6 mm.

Tenemos que se condicona a que y < 6, por lo que la tabla de la distribucén

(S
XY |[(1-=-3@B-6] |n=""n"?
(0 — 20] 8 5 13 [13/20
(20 — 35] 2 8 10 |10/15
3

(35 — 40] 7 10 | 10/5
on; | B | 20 || 23 |

Buscamos en primer lugar el intervalo modal. Este es el que tiene la densidad
de frecuencia h; mayor, que como podemos ver es el ultimo, /3. Entonces,
interpolamos el valor de la moda en dicho intervalo.

Mo, —e;  hi—hi Mo, —35 2—2
= — —
€11 —MOw hi—hi+1 40—M0w 2—0
80 2 10 370
donde hay que tener en cuenta que h;;; = 0, ya que no hay mas intervalos en
la distribucién.

3. [1 punto| Determina el porcentaje de laminas de acero en las que la tempe-
ratura es superior a 25°C), si el grosor es superior a 3 mm.

Tomamos la distribucién condicionada a un grosor mayor a 3 mm, es decir,

j=2,3.
X/Y [3-6]]6-10] |n=>*] N7
(0 — 20] 5 6 11 11
(20—-35]| 8 3 11 292
(35—40]| 7 8 15 37
oy [ 20 [ 17 ] 37 |

Buscamos P, = 25. Como no hay ningin intervalo que comience en el 25, y
tenemos que 25 € (20, 35, entonces:

E T N 37 _ 37r _
25 = Py = et —————a; = 20+ 0 — 15 = 5= 10— 15 =
“t N N, SERET] 11
11 37r _
= — = — — 11 < r = 39.639
3~ 100 "

Por tanto, tenemos que el porcentaje que se encuentra por encima es

100 — r = 60.360 %

En la siguiente tabla de observan las variables X e Y para 5 laminas de acero
distintas:

X 10,5]16,8]27,5(32,7|37,5
Y| 2 4 ) 8 9
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4. [2.5 puntos] Ajustar mediante un modelo hiperbdlico. ;Es este ajuste mejor
que un ajuste lineal para Y7 Interprete los resultados.

Buscamos ajustarla de la forma y = az + b, donde 2z = % Tenemos que:

5
1 190
oy =2 ngy — = — " =664
j=1
1< 1< n 0,015582
2 L2 52 = . o2 VUIY0&a g . -3
ot =< > mis— 5 = ¢ }1 R 22 = (),648829 - 10
1 25 1 25 y; 1,095
T3 ij=1 il = = 5“‘:1 _]z = ’T TS O

Por tanto, tenemos que el ajuste hiperbdlico es:

1
y = —91,155627z + 10,1277 = y = —91,155627 - — 4 10,1277
T

Para estudiar la bondad de los ajustes calculamos 7. En el caso hiperbdlico,

2
2= 22 (8119

252
oo,

Para el caso lineal, calculamos los siguientes resultados previos:

5
1 3624,28
ol = 5 ;:1 nx; — I = T’ — 2% = 99,856
5
1 824.8
Oy = ¢ E NijTY; — TY = —5’ — Ty = 24,96

Por tanto, calculamos r2 en el caso lineal:

2
g
r? = =% = 10,9396
0.0y

Por tanto, como 7% en el caso lineal es mayor, tenemos que el ajuste lineal es
mejor. Explica el 93,96 % de los casos.

10
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5. [0.75 puntos| Estudia la interdependencia lineal.

Estamos estudiando la interdependencia entre X e Y. Tenemos que:
r= 4+ Vvr2= 0,9693

donde he elegido el valor positivo ya que la covarianza es positiva. Por tanto,
tenemos que estan muy relacionadas linealmente, ya que r ~ 1. Por tanto,
se ajustan practicamente a una recta. Ademads, como r > 0, tenemos que la

correlacién es positiva.

11



