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EDIP. Examen I

Ejercicio 1. [2 puntos] Sea (X, Y ) una variable estad́ıstica bidimensional con
valores (xi, yj), i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , p. Contestar razonadamente a las siguientes
cuestiones:

1. [0.75 puntos] Ajustar por el método de mı́nimos cuadrados un modelo del
tipo Y = ax2 + 3x. Comprobar que el valor de a es un mı́nimo.

En el ajuste mediante mı́nimos cuadrados, buscamos minimizar el error cuadráti-
co medio ECM . Determinamos en primer lugar su expresión.

Ψ(a) = ECM(a, x) =
k∑

i=1

p∑
j=1

fije
2
ij =

k∑
i=1

p∑
j=1

fij(yj − f(xi))
2

Como en nuestro caso f(x) = ax2 + 3x, tenemos que:

Ψ(a) =
k∑

i=1

p∑
j=1

fij[yj − (ax2
i + 3xi)]

2

Para hallar el mı́nimo del ECM , derivamos parcialmente respecto de a.

∂Ψ

∂a
= −2

k∑
i=1

p∑
j=1

fij[yj − (ax2
i + 3xi)]x

2
i

Como, al ser el ECM derivable, el mı́nimo anula la primera derivada, buscamos
los valores que anulan la primera derivada:

∂Ψ

∂a
= 0 ⇐⇒

k∑
i=1

p∑
j=1

fij[yj − (ax2
i + 3xi)]x

2
i = 0

⇐⇒
k∑

i=1

p∑
j=1

fijyjx
2
i − fijx

2
i (ax

2
i + 3xi) = 0

⇐⇒
k∑

i=1

p∑
j=1

fijyjx
2
i − fijx

4
i a− 3fijx

3
i = 0

⇐⇒ m21 − am40 − 3m30 = 0

⇐⇒ a =
m21 − 3m30

m40

Por tanto, ya tenemos realizado el ajuste. Para comprobar que es un mı́nimo,
simplemente hay que demostrar que el candidato a extremo relativo es un
mı́nimo. Para ello, se puede proceder de diversas formas. Por ejemplo, se puede
optar por que el coeficiente ĺıder de Ψ(a) es

∑k
i=1

∑p
j=1 fijx

4
i > 0, por lo que se

trata de una parábola convexa, y por tanto su extremo relativo es un mı́nimo
absoluto. Otra opción es determinar la segunda derivada:

∂2Ψ

∂a2
= −2

k∑
i=1

p∑
j=1

fijx
2
i (−x2

i ) = 2
k∑

i=1

p∑
j=1

fijx
4
i > 0
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EDIP. Examen I

Por tanto, como la segunda derivada es positiva, tenemos que efectivamente
se trata de un mı́nimo relativo. Como el Ψ es continua y solo tiene un extremo
relativo, dicho valor de a es mı́nimo absoluto.

2. [0.4 puntos] Si x̄ = 1 e ȳ = 3, determinar las condiciones para que la varianza
de los residuos coincida con la media de los residuos.

Calculamos en primer lugar la media de los residuos. Sea ȳi = f(xi).

ē =
k∑

i=1

p∑
j=1

fijeij =
k∑

i=1

p∑
j=1

fij(yj − f(xi)) =
k∑

i=1

p∑
j=1

fij[yj − (ax2
i + 3xi)] =

=
k∑

i=1

p∑
j=1

fij[yj−(ax2
i+3xi)] = m01−

k∑
i=1

p∑
j=1

fijax
2
i+fij3xi = m01−am20−3m10

Usando los valores dados por el enunciado, tenemos que:

ē = 3− am20 − 3 = −am20

Calculamos ahora la varianza de los residuos:

σ2
r =

k∑
i=1

p∑
j=1

fije
2
ij − ē2 =

k∑
i=1

p∑
j=1

fij(yj − f(xi))
2 − ē2 =

=
k∑

i=1

p∑
j=1

fijy
2
j + fij(ax

2
i + 3xi)

2 − 2fijyj(ax
2
i + 3xi)− ē2 =

= m02 +
k∑

i=1

p∑
j=1

fij(a
2x4

i + 9x2
i + 6ax3

i )− 2am21 − 6m11 − ē2 =

= m02 + a2m40 + 9m20 + 6am30 − 2am21 − 6m11 − a2m2
20

σ2
r =

k∑
i=1

p∑
j=1

fij(eij − ē)2 =
k∑

i=1

p∑
j=1

fij(yj − (ax2
i + 3xi) + am20)

2 =

=
k∑

i=1

p∑
j=1

fij[y
2
j+(ax2

i+3xi)
2+a2m2

20+2yjam20−2yj(ax
2
i+3xi)−2am20(ax

2
i+3xi)] =

= m02+a2m40+9m20+6am30+a2m2
20+2am10m20−2am21−6m11−2a2m2

20+6am20m10 =

= m02 + a2m40 + 9m20 + 6am30 + 8am10m20 − 2am21 − 6m11 − a2m2
20

Por tanto, es necesario que 8am10m20 = 0. Como m10 = x̄ = 1, tenemos que
es necesario que:

8am20 = 0 ⇐⇒ (m21 − 3m30)m20 = 0 ⇐⇒


m21 = 3m30

∨
m20 = 0 ⇐⇒ xi = x̄ = 1 ∀i
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3. [0.85 puntos] Consideramos la variable Z = 3X − 2Y :

a) [0.65 puntos] Deducir la covarianza entre las variables Z y X en térmi-
nos de σxy.

Tenemos que zij = 3xi − 2yj. Calculamos z̄:

z̄ =
k∑

i=1

p∑
j=1

fijzij =
k∑

i=1

p∑
j=1

fij(3xi − 2yj) = 3x̄− 2ȳ

Calculamos por tanto la covarianza buscada:

σ2
xz =

k∑
i=1

p∑
j=1

fij(zij−z̄)(xi−x̄) =
k∑

i=1

p∑
j=1

fij(3xi−2yj−3x̄+2ȳ)(xi−x̄) =

=
k∑

i=1

p∑
j=1

fij[3(xi−x̄)−2(yj−ȳ)](xi−x̄) =
k∑

i=1

p∑
j=1

fij[3(xi−x̄)2−2(yj−ȳ)(xi−x̄)] =

= 3µ20 − 2µ11 = 3σ2
x − 2σxy

b) [0.2 puntos] Determinar la covarianza entre las variables Z y X si se
sabe que las variables X y Y son independientes.

Como X e y son independientes, tenemos que σxy = 0. Por tanto, se tiene
que σzx = 2σ2

x.

Ejercicio 2. Indica la opción correcta:

(a) El coeficiente de variación de una variable tipificada es nulo. Una variable Z
es tipificada si Z = X−x̄

σx
.

Se le está aplicando una transformación lineal, por lo que:

z̄ =
x̄− x̄

σx

= 0 σ2
z =

1

σ2
x

· σ2
x = 1

Por tanto, tenemos que:

C.V.(Z) =
σz

|z̄|
=

1

0

Por tanto, para variables tipificadas no está definido. Es falso.

(b) El coeficiente de determinación, en el caso de regresión lineal, coincide con el
coeficiente de correlación lineal.

Falso, ya que r = ±
√
r2 ⇐⇒ r = 0, 1. Por tanto, por norma general no se da.

(c) Si el valor de la vivienda se ha incrementado un 2%, 3%, 10% y 9%, respec-
tivamente durante los últimos 4 años, el incremento medio anual del valor de
la vivienda durante dicho periodo ha sido de un 8%.

En este caso, al tratarse de incrementos tenemos que se trata de media geométri-
ca. Por tanto,

G = 4
√

1,02 · 1,03 · 1,1 · 1,09 = 1,059 =⇒ 5,9%

Por tanto, tenemos que es falso.
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(d) Todas las afirmaciones anteriores son falsas.

Ejercicio 3. El cambio de origen y escala, Y = X−x0

a
, afecta a los momentos cen-

trales de la siguiente forma:

(a) µ3
3(X) = a3µ3

3(Y )

(b) µ3(Y ) = a3µ3(X)

(c) µ3(X) = a3µ3(Y)

(d) µ3(Y ) = a3µ3(X)

Calculamos el siguiente momento central:

µ3(Y ) =
k∑

i=1

fi(yi−ȳ)3 =
k∑

i=1

fi

(xi

a
−

�
��
x0

a
− x̄

a
+

�
��
x0

a

)3

=
k∑

i=1

fi
(xi − x̄)3

a3
=

µ3(X)

a3
=⇒

=⇒ µ3(X) = a3µ3(Y )

donde he aplicado que, por ser una transformación af́ın, tenemos que ȳ = x̄−x0

a
.

Por tanto, tenemos que la opción correcta es la (c).

Ejercicio 4. La recta de regresión de Y sobre X es y = 5, y σ2
Y = 2. Entonces:

(a) η2Y/X = 0

Tenemos que la recta de regresión es:

Y =
σxy

σ2
x

x+ ȳ − σxy

σ2
x

x̄ = 5

Por tanto, deducimos que σxy = 0, σ2
x ∈ R∗. Por tanto,

η2Y/X =
σ2
xy

σ2
xσ

2
y

= 0

(b) η2Y/X = 1

(c) Los residuos de la recta son todos nulos.

Para que todos los residuos de la recta fuesen nulos, tendŕıan que depender
linealmente y tener ηY/X = 1. No obstante, esto no se da, por lo que no son
nulos.

(d) La varianza de los residuos de la recta es 2.

Por ser un ajuste lineal en los parámetros, tenemos que:

σ2
y = σ2

ey + σ2
ry =⇒ σ2

ry = σ2
y − σ2

ey = σ2
y − σ2

yη
2
Y/X = σ2

y = 2

Ejercicio 5. Indica la afirmación correecta:
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(a) Dos variables estad́ısticas son independientes si y solo si su covarianza es nula.

Falso, ya que la implicación hacia la izquierda no se da.

(b) Dos variables estad́ısticas son independientes si su coeficiente de correlación
es nulo.

Falso, la implicación va en sentido contrario.

(c) Los coeficientes de determinación lineal de Y/X y X/Y pueden no coincidir.

Falso, ya que por definición coinciden.

(d) Sean X y Y dos variables estad́ısticas con σxy = 0. Entonces, podemos
afirmar que m11 = m10m01.

Cierto, ya que:

σxy = µ11 = m11 −m10m01 = 0 ⇐⇒ m11 = m10m01

Ejercicio 6. Se han tomado 50 mediciones de láminas de acero de distintos grosores,
en mm, (Y ) y la temperatura en ◦C, (X), que éstas pueden alcanzar hasta su
fundición. La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos:

X/Y (1− 3] (3− 6] (6− 10] ni. hi.

(0− 20] 8 5 6 19 19/20
(20− 35] 2 8 3 13 13/15
(35− 40] 3 7 8 18 18/5

n.j 13 20 17 50

Contestar a las siguientes cuestiones:

1. [0.75 puntos] Determina el valor medio más representativo.

Calculamos el coeficiente de variación de Pearson marginal en cada caso. Para
ello, calculamos previamente la media marginal de cada variable y la desviación
t́ıpica.

x̄ =
1

50

3∑
i=1

ni.ci =
1222,5

50
= 24,45

ȳ =
1

50

3∑
j=1

n.jcj =
252

50
= 5,04

σ2
x =

1

50

3∑
i=1

ni.c
2
i − x̄2 =

37043,75

50
− x̄2 = 143,0725

σ2
y =

1

50

3∑
j=1

n.jc
2
j − ȳ2 =

1545

50
− ȳ2 = 5,4984

Por tanto, tenemos que los coeficientes son:

CV (X) =
σx

x̄
≈ 0,48921 CV (Y ) =

σy

ȳ
≈ 0,46525

Por tanto, tenemos que la media de Y es más representativa.
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2. [1 punto] Determina la temperatura más frecuente para fundir láminas cuyo
grosor es como máximo 6 mm.

Tenemos que se condicona a que y ⩽ 6, por lo que la tabla de la distribucón
es:

X/Y (1− 3] (3− 6] nj=1,2
i. hj=1,2

i.

(0− 20] 8 5 13 13/20
(20− 35] 2 8 10 10/15
(35− 40] 3 7 10 10/5

n.j 13 20 23

Buscamos en primer lugar el intervalo modal. Este es el que tiene la densidad
de frecuencia hi mayor, que como podemos ver es el último, I3. Entonces,
interpolamos el valor de la moda en dicho intervalo.

Mox − ei
ei+1 −Mox

=
hi − hi−1

hi − hi+1

=⇒ Mox − 35

40−Mox
=

2− 2
3

2− 0
=⇒

=⇒ 2Mox−70 = 80−80

3
−2Mox+

2

3
Mox =⇒ 10

3
Mox =

370

3
=⇒ Mox = 37

donde hay que tener en cuenta que hi+1 = 0, ya que no hay más intervalos en
la distribución.

3. [1 punto] Determina el porcentaje de láminas de acero en las que la tempe-
ratura es superior a 25◦C, si el grosor es superior a 3 mm.

Tomamos la distribución condicionada a un grosor mayor a 3 mm, es decir,
j = 2, 3.

X/Y (3− 6] (6− 10] nj=2,3
i. N j=2,3

i.

(0− 20] 5 6 11 11
(20− 35] 8 3 11 22
(35− 40] 7 8 15 37

n.j 20 17 37

Buscamos Pα = 25. Como no hay ningún intervalo que comience en el 25, y
tenemos que 25 ∈ (20, 35], entonces:

25 = Pα = ei+
nj=2,3r
100

−Ni−1

Ni −Ni−1

·ai = 20+
37r
100

− 11

11
·15 ⇐⇒ 5 =

37r
100

− 11

11
·15 ⇐⇒

⇐⇒ 11

3
=

37r

100
− 11 ⇐⇒ r = 39.639

Por tanto, tenemos que el porcentaje que se encuentra por encima es

100− r = 60.360%

En la siguiente tabla de observan las variables X e Y para 5 láminas de acero
distintas:

X 10,5 16,8 27,5 32,7 37,5
Y 2 4 5 8 9
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4. [2.5 puntos] Ajustar mediante un modelo hiperbólico. ¿Es este ajuste mejor
que un ajuste lineal para Y ? Interprete los resultados.

Buscamos ajustarla de la forma y = az + b, donde z = 1
x
. Tenemos que:

y − ȳ =
σzy

σ2
z

(z − z̄)

ȳ =
1

5

5∑
j=1

n.jyj = 5,6 z̄ =
1

5

5∑
i=1

ni.zi =
1

5

5∑
i=1

ni.

xi

= 0,04967

σ2
y =

1

5

5∑
j=1

n.jy
2
j − ȳ2 =

190

5
− ȳ2 = 6,64

σ2
z =

1

5

5∑
i=1

ni.z
2
i − z̄2 =

1

5

5∑
i=1

ni.

x2
i

− z̄2 =
0,015582

5
− z̄2 = 0,648829 · 10−3

σzy =
1

5

5∑
i,j=1

nijziyj − z̄ȳ =
1

5

5∑
i,j=1

yj
xi

− z̄ȳ =
1,095

5
− z̄ȳ = −0,059144

Por tanto, tenemos que el ajuste hiperbólico es:

y = −91,155627z + 10,1277 =⇒ y = −91,155627 · 1
x
+ 10,1277

Para estudiar la bondad de los ajustes calculamos r2. En el caso hiperbólico,

r2 =
σ2
zy

σ2
zσ

2
y

= 0,8119

Para el caso lineal, calculamos los siguientes resultados previos:

x̄ =
1

5

5∑
i=1

ni.xi =
125

5
= 25

σ2
x =

1

5

5∑
i=1

ni.x
2
i − x̄2 =

3624,28

5
− x̄2 = 99,856

σxy =
1

5

5∑
i,j=1

nijxiyj − x̄ȳ =
824,8

5
− x̄ȳ = 24,96

Por tanto, calculamos r2 en el caso lineal:

r2 =
σ2
xy

σ2
xσ

2
y

= 0,9396

Por tanto, como r2 en el caso lineal es mayor, tenemos que el ajuste lineal es
mejor. Explica el 93,96% de los casos.
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5. [0.75 puntos] Estudia la interdependencia lineal.

Estamos estudiando la interdependencia entre X e Y . Tenemos que:

r = +
√
r2 = 0,9693

donde he elegido el valor positivo ya que la covarianza es positiva. Por tanto,
tenemos que están muy relacionadas linealmente, ya que r ≈ 1. Por tanto,
se ajustan prácticamente a una recta. Además, como r > 0, tenemos que la
correlación es positiva.
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