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Légica y TDC Indice general

El presente documento es un resumen del microcredencial de “Loégica y Teoria
Descriptiva de Conjuntos”, que recoge los principales conceptos que se impartieron
en el mismo. Si cursa el microcredencial se recomienda ver los recursos proporcio-
nados por el profesorado. Si estd cursando actualmente la asignatura de “Loégica
y Métodos Discretos” del grado de Informatica, los dos primeros capitulos pueden
serle de gran ayuda.

A lo largo del curso trabajaremos en Z,, por lo que se recomienda al lector
repasar los apuntes de Algebra I en caso de no estar familiarizado con dicho cuerpo.



1. Loégica Proposicional

Consideraremos un conjunto finito de proposiciones atémicas, que seran para
nosotros enunciados indivisibles. Nos interesara la veracidad o falsedad de cada una
de estas proposiciones. Consideraremos sobre estas las conectivas -, A, V, = vy
<. De esta forma, somos capaces de definir lo que es una proposicién en nuestro
lenguaje.

Definicién 1.1 (Proposicién). Definimos las proposiciones de forma recursival:
1. Las proposiciones atémicas son proposiciones.

2. Si a y (8 son proposiciones, también lo son:

o, a NP, aV P, a—= 6, a+e f

3. No hay mas proposiciones que las que se puedan obtener siguiendo una se-
cuencia finita de pasos a partir de las enunciadas.

1.1. Semantica

Una vez definida lo que es una proposicion, pasamos a lo que nos interesa, asignar
un valor de verdad o de falsedad a cada una de las proposiciones que nos encontre-
mos. Para ello, consideraremos una aplicacién del conjunto de las proposiciones en
Zs, € interpretaremos el valor de 0 como falso y el valor de 1 como verdad.

Definicién 1.2 (Interpretacién). Sea P el conjunto de todas las proposiciones de
un lenguaje proposicional, una interpretacion sobre el mismo es una aplicacién
1 : P — Zs que verifica:

1. I(—a) = 1+ I(a).
2. I(a Ab) = I(a)I(b).

3. I(aVb) = I(a) + I(b) + I(a)I(b).
4. I(a—b) =1+ I(a)+ I(a)I(b).
5. I(a < b) =1+ I(a)+ I(b).

Para cualesquiera proposiciones a,b € P.

LAlgo que serd habitual en este curso.
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Observacion. Observemos que, gracias a la naturaleza recursiva de las interpreta-
ciones, basta dar un valor de Z, a cada proposicién atémica para obtener una in-
terpretacion: conocidos los valores de las proposiciones atémicas conocemos el valor
de cualquier proposicién y viceversa.

Definicién 1.3. Sea o y 5 dos proposiciones de forma que I(a) = I(3) para cual-
quier interpretacion I, entonces escribiremos que a@ = 8 y podemos decir que a y 8
son semanticamente equivalentes.

Definicién 1.4. Sea a una proposicién:

= Si existe una interpretacién I de forma que I(a) = 1, diremos que p es satis-
facible.

» Si existe una interpretacion I de forma que I(a) = 0, diremos que p es refu-
table.

» Si I(a) = 1 para cualquier interpretacién I, diremos que p es una tautologia.

» Si /() = 0 para cualquier interpretacion I, diremos que p es una contradic-
cion.

Definicién 1.5 (Consecuencia légica). Sea I' U {p} un conjunto de proposiciones,
decimos que p es consecuencia légica de I' (notado por I' E p), si dada una interpre-
tacion I, siempre que se tenga que I(y) = 1 para cualquier v € T', entonces se tiene

que I(p) = 1.

Notacién. Por comodidad, si p es una proposicién de forma que () F p, entonces

notaremos:
Fp

Notemos que en este caso p es una tautologia, ya que estamos diciendo que I(p) = 1
para cualquier? interpretacién I.
Proposicién 1.1. Se verifica que I' E p si y solo si (1 + 1(p)) H I(y)=0.

yerl’

Demostracion. Veamos las dos implicaciones:
=) Sea [ una interpretacién:

» Si existe un v € I' de forma que I(7y) = 0, entonces tenemos el resultado.

» En caso contrario, tendremos que I(y) = 1 para cualquier v € T'. En
dicho caso, como I' E p, se tendra que I(p) = 1, por lo que:

L+1(p)=0= (1+I(p)]]1(r) =0

yel’

<=) Sea I una interpretacién que verifica I(y) = 1 para cualquier v € I', como
Zs es un dominio de integridad, de (1 + I(p)) HI (7) = 0 deducimos que

vyel
I(p) +1 =0, por lo que I(p) =1 y entonces se tiene que I' F p.

2Cualquiera que haga ciertos todos los elementos del vacio.
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]

Teorema 1.2 (de la deduccién). Sea I'U{a, B} un conjunto de proposiciones, equi-
valen:

1. TEa—p
2.TU{a}Ep
Demostracion. Demostramos las dos implicaciones:

1) = 2) Sea I una interpretacién de forma que I(a) = 1y que I(7y) = 1 para todo
v € I', entonces (por 1) deducimos que (o — ) = 1, luego:

L= I(a = B) = 1+ T + Lt 1(8) = 1+ 1+ 1(3) = I(§)
2) = 1) Sea [ una interpretacién de forma que /(y) = 1 para todo v € I':
» Si I(a) =0, entonces:
IHa—=p)=1+1(a)+(a)I(B) =1
Por lo que se tiene 1.
» Si I(a) =1, como 'U{a} F S, entonces I(f) = 1, por lo que:
Ia=p)=14+1(a)+I(a)I(f)=1+1+1=1

Ejemplo. Demostraremos ahora que varias proposiciones son tautologias:

Fa—a«
Por el Teorema de la deduccién (1.2), E o — « es equivalente a ver que
{a} E a. En efecto, sea I una interpretacién de forma que I(«) = 1, tenemos
que I(a) = 1.

Fa— (88— a)
Por el Teorema de la deduccién, es equivalente ver que {a} E 8 — «; que
nuevamente por el Teorema de la deduccion es equivalente ver que {«, 5} F a.

En efecto, sea I una interpretacién de forma que I(a) = I(f) = 1, entonces
I(a) =1

Fla—=(8—7) = (a—=p5) = (a—=7))
Por el Teorema de la deduccién aplicado 3 veces, es equivalente ver que:
{fa= (=), a—=BatEy
Sea [ una interpretacion de forma que:
l=I{a— (8 —=7)=I(a—p)=1(e)
Entonces:
l=Ia—=p)=1+1(a)+ I(a)[(f)=1+1+1(5)=1(5) = I(B) =1
l=Ila—= (B—7)=14+I(a)+ I(a)I(B — 7)
=14+ () + ()1 +IB)+I(B) (7)) =14+1+1(1+1+I(v))
—I() = I(3) =1
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F (ma— =8) = ((-a = 8) = )
Por el Teorema de la deduccién aplicado 2 veces, es equivalente ver que:

{—~a = —f,~a =} Fa
Sea [ una interpretacion de forma que:

1=1I(~a = —8) =1+ I(-a) + I(-~a)I(-f)
1=1I(—a—= B) =14+ I(=a) + I(=a)I(p)

Entonces (sumando):

0= I{=a = =B) + I(~a = 8) = I(=a)(I(=8) + 1(8)) ¥ I(=a)
Donde en (%) hemos usado que I(—=f) =1+ I(5) = I(—p) + 1(B) = 1.
Como I(—a) = 0, se tiene que I(a) = 1, como querfamos demostrar.

Definicién 1.6. Sea I' un conjunto de proposiciones, decimos que I' es inconsis-
tente si para toda interpretacién I existe v € T' de forma que I(y) = 0.

Proposicién 1.3. Sea I' U {a} un conjunto de proposiciones, equivalen:
1. T'Fa.
2. T U{—a} es inconsistente.

Demostracion. Demostramos las dos implicaciones:

1) = 2) Sea I una interpretacion:

» Si existe un v € I' de forma que I(y) = 0, entonces I" es inconsistente, de
donde I' U {—a} también lo es.

» Si /() = 1 para cualquier v € T', aplicando que I" F a deducimos que
I(a) =1 = I(-a) = 1+I(a) =0, por lo que I'U{—a} es inconsistente.

2) = 1) Sea I una interpretaciéon de forma que I(y) = 1 para cualquier 7 € T,
como I"'U{—a} es inconsistente, deducimos que I(—a) = 0, luego I(a) = 1. O

1.2. Demostraciones

Definicién 1.7 (Demostracién). Sean Ay I'U {p} dos conjuntos de proposiciones
(nos referiremos al conjunto A como “conjunto de axiomas” y a I" como “conjunto de
hipétesis”), una demostracion de p a partir de I' (notado por I' - p) es una secuencia
de proposiciones aq, as, . . ., a, de forma que «,, = p y se verifica para todo ¢ menor
o igual que n:

= bien o; € AUT.

» bien existen j, k naturales con j < k <1 siendo oy, = o — .

En este caso, diremos que se tiene «; por modus ponens de j y k.

8
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Notacién. Si p es una proposicién de forma que () = p, podremos notar + p y
diremos que p es un teorema.

Ejemplo. Como ejemplo de demostracién, veamos que {a,a — [} F [ (regla
conocida como “Modus ponens”). Para ello, consideramos:

] =
a=a— 0
az=f3

Como vemos, es una demostraciéon de 5 a partir de {a,« — [} porque ay, ag, as
son proposiciones, ag = [ y:

quGF.
map e
n 1,2<3y ay =07 — as.

Notacién. Para abreviar las demostraciones, a partir de ahora no daremos una
secuencia numerada de proposiciones aq, ..., q,, Sino que numeraremos los pasos
de la demostracion y entenderemos que para formalizarla totalmente debemos coger
como «; el paso i—ésimo de la demostracion.

Mas atn, para no pararnos a comprobar las condiciones abstractas que han de
cumplir cada una de las propiedades de la demostrcién, incluiremos junto a los pasos
de la demostracién un comentario sobre por qué dicho paso es valido.

Con esta notacién, la demostracién de {a, a — 5} F § quedaria de la forma:

1. « es una hipdtesis.
2. a — 3 es una hipoétesis.

3. B por Modus Ponens de 1 y 2.

Finalmente, como conjunto A de axiomas, consideraremos:
.A == Al U .Az U .A3
Con:

A ={a — (6 — a) : a, 5 son proposiciones}
Ay ={(a—= (8—=17)) = ((a = B) = (o« = 7)) : a, 8,7 son proposiciones}
Az = {(—a = —=8) = ((ma — ) — «a) : «,  son proposiciones}

Ejemplo. Ejemplos de algunas demostraciones:
» {a}F (>«

I.a= (—a)e A

2. « es una hipdtesis
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3. B — a Modus ponens de 1 y 2.
s Fa—a

(o= ((a—=a)=a) = (o= (a—a) = (a—=a) € A
o= ((a—=a) > a) e A

1
2
3. (a =» (o — a)) = (o = «) Modus ponens de 1y 2
4. a = (o — a) € A

5

. @ — o Modus ponens de 3 y 4

Teorema 1.4 (de Herbrand o de la deduccién). Sea I' U {«, B} un conjunto de
proposiciones, equivalen:

I.TFa—
2. TU{a}Fp
Demostracion. Demostramos las dos implicaciones:

1) = 2) Como I' F @ — 3, podemos construir una demostracién de n pasos de la
proposicién @ — [ a partir de I'. En cuyo caso, podemos anadir 2 pasos mas
a su demostracién, de forma que:

1. ...

n. a—f
n + 1. « es hipotesis

n+ 2. [ por Modus ponens den y n+1

Como en los n primeros pasos solo hemos usado como hipétesis I', hemos
conseguido demostrar en n + 2 pasos que I' U {a} F 3.

2) = 1) Como I' U {a} F [, podemos obtener una demostraciéon  a partir de
F'u{a} de n pasos: (i, ..., B, (con B, = B). Por induccién sobre n (el nimero
de pasos de la demostracién):

» Sin=1: Como I'U{a} F g gracias a la demostracién §; = 3, distingui-
Mos Casos:
(a) 81 € A. En dicho caso, podemos considerar la demostracion:
1. /e A
2. 81— (a— ) € A
3. a — (1 por Modus ponens de 1y 2
Y con esto tenemos que I' - a — (.

(b) B1 € I'. En dicho caso, podemos considerar una demostraciéon similar
al caso anterior:

1. B el
2. Bl—>(a—>51)€A1

10
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3. a — (1 por Modus ponens de 1y 2
Y con esto también tenemos que I' - o — f3.
(¢) A1 = a. En dicho caso, podemos copiar la demostracién de - § —
del ejemplo anterior, llegando a que I' F o« — £5.

» En el paso de induccién, supuesto que de I'U{a} - f3,, podemos deducir
que I' - o« — 3, para todo m < n, suponemos ahora que I'U{a} F 3,11
y queremos ver que I' - a — £,41.

En dicho caso, supuesto que 3,11 ¢ AU U{a} (ya que si no la demos-
tracién es andloga al caso n = 1), la unica posibilidad es que hayan de
existir ¢, <n+1lcon B =7y Bj =7 = Bmt1.

Si ahora consideramos los ¢ primeros pasos de la demostracion, tenemos
que I' U {a} F 7 y si consideramos los j primeros pasos, tenemos que
I'U{a} F v — B,y1. Por hipdtesis de induccién, como i,j < n + 1,
tenemos que ' o — vy que I' - @« — (v — [,41). En este momento,
podemos realizar la demostracién (con hipétesis I'):

1. ...

p+1. ...

q. o — (7 — Bn+1)
qg+1 (a=(v—= b)) = (=) = (o= Bu1)) € As
qg+2. (¢« =) = (@ = Bpe1) por Modus ponens de g y g+ 1.
q+ 3. a— B,y1 por Modus ponens de p y q + 2.

]

1.2.1. Resultados utiles a la hora de realizar demostraciones

Proposicién 1.5 (Regla de reduccion al absurdo clasica). Sea 'U{c, B} un conjunto
de proposiciones: si ' U{-a} F g y T U{-a}F =3, entonces T' F a.

Demostracion. Supuesto que I' U {—a} F f y que I' U {—a} F =4, por el Teorema
de Herbrand (1.4), se tiene que ' - ma —  y que I' F =a« — = 4. En dicho caso:

1. ...

p. "o — f3

p+1. ...

qg. a— [

g+1. (ma—-8) = ((~a— p) > a) e Az

11
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q+2. ((ma— 8) — «a) por Modus ponens de ¢+ 1 y p.
q + 3. a por Modus ponens de ¢ + 2 y q.

Como desde el paso 1 hasta el ¢ solo hemos usado como hipétesis I', deducimos que
I'ka. m

Proposicién 1.6 (Leyes de silogismo o transitividad de la flecha). Sean o, 5 y
proposiciones, se verifican:

LE(a—=pB)=((8—=7)—(a—=17)
2. FEB—=7)—=(a=p) = (a=7)

Demostracion. Demostraremos la primera y dejamos la segunda como ejercicio. Para
ello, aplicando el Teorema de Herbrand 3 veces, llegamos a que 1 es equivalente a
ver que:

{a=8,86—=7a}Fy

Para ello, nos sirve con la demostracion:
1. a — [ es una hipdtesis
2. « es una hipdtesis
3. [ por Modus ponens de 1y 2
4. B — 7 es una hipdtesis
5. v por Modus ponens de 3 y 4

]

Corolario 1.6.1 (Regla del silogismo). Sea I'U{«, 8} un conjunto de proposiciones,
sil'Fa—= B yl'FpB— 7, entonces ' - a — 7.

Proposicién 1.7 (Ley de conmutacién de premisas). Sean «, 5 y 7 proposiciones:
Fla=(B—=7)—=B—=(@=17)
Demostracion. Aplicando el Teorema de Herbrand 3 veces, es equivalente a ver que:
{a = (B—=7),8,0tFxy
Para ello, nos sirve con:
1. @ — (f — =) es una hipotesis
2. « es una hipdtesis
3. B — v por Modus ponens de 1y 2
4. [ es una hipdtesis

5. 7 por Modus ponens de 3 y 4

12
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]

Corolario 1.7.1 (Regla de conmutacién de premisas). Sea I'U{a, 8,7} un conjunto
de proposiciones, si ' a — (8 — 7), entonces ' - f — (o — 7).

Proposicién 1.8 (Ley de la doble negacién). Sea o una proposicion:
F——a =«

Demostracion. Por el Teorema de Herbrand, es equivalente a ver que {——a} F «a.
Para ello, usamos la regla de la reduccién al absurdo clésica, ya que:

1. {ﬂ—\a, —|Oz} F =«
2. {—a,-a} F -«
Luego concluimos que {——a} - a. O

Proposicién 1.9 (Ley débil de la doble negacién). Sea o una proposicion:
Fa— -«

Demostracion. Por el Teorema de Herbrand, es equivalente a ver que {a} - ——a.
Para ello, usamos la regla de la reduccién al absurdo clasica, con lo que partimos
que {a, m——a} y tenemos que demostrar una proposicién y su negacién. Para ello:

1. =—==a — =« por la ley de la doble negacion
2. ===« es una hipdtesis

3. =« por Modus ponens de 1y 2

4. « es una hipétesis

Concluimos por la regla de la reduccion al absurdo que {a} - ——a. O

1.3. Teoremas de coherencia y adecuacion

A lo largo de este capitulo hemos manejado en los lenguajes proposicionales dos
conceptos fundamentales: las tautologias (F «), relacionadas con las interpretacio-
nes; y los teorema (- «), relacionados con las demostraciones. Las primeras tienen
un gran interés en informaética y ciencias de la computacion, gracias a las conse-
cuencias semanticas que podemos realizar de forma autématica, tal y como vimos
con el Algoritmo de Davis & Putnam. Por otra parte, las segundas tienen un gran
interés matematico, por ser la principal herramienta que sustentan todo el conoci-
miento matematico. Veremos ahora dos teoremas que nos permiten relacionar las
tautologias con los teoremas, de gran importancia en los lenguajes de primer orden.

Teorema 1.10 (de coherencia). Sea « una proposicion, si b «, entonces E a.. Es
decir, todo teorema es una tautologia.

Demostracion. Si a es un teorema, por definicion este tendra una demostracion de
n Pasos i, .. ., Q!

13
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= serd un axioma y anteriormente probamos que todo axioma era una tauto-
logia.

s A ay le ocurrird lo mismo.

= ; para i > 3 podra ser un axioma, en cuyo caso ya sabemos como proceder
o resultado de aplicar modus ponens sobre dos pasos anteriores. Sin embargo,
anteriormente vimos que si @ y a — b eran tautologias, entonces b era una
tautologia, por lo que «; sera una tautologia.

Finalmente, llegaremos a o, = «, con lo que podemos concluir que a es una tauto-
logia. O]

Y ademas la otra implicaciéon también es cierta, aunque su demostracion excede
los objetivos del curso.

Teorema 1.11 (de adecuacién). Sea o una proposicion, si F «, entonces - a. Es
decir, toda tautologia es un teorema.

14



2. Logica de Primer Orden

Es necesario introducir ahora lenguajes en los que podamos cuantificar cosas.
Como primer ejemplo, si sabemos que “Todo hombre es mortal” y que “Sécrates es
un hombre” | nos gustaria deducir que, entonces, “Socrates es mortal”. Sin embar-
go, para esto hemos de poder cuantificar, cosa que no es posible con los lenguajes
proposicionales pero si con los lenguajes de primer orden.

Los lenguajes de primer orden estaran formados por:

Constantes: ¢1,¢,...,a,b,c,...

Variables: xq,x2,...,2,y, 2, ...

Simbolos de funcion: fi, fo, ..., f,9,h, ...

Simbolos de relacion: Ry, Ry, ..., R, S, T, ...

Conectivas logicas: V, A, =, —, <>

Cuantificadores: V, 3

A los conjuntos de todas las constantes, de todas la variables y de todos los
simbolos de funcién los notaremos por Cons(L), Var(L), Fun(L), si L es nuestro
lenguaje de primer orden.

Notacién. En otros libros o contextos, en vez de denotar a los simbolos de funcién
o variables con una letra que pueda llevar o no superindice, estos las denotan con
un superindice:

ni  rno
w R

mi mo
.Rl ,R2 g e 0

En este caso, el superindice indica la ariedad de la funcion o relacién. Por ejemplo,
si consideramos f3, tenemos un simbolo de funcién que se aplica a 3 variables.

Definicién 2.1 (Término). Un término es:
1. Cualquier constante.
2. Cualquier variable.

3. Si ty,ta,...,t, son términos y f es un simbolo de funciéon n—ario, entonces
f(t1,ta, ..., t,) es un término.

15
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4. No hay mas términos que los que se puedan obtener siguiendo una secuencia
finita de pasos a partir de las enunciadas.

Al conjunto de todos los términos de nuestro lenguaje £ lo denotamos por Term(L).
Ejemplo.
» f(z, f(x,y)) es un término.

» f(z, f(x)) no es un término, ya que usamos un mismo simbolo de funcién, f,
para denotar dos objetos: una funcién unaria y una funcién binaria.

Definicién 2.2 (Férmulas atémicas). Si tq,...,t, son términos y R es un simbolo
de relacién n—ario, entonces R(t1,...,t,) es una férmula atémica (o simplemente,
un 4tomo).

Definicién 2.3 (Férmulas). Son férmulas:
1. Las féormulas atomicas.

2. Si ¢ y 9 son férmulas, también lo son:
P, AY, oV, 0 2, o Y

3. Si x es una variable y ¢ es una férmula, también lo son: YV, Jxep.

4. No hay mas férmulas que las que se puedan obtener siguiendo una secuencia
finita de pasos a partir de las enunciadas.

Al conjunto de todas las férmulas de nuestro lenguaje £ lo denotamos por Form/(L).

Definicién 2.4. Una ocurrencia de una variable en una férmula es una apariciéon
de su escritura.

= En la férmula Yz, diremos que ¢ es el radio de accién de Ve.

= En la férmula dzy, diremos que ¢ es el radio de accién de Jz.

Diremos que x se encuentra cuantificada al ver Vax o Jdx.

Diremos que una ocurrencia de una variable x es ligada si aparece cuantificada o en
el radio de accién de Vz o de Jx.

Finalmente, diremos que una variable es libre si no aparece ligada. Si ¢ es una
formula en la que las variables z1, ..., x, aparecen libres, serd usual denotar:

o(T1, ..., Tp)

Que no debe confundirse con un término de una funcién o relaciéon n—aria, ya que
© no es ni un simbolo de funcién o relacién, sino una férmula.

Ejemplo. En la siguiente férmula:

Vo (JyR(z,y) — Qy))

= 7 aparece cuantificada en su primera ocurrencia.
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y aparece cuantificada en su primera ocurrencia.

x aparece ligada en su segunda ocurrencia.

y aparece ligada en su segunda ocurrencia.
= y aparece como variable libre en su tercera ocurrencia.

Definicién 2.5 (Sentencia). Una sentencia es una férmula sin ocurrencias de varia-

bles libres.

2.1. Semantica

Trataremos de generalizar el concepto de “interpretaciéon”, ya visto para len-
guajes proposicionales. Para ello, serd necesario primero definir los conceptos de
“estructura” y de “asignacion”.

Definicién 2.6 (Estructura). Una estructura € en un lenguaje £ es una cuadrupla

e = (D, {¢; }nen: {7 Inen, {B; Inen)
de forma que:

= D es un conjunto no vacio al que llamamos universo o dominio.

» A cada constante ¢; de £ le corresponde un elemento c; de D.
» A cada simbolo de funcién f; de £ le corresponde una funcién f7: D™ — D.

» A cada simbolo de relaciéon R; de £ le corresponde una aplicaciéon R; : D™ — Z,,
de forma que R (c5,c5) = 1si ¢ y ¢ estén relacionados y 0 en caso contrario.

Definicién 2.7 (Asignacién). Una asignacion v en € es una aplicacion v : Var(L) — D.
Dada una asignacién v, podremos extenderla a v' : Term(L) — D de la forma:

si ¢ = c una constante
V() =< v(x) si t = x una variable

fe('(ty), ...,V (L)) sit= f(t1,...,tn)

Definicién 2.8 (Interpretacién). Una interpretacion es una tupla (¢,v) con £ una
estructura y v una asignaciéon que tiene asociada una aplicaciéon! IV : Form(L) — Zs
que cumple para cualesquiera férmulas ¢ y -

L I'(—p) =1+ I(p).

2. I'(p A) = T'(D) (1),

3. I'( V) = I°() + I"() + I ()" ().
(

4. I =) =1+ 1(p) + I°(p)I°(¥).

TA la que préximamente denotaremos simplemente como IV, por simplicidad, entendiendo que
la estructura ¢ viene dada por el contexto.
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5. I'(p < ¥) =1+ 1"(p) + I'(¢).
6. I'(R(ty, ... tn)) = R (v(t1), ..., v(ty))

Con R un simbolo de relacién n—ario y ty,...,t, términos.
: v(z|a) —
7. I (Vay) = 1 si para todo a E D, I (p)=1
0 en caso contrario

1 siexiste a € D con ['@9)(p) =1
0 en caso contrario

8. I"(Jzp) = {

Siendo: ‘
v si T
o ={ W 37
Definicién 2.9. Sea ¢ € Form(L):

» Dada una estructura e, diremos que ¢ es valida en ¢ si I'(p) = 1 para toda
asignacion v en €.

» Dada una estructura e, diremos que ¢ es satisfacible en € si I'(p) = 1 para
alguna asignacién v en ¢.

= Diremos que ¢ es universalmente vélida si ¢ es valida en cualquier estructura.

= Diremos que ¢ es satisfacible si existe una estructura ¢ donde ¢ es satisfacible.
= Diremos que ¢ es refutable si -y es satisfacible.
= Diremos que ¢ es una contradiccion si =g es universalmente valida.

Lema 2.1 (de Coincidencia). Sea ¢ € Form(L) de forma que x,...,x, € Var(L)
son las variables con ocurrencias libres en ¢ y sea € una estructura. Entonces, dada
una asignacion v en :

I"(p) = I"(¢)

para toda asignacion w en € tal que w(x;) = v(x;) para todo i € {1,...,n}.

Observacion. En particular, si ¢ es una sentencia, entonces I”(¢) no depende de la
asignacion v. Por tanto, si ¢ es satisfacible en €, entonces ¢ es vélida en ¢.

Definicién 2.10 (Consecuencia légica). Sea I' U {¢} C Form(L), diremos que ¢
es consecuencia légica de ', notado por I' E ¢, si para toda interpretacién (g, v) tal
que [”(y) = 1 para toda v € I, fuerza a que I"(p) = 1.

Teorema 2.2 (de la Deduccién). Sea I' U {p, 1} C Form(L), son equivalentes:
1. TE o — 1.
2. TU{p} E v

Definicién 2.11 (Inconsistencia). SeaI' C Form/(L), diremos que I es inconsistente
si no existe una interpretacién (e, v) tal que I'(y) = 1 para toda v € I'.

Teorema 2.3. Sea ' U {p} C Form(L), son equivalentes:
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1. T'E .
2. T U{~¢} es inconsistente.
Ejemplo. Demostremos las siguientes férmulas universalmente validas:

1. EVap(x) <> Yyp(y) con? y libre para = en ¢(z).

Dada cualquier interpretacién (g, v), queremos ver que:

I"(Vrp(r) <> Yye(y) =1

Y sabemos que eso es equivalente a ver que:
I"(Vep(z) = 1"(Vye(y))
Que se puede ver a partir de su definicion:
(ap(o) = {

® [ 1 si "W (p(y)) =1 para todo a € D
0 en caso contrario

1 si ['@9)(p(z)) = 1 para todo a € D
0 en caso contrario

= I"(Yyp(y))

Donde en (%) debemos tener cuidado y usar que y es libre para z en ¢(z),
ya que x aparecia libre en ¢ y como y es libre para x en ¢(z), al hacer la
sustitucién de x por y no estaremos cambiando variables libres en ¢, por lo
que a partir del Lema de Coincidencia (Lema 2.1), al no cambiar variables
libres en ¢, no cambiamos su condicion de verdad.

2. EVzp(x) — ¢(t) con t libre para = en p(z).

Por el Teorema de la Deduccién, probar esto es equivalente a ver que:

{Vop(x)} F o(t)

Por tanto, sea (¢, v) una interpretacién de forma que I”(Vzo(x)) = 1, entonces
para todo a € D, se tendrd I*@%)(p(z)) = 1. Si tomamos a = v(t), entonces

tendremos que:
"9 (p(x)) = I"(p(t))

2.2. Demostraciones

Trataremos ahora de generalizar lo que hicimos ya para la demostraciones en el
caso de los lenguajes proposicionales, para que cualquier demostracion hecha con
lenguajes proposicionales siga siendo valida ahora.

2.2.1. Definicion de una demostracion

En lugar de dar directamente la definicion de demostracion, daremos primero los
axiomas de nuestro sistema y las reglas de inferencia que usaremos, para posterior-
mente dar la definicion de demostracion.

2Estamos usando una notacién que se introduce en la siguiente seccién.
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Axiomas

Sobre nuestro lenguaje £ consideraremos los 3 primeros conjuntos de axiomas, que
son los que ya teniamos en lenguajes proposicionales:

A1 ={o— (= ¢): o, € Form(L)}
A={lpg =W —=x) = (e—=v) = (¢ = X)) ¢, x € Form(L)}
Az ={(mp = ) = (- = ¢¥) = ¢) : ¢, ¢ € Form(L)}

Ahora, sera necesario considerar nuevos axiomas que nos permitan generalizar
lo ya visto para lenguajes proposicionales a lenguajes de primer orden. Como el
lector puede deducir, estos axiomas tendran que contener cuantificadores, ya que es
el concepto principal que introducimos en los lenguajes de primer orden. Antes de
dar el cuarto axioma?®, introduciremos la siguiente notacién:

Notacién. Sea ¢ € Form(L) y x1,...,z, € Var(L), al notar:
o(x1, ..., Tp)

Estamos diciendo que, si 1, ..., x, son variables que aparecen en ¢, entonces tienen
todas sus ocurrencias libres en .

Notacién. Sea ¢ € Form(L), x € Var(L) y t € Term(L), cuando aparezca:
“t libre para = en p(zx)”

Y notemos ¢(t), significard que estamos cambiando las ocurrencias libres de x que
habia en ¢ por t. Por ser ¢ un término, este puede depender de otras variables, por
lo que en este proceso no se permite que variables de ¢ se queden ligadas, sino que
deben aparecer libres.

Podemos dar ya el cuarto axioma:
Ay = {Vap(x) = ¢(t) | ¢ € Form(L),z € Var(L),t libre para x en p(z)}

Observemos que casos particulares interesantes de este axioma son:

s Vep — @

= Vap(z) — o(z)

Y podemos finalmente dar el quinto axioma®:
As = {Vx(o = ¥) = (p = V) | ¢, v € Form(L),x no aparece libre en ¢}
De esta forma, nuestro conjunto de axiomas vendra dado por:

A=A UA UA3UALUA;

Notemos que en estos 5 axiomas no aparecen los conectores A, V, <+ ni el cuan-
tificador 3. En caso de querer usarlos:

= Los conectores los expresaremos como férmulas semanticamente equivalentes
pero usando — y —.

» Usaremos que Jxyp es semanticamente equivalente a =Vr—y, siendo ¢ € Form(L).

3Algunos autores dividen este axioma en dos, ya que no consideran la notacién que vamos a
considerar para poder dar este axioma.
4Que en aquellos autores que dividen el cuarto axioma en dos, aparece como el sexto.
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Reglas de inferencia

Las reglas de inferencia que consideraremos en nuestro sistema seran las siguien-
tes, las cuales tendremos en cuenta a la hora de realizar la definicién de lo que sera
una demostracion:

Modus ponens Generalizacion
o= ®

'

(0 Ve

Definicién 2.12 (Demostracién). Si consideramos el conjunto de férmulas A pre-
viamente definido y sea I' U {¢} C Form(L), una demostracién de p a partir de I'
(notado por I' F p) es una secuencia de férmulas oy, s, . . ., a;, de forma que o, = p
y se verifica para todo ¢ menor o igual que n alguna de las tres condiciones siguientes:

" ;€ .A url.
» Existen j, k naturales con j < k < i siendo o, = a; — «o; (Modus ponens).

» Existe un natural j con j < i siendo a; = Vaa; (Generalizacion).

2.2.2. Primeros resultados

Como primer resultado a destacar, como los lenguajes de primer orden generali-
zan los lenguajes proposicionales, cualquier demostracion para los lenguajes propo-
sicionales seguiran siendo validas para los lenguajes de primer orden.

Teorema 2.4 (de la Deduccién). Sean I' U {p, v} C Form(L). Si tenemos que
FU{¢} F ¥ y en su demostracion no usamos la regla de generalizacion sobre un
paso en que haya intervenido ¢ con una variable libre en @, entonces:

'k —v

Observacion. Ha sido necesario introducir la condicion extra que no teniamos en len-
guajes proposicionales ya que vamos a poder demostrar, por ejemplo, {A(x)} F Vz A(z):

1. A(z) es hipdtesis.
2. VxA(x) por generalizacién

Sin embargo, ¥ A(x) — VzA(x), ya si que si consideramos por ejemplo el dominio
D =75y Aes “ser igual a 0”7, de A(0) no podemos concluir que todo elemento de
Zs sea 0. Esto se debe a que semanticamente:

{A(x)} EVzA(x)

El lector podria sospechar que la regla de generalizacién carece de sentido o con-
tradice lo enunciado, pero si somos capaces de demostrar algo para un elemento
x arbitrario en un cierto conjunto, entonces seremos capaces de afirmar que Vx en
dicho conjunto, tendremos la proposicién conseguida para el elemento arbitrario
anterior. Esta es la intuicion detras de la regla de generalizacion.
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Proposicién 2.5. Sean TU{p, v} C Form(L), si tenemos que T' = ¢ — 1), entonces
TuU{p}t .

Teorema 2.6 (Regla de reduccién al Absurdo). Sean T' U {p, 9} C Form(L) si
tenemos que I'U{—p} F ¢ y TU{—¢} F = y en esas demostraciones no usamos la
regla de generalizacion sobre un pasa en el que haya intervenido —p con una variable
libre en —, entonces:

| R )

Ejemplo. Buscamos demostrar - (¢ — Va)) — V(e — 1) con z no libre en ¢.

Buscamos demostrar con precaucién® que:

{p = Vo) = Va(p = 9)
Para ello:
1. ¢ — V1 es una hipdtesis.
2. Vo) - € Ay
3. (¢ — 1 por silogismo de 1 y 2.
4. Yz (p — 1)) generalizacion de 3.

Como z no esta libre en ¢, tampoco lo estara en ¢ — Va1, por lo que en esta
demostracion no hemos usado la regla de generalizacién sobre un paso en el que
haya intervenido ¢ — V1 con una variable libre en la misma, por lo que podremos
aplicar el Teorema de la Deduccién, obteniendo lo que queriamos probar.

2.3. Teoremas de adecuacion y coherencia

Una parte positiva de los lenguajes de primer orden es que a pesar de ser mas
generales que los proposicionales, seguimos contando con los teoremas de adecuacion
y de coherencia:

Teorema 2.7 (de coherencia). Sea p € Form(L), sit ¢, entonces E ¢.

Demostracion. La demostraciéon es similar a la del Teorema de coherencia para len-
guajes proposicionales, pero ahora hemos de tener en cuenta més axiomas, asi como
la regla de generalizacion. O]

Teorema 2.8 (de consistencia). Nuestro conjunto de ariomas A junto con las reglas

de inferencia es consistente, es decir, no existe ¢ € Form(L) de forma que - ¢ y
¥ op.

Teorema 2.9 (de adecuacién). Sea ¢ € Form(L), si E ¢, entonces - .

5Para poder aplicar luego el Teorema de la Deduccién bajo las hipétesis correctas con la limi-
tacién extra.
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2.4. Sistemas matematicos

2.4.1. Lenguajes de Primer Orden con Igualdad

Un lenguaje de primer orden con igualdad es un lenguaje de primer orden £ en
el que habrd un simbolo de relacién destacado A.

Notacion. Aceptaremos las siguientes notaciones con el fin de abreviar los enun-
ciados:

1. Si s,t € Term(L), usaremos con frecuencia:
s=t
Para denotar A(s,t).
2. En el caso de tener —(s = t), podremos notar: s # t.

3. Usaremos J1xp(z) como abreviatura de:
Fwp(x) AVy(p(y) = = =y)

La tinica diferencia con los lenguajes de primer orden corrientes serd que tendre-
mos dos conjuntos de axiomas extras:

A ={Va(z =2) |z € Var(L)}
Y para introducir el ultimo axioma, hace falta introducir mas notacién:

Notacién. Sea ¢ € Form(L), y x,y € Var(L), si notamos ¢(z,y) tras notar
¢(x, ), significard que estamos reemplazando algunas ocurrencias libres de x por y
en la formula .

El ultimo axioma sera:

A7 ={(z =y) = (p(z,2) = ¢(z,y)) | ,y € Var(L)}

Observacion. Notemos que con dos conjuntos de axiomas que hemos anadido, tene-

43 2

mos que “=" es una relacion de equivalencia:
s Ag nos da la relacion reflexiva.
= De A; deducimos la simétrica y la transitiva.

43 2

Sin embargo, “=" es mucho méas que eso, ya que de A; no solo deducimos esas
propiedades, sino muchas maés, tal y como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Demostraremos que:

Fx=y)—= (f(tr,...,x, ... ty) = f(t1, -, Y, - 1)

Para ello, bastara demostrar con cuidado que:
{r =y}t flts,...,z,.. . tn) = f(t1, .,y o tn)
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1. Va(x =x) € Ag
2. Ve(x=x) = f(ty,...,x, ... tn) = f(t1,... 2, ..., t,) € Ay
3. f(tr,...,x,... ty) = f(t1,...,x,...,t,) por modus ponens de 1y 2.

=y) — (( (7517-.., Ty ty) = f(ty, ...,z ...
— (f(t, - cotn) = [ty t,))) € Ag

5. x = y es hipdtesis.

4 (z

6. (f(tr,...yx,. ty) = flte, .,z tn)) = (f(te, .z, tn) = ft, .oy,

por modus ponens de 4 y 5.
7. f(ty,.. .,z ) = f(t1, ...y, ..., t,) por modus ponens de 3 y 6.

Como no hemos usado ningtin paso de generalizacién, podemos aplicar el Teorema
de la Deduccion, obteniendo lo que queriamos probar.

2.4.2. Aritmética de Primer Orden

En aritmética de primer orden, consideraremos un lenguaje de primer orden L,
que tendra:

s Variables.

Una sola constante, que denotaremos por 0.

Tres simbolos de funcién, que denotaremos por® s, + y -.

Un simbolo de relacion que denotaremos por =

En aritméticas de primer orden, consideraremos como axiomas Ay, ..., A7, junto
con los siguientes:

Ny = {Va(s(z) #0) : 2 € Var(L)}
No = {VaVy(s(z) = s(y) = 2 =y) :x,y € Var(L)}
Ny ={Va(z+0=2z):2 € Var(L)}
Ny = {VaVy(z + s(y) = s(z +y)) : z,y € Var(L)}
Ny ={Va(z-0=0):2 € Var(L)}
N = {VaVy(z -s(y) =z -y+2x): 2,y € Var(L)}

N = {9(0) = (Va(olz) - p(s(x))) — Vag()) - ol(x) € Form(£))

La aritmética de primer orden funcionara bien cuando pensemos que estamos en un
dominio similar a N. Pensando esto, los axiomas N; conviene entenderlos como:

1. N7 y N; definen cémo funciona la funcién s, que podemos entender por “si-
guiente”.

5Y entenderemos que - tiene mayor prioridad de +.
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2. N3 y N definen de forma inductiva la operacién +.
3. N5 y N definen de forma inductiva la operacién -.
4. N7 es una versiéon mas débil del principio de induccién.

Decimos que N7 es una versién mas débil del principio de induccién porque el
principio de induccién (en mateméticas) es el siguiente:

Proposicion 2.10. Sea A C N, si 0 € A y siempre quen € A = n+1 € A,
entonces A = N.

Donde hacemos una afirmaciéon sobre cualquier subconjunto de N, por lo que
estamos considerando elementos dentro de un conjunto no numerable de elementos
(el conjunto de todos los subconjuntos de N, que no es numerable). Esta idea no se
puede expresar en lenguajes de primer orden, por tener solo un conjunto numerable
de férmulas.

2.4.3. Teoria de conjuntos (de Zermelo-Fraenkel)

La teoria de conjuntos es un lenguaje de primer orden donde:

= No tenemos constantes ni simbolos de funcién, por lo que los tinicos términos
que podremos considerar son las variables.

= Como relaciones solo tendremos dos, que denotaremos por € y = (y usaremos
¢ y # como sus respectivas negaciones).

Notacién. Dados t, s € Term(L), usaremos t C s como abreviatura de:
Ve(z €t — x € s)

En este contexto, consideraremos como axiomas Aj,..., A7, junto con los si-
guientes (entendiendo que todo lo que sale son variables):

ZFy={r=yVz(zex < z€y)}

ZFy ={3xvy(y ¢ v)}

ZF3={VaVy3Vu(u € 2 > (u=axVu=y))}

ZF, = {Vz3yVz(z €y + Fu(uex Az €u))}

ZFs = {Vx3yVz(z €y <> 2 C 2)}

ZFs = {Vx1Fd1x90(x1, 22) — YazIz,Vas(xs € x4 <> Jug(zs € 23 A (26,25))) }
ZF; ={3z0 ez AVyly e x — yU{y} € x))}

ZFy={Ve(x A0 — FylyeaxA-Fz(z€x Nz E€y)))}

Las variables recibiran usualmente el nombre de “conjuntos” o “elementos” y una
forma de entender mejor estos axiomas es la siguiente:

1. ZF) recibe el nombre de “extensionalidad” y puede entenderse como una con-
dicién de cuédndo dos conjuntos son iguales.
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2. ZF; afirma la existencia de un conjunto sin elementos.

A partir de ZF, y ZF; puede demostrarse que aquel conjunto sin elementos es
unico. Por tanto, a partir de ahora nos referiremos a este tinico conjunto por
0, y le llamaremos “conjunto vacio”. De esta forma, ZF;, recibe el nombre de
“existencia del conjunto vacio”.

3. ZFj recibe el nombre de “emparejamiento”, y afirma que dados dos conjuntos
x e y, podemos considerar z, el conjunto formado por estos dos elementos:
{z,y}. En el caso {z,x}, notaremos simplemente {z}.

4. ZF, nos dice que siempre que tengamos un conjunto z, existird un conjunto
y que contendra todos aquellos elementos que estan en algin conjunto de x.
De esta forma, podemos pensar en ZF; como en la existencia de las uniones
arbitrarias de conjuntos. Si consideramos la unién de un conjunto x, podremos
denotarlo por:

BE

Y cuando tengamos dos conjuntos ¢ y s, podremos denotar:
tUs = U{t, s}

5. ZFj recibe el nombre de “conjunto potencia” y afirma que dado un conjun-
to x, existe un conjunto y que contiene todos aquellos conjuntos que sean
subconjuntos de x. Este conjunto y recibird usualmente el nombre de P(x).

6. ZFg recibe el nombre de “esquema de reemplazo” y nos permite definir fun-
ciones mediante la regla p(z1,z5): dado cualquier zy, existird un tnico 5 de
forma que se tenga ¢(x1,z5). En cuyo caso, podremos considerar el conjunto
imagen de un conjunto por dicha aplicacion:

Si pensamos en x3 como un subconjunto del dominio de la aplicacién, entonces
existird un x4 (imagen de x3 por la aplicacién), y este verificard que un elemento
estd en €l si y solo si hay un elemento de x3 que se aplicaba en él.

7. ZF; recibe el nombre de “axioma del infinito”, y es que afirma la existencia
de un conjunto x que contiene a ) y es infinito.

8. ZFy recibe el nombre de “axioma de regularidad”, y viene a decir que dada
conjunto no vacio x contiene un elemento y que es disjunto con el propio x (es
decir, que cualquier conjunto no vacio contiene un elemento que no comparte
ningin elemento con el propio conjunto no vacio de partida).

Este axioma nos permite no caer en cadenas infinitas de pertenencias. Por
ejemplo, si tuviéramos dos conjuntos x e y de forma que:

r={y} y={z}

Entonces, tendriamos:
T2Y3Tr3Y>D...

Pero este axioma no lo permite.
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Axioma de eleccién (AE).
Para todo conjunto no vacio x existe un conjunto y que tiene un tinico elemento
en comun con cada elemento de z.

Lema de Zorn.
Si toda cadena de un conjunto ordenado tiene cota superior, entonces el con-
junto tiene un elemento maximal.

Principio de buena ordenacion.
Todo conjunto no vacio admite un buen orden (un elemento minimo).

Hipétesis del continuo (HC).
Todo subconjunto infinito de R es numerable o tiene la misma cardinalidad de
que R.

(AE) y (HC) no son demostrables con la axiomatica de Zermelo-Fraenkel, son inde-
pendientes entre si y son consistentes con estos axiomas, asi como sus negaciones.
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3. Introduccion a la Teoria
Descriptiva de Conjuntos

La Teoria Descriptiva de Conjuntos (TDC a partir de ahora) tiene como un
objetivo clasificar enunciados o férmulas segiin su complejidad, concepto que luego
formalizaremos. Por ejemplo, si consideramos sobre las funciones del intervalo [0, 1]
en R la propiedad de “ser continua’:

Ve €[0,1]Ve>030>0:Vag |z —xo| <0 = |f(x) — f(xg)] <€

Como sabemos que toda funcién continua en [0, 1] es uniformemente continua
y que toda funcién uniformemente continua es continua, podemos reescribir esta
propiedad de una forma “menos compleja”, eliminando en € la dependencia de x

Ve>030>0:Vay |z —xo| <d = |f(x) — f(zo)] < €

y obteniendo asi una féormula més corta, algo que nos interesard, puesto que intenta-
remos buscar las férmulas méas cortas (en funcién de las variables y cuantificadores
que aparecen en ellas) que nos definan ciertas propiedades.

3.1. Construccion de formulas

Sin olvidar que la teorfa sobre la que trabajamos (la de Zermelo-Fraenkel) es
en particular un lenguaje de primer orden, recordamos que nuestras férmulas van a
estar formadas por, fijado un conjunto X que contendra los elementos a los que nos
refiramos:

= Términos, referidos a objetos.
= Conectores: =, A\, V, —, <.
= Cuantificadores: V, 4.

De esta forma, una férmula para nosotros sera una composicion finita de estos ele-
mentos.

Estaremos especialmente interesados en el hecho de que las férmulas sean com-

posiciones finitas de dichos elementos, asi como en estudiar los cuantificadores que
aparecen en las formulas.

29



Légica y TDC 3. Introduccion a la Teoria Descriptiva de Conjuntos

Ejemplo. Si consideramos X = N y en este contexto consideramos la aplicacion
“sucesor” s : N — N, la férmula:
s < s(n)

Contiene a n como variable libre, y (en general) podra ser cierta o falsa en funcién
de las sustituciones de n realicemos (aunque en este caso hemos considerado una
férmula que ante cualquier sustitucién siempre es cierta).

A partir de ahora, lo que nos interesara es dada una férmula P en la que hay una
variable libre y trabajando sobre un conjunto X, podremos siempre considerar por
el axioma de composicion el conjunto formado por aquellos elementos de X para los
cuales la formula P sea cierta:

Xp={zeX|Pa?

Sin embargo, el reciproco de esta afirmacién (que para cada cojunto siempre pode-
mos encontrar una férmula que cumplan exclusivamente los elementos del conjunto)
no sera generalmente cierta. Por ejemplo, si consideramos X un conjunto finito,
como P(X) es finito, siempre podremos hacerlo; pero en un caso general con X
cualquier conjunto (posiblemente no numerable), podemos pensar en que la canti-
dad de féormulas que podemos construir es un conjunto numberable, por lo que no
llegaremos a abarcar todas las posibilidades®.

Ejemplo. Como primeros ejemplos de conjuntos a destacar, fijado un conjunto X,
consideramos una cantidad numerable de subconjuntos de X: {X,, },en con X, C X
para todo n € N.

= Si pensamos en la interseccion de todos estos conjuntos:
(X
neN

Podemos tratar de buscar una férmula que defina tnica y exclusivamente a
todos los elementos de este conjunto, como por ejemplo:

Vnin e N= 2z € X,,)

» Si ahora consideramos la unién de todos ellos:
Ux.
neN

Y tratamos de buscar una férmula que lo defina, llegamos a:

dnneNAz e X,)

A partir de este primer ejemplo y viendo la relacion existente entre los cuantifi-
cadores V y J con las operaciones N y U, buscamos ahora como podemos expresar
ciertas formulas sobre algin espacio X previamente fijado en forma de conjuntos,
proceso que ilustraremos con los siguientes ejemplos.

'Es mucho més complejo que esto, este argumento no es suficiente para demostrarlo.
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Ejemplo. En cada caso, consideraremos un conjunto X distinto.

» En el espacio de las sucesiones de nimeros reales: X = RY = {z: N — R}

Pensamos en la propiedad de que una sucesién sea “casi nula”, que intuitiva-
mente podemos definir como que una sucesion tenga una cantidad infinita de
términos nulos. De manera formal, podemos escribir que existe un término a
partir del cual todos los términos de la sucesion son cero:

meNVm=naz(m)=0

Que podemos escribir de forma mas rigurosa como (entendiendo que donde
pone m > n deberfamos escribir m > n A'm € N):

dn(n € NAVm(m > n = x(m) =0))

Donde observamos que en esta la variable x aparece libre, por lo que podemos
tratar de buscar un conjunto que contenga todos aquellos elementos que cum-
plan la formula para cierto £ y ninguno mas, conjunto al que denotaremos por

Coo-

Para hayar este conjunto, lo que haremos sera en primer lugar considerar los
términos que aparecen en la formula y en segundo lugar, tratar de relacionarlos
con los conectores y cuantificadores que aparecen. Para ello, los términos que
aparecen en la férmula son:

neN m=>=n z(m)=0

Y para construir el conjunto que venga definido por la férmula, lo que haremos
serd ir poco a poco de dentro hacia afuera, considerando primero el conjunto
que cumpla:

x(m) =0

De esta forma, fijado m, definimos:
X, ={z e RY:2(m) =0}
Ahora, buscamos el conjunto que venga definido por la férmula:
Ym(m = n = z(m) =0)
Que podemos reescribir como:
Vm(m >2n=z € X,,)

Observando el V, podemos pensar en reescribir este conjunto como en una
interseccion de conjuntos:
() X

m>2n

Finalmente, la férmula entera:
dn(n e NAVm(m > n = x(m) =0))
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La podemos reescribir como:

In{neNAxe ﬂXm

m>=n

Que podemos expresar ahora como la unién de ciertos conjunto.

SRR

neNmz=n

Obteniendo asi nuestro conjunto Cyy:

Coo=J [ X

neNm>=n

» Sobre el mismo espacio X = RN podemos ahora considerar la propiedad de
“ser convergente a 07, propiedad definida por:

Ve>03dImeNVn>2m= |z(m)|<e (3.1)

Y que de forma rigurosa puede escribirse como (entendiendo que donde pone
n = m deberiamos escribir n > mAn € N y que donde pone € > 0 deberiamos
poner ¢ € RT):

Ve(e > 0= Im(m e NAVn(n > m = |z(m)| < ¢)))

Férmula a partir de la cual podemos extrar un conjunto de igual forma que
hicimos anteriormente, identificando que los términos son:

e>0 meN n>=m lz(m)| < e

Y construyendo la formula de dentro hacia afuera. Para ello, en primer lugar,
fijados m y e definimos el conjunto:

Xpe ={x e RY : |a(n)| < e}

Y posteriormente escribiendo las sucesivas féormulas como uniones e intersec-

ciones, llegando a:
AU ()X

e>0meNnzm

Sin embargo, hay una diferencia ahora entre la férmula obtenida anteriormente
y esta; resulta que en esta férmula estamos considerando una interseccion
no numerable de elementos, al considerar la interseccién de todos aquellos
elementos de R™, un hecho que nos va a dificultar luego algo en lo que estamos
interesados?.

2Que es poder definir una sigma 4lgebra que contenga uniones e intersecciones numerables de
ciertos conjuntos.
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A pesar de ello, la soluciéon en este caso es bien sencilla. Resulta que la de-
finicién de convergencia a 0 cuya definicién escribimos en (3.1) puede carac-
terizarse en funcién de una sucesion convergente a cero, pudiendo cambiar la
formula que describe la propiedad de “ser convergente a cero” por la férmula:

1
VkENEImENVn>m:>|J:(m)|<E

Si ahora realizamos nuevamente el proceso anterior de reescribir a qué conjunto
llegamos, obtenemos ahora si un conjunto dado por intersecciones y uniones
numerables de ciertos conjuntos:

AU N X

keNmeNnz>m

» Si ahora consideramos X = {f : R — R : f continua} y fijado L € R™,

pensamos en la propiedad de lim f(z) = L, definida por:
T—r00

Ve>03dIM >0Ve > M |f(x)— Ll <e

Se nos plantea el problema anterior de que obtendriamos uniones o interseccio-
nes no numerables de conjuntos. Sin embargo, vemos que es facil reemplazar
ey M para que esto no suceda, obteniendo una expresién equivalente:

1
ke N3M eNVe > M |f(x) ~ LI < ¢

Sin embargo, seguimos teniendo el problema de que x € R, que pensamos en
cémo solucionar. Como estamos considerando funciones continuas de R en R
y Q C R es denso y numerable, podemos considerar x € Q y reescribir la
propiedad de forma equivalente como:

1
VkENEIMENV:BEQ,x>M|f(x)—L|<E

Asi, obtenemos una férmula:
1
Vk(keN:3M<MeN/\vsc(er/\x>M:>\f(a:)—L\ <E>>)

Fijado x y k, definimos el conjunto:

X ={1com: I - 1< 1 }

Y la férmula nos da el conjunto:

U (] X

keN MeN x>M
z€Q
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= Finalmente, si ahora consideramos el mismo espacio X y la pensamos en la
propiedad de que una funcién tenga limite en infinito:

VLeRVYe>03IM >0Ve > M |f(x)—L|<e¢

Sabemos que podemos sustituir €, M y x para obtener intersecciones y uniones
numerables, pero ;cémo podemos ahora hacer esto con L? Pues bien, podemos
usar un resultado bien conocido, y es que R es completo, por lo que cualquier
sucesion de Cauchy es convergente y viceversa, con lo que podemos reescribir
esta formula en una equivalente de la forma:

Vke NIM e NVz,y € Q,z,y > M |f(z) — f(y)| <e

Con esta gran cantidad de ejemplos hemos visto como podemos obtener conjuntos
a partir de féormulas, asi como tratar de buscar siempre una cantidad numerable
de intersecciones y uniones, que generalmente obtendremos usando teoremas funda-
mentales del espacio en el que trabajemos.

En resumen, fijado un conjunto X, nos interesard dar propiedades mediante
formulas, a partir de las cuales construir conjuntos mediante intersecciones y uniones
(preferiblamente numerables) de conjuntos, las cuales vendran dadas por los cuanti-
ficadores que hemos usado en la férmula para describir una propiedad especifica. De
esta forma, dada una cierta propiedad y considerando una cierta topologia 7 sobre
el espacio X, los conjuntos que obtengamos podran ser:

= Abiertos.

Cerrados.

Intersecciones numerables de abiertos.

Uniones arbitrarias de cerrados.

» Uniones numerables de intersecciones numerables de abiertos.

Intersecciones numerables de uniones numerables de cerrados.

De esta forma, llegaremos luego a considerar una o—algebra de Borel, que sera don-
de podamos trabajar.

Finalmente nos preguntamos si toda férmula puede reducirse a unos cuantifica-
dores numerables, pregunta cuya respuesta serd que no®, y esta respuesta nos hars
interesarnos por una nocién mas general de los cardinales de los conjuntos.

3Se verd un leve razonamiento de por qué.
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3.2. Conjunto de Cantor

Definicién 3.1 (Conjunto de Cantor). Definimos el conjunto de Cantor como el
conjunto de las sucesiones de {0, 1}:

N ={f:N—={0,1}}

Las sucesiones de numeros de {0,1} podemos entenderlas de forma gréfica como
cada una de las elecciones (arriba o abajo) en las bifurcaciones del siguiente dibujo:

Notacion. Nos interesard también considerar una sucesion finita de elementos de
{0,1}:
2N = | J{f:{0,1,....,n} - {0,1}}

neN

Lo que nos interesara sera comparar qué tan cercanas estan los elementos del con-
junto de Cantor entre si de una forma intuitiva.

Ejemplo. Por ejemplo, ante las sucesiones:

(0,1,0,1,0,...)
(0,1,1,0,0,...)
(0,1,0,1,1,...)

Nos interesara decir que la tercera sucesion es la que mas se parece a la primera.
Una analogia es comparar lo que estamos haciendo con los ntimeros irracionales, ya
que el conjnto de los nimeros irracionales, R \ Q, podemos verlo como un entero
seguido de una sucesién de naturales del conjunto {0,1,...,9}:

r€R\Q, x=adnmnons... a € Z,ny,ng,ns, ... €40,1,...,9}
Ante los siguientes niimeros irracionales:

3,141529.. . .
3,141578 . ..
3,142386 . . .

Decimos que el segundo es méas cercano al primero que el tercero al primero.

Definicién 3.2. Definimos en el conjunto de Cantor la distancia: d : 2% x 28 — R
dada por:

d(m,y)—{ s siz#y, n=min{keN|z(k)#y(k)}

10 en otro caso
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En el conjunto 2<%, fijado s € 2<N podemos definir el siguiente conjunto de
abiertos bésicos para s (siendo n la longitud de s):

Ejercicio 3.2.1. Demostrar que (2%, d) es un espacio completo.

Recordemos que un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesién de Cauchy
es convergente.

Definicién 3.3 (Polaco). Sea (X, d) un espacio métrico, decimos que es polaco si
admite una distancia que lo hace completo e induce un espacio topologico separable.

Ejemplo. Un ejemplo de un espacio métrico polaco es el conjunto de los irracionales
con la distancia usual de R inducida, ya que el espacio métrico que consideramos no
es completo (hay sucesiones de irracionales que convergen a racionales), pero con la
distancia anédloga a la anterior definida si que es completo.

Lema 3.1 (de Cantor). Todo espacio (no mumerable) completo® separable y sin
puntos aislados admite un conjunto homeomorfo al conjunto de Cantor.

Demostracion. Sea X un espacio bajo esas hipotesis, pensamos la demostracion
como si estuviéramos en [0, 1]:

1. Cogemos dos puntos suficientemente lejos, xg y 1, de forma que podamos
coger £, g1 € Rt de forma que’:

B(l’o,e’:‘o) N B($1,€1> = (Z)

2. Dentro de B(xg,€q) volvemos a coger dos puntos en estas condiciones: zgy y
Zo1, de forma que:
B(200,€00) N B(wo1,€01) = 0

Repetimos el procedimiento en B(z1,e1) y hacemos una induccién.
3. De esta forma, por cada punto de 2% hemos encontrado una sucesién de bolas

abiertas decrecientes. Se verifica que la interseccion de todas ellas es un tnico
punto®:

(B.=1{n} »peX

Hemos conseguido una aplicaciéon ® : 2% — X, entre el conjunto de Cantor y
el nuestro.

4. Demostramos que:

= ® es inyectiva.

= 2V es compacto.

4En realidad, bastarfa con ser polaco.
5Usar que no hay puntos aislados.
6Usar la completitud.
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= ® es continua’.

Con lo que, como X es Hausdorff, una aplicaciéon continua de un cerrado en
Hausdorff es cerrada, con lo que acabamos deduciendo que ® es homeomorfis-

mo sobre su imagen.

Ejercicio 3.2.2. Formalizar la demostracion anterior.

3.3. Jerarquia de Borel
Fijado un espacio topoldgico procedente de una métrica, (X,7), definimos:

Yo ={U C X | U abierto} ¥ = {U A, | cerrado}

neN

Il ={U C X | U cerrado} I, = {ﬂ | A, abierto}

neN

Ejercicio 3.3.1. Seaz € X y A C X, definimos la distancia entre a y X como:

d(z,A) = inf{d(z,a) | a € A}
Dado r > 0, se verifica que el conjunto:
{re X |dz,A) <r}

es un abierto.
Proposicion 3.2. Se verifica que:

1. ¥y C1II4.

2. 1l C X

3. Ty C I1;.

4. Yo C .

Demostracion. Vemos las inclusiones:

1. Sea A € Xy:
A=A
neN
2. Sea A € Ilj:
A=[)4
neN

"Usar que es separable.
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3. Sea C' € Ilj, veamos que C puede escribirse como una interseccion numerable
de abiertos. Para ello, sabemos que:

C=C={recX|dzC) =0}
Por lo que podemos tomar:

C:ﬂ{xeX\d(:p,C)<%}

neN

4. Sea C' € X, sabemos que X \ C' € Ily, por lo que podemos escribir X \ C' como
interseccién numerable de abiertos:

X\C=[)4,

neN
Tomando complementario:
C=X\(X\C)=X\ (ﬂm) = Jx\4,
neN neN

Tenemos que X \ A,, es un cerrado, Vn € N, luego C € X;.

Si seguimos definiendo conjuntos para la jerarquia:

S 22:{UAn]AnEHj,jG{O,1}}

neN

T, ng{ﬂAn|An62j,j€{O,1}}

neN

Y por induccién, dado n € N, definimos:

Y1 zn:{UAn‘AnEHj7j<n}

neN

I, Hn:{mAn|An€Z]7j<n}

neN

Proposicién 3.3. Se verifica que:
2. 1I; CII, Vj < n.

Ejercicio 3.3.2. Hacer la Proposicién anterior.
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3.3.1. Conjunto de Vitali

Un problema que surgié de forma natural en mateméticas cuando se intentd
definir una medida, es decir, una funcién u : - — RJ que verifique unas ciertas
propiedades deseables con el fin de obtener una medida del tamano de cualquier
conjunto, propiedades como:

= Que la medida de los intervalos sea la diferencia de los extremos:
p(la, b)) =b—a

s La o—aditividad de la medida:

H (H’J An) = ZM(An)

neN

s [a medida es invariante frente a traslaciones:

De estas tres propiedades podia deducirse que si tenemos A C B C (', entonces:
p(A) < p(B) < pu(C)

Sin embargo, no podemos considerar esta medida sobre todos los conjuntos a con-
siderar, porque tendriamos entonces varias contradicciones en la teoria, tal y como
veremos a continuacién. Por esta razon, las medidas (como por ejemplo la de Le-
besgue, ya estudiada en Anélisis Matematico II) se definen sobre ciertos conjuntos
restringidos de P(X), no sobre todo este conjunto. En el ejemplo de la medida de
Lebesgue, estos conjuntos eran los medibles, M. En este caso, los conjuntos bore-
lianos (de la o—algebra de Borel) estaban dentro de los medibles.

En teorias matematicas constructivas se verifica que todos los conjuntos que se
consideran son mediables, pero al considerar axiomas o resultados como el Axioma
de Eleccion, empiezan a surgir ejemplos de conjuntos no medibles.

En nuestro caso, la jerarquia definida hasta el momento, el conjunto de todos los
Y, v 1L, no nos es suficiente. Por ejemplo, la uniéon de todos los conjuntos ¥, esta
dentro del o—algebra de Borel, que ni siquiera llega a todos los conjuntos medibles,
por lo que queremos extender nuestra jerarquia con el fin de llegar a poder clasificar
mas tipos de conjuntos.

Lo que haremos en esta seccion serd dar un ejemplo de un conjunto no medible
(es decir, un conjunto que pone en conflicto alguna de las propiedades enunciadas
que son buenas para las medidas). Como este conjunto no serda medible, en particular
no sera de Borel, mucho menos puede estar en nuestra jerarquia.

Definicién 3.4 (Conjunto de Vitali). Sea V' C R, decimos que V' es un conjunto
de Vitali si:
VN{z+Qt={y} SR VzreR
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Proposicién 3.4. Todo conjunto de Vitali V' C [0, 1] verifica:

L (g+V)Nnp+V)=0 VpqeQp#q
e

Demostracion. Supuesto que tenemos un conjunto de Vitali V' C [0, 1], veamos las
dos propiedades:

1. Supongamos que tenemos p,q € Q con p # ¢ de forma que:
(@+V)np+V)#0
En dicho caso, Ju,v € V' de forma que:
gt+tu=p+wv

En cuyo caso, v = u+(q¢—p), por lo que v # u. Sin embargo, tenemos entonces
que:
{u,v} CVN{u+Q}

Por lo que llegamos a una contradiccion con que V' era un conjunto de Vitali.
2. Para la primera inclusién, sea = € [0, 1], basta observar que:
VN(+Q ={y; cR
Para la segunda:

U @+vc U +0.1)ci-12

qeQ q€Q
—1<¢g<1 —1<q<1

O

Todavia no demostraremos la existencia del mismo, pero supuesta la existencia
y vistas estas propiedades, podemos ver por un lado que aplicando la o —aditividad:

pl U @)= D> ulg+v)y= > uV)

qeQ q€Q q€Q
—1<qg<1 —1<¢<1 —1<¢<1

Pero como esta cantidad ha de ser menor que 3, por estar contenido el conjunto en
[—1, 2], esta dltima serie a de ser finita, luego ha de ser u(V') = 0.

Por otra parte, observamos que:

L=p(0, 1) <u| U @+V)| <pl-1,2]=3

qeQ
—1<qg<1

Por lo que no puede ser p(V) = 0.
Vemos que supuesta la existencia de este conjunto (algo que no hemos demos-

trado todavia), llegamos a una contradiccién, por lo que este conjunto (en caso de
existir), no podré ser medible, y mucho menos estar en nuestra jerarquia.
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Demostracion. Para probar la existencia de un conjunto de Vitali en [0, 1], lo que
haremos serd definir la siguiente relacién de equivalencia:

Y,y r~y<—=dJgeQ:z=q+vy
Con esta relacién de equivalencia, podemos considerar la proyeccién al cociente:
R R/~
Ahora, por el Axioma de Eleccién, podemos crear una aplicacién ¢ : R/ ~— R que

de cada clase de equivalencia nos elija un elemento en [0, 1], por lo que componiendo
¢ o 7, obtenemos una aplicacion:

R-5 R/~ -2 R

Y tomando V' = (¢ o 7)(R), tenemos un conjunto de Vitali en [0, 1]. O

3.4. Jerarquia generalizada

Con el fin de que cualquier subconjunto que consideremos esté en algin lugar de
la jerarquia, tratamos de extener el concepto de los ordinales finitos (los nimeros na-
turales) a otros ordinales mas generosas. Para ello, recordamos cémo se construyeron
los niimeros naturales:

0=10

1= {0}

2 ={0.{0}}
3={0.{0},{0,{0}}}

Es decir, a partir del conjunto (), cuya existencia suponemos por axioma, y con la
aplicacion sucesor s, dada por:

s(z) =z U {x}
De esta forma, tenemos que:
2=0Ul
=0UlU2

Y si queremos generalizar estos conceptos para que transciendan a los naturales,
tras todos los nimeros naturales, el siguiente ordinal a considerar serd N, luego:

N+1:={N{N}}
Con esta idea, llegamos a la siguiente definicién:
Definicién 3.5 (Ordinal). Un conjunto « es un ordinal cuando:

1. Es transitivo para €:

Vi(r e a = Vyly €z =y € a))

2. « es bien ordenado para €.
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