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Célculo 11

Este documento ha sido creado con el objetivo de ser un manual de réapida
lectura que sirva de recordatorio de como se integra una funcién. En ningiin momento
pretende ser un manual riguroso de cémo se define la integral, o un recurso relevante
de ningun tipo.

Recordamos que disponemos de 5 métodos de calculo de integrales:

= Integrales inmediatas.

Integracion por partes.

Integracién de funciones racionales.

Integracién mediante cambio de variable.
= Ideas felices para el cambio de variable.

Los cuales desarrollaremos a continuacion.

1. Propiedades basicas de la integral

Proposicién 1.1 (Linealidad de la Integral). Sean f,g funciones integrables y
a, B eR:

[@s@)+sg@) de=a [ @) do+5 [ gta) da

Proposicién 1.2 (Aditividad de la integral). Sea un intervalo [a,b] C R, f una
funcion integrable y a < ¢ < b, entonces:

/abf(x) dx:/:ﬂx) dx+/cbf(x) dx

Proposicién 1.3 (Regla de Barrow). Sea f una funcion integrable y F' una primi-
tiwa suya, entonces:

b
| #ta) e = F®) - Pla)
Que notaremos por:

/ﬂ@m=F@—M@=wm2

Proposiciéon 1.4 (Célculo de primitivas). Sea f una funcion integrable, podemos
calcular una primitiva suya de la forma:

F(m):/f(x)dx+c ceR
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2. Integrales inmediatas

Este método se resume con recordar la siguiente lista

xn+1
/m”dx: +c Vn e R
n+1

1
/—daszln|x|+c
T

/axdx: a +c
Ina

senx dr = —cosz + ¢

cotz dr =1In|senz|+ ¢

/tanx dr = —In|cosx|+ ¢

1

5 dr =tanz + ¢
cos? ¢

1

5 dr = —cotx +c
sen? x

= arcsenx + ¢

1
—d
/\/1—352 v

—1
— dx
vV1—22

= arccosz + ¢

/ 1
dr = arctanx +c
1 +ZE2

Recordando que podemos aplicar la Regla de la cadena al revés donde en vez de x
aparezca f(z) y se multiplique por f'(x):
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3. Integracién por partes

Proposicién 3.1 (Integracién por partes). Dadas dos funciones u y v integrables y
derivables, se verifica:

Si notamos du(x) = u'(z) y dv(z) = v'(z), llegamos a:

/u(x)dv(x) dr = u(x)v(z) — /v(x)du(a:) dx

Que puede recordarse facilmente mediante la regla mnemotécnica “Un dia vi una
vaca sin rabo vestida de uniforme”.

Este método sirve para resolver integrales de un producto de funciones.

Destacamos ademas la regla ALPES, que sirve como criterio de seleccion de la u:

AI"COSGHOS, arcocosenos o arcotangentes.

Logaritmos.

Polinomios.

= Exponenciales.
= Senos, cosenos o tangentes.

Trataremos de asignar u a dichas férmulas, comenzando por encima.

4. Integracion de funciones racionales

Si queremos calcular la integral indefinida de una funcién racional (un cociente
de polinomios), realizamos el siguiente procedimiento:

Sean p(z), ¢(x) polinomios, queremos cacular

Para ello, si deg(p) > deg(q), aplicamos la férmula de la divisién, obteniendo dos
polinomios t(x) y r(x) de forma que:

p(x) = t(x)q(x) + r(z)

de donde:




Calculo II 4.1 Raices complejas

A continuacién, descompondremos ¢(z) en raices simples, para realizar la siguiente

descomposiciéon de %. Debido a la complejidad de este desarrollo, supondremos el

caso concreto en el que ¢(z) = (z — 1)(x — 2)°, para ver cémo proceder.
Sean A, B, C' € R, buscamos calcular sus valores exigiendo:

r(x) A B N C
gx) w-1 z-2 (x-2)°

Notemos que si tiene una raiz con multiplicidad mayor que 1, repetimos dicho de-
nominador tantas veces como multiplicidad tenga, aumentando en 1 el exponente.
Para resolverlo, usamos que:

r(z) = Az — 2)* + Bz — 1)(z — 2) + C(z — 1)

e igualamos los coeficientes del mismo grado o le damos el valor de las raices.

De esta forma, hemos llegado a que:

/%daz/t(m)dm—i—/%ldaz 1 1
—l—A/de—i-B/mdm%—C/mdaz

C
—I—Aln]x—1|+Bln|:1:—2|——2—l—c
m_

4.1. Raices complejas

Si el polinomio denominador ¢(z) tiene alguna raiz compleja, la forma en la que
expresamos "(#)/q(z) cambia. Incluimos el siguiente ejemplo como ilustracién de qué
procedimiento seguir en dicho caso:

1
/x4+ d
zr—1

Como no podemos dividir el numerador entre el denominador, factorizamos el de-
nominador:

Ejemplo. Calcular

et —1=(r+1)(z—1)(z*+1)
de donde:

/;4+—11 dx:/(%)(f—'/lr)(xQJrl) dx:/(m—1)1x2+1) da

Sean A, B, C' € R, buscamos:

r(r) A +B£Ij‘—|—0
qz) -1 22+1

= r(z) = Az + 1)+ (Bx + C)(z — 1)

1=A@@*+1)+(Br+C)z—1)=A(@x*+1)+ Bx* — Br +Cz — C
=22(A+B)+2(C—-B)+A-C
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de donde:
1=A-C=A=1+4+C
0=C-B=(C=21B
0=A+B=—A=-B=-C
Luegp A=1-A=2A=1= A=1)2
B=C=A—-1=-1)2
por lo que tenemos:

r(z) 1 lr+1 1 1 =z 11
qiz)  2@x—-1) 22241 2x-1) 222+1 222+1

/;—idx:/(x—l)txz—l—l) de

1 1 1 1 1
:_/ dx——/ ? dx——/ dx
2] x—1 2 ) x2+1 2 ) x2+1

In|2z? + 1] arctanz

4 2

1
=—1 —1
SInfe—1

5. Integracion mediante cambio de variable

El método de cambio de variable nos dice que si queremos resolver una primitiva:

/ f(z) da

Podemos cambiar la variable x por cualquier otra, que esté en funcién de otra llama-
da por ejemplo t: = g(t). De esta forma, para realizar el cambio debemos expresar:
dx = ¢'(t)dt y obtememos que:

/ f(z) do = / F(g(t)g ()t = F(1)

Que probablemente sea una integral mas facil de resolver (si hemos hecho bien el
cambio). Una vez calculada la integral, aplicamos g~! (en caso de existir, luego hemos
tenido que escoger bien la g) en ambos lados, deshaciendo el cambio y obteniendo
g (z) =t, con lo que:

[ #@) dz = [ sa(ong ®it = ) = Flg (@)
Ejemplo. Por ejemplo, queremos calcular:
tan(1
/ an(ln x) e
x
Para ello, hacemos Inz =t y derivando en ambos lados: (Y/z)dr = dt = dx = zdt
1
/M dx:/w dt:/tan(t) dt = —In|cost| + ¢
z xX
Deshaciendo el cambio de variable, Inz =t = z = €.

tan(l
/Md:v:—ln|cosex|+c
T
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5.1. Limites de integracion

Ademas de para el calculo de primitivas, podemos aplicar el método de cambio
de variable cuando nos dispongamos a calcular integrales definidas, entendiendo que
si el cambio que vamos a realizar es: © = ¢(t), se debe cumplir la siguiente férmula:

g(b

) b
f() dx = / lgt)g(t) dt  abeR

g(a)
Cambiando los limites de integracion no nos es necesario luego deshacer el cambio
de variable realizado.
4 2
/ 2ze” dx
0

o t=a2= x =1/t dt = 2xdx
2xe” dr =
0 Vt=0parat=0 Vt =4 parat =16

Ejemplo. Calcule:

16
16
:/ etdt:[et} =elf el =¢l®—1
o 0

6. Ideas felices para los cambios de variable

Hay situaciones en las que usualmente es facil aplicar un cambio de variable
ingenioso para calcular integrales. Ciertas personas son capaces de averiguar estos
cambios por su cuenta, mientras que otros no. Es el segundo motivo por el que existe
esta seccion, para traernos al resto de mortales dichos cambios de forma mecénica.

6.1. Funciéon impar en el seno

Definicién 6.1 (Funcién impar en el seno). Una funcién f es impar en el seno si al
sustituir todas las apariencias de sen x en su expresioén por — sen x, obtenemos — f.

Si queremos calcular una primitiva de una funcién impar en el seno, realizaremos
el cambio de variable:
t =cosx

Ejemplo. Calcular
/ sen® z cos? x dx

Como la funcién a integrar es impar en el seno, realizamos el cambio ¢ = cosx

dt
dt = —senzdr = dz =
—senz
3 4 3 4 dx 2 4
/sen T COS xdx:/sen x -t dt:/—sen x -t dt
—senzx

:/(00523:—1)254 dtz/(tz—l)t‘* dt:/(tG—tA‘) dt

T N cos"x cos’x
= — — — Cc = i

7 5 7 5



Célculo II 6.2 Funcién impar en el coseno

6.2. Funcién impar en el coseno

Definicién 6.2 (Funcién impar en el coseno). Una funcién f es impar en el seno
si al sustituir todas las apariencias de cos x en su expresion por — cos x, obtenemos

—f.

Si queremos calcular una primitiva de una funcién impar en el seno, realizaremos
el cambio de variable:
t=senzx

Ejemplo. Calcular
/ sen? x cos® = dx

Como la funcién a integrar es impar en el coseno, realizamos el cambio ¢ = sen x

dt
dt = cosxdr = dx =
COS T
5
/sen4a:cos5x dx = /t4COS it = /t4 cos* x dt = /t4(cos2 1:)2 dt
cos T
= /t4(1 —sen®z)’ dt = /t4(1 — 22 dt = /t4(1 +tt— 2 dt
50 27
= [+ -2 dt = —+ = — =
/( + ) Ftg Tt
sen® N senz  2-sen’x
— — c
5 9 7

6.3. Funcioén par en el producto seno por coseno

Definicién 6.3 (Funcién par en el producto seno por coseno). Una funcién f es
par en el producto seno por coseno si al sustituir todas las apariencias de sen x por
—Senx y cosx por — cosx, obtenemos f.

Si queremos calcular una primitiva de una funcién impar en el seno, realizaremos
el cambio de variable:
t=tanzx

Obteniendo por tanto:

dt

e =dx

t =tanx — arctant = r —

Ademas, obtendremos:

t
sen’r = —F/——
V142
1
COST =

10



Célculo 11 6.4 Funcion con varias raices del mismo radicando

Ejemplo. Calcular
/ sen x cos®  dx

Como la funcién a integrar es par en el producto seno por coseno, realizamos el
cambio ¢ = tan z:

/ ; / t ( 1 )3 dt
senx cos’ x dx =
VIiFe\Vi+ez) 1+

t —1 1 —1
/ (14 t2)° 4 (1412 A(1 + tan? z)?

Notemos que la funcién también era impar en el seno y en el coseno, luego podriamos
haber aplicado en su lugar alguno de los cambios de variable ya vistos.

6.4. Funcion con varias raices del mismo radicando

Si queremos calcular la primitiva de una funciéon f que tiene varias raices de
un mismo radicando (por ejemplo z) de distintos indices (por ejemplo, 2, 3, ...),
podemos realizar el siguiente cambio de variable:

radicando = t™

siendo m el minimo comun multiplo de los indices de las raices.

Ejemplo. Calcular

= Radicando: .
= Indices de las raices: 2 y 3.
» mem(2,3) = 6.
Realizamos el cambio de variable z = t = dx = 6t°dt:
/1?%\/5 dr = 1;—;;)6255 dt:6/1;t3t5 dt
:6/(1—t3)t3 dt:6/(t3—t6) dt
6 6 3

6
:Zt4—?t7+C:§\/g$2—?{E%+C

6.5. Funcion con exponenciales

Si queremos calcular la primitiva de una funcién f en la que aparece una o varias
veces €, suele ser de utilidad realizar el cambio de variable ¢ = e”.

11



Célculo 11 6.6 Funciones con cocientes

6.6. Funciones con cocientes

Los siguientes cambios de variable suelen ser utiles:

Si f es de la forma:

x
IO =Va—= °F
Aplicar el cambio z = a - sent.
= Si f es de la forma:
x
x) = — a€eR
0= yara
Aplicar el cambio z = a - tgt.
= Si f es de la forma:
x
IO === =k
Aplicar el cambio x = a - sect.
= Si f es de la forma:
f(z) ’ bc,d,n € R
) = ——F— a,0,¢a,n
Ljar +b
cr+d
Aplicar el cambio:
ar+b
cx+d

En estos casos superiores, no es necesario que f sea estrictamente lo que aparece,
sino algo similar. Por ejemplo, ante la integral:

/\/ﬁm

Podriamos aplicar el cambio x = sent.

6.7. Funciones con funciones trigonométricas

Si no podemos aplicar ninguno de los cambios de variable ya vistos para funciones
trigonométricas, podemos aplicar como 1ltimo recurso el cambio:

t=tg (g) xr = 2arctant

2
r=-——
14t
donde los senos y cosenos se nos quedan de la forma:

dt

2t 1 —¢2
112 cosle_i_t2

senxr =

12



Calculo II 6.7 Funciones con funciones trigonométricas

1
/—dx
1+senx

Ejemplo. Calcular

Aplicamos el cambio t = tg (¢/2):

2
dex = ——dt
142
2t
senx =
1+¢2

1 1 2 1 -2
—  dz= dt =2 Sdt=— tc
1+senzx 1+ 20 14 ¢2 (141) 1+t

13
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