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1. Relaciones de Problemas

1.1. Calculo Diferencial

Ejercicio 1.1.1. Estudiar la derivabilidad de la funcién f : A — R, en cada uno de
los siguientes casos:

1. A=[-1,1]y f(z) =vVI—22

s Paraxz = —1:

, i , , - 1 ,
f1)= lim f(0) = lim e = = oo = BF(-1)

s Para z = 1:

- -1

f) = Jon fio) = Jin s = 5o = 00 = 1)
Por tanto, f es derivable en | — 1, 1]
2. A=Ry f(z) = V/l|z]
f Vr ost 220
fx) = { vV—r si <0
Por el caracter local de la derivabilidad,
1,.-2/3 ~
, _ 3T si x>0
f(x) { —%(—:1:)_2/3 si <0
Veamos para z = 0:
lim f'(z) = lim lx_2/3 1 +o0
z—0t z—0+ 3 0+
1 1
. / _ 1 s —2/3:__:_
Jim J(w) = Jim =5 (=) o~

Por tanto, Af'(0)
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3. A=Ry f(z) = &

1+|z|
2
1 * si =0
f(x) = T
si <0
1—=x

Veamos para x = 0:

F@=f0) im0 2

! . z _ _ _

f_<0) _mlir(gl_ fE—O _xli%l— xr _xli%l— 1—33 =2
o f@) - f0) 250 2

"(0) = lfim 92— — Jjm =22 — ] =

f(0) = lim == = i = = i

Por tanto, como las derivadas laterales coinciden, f’(0) =

Ademas, Por el cardcter local de la derivabilidad, f también es derivable en

R — {0}.
2 )
m S1 x> O
f(x) = 2 si x=0
2
—— 81 <0
(1—x)?
4 A=RIy f(a) = z* si xeRY
FAT Y 10 si =0
Estudiemos la continuidad en z = 0:
lim f(z) = lim 2° = lim ") = lim ¢*® W01
z—0t z—0t z—0* z—0T
| ' Hépita 1
lim zlne = lim — = — "2 gy = i g =0
z—0t z—0t p o0 z—0t — 2 z—0t

Como L =1+# 0= f(0) = f no es continua en x = 0 = f no es derivable
enzr =0.

Por el caracter local de la derivabilidad,

fla)=e (@) + 1) =27 (@) +1) Vo eR

Ejercicio 1.1.2. Sean o, 3 € R f : R — R la funcién f(x) = 2* + ax + 3. Determi-
nar los valores de o y 8 que hacen que el punto (2,4) pertenezca a la grafica de f
y que la recta tangente a la misma en dicho punto sea la recta de ecuacion 2x—y = 0.

Por el cardcter local de la derivabilidad, f'(z) =2x 4+«  VzeR
Como la recta tangente en x = 2 es y = 2z y dicha recta tiene pendiente m = 2;
por la interpretacién geométrica de la derivada:

fRQ=2=4+a=2=a=-2
Como el punto (2,4) pertenece a la grafica,
fQ=4=2*+2a+B=4=f=-2a=4
Por tanto, f(x) = 2? — 2z + 4
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Ejercicio 1.1.3. Sea f una funcién tal que f(x+h) = f(x)+3xh+ h®> —2h, para
cada h,r € R, calcular f'(0) y f/(2).
h) — h+ h* — 2h —
h—0 h h—0 h
2
Sh A W20 3y h 2= 30— 2
h—0

Por tanto, f'(0) = -2y f'(2) = 4.
Ejercicio 1.1.4. Estudiar la derivabilidad de la funcion f : R — R definida por

o e s x#0
fm{ 0 si 2=0

y determinar su imagen.

Por el caracter local de la derivabilidad,

/ 2— *
f(x):;ez Vx e R

w"“

Estudiemos la derivabilidad en x = 0:

F£(0) = Tim f/(z) = lim e — lim 20— e — lim 2z -
z—0 z—0 1‘3 z—0 1‘4 z—0 63%2

donde he hecho uso del siguiente resultado:

L D Hépital —dz? 2 L Hépital
, 4 opita 8 , 2 opita
lim - = lim —— = lim % =
x—0 ez? x—0 ez? = x—0 a2
4
e T8 e 22
= lim —*— =lim —— = — =0 (1.1)
a:—>0612 _ 2 x—>0€zg 0

Estudiemos ahora su imagen:

» Siz <O
f'(z) < 0 = f(x) estrictamente decreciente en | — oo, 0]

= Siz>0:
f'(z) > 0 = f(x) estrictamente creciente en ]0, +-00[

Ademas, veamos su comportamiento en +oo:

lim f(z) = lim e =e =1

lim f(x) = lim e =e=1

T—>—00 T—r—00
Como f(0) =0y f es continua en R, su imagen es:
Im(f)=1[0,1]
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Ejercicio 1.1.5. Estudiar la derivabilidad y el comportamiento en o0 de la funcién

% si x<0
f(z) = x si 0<z<l1
Ve osi 1<z

Por el caracter local de la derivabilidad,

T T .
e sl x <0

f(x) = 1 si 0<x<1

4 .
x5 osi l<uw
Veamos para los puntos frontera:

s Paraxz =0:

1/ / p— 1’ f— - —_—
Jim f(z) = lm — - — >

Por tanto, Af(0).

m Paraxz =1:

1 4 1
1, ! — 1, T — =
i S = i g
lim f'(z)= lim 1 =1

r—1— r—1—

Como los limites laterales no coinciden, Bf'(1).

Ejercicio 1.1.6. Calcular la derivada de las siguientes funciones en los puntos in-
dicados:

1. (f71(9), siendo f(z) = z* + 1.

fl(x)=32> VzeR

Como f es continua, inyectiva y derivable en R,

Veamos el valor de a:

fla)=9+=d*+1=9<=0d"=8«<=a=2

Por tanto,
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2. (f7Y(16), siendo f(z) = 23 + 22 + 3z + 10.

fl(r)=32"+4x+3 Vo eR

Ademds, A =0 —dac=16—4-9< 0= f'(x) #0 Vo € R. Como f es
también continua y derivable en R, entonces

Veamos el valor de a:

fla)=16=d’+2a*+3a+10=16 = a’ +2a* +3a — 6 =0

Figura 1.1: Divisién mediante Ruffini donde se ve que x = 1 es una solucién.

Por tanto, al dividir con Ruffini (figura 1.1), f(a) =16 = a = 1.

1 1 1

(ffl)/(16> = (f71>/(f(1)) = f’(l) - 3+44+3 - E

3. (f7Y(2), siendo f(x) = v/x* + bz + 2.

322 +5
fl(x) = v Ve eR
33/(x% 4 ba + 2)?

Veamos ahora si f(x) es inyectiva.
Sean x1, 2 € Ry supongamos f(z1) = f(x2).

f(zq) = fag) = f/x?+5x1 +2= {’/x%—l—ng +2
— D345, 42 = 25 +51y+2 = 1 4-5r = 25451y = 20— a3 +5(x—15) = 0
- (Il—Ig)((ZE1+I2>2+5) =0= 21 —29=0= 21 =29

Por tanto, f(x1) = f(x9) = x; = x9, demostrando que f es inyectiva. O

Por tanto, como f es continua, inyectiva y derivable,

Veamos el valor de a:

fla)=2= Va3 +5a+2=2=0a*+5a+2=8=0a*+5a—-6=0
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1 0 5 -
1 1 1
1 1 6

Figura 1.2: Divisién mediante Ruffini donde se ve que x = 1 es una solucién.

Por tanto, f(a) =2=a=1

1 30 +5+22 12 3

(@) =) = 6 55 =< =3

4. (g71(9), siendo f(z —2) =2® + 1y g(x) = f(arctg(z)).
En primer lugar, vemos que f(z) = (x + 2)% + 1.

g es continua en R, ya que es la composicién de dos funciones continuas. Por
el caracter local de la derivabilidad:

g (z) = 3(arctan(z) + 2)* - T Ve eR
Como g es continua, inyectiva y derivable,
1
—1y/
9 )(9(a)) =
(67 0l = s

Veamos el valor de a:

gla) =9 = f(arctan(a)) = 9 = (arctan(a) +2)* +1=9
= arctan(a) +2 =2 = arctana =0 = a =0

Por tanto, g(a) =9 = a = 0.

(VO = G 0) = i = g

5. (go f71)(6), siendo f(x) = 2%+ 222+ 3z y g(z) = %ﬁgx%'

Por la regla de la cadena,
(go f71)(6) =g (f71(6)) - (f7)(6)
Calculo en primer lugar f~1(6).

f716) =a <= f(a) = 6 <= a*+2a°+3a = 6 +—= a*+20*+3a—6=0<=a =1

1 2 3 -
1 1 3
1 3 6

Figura 1.3: Division mediante Ruffini donde se ve que a = 1 es una solucién.

10



Célculo 11 1.1. Célculo Diferencial

Por tanto, f~!(6) = 1. Calculemos ahora (f~!)'(6). Por el cardcter local de la
derivabilidad, f'(z) = 32> + 42 +3 Vz € R.

Por tanto, como f es continua, inyectiva y derivable,

1
Y (f(a)) =
(YU @) = 5
Como hemos visto anteriormente, f(a) =6 = a = 1. Por tanto,
1 1 1

(F7)(6) = F(1) 3+4+3 10

Respecto a g, por el caracter local de la derivabilidad,

(322 + 122 + 9)(2* + 1) — 4a3(2® + 622 + 9z + 5)
EEE

g(z) = VreR

Por tanto,

(go f7)(6)=g'(f7'(6)) - (f71)'(6) = ’(1)
B+ 1249)(14+1) — 41+6+9+5) 48 -84 -9
B 10(1 +1)2 40 10

Ejercicio 1.1.7. Calcular la imagen de las siguientes funciones:
1. £:]0,1] = R, f(z) = = + arctg(x), para todo x € [0, 1],

Por el caracter local de la derivabilidad:

1
!
=1

Vr €]0,1]

Como f'(z) > 0 Vz €]0,1], f(x) es estrictamente creciente en |0, 1[. Como
fO)=0y f1)=1+7,
m
Im(f) = [0,1 + Z]
2. f:R—=R, f(x) =x+ arctg(x), para todo = € R,

Por el caracter local de la derivabilidad:

1
!
=1

VreR

Como f'(x) > 0 Vz € R, f(x) es estrictamente creciente en R. Veamos el
comportamiento de la funcién en 4oo:

lim f(z) = lim x + arctg(z) = oo
T—00

T—00

lim f(z) = lim x4+ arctg(zr) = —o0

Tr—r—00 T—r—00
Por tanto, el conjunto imagen no esta mayorado ni minorado, es decir:

Im(f) =R

11
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3. [:]0,1[—= R, f(z) = 22, para todo z €0, 1],

(z+1)°
Por el caracter local de la derivabilidad:
, 20(x+1)— 2z —1)2z+1) 222 4+2r—42°+1 222 +2x+1
fi(zx) = 3 B = 2 2 - 2 2
(2 + x) (2% + ) (22 + )

Vo €0, 1]
Veamos en qué puntos se anula la primera derivada:
flx)=0= 22+ 220 +1=0= P sol €]0,1]

Como no hay puntos criticos y f'(0) > 0 = f(x) estrictamente creciente en
10, 1. Veamos su comportamiento en x = 0, 1.

2z — 1 -1
Ii = lim ———— = — — —
20 /(@) 20 z(zr+1) 0F >
20 — 1 1
1 =1 =
A= ey T2
Por tanto, Im(f) =| — oo, 1|.

4. f[-1,1] = R, f(z) = %, para todo z € [—1,1],
Por el cardcter local de la derivabilidad:
2¢(1 + z2) — 223 2x
i) = 20D

L = L Vo €] —1,1]

Veamos en qué puntos se anula la primera derivada:
f(t)=0=22=0=2=0
» Parax <0

f'(z) < 0= f estrictamente decreciente en | — 1,0].

» Paraxz >0
f'(x) > 0 = f estrictamente creciente en ]0, 1[.

Como f(—1) = f(1) = 5y f(0) =0,

5. f[-1,1] = R, f(zx) = %7 para todo z € [—1,1],

fx) =

lé&—m
2§ <0

1—x

{Q—x si >0

Como se ha visto en el ejercicio 1.1.1.3,

2

i 0
e si x>
f(x) = 2 si =0
2 )
TEESE si z<0

12
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Por tanto, como f'(x) > 0 Vz €] — 1,1], f es estrictamente creciente en
| —1,1].

Como f(—1) = ~1y f(1) = 1, Im(f) = [~1,1].
6. f:]—1,1[= R, f(x) = 2(1 — 2*)~Y2, para todo x €] — 1,1].

X

="

Por el caracter local de la derivabilidad,

/ —2z / x?
1 — 22— T2 _ 122+ Vi—a? _ 1

fle) = 1 — a2 1 — a2 (1—a2?)vV1—2a?

Como f'(x) >0 Vaz €]—1,1], f es estrictamente creciente en | — 1, 1[.Veamos
su comportamiento en x = £1.

limf(r) = dim L=
im f(x)= lim — =—=—-
z——1+ z——1t /1 — 22 0+
1
lim f(z) = lim L 4

Por tanto, Im(f) = R.

Ejercicio 1.1.8. Demostrar las siguientes desigualdades para los valores de x indi-
cados en cada caso:
L {7 <In(l+2) <z paratodo z >0,

Comprobemos en primer lugar la primera desigualdad, es decir, que s <
In(l1+2x) Va>0.

Sea f:R* — R dada por f(z) = ;75 — In(1 + z). Calculemos su imagen.

Por el caracter local de la derivabilidad,

ltz-z 1 1 1 x

fl(x) = Ao 1iz (rof 112 1oy Vo >0

Veamos en qué puntos se anula la primera derivada:

fl(r)=0=2=0¢R" = B so0l

Como f'(z) < 0Vx € R, f es estrictamente decreciente en R*. Veamos ahora
su comportamiento en r = 0 y en +o00.

lfm f(z) = lim —— —In(1+2) =0

z—0+ a—0t 1+
Ap )= i gy Tl e) = e

= Vo e]-1,1]
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Por tanto, Im(f) = R™, es decir,

—In(14+7)<0Vz e R" =
I+ +x

<In(l + ) Vr € RT

demostrando asi la primera desigualdad.

Para la segunda desigualdad, sea g : Rt — R dada por g(z) = In(1 + z) — x.
Veamos cudl es su imagen.

Por el caracter local de la derivabilidad:

1
(z) = —1 VzeR*
g (x) T2 T €

Veamos en qué puntos se anula la primera derivada:

gdx)=0= =1l=2=0¢R" = P so0l

1+=x

Como ¢'(z) < 0 Vz € RY, g es estrictamente decreciente en RT. Veamos ahora
su comportamiento en x = 0 y en 4o00.

lim g(z) = lim In(1+2) —x=0

z—0t z—0t

lim g(z) = lim In(1 +2) —2 = —o0
T—0o0 T—r 00

Por tanto, Im(g) = R, es decir,
In(l+2)—z<0Vz e RT = In(1+2) <zVreR"

demostrando asi la segunda desigualdad.

Por tanto, se han demostrado las dos desigualdades. O

2. cos(xz) >1— % para todo = € }O, 5 [,
Sea f :]0,2[ — R dada por f(z) = cos(z) — 1+ %2 Veamos cudl es su imagen.

Por el caracter local de la derivabilidad:

f'(x) = —sen(x)+x Vre ]O, g[

Veamos en qué puntos se anula la primera derivada:

f’(x):O:>senx:x:>x:0¢}0,g[:>ﬂsol

Como f'(z) > 0 Vz € R, g es estrictamente creciente en |0, 2 [. Veamos ahora
su comportamiento en z =0y en x = 7.

JIQ

lim f(zx) = lim cos(z) =1+ — =0

z—0+ z—0+ 2

14
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2 2

lim f(z) = lim cos(z) — 1 + S P
Por tanto, Im(f) =]0, —1 + Z[C R*, es decir,
x? s x? T
cos(z) — 1+ — >0Vxe}0,—[:>cosx> 1——‘v’x6]0,—[
2 2 2 2
demostrando asi la desigualdad. O

3. 2 <senzx <z < tg(z) paratodox € ]0,Z[.

Comprobemos en primer lugar la primera desigualdad, es decir, que 2% <

sen(z) VYV €]0,5].

Sea f : }0, 5 [ — R dada por f(z) = 2?“‘” — sen x. Calculemos su imagen.

Por el cardcter local de la derivabilidad, f'(z) = % —coszr Vr € }0,%[.

Veamos en qué puntos se anula la primera derivada:
2

fie) = =2 o arccos S &
) =0= cosz = — => x = arccos — ~ 0,88
7r m

» Paraz € }O,arccos 2 [:

™

/ : : 2
f'(x) <0, por lo que f es estrictamente decreciente en }0, arc cos = [

m Para x € }a,lrccos2 I[:

T’ 2

f'(x) >0, por lo que f es estrictamente creciente en }arc cos %, o) [

Veamos ahora su comportamiento en x =0y en x = 7.

2x
If — lim = — —0
g )= g o msen

2
lfm f(z) = lim — — senz = 0
z—=Z =% T

2 2

Como, ademds, f (arccos }%) ~ —021 <0, Im(f) = ]f (arccos %) ,0[ -
R™, es decir,

2 2

—I—senx<0‘v’x6]0,z[:> - <senxVx€}0,z[

T 2 T 2
demostrando asi la primera desigualdad.

Para la segunda desigualdad, sea g : ]O, %[ — R dada por g(z) = senz — z.
Veamos cudl es su imagen.

Por el caracter local de la derivabilidad:

g (x) =cosz —1 Vxe](),%[

Veamos en qué puntos se anula la primera derivada:

g’(x):O:cosle:mZ()gZ}O,g[:ﬂSOl

15
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Como ¢'(z) < 0Vz € ]0,Z[, g es estrictamente decreciente en ]0, 3 [. Veamos
ahora su comportamiento en x =0y en x = 7.

lim ¢g(z) = lim senz —2x =0
z—0+t xz—0t

h’mg(x):limsenx—le—z<0

T3 TG 2

Por tanto, Im(g) :]1 — %,0[ C R, es decir,
T T
Senx—x<OVx€]O,§[z>senx<xV:U€}O,§[

demostrando asi la segunda desigualdad.

Para la tercera desigualdad, sea h : }0, g[ — R dada por h(z) = x — tgz.
Veamos cudl es su imagen.

Por el caracter local de la derivabilidad:

Rz)=1-1—tg?r = —tg’x V:L’E}O,%[

Veamos en qué puntos se anula la primera derivada:
h'(x):O:>—thx:O:>tg$:O:>x:O¢]O,g[:>ﬂsol

Uy

Como h/(z) > 0Vzx € }0, g[, g es estrictamente decreciente en ]O, 5 [ Veamos
ahora su comportamiento en x =0y en x = 7.

lim A(z) = lim o —tgx =0

z—07t z—0t
lim A(z) = lim 2 —tgz = —o0

Por tanto, Im(h) = R™, es decir,
T T
J:—tgx<0Vx€]0,§[:>x<tngI€}O,§[
demostrando asi la tercera desigualdad.

Por tanto, se han demostrado las tres desigualdades. O

Ejercicio 1.1.9. Determinar el niimero de ceros y la imagen de la funcion f : R — R
definida por f(x) = 2% — 322 + 2, para cada = € R.
f es derivable, con f'(z) = 62° — 62 = 6x(2? — 1) Vr eR.

fl(x) =0= 2 ={-1,0,1}

» Paraz €| —o0,—1[:
f'(z) < 0 = [ estrictamente decreciente en | — oo, —1[.

» Paraze]— 1,0
f'(xz) > 0 = f estrictamente creciente en | — 1,0[.

16
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» Para z €]0,1[:
f'(z) < 0 = [ estrictamente decreciente en |0, 1].

» Para z € |1, +o0[:
f'(z) > 0 = [ estrictamente creciente en |1, +o0.

Por tanto, por el cambio de crecimiento, + = +1 son minimos relativos, y
x = 0 es un maximo relativo.

Veamos ahora el valor en los extremos relativos y su comportamiento en 4oo.

lim f(z) = lim f(z) =400

T—00 T——00

Por tanto, y debido a la continuidad de f, esta tiene exactamente dos raices
en R, que son z = {—1,1}. Ademés, Im(f) = R{.

Ejercicio 1.1.10. Calcular el nimero de soluciones de la ecuacién 31n(z) — z = 0.

Sea la funcién f : R™ — R dada por f(z) = 3In(x) — 2 Vo € R*. Veamos
cuantos ceros tiene f.
Por el cardcter local de la derivabilidad, f'(z) =2 —1 Vz € RT.

f’(m):O:>%:1:>x:3

Como f'(x) = 0 tiene 1 solucién, f tiene, a lo sumo, dos soluciones. Calculemos
la imagen de f(x).

» Parax <3
f'(z) > 0 = [ es estrictamente creciente en ]0, 3[.

» Paraz >3
f'(x) < 0 = [ es estrictamente decreciente en |3, 4+00].

Veamos el comportamiento de la funcién en x = 0 y en +o0.

1f = lim 3In(z) —z = —
g ()= Jip Snlw) — = meo

xhlgo flz) = zh;rgo?)ln(:r) —r= zllﬁrgoa:(i%@ —1)=00(0—-1)=—0
Como f(3) =3In(3) — 3,
Im(f) =) — 00, 31n(3) - 3

Como f(3) =3In(3) =3 > 0 <= In3 > 1 <= 3 > ¢, y esto es trivialmente
cierto, f(z) tiene 2 soluciones.

17



Célculo 11 1.1. Célculo Diferencial

¥ = q tiene, al menos,

Ejercicio 1.1.11. Dado a > 1, probar que la ecuacion x + e~
una solucién positiva y otra negativa.
Sea f: R — R dado por f(x) = x4+ e~ * — a. Por el cardcter local de la continuidad,

f es continua en R.

Im f(z)= lim z4+e*—a=+o0
T—r—00 T—r—00

lim f(z) = lm z+e % —a=+o0
T—00 T—00

Como f(0) =0+¢€”—a=1—a <0y ambos limites en +0c son positivos, por el
Teorema de Bolzano, tiene al menos una solucién en Rt y otra en R™.

Ejercicio 1.1.12. Sea f : R* — R la funcién dada por f(z) = z+In(x) +arc tg(z).
Demostrar que la ecuacion f(z) = 0 tiene una tnica solucién.
Por el caracter local de la derivabilidad,

1 1
!/
— 14 =

Vr e RT

Como f'(z) >0 VzeRT, f(x) es estrictamente creciente en R*.

lim f(z) = lim z + In(z) + arctg(z) = —oc0

z—0t z—0t

lim f(z) = lim z+ In(z)+ arctg(x) = +o0

T—+00 T—+00

Por tanto, al menos hay una solucién en R*. Ademds, no puede haber mds de
una solucién ya que f(z) es estrictamente creciente.!

Ejercicio 1.1.13. Probar que la ecuacién z+e” +arctg(x) = 0 tiene una unica raiz
real y determinar un intervalo de longitud uno en el que se encuentre dicha raiz.

Sea f : R — R dado por f(x) = x + e* + arctg(x). Por el cardcter local de la
continuidad, f es continua en R.
Por el caracter local de la derivabilidad,

fl(x)=14¢€"+ Vz e R

1+ 22

Como f'(x) >0 Vz € R, f es estrictamente creciente en R.
Para calcular el intervalo de longitud 1, uso el T. de Bolzano.

f(0)=1>0  f(-1)=—-14e " +arctg(—1) <0

Por el T. de Bolzano, 3¢ €] — 1,0[ | f(¢) = 0. Ademds, como f es estrictamente
creciente, es la tnica solucion que tiene.

Ejercicio 1.1.14. Probar que la ecuacion tg(x) = z tiene infinitas soluciones.

Sea la funcién f: R — {Z + 7k Vk € Z} — R dada por f(z) = tg(z) — .

!También se puede razonar mediante el Teorema de Rolle.
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Por el caracter local de la derivabilidad,
Fa) =1+ 1tg2(x) — 1 = tg?(z) Ve eR— {g + ok Vkez)}

Como f'(x) = 0 tiene oo soluciones en R, f(z) también puede tener, como mucho,
oo soluciones.

Ademas, como la funcién es continua y en cada intervalo de amplitud 7 tiene
como imagen R, en cada intervalo de amplitud 7 tiene una solucién. Es decir, hay
una solucién en cada

g—i—kﬂ',g—i-(k—i-l)ﬂ keZ

Como Z tiene oo elementos, hay oo soluciones.

Ejercicio 1.1.15. Calcular la imagen de la funcién f : R™ — R, dada por f(z) =
z/e.

flz)=e+  VzeR"

Por el caracter local de la derivabilidad,

M%x—lnm wel —Inx

Pl = E 2D 2

+
o o VreR

Veamos los puntos que anulan la primera derivada:
f(z)=0=1-Inz=0=2z=c¢

» Paraz <e
f'(x) > 0 = f es estrictamente creciente en |0, €.

» Paraz > ¢
f'(z) < 0= [ es estrictamente decreciente en |e, +o0.

Veamos su comportamiento en z = {0, +00}.

, , nz = —
lim f(z)= lim e= =eof =e =0
z—07F xz—07F

lim f(z) = lim e = =1
T—00 T—00

Ademads, como f(e) = er > 1 < % > 0, y esto tultimo es trivialmente cierto,

Im(f) :]O,eé]

Ejercicio 1.1.16. Sean a,b,c € R tales que a?> < 3b. Probar que la ecuacién dada
por 2% 4 ax? + bx 4+ ¢ = 0 tiene una solucién real tnica.

Sea f:R — R dada por f(x) =23 + az® + bz + c.
Por el caracter local de la derivabilidad, f'(x) = 32+ 2azx+b Vz € R. Veamos
el nimero de soluciones de la ecuacién f'(z) = 0.

A =4a® —12b=4(a®> —3b) <0 <= a®> —3b < 0 <= a? < 3b
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Por tanto, como A <0, f'(x) #0 Vz € R. f(x) es estrictamente monétona.

lim f(z) =400 lim f(z) =—o0

T——+00 T——00

Sabiendo el valor de los limites en +o00 y sabiendo que es continua, concluimos que
tiene al menos una solucién. Ademas, como es estrictamente mondtona, esta solucién
es Unica.

Ejercicio 1.1.17. Estudiar la derivabilidad de la funcion f : [—%, —1—00[ — R defi-
nida por

fz) =

Para simplificar los calculos y evitar indeterminaciones, tomamos

f(:z:):{ " s 20
2 .

e? si x=0

{(x—i—ex)l/‘” si z#0

e si x=0

Por el caracter local de la derivabilidad,

In(z+e®) ixa:—ln(:v%—e )

1
/ —
fl(x)=¢e - Vxe}—é,—i-oo[—{()}
Veamos en el caso de x = 0:
14e® 2
e InGte®) Sl In(z + ") Ee1213 o —3  3e
10) = i ) = lie = e g -3
Ite” x e*(at+e”)—(1+e”)? I4+g”  14g” e (z+e®)—
zx—lnx—i—e ! Hoépita T+e” T+ e e z+e”
lim 2+ 2( R oA A iy — O
z—0 x z—0 2x z—0 2
x zy _ (] x)\2 1 — 22 _3
_h,me(x+e) (1+e")? _ 3 49
0 2(z + e*)? 2-1 2
1 ) L'Hépita 1 o2
liy 0 ) wmpiat o 12 (1.3)
z—0 xX z—0 1 + €% 1

Por tanto, f es derivable en ]—%, —I—oo[ con:

1n(z+ﬁz) 1+ezac ln(l‘-‘rel) .
{ e e ————— st x#0

$2
_3e?
2

f'(x) =
si =0

Ejercicio 1.1.18. Estudiar el comportamiento de la funciéon f : A — R en el punto
a, en cada uno de los siguientes casos:

1. A=]2, 400, flz)= f&;iv (zed), a=2
lim f(z) = lim VIZV2EVEZ2 g VPV
x—2+ z—2+ xr2 — 4 z—2+ T+ 2V —2

ff
+1lpois 1 1
— lim Y%= iy —

oot \/x—|—2 ﬁ_i
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donde he tenido que resolver en primer lugar la siguiente indeterminacion:

VT — V2 L' Hopital i ﬁi _ i va —2

1 el S =0 1.4
AN b 14)
2. A=R"\{1}, flo)==--4 (z€A), a=1
1 1 . o —1—1Inz r'Hepita ., 1— % L' Hépital
lim f(z) = lim —— =lm—— "= llIm——/—E— =
z—1 isllng z—1 a1 In z(r —1) z=~1 = 4 Inx

332

3. A=]l,+o0], flr)=:L=2 (z€d), a=1

T ' Heoita :Jcln(:]c)l 1) =1 01_1
lim f(x) = T LHopital € (In(z) + 1) (D) _

a—1+ e—1+ 1l —x—Inx o1+ _1_% —1-1

4. A=R*, fla)=4 -5 -2 (z€A), a=0.

T 622 2
1 1 sen x . 6x—a® —6sena 1/ Heopital
lim f(z) = lim — — — — —— = lim = =
z—0+ z—0t T 6x T z—0+ 6x
., 6—32%2—6cosx L'Hopital ., —6x+6sena 'Hopitat ., —6 -+ 6cosx
= lim 1 = lIlm ——— 7 = lim o, =
0+ 30z 0+ 12023 2—0+ 360z
L'Hépital ,, —b6senx r'mopitat ,, —06cosx 6 1
= im —— = lim = — ——
z—0t 720z z—0+ 720 720 120

5.A=002[, f@)= () (@e4), a=i

sen x 1
03 () - (2) -

6. A=10,2], f(x):(l—ksenx)mtggC (x€eA), a=0.

, , t, , cotg x
lim f(z) = lim (1 +senz)®" =1* = lim eln((rsena)™7) _
z—0t z—0t z—0t
, In(lt+senz) g 15
= lim e &® el =¢
z—0*

donde he tenido que resolver en primer lugar la siguiente indeterminacion:

. cos T
11 In (]- + sen ZL‘) 0 L'Hopital ., 1+senx
1m = = ==

-~ = T = 1.
=0t tg(z) 0 s—0+ 1+ tg?(z) (1.5)
7. A=RM\{e}, fx)=2"0T (z€A), a=c

1

]‘7 —_—
lim f(z) = lim 27"@®-1 = eoF =™ = 0
z—et z—et

1 L
lim f(z) = lim z0®-T =¢eo- = > =0
T—e r—e
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1
z

1 In(1+x)
lim f(z)= lim e—(1+a)r _ Km e—e @ Bels 0 L' Hopital
z—0t x—0t T —0+ T 0
. In(1+z) 1+Lz —In(1+2) Ecl,6yl,7 1 e
e hm —e T 2 _et. 2= CZ
:I?—)O+ I‘2 2 2

donde he tenido que resolver en primer lugar las siguientes indeterminaciones:

In(1+ ) r'Hopital ;

lim. lim = = 1 (1.6)
z—0 T z—0

_x 1+z—x 1
o T 0 g |
m 5 = lim =
z—0T T z—0+ 2q

(= ~1 1
= lim 22—y =—= (1.7)

w0+ 20 a0+ 2(1 4 )2 2

Ejercicio 1.1.19. Estudiar el comportamiento en cero de la funcién f : A — R, en
cada uno de los siguientes casos:

1. A=10,2], f(z)= (sen(z) +cos(x))% (x € A),
Como la funcion solo estda definida a la derecha del 0, estudiar su comporta-
miento en el 0 es tomar limite cuando x tiene a 0 por la derecha.

In(sen(z)teos(@)) Fel8 |
T e

lim f(z) = lim (sen(x) + COS(ZL‘))% =[1*°]= lim e e =e

z—0t z—0t z—0t

donde he tenido que resolver en primer lugar la siguiente indeterminacion:

In(sen(z) + cos(x)) L' Hopital . cos(z) — sen(x)

1i =1 1.8
o0t x 2—0+ sen(x) + cos(z) (18)
Alternativamente, usando la regla del Zapato o Teorema de Euler,
lim f(z) = lim (sen(z) + cos(a:))% = [1°] = lfm e (eneteose—1) Peldel — ¢

z—0+ z—0t z—07F
donde he tenido que resolver en primer lugar la siguiente indeterminacion:

, L'Hopital -,
lim —(senx +cosz —1) " = lim cosx —senz =1 (1.9)
z—0t T z—0t

1
2 2

2. A=10,2], flz)= <cos(x)+%)z (x € A),

2
2\ 2 M Ec.1,10
xz—0t xz—0+t z—0t

lim f(x)= lim (cos(x) + — = lim e~ 22 =" =1

donde he tenido que resolver en primer lugar la siguiente indeterminacion:

1 22 —sen(z)+x
) n (COS(.I’) + 7) L'Hopital -, cos(x)-i—% , T — sen(x) L' Hopital
lim = lim ———2 = lim =
20+ x? =0+t 21 z—0+ 2x cos(x) + a?
1—
= lim cos(x) =0 (1.10)

z—0+ 2 cos(z) — 2z sen(x) + 32
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3. A=10,T[, flz)="20w0) ;e Q)

2 sen?(x)
. 1— L .
T — arc tg(flf) L'Hopital -, 1422 L' Hopital
lim f(z)= lim — = lim 5 =
20+ =0t sen3(x) z—0+ 3sen?(x) cos(x)
2x
(1+22)2 L' Hépital

$1i>r(1)1+ 6 sen(x) cos?(z) — 3sen?(z)
2(1+22)2—2(2x)2(1+22)
= lim (1+a%) =
2—0+ 6 cos3(x) — 12sen?(z) cos(x) — 9sen(x)? cos(x)

2 42
I R 2 1
= lim S
z—0+ 6cos?(x) — 21 sen?(z)cos(x) 6 3

4.A=00,5[, fl)=(1—tgz) (z€A),

In(l—tgx) :
lim f(z)= lim (1 —tg $)xi2 = lme = PEM ey

r—0t r—0t z—0t

donde he tenido que resolver en primer lugar la siguiente indeterminacion:

—1—-tg-x
l 1 — t ' Hépita —tox _1
i WU = t8 ) vagital o Toer  Z1 (1.11)
z—0t+ x2 z—0t 2x 0+

5. A=RT, f(z)=2%"® (2 € A),

Ec.1,12
sen T senzInx i 60 =1

lim f(z) = lim 2°"% = lim e
z—0t+ xz—0t z—0t

donde he tenido que resolver en primer lugar la siguiente indeterminacion:

Inz 1 Hepital —sen’zx Hopital

lim senzlnz = lim —_ = lim —%— = lim
z—0t z—0t =0t ——=5— z—0t T COSXT
senxT sen< x
—28enx cosx 0
= lim =-=0 (1.12)

z—0T COSXL — L Sen x 1

Ejercicio 1.1.20. Sea a € R, y sea f : ]—7—;, 3 [ — R la funcién dada por:

) T
sen x L e}_i’ 5[\{0}
a si =20

In(1 —senz) — 21In(cos x)
-]

Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f en funcién del valor del parametro
a.

Por el caracter local de la continuidad, f es continua en } —g, g [\{0} Veamos

para xz = 0.
— cos() n(z) _
lim f(z) = In(1 —senz) — 21In(cos x) _ 0 L Hopital 1 1—(;22(35) + Qi‘f)s(m) _ T1 + 2tg(0) -
o0 sen x 0 20 cos(z) 1
Por tanto, para que sea continua en x = 0 es necesario que f(O) —u=—1=1
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= Sia# —1: f no es continua en z = 0.
» Sia=—1: f es continua en z = 0, con f(0) = —1.

Veamos ahora la derivabilidad. Por el caracter local de la derivabilidad, f es
. T
derivable en ] 35 [\{O}, con:

™

— cos(z) + 2sen(m)> sen(I) — Cos(x)[ln(l — sen I) — 2111(008 JJ)] T
vre |y g

1—sen(x) cos(x)

fla) = (

sen?(x)
Veamos si es derivable en x = 0:
In(1—sen z)—2In(cos x)
xz) — f(0) —a
/ —1 f( — i sen —
i In(1 —senz) — 2In(cosx) — asenx L’ Hopital
= ]11Im =
20 rsenx
:Hml__‘;‘e’i“;—l—Q%—acosx:_l_a: % sia=—1
2—0 senx + T cosx 0 %zoo sia#—1
Por tanto, para a = —1, y sabiendo que f es continua, aplico L’Hopital.
sen z(1—sen z)—cos? x
: , a2+ tg’a) —senz 1490 1
f(0) = lim = = —
z—0 cosSx + cosT —xsenx 2 2
. . T
Por tanto, para a = —1, f es continua y derivable en ] —3 5[ con

(22 422560 sen(z) — cos(a)In(1 — sen) — 21n(cos) .

fla) = ) sore |55\

0 si T =

En el caso de a # —1, f no es continua en z = 0 y por tanto tampoco es derivable
en dicho punto.

Ejercicio 1.1.21. Estudiar el comportamiento en +oo de la funcién f: A — R, en
cada uno de los siguientes casos:

1. A=R*, f(z)=(a®+x)s, acR*.

, , 1 , n(a®+2) Fe1,13 ee=1 sia<l1
lim f(z) = llm (¢ +2)z = lim e~ = = .
zﬁoof( ) x%oo( ) T—00 eln“ =a sia>1

donde he tenido que resolver en primer lugar la siguiente indeterminacion:

. In(a® + ) vHopitar |,
lim —~ = lim

T—00 X T—00 a* +x

zln(a)l 0 _ Ca <
e n(a) _ { 2 =0 sia<l (1.13)

= sia>1
En el caso de que a > 1, aplicamos la Regla de L’Hopital.

zln(a) 1,,2
lim e—lnm) =lna
200 emln(a) ln(a)
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1 1
z(ze —1) , e — 1 Be 1,14y 1,15 0 L/ Hopital
lim f(z) = lim = lim — = - =
—00 T—00 Inx r—oo0 AT 0
X
Inz 3]
e 72&( , e Eec. 1,14
= lim ——F=—=1lme: = =1
T—00 _2 T—00
X

donde he hecho uso de que:

1 " Hopita 1
lfm o FHEel o e g (1.14)
=00 I z—00 1
lfim 27 = lim e =20 =1 (1.15)
3. A=R*, f(z)=a"sen (L), acR
» Sia=0
1
lim f(z) = lim 2%sen (—) =1-sen(0) =0
T—00 T—00 xr
» Sia<0
1
lim f(z) = lim z%sen <—) =0-sen(0) =0
m Sia>0
sen (1) 1 mepita —cos (2) & —cos (£
lim f(z) = lim z%sen <—) = lim —_(””) LHopital 1oy —(fﬂ)lﬁ — lim —<13
T—00 T—00 T z—oo ¢ r—00 —ar~ z—o00 —ar~ ¢
o Sia<1
1
lim f(z) =——=0
T—00 — 0
e Sia=1
, 1
A==t
e Sia>1
1
M Jw) =gz = e
Por tanto,
0 sia <1
lim f(x) = 1 sia=1

+o00 sia>1

4 A=R*, f(z)= 2205

Inz

2 1 1 1) 1
’ , xr-sen - , sen — O L' Hépital -, —cos (=) =
lim f(l') = lim r — i z |:_:| ;pzta lim (a:) x2

m = 221
T—00 z—oo  Inx z—o0 BI 0 z—oo  LZSLINT
x T

o =05 ()0 v R —cos (1) sen () +wcos(1) 04001
T ohe 1-2Inz 2 - 2 -2

xT
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Ejercicio 1.1.22. Dadas las funciones f,g: A — R y a € A, demostrar que si f es
derivable en a, siendo f(a) = 0, y si g es continua en a entonces fg ? es derivable
en a.

Demostracion. Aplicamos la definicion formal de derivada en un punto:

o) — 1w L@90) — Lot J@ea) @)

xr) =
r—a Tr— a r—a Tr—a x—a Xl — QA )

cf@) = fla) )

pu— 1 —_—m pu—

lim —————g(x) = ['(a)g(a)
donde en (x) he aplicado que el limite del producto converge al producto de los
limites. El primer limite es la definicién formal de f'(a) y, en segundo lugar, he
aplicado que g es continua en x = a.

Por tanto, se ha demostrado que fg es derivable en = = a, con (fg)(a) =

f'(a)g(a). O

Ejercicio 1.1.23. Sea r > 1. Si f es una funcién real de variable real tal que
|f(x)| < |z|" en algin intervalo abierto que contenga al cero, demostrar que entonces
f es derivable en cero.

Demostracion. Veamos en primer lugar el valor de f(0).
0<fO] <0 =0=[f(0)] =0 = f(0) =0

Usando la definicion de la derivada de una funcién en un punto,

. flx) = f(0) . f(x) Be116
/ - — _ -’
Fo=m=— ~m% =
donde he usado este resultado:
o<’M B S RPN A IR T CO (1.16)
xX |J}| z—0 x z—0 I

donde en (*) he usado que, como el exponente es 7—1 > 0, la sucesién {|z|" '} — 0.
Por el Lema del sandwich, el limite buscado es 0.

Por tanto, por lo demostrado anteriormente, f es derivable en x = 0, con
f(0)= 0. O

2fg no se refiere a la composicién, sino a la multiplicacién. Esto se debe a que no se pueden
componer por los dominios.
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1.2. Problemas de Optimizacion

Procedimiento

El problema se plantea por lo general como el calculo del maximo o del minimo
de una funcion de varias variables y nos proporcionan ecuaciones de “ligadura” entre
las variables gracias a las cuales terminamos buscando los maximos y los minimos
de una funcién de una variable®.

Trucos

1. El méximo o el minimo de f(x) se alcanza en los mismos puntos que lo alcanza
la funcién g(z) = kf(x), con k > 0.

2. Si g es estrictamente creciente, entonces los maximos y los minimos absolutos
de f(z) y h(z) = g(f(x)) se alcanzan en los mismos puntos.

Demostracion. Demostramos para el minimo, ya que para el méaximo es anélo-
ga.
Supongamos ¢ minimo de f = f(a) < f(z) Vz € I.

g

Como g es estrictamente creciente, g(f(a)) < g(f(z)) Vx € I. O

3. f(x) y f*(z) alcanzan los mdximos y los minimos en los mismos puntos si
f(x) > 0 Vz, ya que f?(x) = g(f(x)), con g(x) = 2* y g es estrictamente
creciente en R .

4. f(x)y e/@ alcanzan los maximos y los minimos en los mismos puntos.

Ejercicio 1.2.1. Una caja abierta esta construida con un rectangulo de carton,
quitando cuadrados iguales en cada esquina y doblando hacia arriba los bordes.
Héllense las dimensiones de la caja de mayor volumen que puede construirse con ese
procedimiento si el rectangulo tiene como lados:

1. 10 y 10

Trabajamos de forma general con los valores de altura h y base b como cons-
tantes. La medida z es el lado del cuadrado que se ha recortado. El volumen

3Cuando estudiemos célculo en varias variables veremos otros métodos.
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de la caja sera:

2

V.}O, [ — R
r +— V(z) = x(b—2z)(h — 2x) = bhx — 22%(b + h) + 423

Para maximizar el volumen de la caja, le hallamos los extremos relativos a la

funcion V:
V'(x) = bh — 4(b+ h)x + 1227

Para b = h = 10 u, los puntos criticos son:

Tr =
=3

u

wlot

V’(x)—0:>12x2—80x+100—0:>3x2—20x+25—0:>{

Veamos si, efectivamente, los puntos criticos son extremos relativos:

» Paraz < 2 V/(z) > 0=V estrictamente creciente.

= Para z > 2 V/'(z) < 0=V estrictamente decreciente.

Por tanto, efectivamente obtenemos un maximo relativo en z = % u. El
volumen para estas dimensiones es V' = % ~ 74,074 u3.

Ademas, efectivamente obtenemos un maximo absoluto, ya que

z—07F r—5~ 3 27

5 2
lim V(z) = lim V(z)=0<V (—) _ 2000 s

Por tanto, las dimensiones pedidas son:

5 2000
= - V=" ~ 74,074 v
T=3u o ,074 u
2. 12y 18
Siguiendo un razonamiento analogo, para b = 12 y h = 18 u, los puntos criticos
son:
=5—Tu
V/(2) = 0 = 122712004216 = 0 —> 2”— 100418 =0 —> § =

Veamos si, efectivamente, los puntos criticos son extremos relativos:

» Paraz <5 — /7 V'(z) > 0=V estrictamente creciente.

» Paraz >5— /7 V'(z) < 0=V estrictamente decreciente.

Por tanto, efectivamente obtenemos un méaximo relativo en x = 5— VT .
El volumen para estas dimensiones es V = V(5 — /7) ~ 228,162 u>.

Ademas, efectivamente obtenemos un maximo absoluto, ya que

lim V(2) = lim V(2) =0 <V (5-v7) ~ 228162’

z—07F z—6~
Por tanto, las dimensiones pedidas son:

r=5-—V7Tu V228162 "
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Ejercicio 1.2.2. Se desea construir una ventana con forma de rectangulo coronado
de un semicirculo de diametro igual a la base del rectangulo. Pondremos cristal
blanco en la parte rectangular y cristal de color en el semicirculo. Sabiendo que el
cristal coloreado deja pasar la mitad de luz (por unidad de superficie) que el blanco,
calcuilense las dimensiones de la ventana para conseguir la méxima luminosidad si
se ha de mantener un perimetro constante dado.

La ecuacién de ligadura dada es que el perimetro es constante, es decir:

P—b1+7)
2

9 b
P:b+2h+%:b+2h+wr:b+2h+%:>h:

La ecuacién a maximizar L que indica la luminosidad obtenida es:

L:RT —R
ﬂﬁ —p2 ™
b — L(b) = Ap+4n —pp 4 100 = D0 0FE)
Para maximizarla, le hallo los extremos relativos:
P 0 b
)= -b(1+2)+ %
(b)) =75 +5)+ g
por tanto,
P P P 4P
D) =0b(1+5 - T) =7 b= _ B
; RN 2(1+%) 2+% B8+3r

Comprobemos si, efectivamente, el punto critico es un extremo relativo.

L”(b):—l—g+%<0 Vb € R*

Por tanto, como L” (Si%) <0=1b= Bi% es un maximo relativo. Adem4s,

es maximo absoluto ya que L(b) es continua y solo tiene un extremo relativo. Por
tanto, las dimensiones son:

P s (0r3) Pogig—d _ p843m—4-2n 4+
2 2 2(8 4 3m) 2(8 + 3m)

,_ AP b 2P

“8+3r 2 8+3n
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Ejercicio 1.2.3. Las palomas domésticas no suelen volar sobre extensiones grandes
de agua a menos que se vean forzadas a ello, posiblemente porque se requiera méas
energia para mantener la altitud sobre el agua fria. Supongamos que se suelta una
paloma desde un barco situado a 3 km de la costa, siendo A el punto costero méas
cercano. El palomar se encuentra en un punto de la costa situado a 10 km de A.
Si la paloma gasta dos veces mas energia volando sobre el agua que sobre la tierra
firme y sigue un camino que hace minima la energia gastada, determinese el punto
donde la paloma abandona el agua.

Barco

3 km

10 — x PaI%mar

La ecuacién de ligadura, por el Teorema de Pitagoras, es:
m?* =34+ = m=+v9+ a2
La funcién que determina la energia consumida es:

E0,10] — R
r — E@)=2m+(10—2)=2v9+22+10 -2z

2x 2

- 1=—""
SNCE AN s

Ez)=0<=20=V9+12 =41’ =9+ 2% <= 2 =+3km

E'(x)

Veamos si, efectivamente, el punto critico es extremo relativo.
» Para z < V3: E'(z) < 0 = E(x) estrictamente decreciente.
= Para x > V/3: E'(z) > 0 = E(x) estrictamente creciente.

Por tanto, si es extremo relativo. Ademaés, es absoluto ya que es el tinico extremo
relativo y la funcién es continua y el dominio es un intervalo.
Por tanto, el punto pedido P se encuentra a v/3 km del punto A en la costa.

z2

Ejercicio 1.2.4. Se inscribe un rectdngulo en la elipse ;55 + % =1 con sus lados

paralelos a los ejes. Héllense las dimensiones del rectangulo para que:
1. El drea sea maxima.
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30

b

T b

Dada la ecuacién de la elipse, sabemos que el semieje mayor mide /400 = 20,
y el semieje menor mide /225 = 15.

La ecuacion de ligadura es que el punto (2, 5) pertenece a la elipse, por lo que
cumple la ecuacién. Es decir, la ecuacién de ligadura es:

ORNO) h? Jio 2
A20 02 e = (1600 (1=~ | = b =404/1 — —
400 225 ( 900) 900

La funcién a maximizar es el area del rectangulo, es decir,

A:0,30] — R

1.1
h — A(h) =b-h =40n/1 - 2 (L17)

Para maximizar A, es decir, calcular su maximo, calculamos los extremos re-

lativos.
—40\/1— +40h 0 404/1 —
B2 / h2
24/1 — 454/1 — 555

900

h? h? ) , h
Alz) =0=9004/1 — — = = 900% — 900h% = ——+ =
900 ) 1 _ 2

~ 900 900

—= 900% — 9002 — 900h% + ¥ = }f —
— 900(—2h% + 900) = 0 = h = 15v/2

Veamos ahora si el punto critico h = 15v/2 es efectivamente un maximo rela-
tivo.

= Para h < 15v/2 A’(h) > 0 = A estrictamente creciente.
» Para h > 152 A’'(h) < 0 => A estrictamente decreciente.

Por tanto, efectivamente obtenemos un méximo relativo en h = 15v/2 u. El
valor de la base es b = 20v/2 u. El drea para estas dimensiones es A = 600 u?.

Ademas, efectivamente obtenemos un méaximo absoluto, ya que

lim A(R) = lim A(h) = 0 < A(15v/2) = 600 u?

h—0+ h—30~

Por tanto, las dimensiones pedidas son:

b=20vV2u  h=15vV2u A =600 u?
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2. El perimetro sea maximo.
En este caso, la funcién a maximizar es el perimetro del rectangulo, es decir,

P:0,30] — R
1.18
h s P(h) = 2b+2h = 80,/1 — 1% 4 2} (1.18)

Para maximizar P, es decir, calcular su maximo, calculamos los extremos
relativos.

h
P'(h) =80—22— +2=
h2
~ 900

A
24/1 45,/1 — &
2
P’(x):0:>2:L:>90\/1—h—:4h:>
45,/1 — 12 200
900

2

h
:>902(1—%) = 16h%? = 90%? — 912 = 16h?* = h = 18 w.

2

Veamos ahora si el punto critico h = 18 es efectivamente un maximo relativo.

» Para h < 18 P'(h) > 0 = P estrictamente creciente.
» Para h > 18 P'(h) < 0 = P estrictamente decreciente.

Por tanto, efectivamente obtenemos un maximo relativo en h = 18 u. El valor
de la base es b = 32 u. El perimetro para estas dimensiones es P(18) = 100 u.

Ademas, efectivamente obtenemos un méaximo absoluto, ya que

lfm P(h) = lfm P(h) =0 < P(18) = 100 u

h—0t h—30—

Por tanto, las dimensiones pedidas son:

b=32u h=18u P=100wu

Ejercicio 1.2.5. Se desea confeccionar una tienda de campana cénica de un volumen
determinado. Calcilense sus dimensiones para que la cantidad de lona necesaria sea
minima.

Cabe destacar que se toma como lona solo la superficie lateral. La superficie para
la base no se tiene en cuenta.
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En este caso, tengo varias ecuaciones de ligadura. En primer lugar,

1
%:cte:—ﬂr2h:>h:%
3 T2

En segundo lugar, por el Teorema de Pitagonas,

2
l2—r2+h2:>l—\/7"2—|—h2—\/7”24——9;?34
T

Por tanto, la funcién a minimizar es:

A: Rt — R
r — A(r)

/ 9V
A(r) = mrl = mryfr? + 2

Como A(r) > 0 Vr, calculo los puntos criticos de A?*(r), ya que alcanzan los
extremos relativos en los mismos puntos.

2 2
A%(r) = 7r? (7“2 + %) =t ¢ Wo

2r r2

18V2 gv2
(A2)(r) = 4n*r® — T—3° — (AN (1) =0 <= 420 = 18V2 = r = { 2_7;;

Una vez obtenido el punto critico, comprobamos si es un minimo relativo.

54V2
(A*)"(r) =12+ —> >0 VreR"
r
Por tanto, como la segunda derivada es positiva, se trata de un minimo relativo.
También es absoluto, ya que la funcién es continua definida en un intervalo y es el
tnico extremo relativo. Por tanto, como es minimo absoluto de A2, también lo es de

A.

Las dimensiones pedidas son, por tanto,

o [OVE 3V
r=1\+s4 h=——=
27T 6 <9V02>2
™/ 277
Ejercicio 1.2.6. Demuéstrese que la suma de un ntimero positivo y su inverso es
mayor o igual a 2.

Sea x € RT el ntimero referido. Se pide demostrar que x + % >2 Vo eRT'. Sea
f la funcion:
f:Rt — R
r — flr)=z+1

1
f’(m):l—;:O:)x2zl<:>m:1
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Célculo 11

» Para oz <1:
f'(x) < 0 = f estrictamente decreciente.

= Paraz > 1:
f'(x) > 0 = f estrictamente creciente.
Por tanto, x = 1 es un minimo relativo. Ademaés, es también un minimo absoluto,

lim f(z) = 400
T—r+00

ya que es el inico extremo relativo y
lim f(x
z—0t ( )
Por tanto, el nimero positivo cuya suma es la menor es £ = 1. Dicha suma
)

minima es f(1) = 2, como se pedia demostrar.
Ejercicio 1.2.7. Hallense las dimensiones del cilindro de mayor volumen entre todos

aquellos que tienen la superficie total constante.

La ecuacién de ligadura es:
S
St = Srat + 2+ STapa = 21rh + 2712 =2mr(h+r) = h= Q—T—T
Tr
El volumen a maximizar es:
V:Rt —R

ro— V(r)=mr?h=mr? (2L —r) = ZLr — 3
St St
Vir)=—=3m?*=0<=r=1/—
(r) 5 mr r o

2L es un maximo relativo.

= 61

Como V"(r) = —6nr < 0 Vr, tengo que r
Ademas, es absoluto por ser el tnico extremo relativo de una funcién continua,

derivable y definida en un intervalo.
Por tanto, las dimensiones son:

St
r = N
T
h_ﬁ_ S S [ S¢St
- 27r _27r s_: T 4567:2 6
357 [Sr_ |5t §_\/I _ S V6 25
T T 2 6| T 3 3T
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Ejercicio 1.2.8. Se desea construir un silo, con un volumen V' determinado, que
tenga la forma de un cilindro rematado por una semiesfera. El costo de construc-
cién (por unidad de superficie) es doble para la semiesfera que para el cilindro (la
base es gratis). Determinense las dimensiones éptimas para minimizar el costo de
construccion.

En este caso, la ecuacion de ligadura es el volumen.

V — §7T7"3

4
V= ‘/cilindro + ‘/esfera = 7TT’2I’L + 67‘['7”3 = h = 5

wr

Sea C' la funcion que representa los costes de produccion a minimizar:

C:Rt —R

r — C(r)

V — 2ap3
C(r) = Stat + 2+ Sesfera = 2mrh + Arr? = 27y 32 + 47r?
mr

2V 4 2V 8

= — w4+ 4dmr? = + —qr?
T 3 r 3

2V 16 |3V
C'(r) = 7 + Ema =0<=3V=8mt<—=—r=19 3 punto critico.

Veamos ahora si el punto critico es extremo relativo.
4V 16
C"(r)=—F5+—57>0 VreR"
r 3
Por tanto, efectivamente el valor de r es un minimo relativo. Ademas, es absoluto
por ser el Unico extremo relativo y ser la funcién definida en un intervalo y continua
en este.
Por tanto, las dimensiones 6ptimas son:

Vo VoV v

8 2 472

r =
Ejercicio 1.2.9. Se proyecta un jardin de forma de sector circular de radio r y
angulo central ¢. El area del jardin, A, ha de ser fija. ;Qué valores de r y ¢ hacen

minimo el perimetro que bordea el jardin?
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La ecuacién de ligadura, en este caso, es que el area es fija.

qa o
A= —mr*—qg=—
s g 72

Por tanto, la funcién que representa el perimetro es:

P:Rt —R
r |—>P(r):2r+%2m’:2r+%
2A

P'(r):2——2:0<:>r2:14<:>r:\/z
r

= Parar < VA P'(r) < 0 = P(r) estrictamente decreciente.

= Parar > VA P'(r) > 0 = P(r) estrictamente creciente.

Por tanto, como se produce un cambio en el crecimiento, r = v/A es un minimo rela-
tivo. Ademas, es absoluto, ya que la funcién es continua, el dominio es un intervalo,
y es el Unico extremo relativo que hay.

Por tanto, las dimensiones pedidas son:

q = 2 radianes r=vA

Ejercicio 1.2.10. Una persona desea cortar un pedazo de alambre de 1 metro de
largo en dos trozos. Uno de ellos se va a doblar en forma de circunferencia, y el otro
en forma de cuadrado ;Cémo debe cortar el alambre para que la suma de areas sea
minima?

En este caso, la ecuacion de ligadura es la longitud del alambre.

1-2 1 1
PZlm:PO+PD:27TT+4l:l:Twzz_iﬂ'?"

La funcién que representa el area total a minimizar es:

Ar 2]0, 1[ — R

| — Ar()=Ap+Ag=mr? + P =mr? + L+ =5 — Iy
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w™r 7 z 1
=AM T "o 8t

Comprobemos si el punto critico efectivamente es extremo relativo.

2

Al (r) =27 + % >0  Vrelo,1]

Por tanto, es un minimo relativo. Ademas, es absoluto, ya que es el inico extremo
relativo y la funcion es continua definida en un intervalo.
Por tanto, las medidas pedidas son:

1 1 T

— | =
stor 1 16+4n "

Por tanto, los trozos de alambre seran de:

2m ™ 1 T ™ 4
© i 8+ 27 4+7rm B (4 16+47T> 4+ 4+7Tm

Ejercicio 1.2.11. Un muro de 4 metros de altura esta a 3 metros de la fachada de
una casa. Hallar la escalera mas corta que llegard desde el suelo hasta la casa por
encima del muro.

En este caso, la ecuacion de ligadura viene dada por el Teorema de Thales:

h
_3+:L':>h:4_3+x

4 T T

La funcién L que determina la longitud de la escalera viene dada por:
L:RtT —R

r — L(x) = /h?+ (3 +x)2 \/ 3T 4 (34 )2

Como L(x) > 0 Vx € R*, minimizo L?(x), ya que tendra el mismo minimo absoluto.

34+x z-3- RS
S L o34 =

(LY (1) =0 <= 96(3 +2) = 62° + 22" —= 2" +32° — 482 — 144 = 0 =
Pt (1 4 3) (2P — 48) = 0 = o = {3, V/48)
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1 3 0 —48 —144
-3 -3 0 0 144
1 0 0 —48 0
Figura 1.4: Division mediante Ruffini donde se ve que z = —3 es una solucion.

Como L?(x) es derivable en RT, comprobemos que x = v/48 es extremo relativo:

= Para 0 < 2 < V48 (L?)(x) < 0 = L?(x) decrece.

» Para V48 < x (L?)(z) > 0 = L?*(z) crece.

Por tanto, efectivamente es un minimo relativo. Ademas, es absoluto, ya que es
el inico extremo relativo de una funcién continua y derivable en un intervalo.
Por tanto, la longitud de la escalera es:

2 2
3+ V48 3+ V48 V/48
LVAS) = (| (4 22V} p g vasye= | (422 0) (14 Y2 =
V48 V48 4
3+ V48 m V/48
V/48 4
Ejercicio 1.2.12. Demuéstrese que de todos los triangulos isdésceles que se pue-

den circunscribir a una circunferencia de radio r el de area minima es el tridngulo
equilatero de altura 3r.

=1

~ 10,0877 m

C

Como es isésceles, tenemos que o« = LZCAB = ZCBA. Ademés, tenemos que
AC = CB. Ademés, AB = 2AM = 2BM.
Nos reducimos a AOBM.
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Una de las ecuaciones de ligadura es:

tanﬁztang:;jBM: !
2 B tan%

Nos reducimos ahora a ACBM.

C

Lo\,

M

La otra de las ecuaciones de ligadura es:

La funcién del area del triangulo es:
wug[ -
o Ala) = jbh = BERE = o e = 000

2 2 2

Para calcular el minimo absoluto, calculamos los puntos criticos:

, (I+tan®a)tan? — 2tanatang (1 + tan® §) /}/
3

Alla) =1r"-
o
tan?t 2
, tang(1+ tan® o) — tana(l + tan® $)
=r
3a
tan 5
tan% _ tana o
2 cos? o cos? % tan 9 tan o
= 7r°. — ¥ 3a = O < 2 = 7 o
tan 3 COS* v cos® 5

Resuelvo la ecuacién A’(a) = 0, sabiendo que todas las funciones trigonométricas
toman valores positivos por ser « del primer cuadrante. Ademds, ninguna se anula
ni se va a +00, ya que el intervalo es abierto.

tan % tan a

cos?a  cos? 5

o & 2
5 = tan o cos” a <

Aa) =0 <:>tan%cos

«Q Qo «Q o
<—> sen — COS — = SeN (¥ COS (v <> 2sen — cos — = 2sen o Cos (v <—>
2 2 2 2
1 s
(z)sem:%eﬂ/dcosa(:)cosazé(:)a:g

Veamos ahora si, efectivamente, se trata de un minimo relativo.
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» Para a < %: A'(a) < 0 = A(«) estrictamente decreciente.

ol

wlx

» Para a > %: A'(a) > 0 = A(«) estrictamente creciente.

Por tanto, vemos que en o = % se produce un cambio de monotonia, por lo que

efectivamente es un minimo relativo. Ademas, también es absoluto, al ser el tnico
extremo relativo en una funciéon continua y derivable definida en un intervalo.

Calculamos ahora la altura del triangulo de area minima:

s

tan o tan 3

h=CM=r

a ’ T
tan§ tang

Por tanto, queda demostrado el enunciado.

Ejercicio 1.2.13. ;Cuadl es la longitud de la barra méas larga que puede hacerse pasar
horizontalmente a través de la esquina, en angulo recto, que forman dos corredores
de anchuras respectivas a y b?

€= == >
/

La barra pedida es el segmento que pasa por los puntos A, B y C. Variando el
valor de «a, obtenemos un haz de segmentos. Paraddjicamente, necesitamos minizar
la longitud de la barra que pasa por los puntos A, By C' ya que, al ser la longitud
de la barra constante, si no se usa la barra mas corta, en algiin momento del giro
chocard contra las paredes de los corredores.

Por tanto, la longitud a minimizar de la barra pedida es:

L=AC+CB

La ecuacion de ligadura en este caso viene dada por el angulo «, ya que al ser
los dos corredores perpendiculares y la anchura de cada uno constante, el angulo es
el mismo. Por tanto, como a = «, las medidas de los segmentos son:

a N a
sen o = — — AC =
COS AC sen o

b -
cosqy = — =—> OB =
CB
Por tanto, la longitud L de la barra viene dada por:
L: ]O, T [ — R
2
b a
_I._

— L =
“ (z) cosa  seno
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sen(a cos o sen(a cos a
L'(a) =0 g)—a s— =00 g):a s— <= bsen’ a = acos’ o
cos2a  sen?a cos? o sen?

3 a s/a sla
< tg 04:6<:>tga: Z<:>04:arctg 3

Veamos ahora si el punto critico es un extremo relativo.

cos® o + 2 cos asen? o —sen® a — 2sen a cos? «

L'(a) =b —a =
(o) cost o sen? «v
cos? o + 2sen? v —sen?a — 2cos® 1+ sen? « —1 — cos?
=0 3 —a 3 - 3 —a 3 -
cos3 v sen3 o cos3 o sen3 o

2 — cos® « 2 —sen®

a
cos? o sen’d o

Por tanto, podemos ver que L"(«) > 0 Va € ]O, 3 [, ya que en dicho intervalo
tanto el seno como el coseno son positivos (por lo que los denominadores son posi-
tivos). Respecto a los numeradores, tanto el seno como el coseno en dicho intervalo
estan acotadas entre |0, 1], por lo que su cubo también lo estard. Como a,b € R
y las fracciones son positivas, la segunda derivada en dicho intervalo siempre es
positiva.

Como L"(a) > 0 Vo € 10,5 = o = {/% es un minimo relativo. También
es absoluto, ya que la funcién es continua y definida en un intervalo.

La longitud pedida es:

(e a\ _ b n a
b COoS (arc tg {/%) sen (arc tg \3/%)
Ejercicio 1.2.14. Determinar las dimensiones del cilindro circular recto de volumen
maximo que puede inscribirse en un cono circular recto de radio R y altura H.

La ecuacién de ligadura viene dada por el Teorema de Thales:

Rcono H cono H conol’
r H cono ~ h cono

_'_ HCOHO
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La ecuacién a maximizar es:

V0, Reonol — R
r — V(r)=nr?h = nr? <——%;’;": + Hcon0>

HCOnO HCOnO HCOnO
V'(r) = 2nr (__r + Hcono) — M2 = 32 4 27t Hopo

RCO’I’LO cono cono

3r 2
=2<—=1r=—=-Reono
Rcono r 3

Veamos ahora si el punto critico es, efectivamente, extremo relativo.

V(r)=0<+=

HCO?’LO

cono

2
r + 27THCOTLO V// (_RCOTLO) = _47THCOTLO + 27THCOTLO < O

V'(r) = —6
@ -

Por tanto, como V”(r) < 0 para el punto critico, es un maximo relativo. Ademsds,
como la funcién es continua definida en un intervalo y solo tiene un extremo relativo,
también es extremo absoluto.

Por tanto, las dimensiones que maximizan el volumen del cilindro inscrito son:

2 2 1
r= chono h = _chono + Hcono = chono
Ejercicio 1.2.15. Un cultivador de naranjas estima que plantando 60 naranjos ob-
tendria una cosecha media de 400 naranjas por arbol, y que este nimero bajaria 4
unidades por cada arbol mas que se plante en el mismo terreno. Hallese el ntimero
de arboles que hace maxima la cosecha.

Sea P la funciéon que determina la produccion, es decir, el nimero de naranjas
producidas. Sea n el numero de naranjos plantados, y k el nimero de naranjas por
arbol. La ecuaciéon de ligadura es:

k = 400 — 4(n — 60) = 640 — 4n

La funciéon P se define para n > 60, ya que en el caso de menos arboles no se da
informacion sobre la productividad.

P:[60,+00] — R
n +—— P(n) = kn = 640n — 4n?

P'(n) =640 —8n =0 <= n =80

Como P"(n) = —8 < 0 Vn € [60,+00], efectivamente el punto critico es un
maximo relativo. Ademas, también es absoluto ya que la funcién es continua definida
en un intervalo, y es el inico extremo relativo que hay.

Por tanto, el nimero de arboles que maximiza la cosecha son n = 80 naranjos,
siendo la cosecha total P(80) = 25600 naranjas.

Ejercicio 1.2.16. Durante la tos, el didmetro de la traquea disminuye. La veloci-
dad v del aire en la traquea durante la tos se relaciona con el radio r mediante la
ecuacién v = Ar?(ry — r), donde A es una constante y 7y es el radio en estado de
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relajacion. Determinese el radio de la traquea cuando la velocidad es maxima, asi
como esta velocidad.

La funcién a maximizar es:

\% Z]O, 7"0[ — R
r —V(r) = Ar?(ro —r) = Argr®> — Ar3

2
V'(r) = 24rgr —3Ar* =0 <= r = 370

Veamos si el punto critico es, efectivamente, un extremo relativo.
" 1 2
Vv (7’) = 2147”0 — 6AT =V <§’f’0) = 2147"0 — 4A7’0 = —2147'0 <0

Por tanto, como V”(r) < 0, r es un maximo relativo. También es absoluto ya
que se trata de una funcién continua definida en un intervalo y es el tinico extremo
relativo.

En conclusion, r = %7’0 maximiza la velocidad del aire de la traquea durante la
tos.

Ejercicio 1.2.17. Una fabrica de pléasticos recibe del Ayuntamiento de la ciudad un
pedido de 8000 tablas flotadoras para el programa de natacion del verano. La fabrica
posee 10 maquinas, cada una de las cuales produce 50 tablas por hora. El coste de
preparar las méquinas para hacer el trabajo es de 800 euros/méaquina. Una vez que
las maquinas estan preparadas, la operacién es automatica y puede ser supervisada
por una sola persona, que gana 35 euros/hora.

1. ;Cuantas méaquinas hay que usar para minimizar el coste de produccién?

Sea n el nimero de maquinas empleadas y sea h el nimero de horas que se
emplean. Sea Cr el coste total de produccion.

La ecuacién de ligadura es:

8000 160

La funcién C'r a minimizar es:
CT Rt — R
h +— CT<h) = Cmdquz’nas + Csupe'rvism" = 800n + 35h =

128000 /128000 /25600 160  160+/7

Veamos si el punto critico es realmente un extremo relativo.

2 - 128000
Ci(h) = =—— >0Vh e R

128000
+ 35h
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Como C"(h) > 0, se trata de un minimo relativo. Ademads, como la funcién es
continua definida en un intervalo y es el unico extremo relativo. Se trata de
un minimo absoluto.

No obstante, n = %ﬁ = /7 =~ 2,65 maquinas no tiene sentido fisico. El

resultado serdn 2 o 3 maquinas.

= Para n = 2 maquinas:

h=— =280 C7(80) = 4400 euros

= Para n = 3 maquinas:

1 1 12 _
h = 160 Cr (@> = 200 euros = 4266.6 euros

3 3

Por tanto, el nimero de maquinas que minimiza los costes seria n = 3 maqui-
nas.

2. Si se usa el numero 6ptimo de méaquinas, jcuanto ganard el supervisor durante
el proceso?

En el caso de que se usasen n = 3 maquinas, se necesitan h = 1;?)0 horas. Por
tanto, el supervisor cobrara:

160 5600 -
Csupervisor = 39h = 35 - = =3 euros = 1866.6 euros

Ejercicio 1.2.18. Calcular las dimensiones de una cruz simétrica respecto de los
ejes coordenados que estando inscrita en una circunferencia de radio 1 tenga area
maxima.

- - -

4 ===

I
I
I
I
I
I
¥

Debido a la trigonometria, sabemos que:

a
Cosazﬁ:b:Rcosoz sena:}—%:a:Rsena
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La funcién A que determina el area de la figura es:

A:]o,2[ —R
a — A(a)

A(a) = 2-2a2b—(2a)* = 8ab—4a® = 4(2ab—a*) = 4(2R*sen acos a— R*sen” o) =

= 4R*(sen(2a) — sen? ) Va € }O, Z [

Para maximizar la funcion, hallamos los puntos criticos.

A'(a) = 4R*(2 cos(2a) — sen(2a)) = 0 <= 2 cos(2a) = sen(2a) <=

1
<= 2 =tan(2a) <= a = 3 arctan 2
Veamos ahora si el punto critico es un extremo relativo.

A"(a) = 4R?*(—4sen(2a) — 2 cos(2a)) = —8R?*(2sen(2a) +cos(2a)) < 0 Va € ]0, % [
Esto se da ya que el seno y coseno son positivos en el primer cuadrante. Por tanto,
como la segunda derivada es negativa, entonces se trata de un maximo relativo.
También se trata de un extremo absoluto ya que es una funciéon continua definida
en un intervalo, y es el tinico extremo relativo.

Por tanto, los valores que maximizan el drea son:

1 1
b= Rcosa = cos (5 arctan 2) a = Rsena = sen (5 arctan 2)

45



Calculo 1T 1.3. Polinomios de Taylor y Concavidad

1.3. Polinomios de Taylor y Concavidad

Teorema. Sean f,g : I — R funciones derivables en a € I° hasta el orden n.

Entonces,
P = P (x) + Pl ,(x)

P es el inico polinomio Q(z) de grado n que pasa

U+9)(@)-Q) _

Demostracion. Sabemos que
por (a, f(a)) y tiene la propiedad de lim,_.,

(z—a)™
iy U H9) Bl ) _ g )P g 50) ) _,

Como conclusion,
Q(x) = Pl () + Pl,(x) = P (x)
O

Ejercicio 1.3.1. Sea p(z) = agp+ gz +- - -+ a,z". Dado a € R, expresar el polino-
mio p(x) en potencias de (z — a). Como aplicacion, expresar en potencias de (x — 2)
el polinomio p(x) = 6 + 7z — 3z — b3 + z'.

Usando el polinomio de Taylor,

p'(a)

. (v a)"

Como, ademas, el polinomio de Taylor de un polinomio es dicho polinomio,
= P? () = p(z). Por tanto,

p"(a)

2
(x—a)*+ -+ o

By o(x) = pla) + p'(a)(z — a) +

p//(a)
2
Para expresar el polinomio p(z) = 6 + 7z — 32% — 52 + 2* como potencias de
(x — 2), tenemos que:

(r—a)?+ - +7—2

p(z) = pla) +p'(a)(z — a) +

p
p(z) =p(2) +p'(2)(x — 2) +
Como:

p(z) = 7—6x—152% 442> p’(z) = —5—300+122> p"(x) = —30+24x p""(z) =24

Por tanto,

p(r) = =16 — 33(z — 2) — ?(z —2)* + ?(as —2)%3 4+ %(x —2)t =

=16 = 33(z = 2) = 9(z — 2)* + 3(z — 2)° + (z — 2)°

Ejercicio 1.3.2. Sea f(x) una funcién cuyo polinomio de Taylor de grado 3 cen-
trado en el origen es ngi ol)=14+2z+ % + ”%—3 Calcular el polinomio de Taylor de
grado 3 centrado en el origen de la funcién g(z) = = f(x).

Sabiendo que P;,(z) = x, tenemos que:

3 174 3

Pio(x) = [ Po(2) Pl () _ [ P ™

truncado en n=3 2 3 truncado en n=3 2
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Calculo 1T 1.3. Polinomios de Taylor y Concavidad

Ejercicio 1.3.3. Si el polinomio de Taylor de grado 3, centrado en el origen, de la
funcién f(x) es P?fi o(z) =1 —x+ 2% — 123, calcular el polinomio de Taylor del mismo

orden y centro de la funcién g(z) = e/®.

En primer lugar, sabemos que:

Blo() = £0) + £+ T2 L0y e

de lo que deducimos:

JO) =1 FO)=-1 [0)=21=2 f"(0)=—1.6=—6
Pjo(z) = g(0) + ¢'(0)x + g”é())ﬁ + g”;(!O)x3

donde:

=
(@)
S—
D
=
=
+
s
I
—~
o
N—
-
—
o
S—
D
=
=
+
[\
]
—
(@)
S—
i)
2
—
S—
D
=
=
+
—
&
—
o
S—
N—
w
)
~
=
=
Il

—6be+ —2¢e —4e—e=—13e

Por tanto, la soluciéon queda como:
2 3

x
Py —e— el — 13—
50(7) = e —ex + 3e 5 €5

Ejercicio 1.3.4. Calcular el polinomio de Taylor de orden n, en el punto x = 0
(desarrollo de Maclaurin) de las siguientes funciones:

1. f(z)=e¢"
o z? ot LN
Plo=l+at+ ottt o= 0
k=0

20 3!
2. flo)=(14+2)* (aeR)

o ! n "
Pr(:(;&-w) :1+ax+...+Lx_:Z(g>mk

3. f(x) = cos(x)

cos(z) _ peos(z) _ _ L () — _1)k
Py = Pyl = 1400 — 5 04 o4 (1) <2n)!—2( D e
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4. f(x) =sen(x)

Las derivadas del seno son:

f(4k) (x) —=seny f(4k+1) (x) = COS T f(4k+2) (l_) — _senz f(4k+3) (:Ij) — cosT

Como sen) = —sen 0 = 0, tenemos que:

f(%)(o) -0 f(4k+1)(0) -1 f(4k+3) (I) -1

Por tanto, de la definicién del polinomio de Taylor:

0

1 0 2 -1 3 0 4 1 5
sen(z X Xz T T
P = fO0) + SO0 2+ 2T OT + T 05+ T O+ T 05+
2 n 2k—1

n—1

:aj——.—i————.“‘""{‘(_l)n_lh :;(_1)k_1h

5. f(x) = tan(x)
En primer lugar, vemos que la tangente es una funcién impar. Es decir, que
f(@) = —f(=x).

sen x sen(—x)

flay =220 = — ()

CoS T cos(—x)

donde he hecho uso de que el seno es una funciéon impar y el coseno es par.

Demostremos ahora mediante induccion que toda derivada de orden par de
una funcién impar es una funcién impar. Es decir, que dado f impar, se da
que:

f(z) = —f)(—g)  VkeN

» Para k = 1:
Veamos que f®(z) = f"(z) = —f"(—x):

fla) = —f(—x) =
— f() = —f(~2) - (1) = f(~2) =
— () = —f"(~2)

Por tanto, es cierto para k = 1.

= Supuesto cierto para k — 1, demostrar para k:
Partiendo de la hipdtesis de induccion,

F(2h-2) (z) = —f(%_2)(—$) —
— f(2k—1)(l_) _ _f(Qk—l)(_x) . (_1) _ f(%—l)(_l») .
— [ (2) = —fM (—x)
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Por tanto, ya hemos visto que % (z) = —f¥(—2) . Obtenemos de manera
directa lo siguiente:

f(2k‘) (ZE) — —f(%)(—x) — f(2k:)(0) _ _f(2k)(0) — f(2k)(0) —0 Vk € N

Haciendo uso de la definicién de Polinomio de Taylor, tenemos que el polinomio
de Taylor de la tangente queda como:

IQ

Plo() = f0) + £ (0)z + f'(0) 5 + ..
:a0+a1x+-~~+anx"22aixi a; € R
i=0

El objetivo es calcular los valores de a;. Haciendo uso de que f¥(0) = 0,
sabemos que ag, = 0 Vk. Por tanto, queda como:

3

Phio(@) = FO+ f1(0)% + ..

3 5 2n+1 2%k+1
=@z + a3z’ + azx’ + -+ agppa ! = E g1t
k=0

Haciendo uso del Resto de Lagrange:

f(z) = P;nJrl,O(x)—kRgnJrl,o(x) = ayxtasr+asx’+- - -+a2n+1x2”+1+R2n+170(x)

Por tanto,

f'(x) =1+ f(x)
= ay + 3azz? + 5asz* + -+ (2n 4+ Dagp2®" + Ry, i10(2)

Evaluando la derivada en z = 0, obtenemos que
f0)=1=a1+ Ry q5(0) = a1 =1

Por tanto, hasta ahora tenemos que a; = 1 y que agr = 0 Vk € NU {0}.

Para calcular el resto de coeficientes a;, calculamos PQJ:,O(.CE) de dos formas
distintas. Por un lado, tenemos que:

i !/
Pl o(@) = | Piyro(@)]
= ay + 3asx® + 5asz* + -+ (2n 4+ Dagy 2" (1.19)
=1+ 3asx® + 5asz® + - 4+ (2n + 1)agy 12"

Por el otro lado, como f'(z) = 1+ f%(z), entonces:
Plo(x) = By () = Phoolw) + Plagl@) =1+ Po(e)  (1.20)
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Calculamos por tanto P{,io(x):

M= (Phw)]

= [(ala: + a3x3 + a5x5 + -+ agp—_1T

truncado en 2n
2n—1 2]
truncado en 2n

= Box® + B3z’ + -+ - + Bona™

donde [, = Z a;a;. Por tanto, como a; = 1y ag, = 0 Vk, obtenemos:

i,jEN
itj=k
2 2
Po=a; =1 B3 = a1as + aza; =0 Bs = araz + a5 + aza; = 2a;a3
2 2
b5 = 2a1a4 + 2a2a3 = 0 Be = 2a1a5 + 2a2a4 + a5 = 2aq1a5 + a;

Igualando las dos expresiones de PJ. (z) (ecuaciones 1.19 y 1.20), tenemos que:
1+ 3aszz® + 5asz® + - + (2n + D)agy 1 2™ = 1 + Box® + B32° + - + Poya™”

Igualando los términos del mismo grado, obtengo que far1 = 0 Vb € NU{0}.
Ademas, podemos calcular cada coeficiente a;.

1 2 2
3a3:52:1:>a3:§ 5a5zﬁ4:2a1a3:§:>a5:1—5
4 1 17 17
Tan — B — 2 - SR U 1
07 = o = 20 05 = 95 G = 5 = 0= 555

De forma general, obtenemos cada coeficiente a, se puede obtener sabiendo
los anteriores de la siguiente forma:
E ;4

1,JEN
Br-1 _ itj=k—1
k k

ajp =

Como conclusién, obtenemos que:

n

f — 3 5 2n+1 _ 2k+1
Py i10(®) = 2+ azz” + asz” + -+ agp 0™ = Aok 11T
k=0

1+t 2oy oy
= — —X —X
3 15 315"

6. f(z)= arcsen(x)
Para calcular su desarrollo de Taylor, hago uso de que:

/ ! !’
Ploale)] = Plu) = Ploule) = [ Pl@is

Sabemos que f'(z) = \/11_7 = (1 — 22)~2. Ademds, como f'(z) esté definida
en | — 1, 1], tenemos que |z| < 1.
) {1\ o I_n_n Qo Nkok
P ™ =1l—az+-+(-1) R _Z( . )( 1)k
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Por tanto,

, n 1 n 1 2 2k+1

Pluala) = [ Phioade= | > ) (—ta > )~
2k + 1

k=0 k=0
7. f(z) =In(1+2)

2 3 —_ 1)\ n k

In(14+2) _ AL NS (e D LIPS o VIRV

Py W =0+2 2!+2.3!+ + (-1 R _kl( 1) -

8. f(z) = arctg(x) Para calcular su desarrollo de Taylor, hago uso de que:
/ / /
[Ploa@)] = PLLie) = Plisulo) = [ PlLw)ds

Sabemos que f'(z) = —5 = (1 + 2?)~L.

( _kl ) — (_1)(_2)"'(_k) _ (_l)kk_! _ (_1)k

Por tanto,

Phow) = > (= 1)k

k=0
Por tanto, el desarrollo pedido es:
f f - k,.2k - p o
Phnole) = [ Phofe)iz = [ (-8 = Yo (-1f 5
k=0 k=0

Ejercicio 1.3.5. Sean f,g : I — R funciones (n + 1) veces derivables en el punto
a € I. Sea h(z) = f(x)g(x) para cada z € I. Demostrar que P} (x) se obtiene del
polinomio producto P/ ,(x)PJ,(x) eliminando los términos de orden mayor estricto
que n.
Se pide demostrar:
Pl%(x) = [Pl ()P, ()]

truncado en n
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Demostracion.
i (v)g(x) — Pl (2) P, ()
oo (x —a)® N
o T@(e) = PL(@)ge) + PL(0)g(x) — PLu(x) Ph(x) _
T—a (,’]j —a)”
= lim /() _Pf o )g(x) + lim Pj:,a(x)g(x) —_P;{’Z(x) 0
O

Por tanto, multiplicando ambos

Ejercicio 1.3.6. Sea f : [ — R una funcién (n+1) veces derivable en el punto xz = 0
(que es interior a I). Sea k € Ny h(z) = f(2*). Demostrar que P () = Pgﬁo(xk).

Demostracion.
z)— P! (x o8 — Pl (2F
x—0 xrn x—0 ({L‘k)”
Esto se da ya que {z} — 0 < {2*} — 0 VkeN O

Ejemplo. Aplicaciones del iltimo ejercicio son:

- r? 28
Pso(w) =1+a+ 5+ o
e zt  af
Pgo () =1+a” tort o

Ejercicio 1.3.7. Calcular los siguientes limites (utilizando el desarrollo de Taylor):

Pf
1. 11m—(2m\/1+x3+2\/1+x2 2—2x—x2>:lim M 40

x—0 x z—0 x
f
Piy(z) Ee. 121 )
z—0 x4 12

siendo f(z) = 2z(1 + 23)5 + 2(1 + 22)2 — 2 — 2z — 22

3 3

plhs y 2— 142
1 2 4 2 4
(I+a?)2 N Tt r_ T
Pl @) =14 5 =35 =1+ 5 =

2 5
:2x+§x4—|—2+x2—%—2—2x—x2:Ex4 (1.21)
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(tanz — senz) senz — 2

2. lim 2 _\im P6f,0<x> Ee. 1,22 1
" 250 26 =5 2
siendo f(z) = (tanx — senx)senz — %4
anx 1 2 sen T 3 x?
P()P,O ()_$+31’ +E£E PG,O (x):x_ﬁ—i_ﬁ
Por tanto,

3l In(1 +z)senx — 22 + 23

|
1 1 A 5'6 (1.22)
L 16 6  Lta T

27 Tg 24

x—0

siendo

f
P370($) Ee.123 1
= lim =" -
,’1;'3 x—0 :L‘3

2
f(z) =In(1+z)senx — 2% + 2.

2 3
In(1+x x x
pinit ><x)_x—?+§

3

nxr T

P =2 -5

= - —2’+2° =

2 3 3 3 3
Piijio(x):{(x—%—l—%) (x—%)—xz—l—x:”} e S ’
' n=3

2 o2
4 lim In“(1 4 x) — sen*(z)

2 2
(1.23)

x—0

Sea f(z) =

1 — e—2?

n’(1+z) —sen®(z) y g(z) =1 — e

donde he usado que:

z—0

siendo f(z) =

T n ﬁ
lim € Zkz:O Al
) —

. Entonces:
(2) Pf (@) 0
— —— = 0
1fm@:1fm =lm—-2—=1lm% =lim-=0
z—0 g(:p) z—0 &925) x—>0 P2 o) z—0 50_2 z—0 1
x 22 T
P{O(a:): [(az—— -0

truncado en n=2

o= [ (104 2_4)

:| truncado en n=2

=z
P! (z ¢
_ Yy T0(®) By 0 0
z—0 xn z—0 ™
n xk
e’ — Zk:O &
- " gk
Ply(z) = PSo(x) - 7 =0 (1.24)
k=0
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x n—1 gk

! x
e’ — . Pn xr c. , ey
6. lim &2k i1 _ gy Frol®) ez Sy 1
z—0 xn z—0 xn z—0 g™ n!
siendo f(z) = e® — > 77} Z—’,C
n—1 p n k n—1 n
Plo(@) = Piy() = > =3 5 - %:% (1.25)
k=0 k=0 k=0 ’
7. lim oo %2 — %3 = lim P4f,0(a:) £e126 1
© 250 4 - z—0 x4 - 4!
siendo f(x) :e’”—l—x—x;—%g.
2 3 4 2 3 4
f oyt T
P470()—1+SB+2|+3'+4| l—x 5 5= (1.26)
e’ —senx
8.
=0 e? — 1 —x — a2
Sea f(x) =e” —senx y g(z) = €* — 1 — x — 2. Entonces:
T PJ 22
floy AR ed Lz 42
lim ——= = lim = lim =*— = lim —+ = lim = = —=—-00
z—0 ¢ x) 0 g(z) 20 Pso(@) z—0 -2 z—0 22 0—
x? 72 ) 2
donde he usado que:
x? x?
R%@ﬁ:P+I+§"ﬂi =1+
truncado en n=2
2 2
Pio(x):{l%—x—kxx——l—x—xﬂ -
2 truncado en n=2 2

Ejercicio 1.3.8. Estudiar el comportamiento en 0 y en +oo de la funcién f : R* —
R dada por f(z) = =g~ (e —1—z- 2) para cada x € R*

P
lim f(z) = lim =22 =

x—0 z—0 376
1'3 1'5 "EQ "ES x4 ZE5 xﬁ w2
[(l‘ .T—l-g 5)(14‘13—1-74‘?4—?4—34—5 1—=x 5 B
= lim n=6 _—
xz—0 .Z'G
son) st teta e 1 1
. —6 s 31,31
:hm n= :hm;—_:_
—0 26 z—0 g6 3! 3! 36
2 e —1—x— L
r—senx [ z?\ T —senx 5
lim f(z) = lim e —1—xz—— ) =lim =
Z—00 T—00 76 2 T—00 T o
/
_ L Hopztal =100 =00
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— 2 — er—l—x— 2
Hmf@ﬁ:mlijgfeﬂﬁ—x—ﬂ)zﬁmm wm( 2):

T——00 T——00 6 2 T——00 xX x°
=1-0=0
22 2?7t
Ejercicio 1.3.9. Probar que 1 — 5 S <cosr < 1— 5 T34 para todo x € [0, 7]
Demostramos haciendo uso del resto de Taylor. Sabemos que:
cosz = P57 (x) + R0 (2) (1.27)

Demuestro en primer lugar la primera desigualdad. La ecuacién 1.27 para n = 2
queda como:

2 " 2
cosz = Py " (z)+R55" () = 1—%+%'(C)x3 = 1_%+ser§‘(c)x3 para algin ¢ € [0, z]
Por tanto,
x? sen(c _sen(c
(12 ) =17~ =0
cos T ( 5 ) 5 +

ya que ¢ € [0,2] C [0,7], y el seno en dicho intervalo es > 0. Ademds, como
r € [0,7] C R{, también es > 0. Por tanto, como es > 0, se demuestra la primera
desigualdad.

Demuestro ahora la segunda desigualdad. La ecuacién 1.27 para n = 4 queda
como:

2 4 5)
cosz = PE(a) + RE(a) =1 — & 4 L DT s

2 4! 5!
2 4
= 1—%—1—%—862#375 para algtn ¢ € [0, x]
Por tanto,
7t sen(c x? sen(c)

1—— =1- —— 5—1— ) =- > <0
s ( o1 24 /+/4v </2/‘H4!/> T
ya que ¢ € [0,z] C | , v el seno en dicho intervalo es > 0. Ademads, como

r € [0,7] C R, no camb1a el signo. Por tanto, como es < 0, se demuestra la
segunda de81gualdad.

Ejercicio 1.3.10. Calcular el polinomio de Taylor de orden 8 en el punto z = 0 de

la funcién In(1 + z*).

Obtengo en primer lugar el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto x = 0 de
la funcién f(z) = In(1 + x).

x
P{O(I) = — 5
Por tanto, sabiendo que la funcién pedida es f(z?*) = In(1 + %)
24 8
In(14z* x xT
Py )($)2P54,o($4):$4—7=$4—7
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Ejercicio 1.3.11. Calcular un valor aproximado, con un error menor que 1072 de
los siguientes nimeros reales:

1. V7
Vamos a aproximar el valor mediante el desarrollo de Taylor de la exponencial
de base 7.

(1
=0 s)
Veamos el valor de la derivada n-ésima de la exponencial de base 7:

7" =" — (77) = 7" In(7)

Por induccién se demuestra fécilmente que “£-7% = (7*)") = 7% In"(7)

Para saber de qué orden debe ser la aproximacién, establecemos la condicion
de que el error debe ser menor que 1072, El error viene dado por:

. (7m)n+1)(c) nt+l _ - lnn+1(7) n—+1

70 .
Ry, (x) = CE " = CE para algin ¢ €]0, x|

Como estamos evaluando en x = %, y sabiendo que la exponencial de base 7
es estrictamente creciente, tenemos el siguiente resultado:

1
0<c<g:>1:7°<7C<71/3<81/3:2:>7C<2

Como nos piden que el error sea menor a 1072, la inecuacién a resolver es:

. (1 1
vé - - = 1 -2
R”v°(3> (n+ 1)! 3n+1 <10

Usando la condicién de que 7¢ < 2:

<1072

e (1) _7™(7) 1 2-In"(7) 1
3

- <
0 (n+1)! 3n+l (n+1)! 3ntl
Por tanto, resuelvo la siguiente inecuacion para hallar el valor de n:

2-In"(7) (n+1)!- 3+
<102 =200 < —————
(n+1)! 37+l In"(7)

Como n € N, podemos ver que n = 4 satisface la inecuacion. Para valores
mayores de n la aproximacién serda mejor, pero para obtener error menor al
pedido no es necesario mas.

Por tanto, con n = 4, el resultado queda:

. (1 In7 W?*7 W®7 In'7
3 ~ 7 - o =
ﬁwp470(3>_1+ 3 T3 T3oa T3
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2. sen (%)
Vamos a aproximar el valor mediante el desarrollo de Taylor del seno.

1 1
o (3) =7 (3)

- sen" Y (c)
:19:0 (QZ’) = |
(n+1)!

El error viene dado por:

2" para algin ¢ €]0, x|

Como estamos evaluando en x = %, y sabiendo que el seno y el coseno estan
acotados entre —1 y 1, tenemos el siguiente resultado:

—1 <sen"™(c) < 1

Como nos piden que el error sea menor a 1072, la inecuacién a resolver es:

e (L) _ 0 Ly
0\2) T T+ 2

Usando la condicién de que senc < 1:

sonc 1\ sen"tV(c) 1 - 1 1 ~ 102
v\ 2 (n4+ 1)1 2ntl " (n+ 1)1 27+

Por tanto, resuelvo la siguiente inecuacion para hallar el valor de n:

1 1 10-2 1 1 1 1)1on+1
—(n+1)!2"+1< 0 :>—(n+1)!2”+1<ﬁ: 00 < (n+ 1)t

Como n € N, podemos ver que n = 3 satisface la inecuacion. Para valores
mayores de n la aproximacién serd mejor, pero para obtener error menor al
pedido no es necesario mas. Por tanto, con n = 3, el resultado queda:

1 prens 1 1 1 23
sen| - | = | == ===
2 30\ 2 2 23.31 48
3. In3

Vamos a aproximar el valor mediante el desarrollo de Taylor del In(x) centrado
en a =e.

In3~ P (3)

Veamos el valor de la derivada n-ésima del Inz. Por induccion se demuestra
facilmente que:
(n—1)!

x’l’b

£ @) = (1

Para saber de qué orden debe ser la aproximacion, establecemos la condicién
de que el error debe ser menor que 10~2. El error viene dado por:

nw (_1)nc:' n (_l)n Tr—e o .
RL,e (z) = (nTl)T(x —e) = nt 1l c para algin ¢ €le, z|
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Por tanto, como e < ¢ < 3

(=) [(3—e\""! 1 3—e\"
Rlnz 3) = . < .
”’e< ) n+1 c n+1 e

Como nos piden que el error sea menor a 1072, la inecuacién a resolver es:

_1\n _ n+1 _ n+1
Rﬁfé’:(i%):( D (3 e) P (3 e) <1072

n—l—l' c n+1' e

Por tanto, resuelvo la siguiente inecuacion para hallar el valor de n:

1 . n+1
- (3 6) <1072
n—+1 e

Como n € N, podemos ver que n = 1 satisface la inecuacién. Para valores
mayores de n la aproximacién serd mejor, pero para obtener error menor al
pedido no es necesario mas.

Por tanto, con n = 1, el resultado queda:

3—e
3

1
In(3) ~ P%" (3) =Ine + §(3—€) =1+

4. sen (%)
Vamos a aproximar el valor mediante el desarrollo de Taylor del seno.

x para algun ¢ €]0, x|

Como estamos evaluando en x = %, y sabiendo que el seno y el coseno estan
acotados entre —1 y 1, tenemos el siguiente resultado:

—1 <sen"V(c) < 1

Como nos piden que el error sea menor a 1072, la inecuacién a resolver es:

1 n+1) 1
flegx - — Sen (C) < 1072
0\ 2 (n+1)! 2n+1

Usando la condicién de que senc < 1:

1 n+1) 1 1 1
Zegm - — Sen (C) < < 10—2
’ 2 (n+1)! 2ntl ~ (n4 1)l 27+l

28



Calculo 1T 1.3. Polinomios de Taylor y Concavidad

Por tanto, resuelvo la siguiente inecuacion para hallar el valor de n:

1 1 -2 1 1 n+1
m2n+1<10 im<m:>100<(n+l)'2

Como n € N, podemos ver que n = 3 satisface la inecuacién. Para valores
mayores de n la aproximacién serd mejor, pero para obtener error menor al
pedido no es necesario mas. Por tanto, con n = 3, el resultado queda:

1Y o pene (1) 1 1 23
11 — ~ — _ =
S 30 \2) 7927 23,31 48

Como n € N y hemos supuesto que es par, podemos ver que n = 3 satisface la
inecuacién. Para valores mayores de n la aproximacion serd mejor, pero para
obtener error menor al pedido no es necesario mas. Por tanto, con n = 3, el
resultado queda:

. (1 1 1 1 79
~Po(z) =142 = —
Ve 370(2) Tt e Ty a TR

5. \/e

Vamos a aproximar el valor mediante el desarrollo de Taylor de la exponencial.

. (1
\/E% Pn,O <_>

2

Para saber de qué orden debe ser la aproximacién, establecemos la condicién
de que el error debe ser menor que 1072, El error viene dado por:

66

oo (z) = mw”“ para algun ¢ €]0, |

Como estamos evaluando en z = %, y sabiendo que la exponencial es estricta-
mente creciente, tenemos el siguiente resultado:

1
0<c<§:>1:eo<ec<el/2<2:>ec<2

Como nos piden que el error sea menor a 1072, la inecuacién a resolver es:

« (1 e 1
R |=]=—— <1072
n.,0 (2) (n+ 1)!2n+1

Usando la condicién de que e < 2:

. (1 e 1 2 1
R, =)= < <1072
™0 (2) (n+1)!2nt1 = (4 1)1 20+l

Por tanto, resuelvo la siguiente inecuacion para hallar el valor de n:

2 1 ) 1 1
[ - I - 191
(n+1)!2”+1<10 :><n+1)!2n<1OO:>100<(n+1).2
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Como n € N, podemos ver que n = 3 satisface la inecuacion. Para valores
mayores de n la aproximacién serd mejor, pero para obtener error menor al
pedido no es necesario mas. Por tanto, con n = 3, el resultado queda:

. (1 1 1 1 79
~Pi=)=1+- = —
Ve 370(2) Tt e Ty TR

Ejercicio 1.3.12. Probar que la funciéon Inz es concava hacia abajo. Deducir la
Desigualdad de Young: si % + % =1, siendo p > 1, entonces ab < % + %q, para cada
a,b e RT.

Demuestro en primer lugar que f(z) = Inz es concava hacia abajo.

Fa)="1 @)=y

x 2

Como f"(x) <0 Vx € RT, tenemos que f es concava hacia abajo en R™.
Por tanto, si x < y tenemos que

[z + (1 =ty) <tf(x)+ (A -1)f(y)  VLel0,1]

Demostramos ahora la Desigualdad de Young. Sea el cambio de variable x = a?
yy=>0.

= Suponemos a? < b?.

Sea el cambio de variable t = %. Por tanto, como ¢ € [0, 1], necesitamos que
p = 1 (se tiene, ya que p > 1). Ademds, como ]1) + % = 1, tenemos que
(1—-t)=1- % = %. Por tanto:

1 1 1 1 1 1
In (—ap + —bq> > —In(a?) 4+ —In(b?) = In(a”)? +In(b?) s = Ina+1Inb = In(ab)
p q b q

Por tanto, como In es una funcién creciente, tenemos que

Es decir, para a” < b? se cumple la desigualdad.

= Suponemos a? > b7,

Sea el cambio de variable ¢ = 5 Por tanto, como ¢ € [0, 1], necesitamos que
q = 1. Veamos que se da. Como % + é = 1, tenemos que:

1
q= :L>1<:>p>p—1(jierto

p—1

Por tanto, tenemos que ¢ > 1. Sabiendo que t = %, tenemos que 1 —t =1 —% =

%. Por tanto:

1 1 1 1
In (—bq + —a”) > —In(b?) + —In(a?) = ln(bq)é —i—ln(ap)% =Inb+Ina = In(ab)
q p q p
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Por tanto, como In es una funcién creciente, tenemos que

1 1 Poobe
—bq+—ap:a—+—>ab
q p p q

Es decir, para a” > b? se cumple la desigualdad.

= Suponemos a? = b?.

poobe 1 1
a_+_:ap<_+_):ap
p q p g

Por tanto, para a? = b? hemos de comprobar que a” > ab. Sabemos, lo siguien-

te:
1 1
ap:bq:>p:10ga(bq) —+—:1:>q:L1
p_

i
)

_p_
a’? =0 =’ =br1 = p=

P 1logab:>logab:p—1

Por tanto, usando las tres ecuaciones anteriores,

a’ > ab <= p >log,(ab) =1+1og,(b) =1+p—1=p<=p=p
Por tanto, para a? = b? se da la desigualdad.

Ejercicio 1.3.13. Sean [, J intervalos, y f : I — Ry g : J — R funciones
concavas hacia arriba tales que f(I) C J. Probar que si g es creciente, entonces go f
es céncava hacia arriba. Deducir que la funcién h : I — R dada por h(z) = /@
es concava hacia arriba.

Como la funcién f es concava hacia arriba, dados a,b € I | a < b, tenemos que:

flta+(1—b) <tf(a)+ (1 —t)f(b)  Vtelo1]

Como f(I) C J, entonces puedo aplicar g al primer lado de la desigualdad.
Veamos ahora que el segundo lado de la desigualdad también pertenece a J.

Supongamos, sin perder generalidad, que /(a) < /(). Entonces, es ficil ver que
[f(a), f(b)] C J. Entonces,

fla) =tf(a) + (1 —=1)f(a) < tf(a) + (1 —1)f(b) <Ef(b) + (1 —1)f(b) = f(b)
Por tanto, tf(a) + (1 — t)f(b) € [f(a), f(b)] C J, por lo que puedo aplicar g

también al segundo lado de la desigualdad. Ademds, como sé que g es una funcion
creciente, el sentido de la desigualdad se conserva. Por tanto,

(go f)(tat (1-1)b) = g(f(ta+ (1=1)b)) < g(tf(a)+(1-1)f(b)) VL e0,1]

Aplicamos ahora que ¢ es céncava hacia arriba.
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» Supuesto f(a) < f(b)

(9o f)(ta+ (L=t)b) < g(tf(a)+ (1 —1)f(b) < tg(f(a))+ (1 —1)g(f(b)) =
= 1 o 1

donde en (1) he aplicado que g es céncava hacia arriba. Por tanto, tenemos
que g o f es concava hacia arriba.

= Supuesto f(a) > f(b)

Realizo el cambio de variable s = 1 — t. Tenemos que s € [0, 1].

1

(go f)ta+ (1 =1)b) < g(tf(a) + (1 =1)f(b)) = g(sf(b) + (1 = 5)f(a)) <

< sg(f (b)) + (1= 5)g(f(a)) = s(go f)(b) + (1 —s)(go f)la) =
=t(go f)la)+ (1 —=1t)(go f)(b)  Vte[0,1]

donde en (1) he aplicado que g es céncava hacia arriba. Por tanto, tenemos
que g o f es céncava hacia arriba.

—~
—

= Supuesto f(a) = f(b) Tenemos que f es constante, por lo que go f también lo
es. Por tanto, como las funciones constantes son concavas hacia arriba y hacia
abajo, se tiene.

Respecto a la funcién h(z) = e/®) estamos en las condiciones del enunciado con
g(x) = e®. Por tanto, tenemos que la composicién también es céncava hacia arriba.

Ejercicio 1.3.14. Dar un ejemplo que muestre que la composicién de dos funciones
concavas hacia arriba puede no ser céncava hacia arriba.

Sean f(z) = 2® — 4y g(x) = || definidas en R. Ambas son funciones céncavas
hacia arriba. Sin embargo, (g o f)(x) = |2? — 4] no es céncava hacia arriba, ya que
su restriccién a [—2,2] es céncava hacia abajo.

Ejercicio 1.3.15. En cada uno de los siguientes casos, determinar los intervalos en
los que la funcion f : R — R es céncava hacia arriba o concava hacia abajo.

1. f(x) =a®—5z* + 52 + 10

f'(z) = ba* — 202* + 1522

3443 3—-/3
f"(z) = 202° —6022+30x = 10x(22°—62+3) = 10z ( +2f - a:) ( 2‘/_ — a:)

Sabemos que f derivable en R, por lo que los tnicos candidatos a puntos de

inflexion son los que anulan la segunda derivada, es decir, {0, %, %g}

Veamos si efectivamente son puntos de inflexion:

» Para x < 0: f’(x) < 0= f es céncava hacia abajo en este intervalo.
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» Para0 <z < %g: f"(x) > 0 = f es céncava hacia arriba en este

intervalo.

= Para %g <zr< %: f"(x) < 0 = f es céncava hacia abajo en este
intervalo.

» Para z > %: f"(z) > 0 => f es concava hacia arriba en este intervalo.

Como en los 3 candidatos a punto de inflexion se produce un cambio de con-
cavidad, tenemos que efectivamente son todos los puntos de inflexion.

2. fla) = il

2z +3)(x* +1) —2x(2® + 3w+ 1) 2% + 26 + 32> + 3 — 22° — 62 — 24
(224 1)2 B (224 1)2
3(1 —2?%)

f'(x) =

—2z 22)% — 4z(1 — 22
F(z) = 3 2x(1 4 2%) 4(13 )M:3

(1 +22)f

—2x — 223 — 4o + 423
(1 + 22

3 —6z + 223 6 x2—3
p— I —————— x - —_—
(14 22)3 (14 22)3

Ademas, sabemos que f es derivable en R. Por tanto, los candidatos a puntos
de inflexién son aquellos que anulan la segunda derivada, es decir, {0, =v/3}.

= Para x < —/3: f’(2) < 0 = f es céncava hacia abajo en este intervalo.

» Para —/3 <2 <0: f’(z) > 0 = f es céncava hacia arriba en este
intervalo.

= Para 0 <z < /3: f"(z) < 0= f es céncava hacia abajo en este inter-
valo.

» Para z > /3: f’(2) > 0 = f es céncava hacia arriba en este intervalo.

Como en los 3 candidatos a punto de inflexion se produce un cambio de con-
cavidad, tenemos que efectivamente son todos los puntos de inflexion.

3. f(z) =1In(1 + 2?)

2z 2(1+2%) —42® 222 +2

T 1ra2 fi(x) = (14222 (1+a2)?

f'(x)

Ademas, sabemos que f es derivable en R. Por tanto, los tnicos candidados
a puntos de inflexion son los puntos que anulan la segunda derivada, es decir,

{+1}.
» Para z < —1: f"(x) <0 = f es céncava hacia abajo en este intervalo.

» Para —1 < <1: f’(x) > 0 = f es céncava hacia arriba en este inter-
valo.
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» Paraz > 1: f’(x) < 0= f es céncava hacia abajo en este intervalo.

Como en los dos candidatos a punto de inflexién se produce un cambio de
concavidad, tenemos que efectivamente son todos los puntos de inflexién.

4. f(r) =senx
f"(x) = —senx =0 <=z =7k, k € Z.

Ademas, sabemos que senxz € C*, por lo que los dados son todos los can-
didatos a puntos de inflexion. Para ver los intervalos, hago uso de que tiene
periodicidad con periodo T = 2. Estudio, por tanto, en [0, 27]:

» Para 0 < <m: f"(x) < 0 = f es concava hacia abajo en este intervalo.

» Para m < 2 <27 f’(z) > 0 = f es céncava hacia arriba en este inter-
valo.

Generalizando para todo el dominio, para k € Z,

» Para 2km <o < (2k+ 1)m: f"(z) < 0 = [ es céncava hacia abajo en
este intervalo.

» Para (2k+ 1)m <x < 2(k+ 1)m: f"’(x) > 0 = f es céncava hacia arriba
en este intervalo.

Por tanto, como en todos los candidatos se produce un cambio de concavidad,
efectivamente los puntos de inflexiéon son:

x={rk, k€Z}

Ejercicio 1.3.16. Demostrar que toda funcién f : R — R céncava hacia abajo y
acotada es constante.

Demostramos mediante reduccion al absurdo. Suponemos que f no es constante.
Por tanto, 3z, y e R |z #y A f(x) < f(y).

» Para xz < y:

s =1 (0 2T am o) 2 (SEE ) ramns0) weeo)
Despejando,
fl@) = =f(y)  flx)—fly) z—(1-t)y
OS2I g 5 g (22

Tomando limite con ¢ — 0, tenemos que

f(z) = fy)

; + fy) — —0

Por tanto, para t ~ 0, tenemos que:

_Oo>f<x—(1—t)y>

t

Por lo que f no tiene cota inferior, en contradiccién con que f sea acotada.
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= Para x > y:

fla)=f ((1 —#). %@y + t’y) > (1-t)f (xl__t;}/)wf(y) vt € [0,1]

Despejando,

ﬂ@—w%@>>f<x—wv
1—t - 1—t

Tomando limite con ¢ — 17, tenemos que

ﬂ@—fﬂw__yﬂ@—f@)_
11—+ 0+

Por tanto, para t' ~ 1, tenemos que:

Por lo que f no tiene cota inferior, en contradicciéon con que f sea acotada.
Por tanto, concluimos que f es constante.

Ejercicio 1.3.17. Calcular los puntos de inflexién (si los hay) de las funciones:

1. f(x) =z +2

SN

(@) = 5o+
2z
9/ (x +2)3

wlo

f(a) = —5 (e +2)

Sabemos que f es derivable en R — {—2}. Por tanto, como no hay puntos que
anulen la segunda derivada, y una condicién necesaria para que x € R — {0}
sea punto de inflexién es que f”(c) = 0, tenemos que no hay puntos de inflexion
en R — {—2}.

Estudiamos para x = —2, ya que f no es derivable en x = —2.

» Para v < —2: f"’(z) > 0 = f es céncava hacia arriba en ese intervalo.

» Para z > —2: f’(z) <0 = f es céncava hacia abajo en ese intervalo.

Por tanto, como en x = —2 se produce un cambio de concavidad, tenemos que
x = —2 es un punto de inflexion.

2. f(x) =223 +92? + 22 + 1
f'(z) = 62% + 18z + 2

18 3
"(x) = 122 + 18 = == =—
f'(x) r+18=0z 15 5
Ademads, como f"”(x) =12 # 0 Vz, el candidato a punto de inflexién efectiva-

mente lo es. Ademas, no hay mas puntos de inflexiéon por ser f derivable en

R.
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Ejercicio 1.3.18. Sea f : I — R una funcién céncava hacia arriba. Probar que:

1. Si f tiene un minimo relativo en xy € I entonces f tiene un minimo absoluto
€en Iop.

Sea a € I el minimo absoluto; es decir, f(a) < f(x) Vz € I. Dividimos la
demostracion en dos partes.

Supuesto xy < a, por ser f céncava hacia arriba, tenemos que
f(tro+ (1 =t)a) < tf(xo) + (1 =t)f(a)  VE€]0,1]
Entonces, como f(a) < f(z¢), tenemos:
ftzo+(1=t)a) < tf(xo)+(1-1) f(a) < tf(xo)+(1-1)f(x0) = f(zo)  VE€[0,1]

Por tanto,
fltzg+ (1 —t)a) < f(xo) vt € [0,1]

Para t — 1, tenemos que tzg + (1 — t)a — xo. Por tanto, para ¢t ~ 1, tenemos
que

Ir >0 | txg+ (1 —t)a €lxg —r,xo + 7], con f(tzg+ (1 —t)a) < f(xo)
Esto, sin embargo, contradice que x( sea un minimo relativo, por lo que xg > a.

Supongamos ahora que a < xg. Por ser f céncava hacia arriba, tenemos que
Flta+ (1 =)o) < tf(@) + (1 —)f(x0) Ve [0,1]

Entonces, como f(a) < f(z¢), tenemos:

ftat+(1=t)zo) < if(a)+(1—t)f(xo) < tf(zo)+(1-t)f(x0) = f(xo)  Vt€[0,1]

Por tanto,
flta+ (1 —1t)xg) < f(xo) vVt € [0,1]
Para t — 0, tenemos que ta + (1 — t)xg — . Por tanto, para t ~ 0, tenemos
que
Ir > 0| ta+ (1 —t)zg €xg —r,z0 +7[, con f(ta+ (1 —t)xo) < f(zo)

Esto, sin embargo, contradice que zy sea un minimo relativo. Por tanto, a > xg.
Uniendo ambos resultados, tenemos que xg = a. Por tanto, xy es el minimo
absoluto.

2. Si f es derivable en I y xy € I es un punto critico de f entonces f alcanza un
minimo absoluto en xg.

Sabiendo f es derivable en I y z( es un punto critico; por la condicién necesaria
de punto critico tenemos que f’(zo) = 0.

Como f es concava hacia arriba y es derivable, tenemos que f”(z) >0 Vz € I.
Por tanto, f’ es creciente.

» Supuesto z < rg = f'(z) < f'(x9) = 0= f'(x) < 0 = f decreciente.
» Supuesto z > xg = f'(z) > f'(x0) = 0= f'(x) > 0 = f creciente.

Por tanto, como en z se produce un cambio de crecimiento, es un minimo
relativo. Como es el tnico extremo relativo, es el extremo absoluto.
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1.4. Continuidad Uniforme

Proposicién. Si f : A — R uniformemente continua en Ay ) # B C A entonces f
es uniformemente continua en B.

Proposicion. Sea f : I — R, y dado a € I. Si f es uniformemente continua en
IN] — 00,al y en INja, +oo[ y f continua en a, entonces f uniformemente continua
en I.

Demostracion. Dado ¢ > 0. 301, d9, 3 tales que:
» Siz,y€IN]—oo,alcon |z —y| <d = |f(z) - fly)] <e
- Sifr—al < & = |f(z) — f(0)] < §
» Siz,y € INja,+oo[ con |z —y| < d3 = |f(x) — f(y)| <e
Sea § = min{dy, d, d02}. Si |x — y| < 0, hay tres posibilidades:
1. 2,y < a= x,y €] — 00, a[=> [ uniformemente continua en dicho intervalo.
2. x,y > a=>1x,y €|a, +00[=> f uniformemente continua en dicho intervalo.

J.r<a<y=z€ln|—o0,al,y € IN]a,+0]
|t —a|l=a—zx<y—x<d=|f(x)— fla)| <
la—yl=y—a<y—z<i=|fla) - fly)| <

Por tanto, tenemos el siguiente resultado:

(@) = )| = [£(x) = fa) + f(a) = )] <
<|f@) = fla)l+1f(@) — f@) < 5 +5 =<

Como |z—y| =y—z < § =

Por tanto, si |z —y| < 6 = |f(z)—f(y)| < € = f es uniformemente continua
en este caso.

]

Ejercicio 1.4.1. Sean f,g : A — R funciones uniformemente continuas en A.
Probar que f + g también es uniformemente continua en A. Si adicionalmente las
funciones f y g estan acotadas en A, demostrar que entonces fg también es unifor-
memente continua en A.

Demostramos en primer lugar que f + g es uniformemente continua.

Dado ¢ > 0, tomamos <. Entonces, como f,g son uniformemente continuas,

5
301,02 > 0 tal que si:

|z —yl <0 = [f(x) = fly)| <5
|z —y| < 02 = [g(x) —g(y)| < 3

Por tanto,
Si |z —y| <6 =min{d, b} = |f(z) + g(z) — (f(y) + 9(¥))| <

< |f(x) = fW)] +lg(z) —g(y)| < g tTg=¢
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Célculo 11 1.4. Continuidad Uniforme

Por tanto, f + g es uniformemente continua.
Supuestas f, g acotadas en A, veamos ahora que fg es uniformemente continua.
Como f estd acotada, sea M; tal que |f(z)| < M; Vx € A.
Como g esta acotada, sea M; tal que |g(z)| < My Vo € A.

9
2M,

Silr—y| <d = |f(z) = fly)] <

para la continuidad uniforme de g en A.

3
2M>

Si 2~ 9l < & = l9(@) —90)| < 537

Sea 0 = min{dy, d2}. Entonces, por la Ec. 1.28,

Si |e — y| < & = | f(2)gl) - [(y)gly)] <e

[f(2)g(z) = f(W)g(w)| = |f(2)g(x) — f(x)g(y) + f(2)g(y) — f(¥)g(y)| <
< [f@)llge) =g + [f(2) = FW)llgy)] <
€

< Milg(a) = ()| + Mol f(x) = FW)] < Migyr + Mage == (128)

Observacion. f(x) = x si es uniformemente continua en R, pero no podemos asegurar
que g(z) = 2% lo sea, ya que R no estd acotado. De hecho, no lo es.

Ejercicio 1.4.2. Probar que una funcién f : A — R uniformemente continua
transforma conjuntos acotados en conjuntos acotados.

Se pide demostrar lo siguiente:

Supuesto B C A acotado, es decir, [z| < M Vz € B, entonces f(B) esta acotado,
es decir, IM con |f(z)] < M Yz € B. En particular, si A estd acotado y f es
uniformemente continua entonces f(A) estd acotado.

Demostracion. Demostramos mediante reduccion al absurdo.
Supongamos B C A acotado pero f(B) no mayorado.
Entonces consideramos la sucesién {b,} C B acotado tal que

f(bni1) = f(bn) + €0 go > 0 fijo

Definir de esta forma {b,} siempre es posible, ya que f(B) no estd mayorado. Por
tanto, siempre podremos encontrar un elemento de B con una imagen mayor, defi-
niendo asi {b,}.

Ademés, como {b,} C B acotado, entonces {b,} admite una parcial convergente.
Es decir, Jo parcial tal que {b,,)} — L € R. Ademas, tenemos también que
{bo(n+1)} — L.

Por tanto, tenemos que

{bomint = {bomy} — L—L =0
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No obstante,

| f(bont1y) = f(bom))| = |f (b)) + €0 = f(bom))| = €0 >0

Por tanto, tenemos que f no es uniformemente continua, llegando por tanto a una
contradiccién, por lo que f(B) mayorado.
Si hubiésemos supuesto que f(B) no minorado, el procedimiento es andlogo pero

f(bns1) = f(bn) — €0 g >0
demostrando asi que f(B) minorado. O

Observacion. Las funciones continuas transforman cerrados y acotados en cerrados
y acotados. Las uniformemente continuas transforman acotados en acotados (algo
que no ocurre con las continuas).

Esto prueba que la funcién f :]0,1] — R dada por f(z) = % no es uniforme-
mente continua, ya que Im(f) = [1, +o0l.

De no disponer de esta herramienta, habria que encontrar z,,, y, con {z,— y,} —
v |f(xn) — f(yn)| = €0. En este caso, un ejemplo seria

1 1

Tn = — n —
n Y n+1

[f@n) = flua)l = [ =11 =1

Ejercicio 1.4.3. Sea f : R" — R la funcién f(z) = 1, para cada z € R*. Da-
do r > 0, probar que la restriccién de f a [r,4+o00[ es lipschitziana, mientras que
la restriccién de f a ]0,7] no es uniformemente continua. ;Sucede lo mismo con
g(x) =Ina?

Su derivada es f'(z) = —=.

Sé que f'([r, +00[) =]0, — =] estd acotado, por lo que es lipschitziana en [r, +ool.

Sin embargo, no es uniformemente continua en |0, 7] ya que f(]0,r]|) no estd aco-
tadado y |0, r] acotado. Como transforma conjuntos acotados en no acotados, no es
uniformemente continua.

Veamos ahora el caso de g(z) = Inz. Si fuese In(z) uniformemente continua en
R*, también lo serfa en ]0,7] y en consecuencia, tendria que In(]0,r|) acotado y no
lo es. Como conclusion, el Inz no es uniformemente continua en |0,7] y por tanto
no lo puede ser en R*. Sin embargo sf es lipschitziana en [r, 400[ Vr > 0. Por tanto,
si sucede lo mismo con g(z) = Inz.

Ejercicio 1.4.4. Sea I un intervalo no trivial (I # (), I # {a}, I # £R). Probar
que si todas las funciones continuas en I son uniformemente continuas en I entonces
I es un intervalo cerrado y acotado.

Esto es, en el Teorema de Heine no podemos reemplazar [a, b] por otro intervalo 1.
Dado a,b € R | a < b, los tipos de intervalos no triviales que hay definidos son:
[CL, b]? [a7 b[? ]CL, b]> ]a> b[v [CL, +OO[7 ]CL, +OO[7] — 00, b]a] — 00, b[

1. I =Ja,b] I'=|a,b] 1"=]—o00,b|
Sea f(x) = ;. Las imégenes son:

F(I) = [f(a), +ool  f(I') =f(a), +oo|
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f es continua en I, 1", I".

f no es uniformemente continua en I, I’ ya que el dominio es acotado pero la
imagen no, es decir, no transforma conjuntos acotados en acotados.

Ademas, tampoco es uniformemente continua en [” =| — oo, b[, pues de serlo
también lo seria en I,1" C I"”.

Por tanto, como df continua que no es uniformemente continua, estos inter-

valos quedan descartados.

2. I =]a,b] I =]a,+o0]
Sea f(z) L. Las imdgenes son:

fI) =] = oo, f(b)]

f es continua en I.

f no es uniformemente continua en I, ya que el dominio es acotado pero la
imagen no, es decir, no transforma conjuntos acotados en acotados.

Ademads, tampoco es uniformemente continua en I’ =|a, +00[, pues de serlo
también lo seria en [ C I'.

Por tanto, como 3f continua que no es uniformemente continua, estos inter-
valos quedan descartados.
3. I =Ja,4+o0] I'=]a,+o0]

Este contraejemplo es valido para los conjuntos no mayorados. La funcién

f(x) = 2% es continua en los intervalos I, I'.

No obstante, sean las sucesiones
1
{xn}:n"i‘ﬁ {yn} =n

Tenemos que:
1 1
Tp—Yp=N+——n=——0
n n

9 n 1 9 1
n) — flyn)| = 2—+—= —n"| =2+ | > 2
£ () = Fgn)] = [n? 425 + = —n '+M‘

Por tanto, como df continua que no es uniformemente continua, estos inter-
valos quedan descartados.

4. T=]—o00,b] I'=]— 0,0

Este contraejemplo es valido para los conjuntos no minorados. La funcién
f(x) = z?* es continua en los intervalos I, I'.

No obstante, sean las sucesiones

(rp=—n—=  {nap=-n

70



Célculo 11 1.4. Continuidad Uniforme

Tenemos que:
1 1
Tp—Yp=-—MN——+n=———0
n n

n 1
‘f(xn)_f(yn)|:n2+2ﬁ+ﬁ_n2 > 2

1
:'Q—FE

Por tanto, como 3f continua que no es uniformemente continua, estos inter-
valos quedan descartados.

5. I =la,b
Por el Teorema de Heine, en este caso continuidad uniforme y continuidad son
equivalentes, por lo que es el inico caso en el que se cumple.

Ejercicio 1.4.5. Sea f : R — R una funcién continua y sea r > 0. Probar que si la
restriccion de f al conjunto {x € R | |z| > r} es uniformemente continua, entonces
f es uniformemente continua.

Sabemos que f es uniformemente continua en [—r,7] por Heine. También, el
enunciado nos afirma que f es uniformemente continua en | — oo, —r] y en [r, +00].

Por la proposicién 1.4 (la herramienta de “pegado”), f es uniformemente conti-
nua en R. Veamos el proceso.

En primer lugar, demuestro que es uniformemente continua en | — oo, r|. Para
ello, es necesario usar que f es continua en —r y que es uniformemente continua en
| — o0, =r],[—r, 7]

Una vez tenemos que es uniformemente continua en | — oo, r|, vemos que lo es
en R. Para ello, es necesario usar que f es continua en r y que es uniformemente
continua en | — oo, 7], [r, +00].

Usando dos veces la proposicion 1.4, tenemos que f es continua en R.

Ejercicio 1.4.6. Seaa < by f :]a,b[— R una funcién. Demostrar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. 3f [a,b] — R continua tal que f‘]ab[ =f.
2. f es uniformemente continua en |a, b|.

5 : Heine 7 . .
1 = 2) f continua en [a,b] == f uniformemente continua en [a, b]
Por tanto, fj.s = f es uniformemente continua en ]a, b[, por ser restriccién
de una uniformemente continua.
2 = 1) Suponemos f uniformemente continua en |a, b
Veamos ahora que 4 f continua en los puntos a,b. Sea f definida como:
(a) si x=a

f
@) =4 f@) si @b
fb) si xz=0b
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Para la continuidad en el punto a, es necesario que:

~

Vi, = a, o, € [a,b] = f(z,) — f(a)

Sea x, — a, x, €]a,b[. Como ]a,b[C Ry z,, convergente = x,, de Cauchy.
Por la continuidad uniforme en |a,b[— f(z,) € R de Cauchy, y por ende
f(z,) convergente = 3L € R | f(x,) — L.

Veamos ahora que, dada otra sucesién vy, — a, vy, €|a,b[, se cumple que
f(yn) — L. En primer lugar, f(y,) ha de converger por el mismo razonamiento
anterior. Supongamos f(x,) — L' # L. Entonces, tenemos z,,y, €|a, b con:

Tp—Yp >a—a=0 f(xn)_f(yn)_)[’_[’/#o

En contradiccién con que f es uniformemente continua en |a, b[. Por tanto,
L = L. Es decir,
Yz, = a x, €la, b= f(x,) = L

Definiendo f (a) = L, obtenemos la definicién de continuidad en el punto a.
Por tanto, f es continua en el punto a.

Analogamente, se demuestra que, debido a la continuidad uniforme de f en
la,b[, f es continua en b.

Por tanto, 3f : [a,b] — R continua tal que f\]a,b[ = f.
Observacion. Esto también es véalido para |a, b y [a,b]
Ejercicio 1.4.7. Sea f : R — R una funcién continua y periédica. Probar que:

1. f estd acotada y alcanza (en R) su méximo y su minimo absoluto.
Supongamos que el periodo de la funcién es 1. Demostramos en primer lugar
que Im(f) = Im(f ‘[O,T])-

Vf(z) € Im(f) e Z| f(x) = f(x — kT) con z — kT € [0, T
De hecho, k es el cociente entero de dividir x entre T'. El resto, x—kT', pertenece
a [0,T[. Por tanto, Im(f) C Im(f |jor))
El hecho de que I'm( f ‘[Oﬂ ) C Im(f) es trivial, por lo que Im(f) = Im(f |[07T] ).

Como, por el teorema de Weierstarss, la imagen, por una funcién continua, de
un intervalo cerrado y acotado es un intervalo cerrado y acotado, tengo que
Im(f }[Oﬂ) es un intervalo cerrado y acotado.

Por tanto, como Im(f) = Im(f |or), tenemos que Im(f) es un intervalo
cerrado y acotado. En particular, tenemos que f esta acotada y alcanza en R
su maximo y su minimo absolutos.

2. f es uniformemente continua en R.

Por el Teorema de Heine, tenemos que f es uniformemente continua en [0, 277].
Es decir,

Ve>0,30 >0 siz,yel0,2T] con |z —y| <6 = |f(z) — f(y)] <e
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Sea ahora 0 = min{d,T}. Sea z,y € R | |z — y| < §. Supongamos = < y sin
pérdida de generalidad. Entonces, como |z —y| < § < T

f(z) = f(x — kT) con x — kT € [0,T]

Jk! € Z| { f(y) _ f(y_k;T) cony — kT € [O,QT]

Por tanto, como x — kT,y — kT € [0,2T] y f es uniformemente continua en
dicho intervalo,

1f(@) = f) = f(z —kT) = fly —kT)[ <&
En conclusién, tenemos que

Ve>0,30>0]| si|lz—y|l<d=|f(z)— fly)| <e

Por lo que f es uniformemente continua en R.

Ejercicio 1.4.8. Se dice que dos sucesiones x,, e 1, son paralelas si, para cada e > 0,
existe ng € N tal que |z,, — y,| < €, para cada n > ng. Demostrar que f: A — R es
uniformemente continua en A si, y solo si, transforma sucesiones paralelas de A en
sucesiones paralelas de R.

=)

Supongamos f uniformemente continua y veamos que transforma sucesiones
paralelas de A en sucesiones paralelas de R.

Sean T, Yn (Tn, yn € A) sucesiones paralelas de A. Es decir,

Vé>0dng e N| Sin>ny= |z, —ys| <€ (1.29)

Veamos que f(z,), f(yn) son sucesiones paralelas de R. Para ello, usamos que
f es uniformemente continua, es decir, que:

Ve>0,30>0]| silz—yl<d=|f(z)— fly)| <e (1.30)

Tomando € = 9, vemos que, dado € > 0,

Ec. 1,29 FEc. 1,30

36> 0,m9 EN| Sin>ng = |z, —yul <6 =5 |f(zn) — flya)| <&

Por tanto, tenemos que:

Ve>0dny € N| Sin>nyg=|f(z,) — flyn)| < e

Es decir, que f(z,), f(y,) son paralelas. Ademéds, podemos ver que ng es el
mismo.

Suponemos que f transforma sucesiones paralelas de A en sucesiones paralelas
de R, y veamos que f es uniformemente continua.

Por reduccién al absurdo, supongamos que f no es uniformemente continua.
Es decir, dado g9 > 0,

T, yn C A 2 — Yy = OA|f(z0n) — fyn)] = €0 Vn € N
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Veamos ahora que x,,y, son paralelas:

Tp—Yp—=>0=Ve>0 IngeN| Sin>ny=|z,—y,—0|<e

No obstante, f(z,), f(y,) no son paralelas, ya que dado £y tenemos que:

Png €N | Sin>ng= |f(z,) — flyn)| < €0

Por tanto, f transforma un par de sucesiones paralelas en un par de sucesiones
no paralelas. Esto contradice nuestra hipdtesis, por lo que f si es uniforme-
mente continua.

Ejercicio 1.4.9. Sea A C R un conjunto acotado. Demostrar que f : A — R es
uniformemente continua en A si, y solo si, preserva las sucesiones de Cauchy. ;Seria
cierto el resultado si A no fuese un conjunto acotado?

—) Supongamos f uniformemente continua.

Sea x,, sucesién de Cauchy en A, es decir,
VEé>03ng | simyn=nyg = |z, —xn| <E

Veamos que f(z,) es de Cauchy también. Como f es uniformemente continua
en A,

Ve>0,30>0]| |z —y| <d=|f(z)— fy)| <e (1.31)

Uniendo ambos resultados, obtenemos que para € = §:

dng | stm,n = ng = |xn_xm| <5Eg131 |f(‘rn>_f(xm)| <é

Por tanto, resumiendo:

V5>073”0 | Sim7n>n0:> |f<xn)_f($m)’ <e

Por tanto, f(x,) es una sucesiéon de Cauchy.

Supongamos que f transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy.
Veamos que f es uniformemente continua.

Demostramos mediante reduccién al absurdo. Supongamos que f no es uni-
formemente continua y llegaremos a una contradiccién.

Como f no es uniformemente continua, dado ¢y > 0,
zp,yn CAconz, —y, >0 tq |f(z,)— fyn)] =0 Vn (1.32)

» Como z,, € A acotado = 32,y —+ L € R por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass.
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» Como ¥y, € A acotado = Jy,(n) — L’ € R por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass.
Pasando a la parcial de la parcial, no es restrictivo decir que la parcial es
la misma. Por tanto, tenemos:

To(n) = LeR
Yo(n) — L'eR

Como {z, —y,} — 0y toda parcial de una sucesién convergente converge
al mismo limite, tenemos que

{Tn = Yntot) = {To(n) = Yoy} — 0=L—-—L = L=1L

., T st n par
Sea ahora la sucesién z, = o(m) STTP
Yo(n) SI M impar

Es facil ver que z, es convergente, ya que z, — L = L’.

Por tanto, como z, C A C R, por el Teorema de Complitud de R tenemos
que ser una sucesion convergente es equivalente a ser de Cauchy. Por
tanto, z, es de Cauchy.

Veamos ahora si f(z,) es de Cauchy.

| fxow))  sinpar
Flen) = { f(yg((n))) si n impar

Para que sea de Cauchy, es necesario que
Vé>0dng | sim,n=>ngy = |r, —x,| <é

es decir, es necesario que a partir de un término ny en adelante, todos
los elementos disten tan poco entre ellos como delimite €. Veamos si esto
ocurre para f(z,).

1
‘f(zn+1> - f(zn)| = |f(xa(n)) - f(ya(n)>| P €0

donde en (1) he aplicado la ecuacién de hipétesis de induccién, la Ec.
1.32, ya que es cierta ¥n, por lo que también lo es para la parcial.

Por tanto, podemos ver que dos términos de la sucesién siempre distan
al menos £, por lo que esta sucesién no es de Cauchy.

Para terminar, vemos que z, es de Cauchy y f(z,) no lo es, pero nues-
tra hipdtesis es que f transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de
Cauchy, por lo que llegamos a una contradiccion. Se demuestra asi que
nuestra suposicion era falsa, y que f si es uniformemente continua.

Lo segundo no es cierto, y ejemplo de ello es f(xr) = 2? en R. Sabemos que
transforma Cauchy en Cauchy porque, como Dom(f),Im(f) C Ry por el Teorema
de Complitud de R, esto es equivalente a que transforme sucesiones convergentes
en sucesiones convergentes. Esto es cierto, ya que la funcion es continua en R. Por
tanto, hemos encontrado una sucesién que transforma Cauchy en Cauchy, pero que
no es uniformemente continua. Esto se debe a que el dominio no esta acotado.
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Ejercicio 1.4.10. Estudiar la continuidad uniforme de las funciones:

1. f(z) =€ en R{.

Buscamos dos sucesiones x,,, y, tal que |z, —y,| — 0 pero que | f(z,)—f(yn)| =
le"r — e¥r| > &g, para algin g5 > 0.

Sean esas sucesiones{z,} = {In(n)} e {y,} = {ln(n + 1)}.

ln( i )'—Hnl:O
n+1

[f(n) = flyn)| = e —e™[ =n—n—1]=1=¢

|Ty — yYn| = |Inn —In(n 4+ 1)| =

Por tanto, hemos demostrado que f no es uniformemente continua.

2. g(z) =sen (1) en ]0,1[.
Podemos ver que 3 lim, o g(x), por lo que no se puede ampliar el dominio de
definicién. Por el ejercicio 1.4.6, al no poder ampliarse a [0, 1], la funcién g no
es uniformemente continua.
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1.5. Calculo Integral Teodrico
Ejercicio 1.5.1. Calcular usando el Teorema de Cauchy para integrales que
! 1
/0 aPdx = o1 (Vp e NU{0}).
Tenemos que:
! 1 < k
[ =t S ()

Por tanto, tomando f(x) = 2, tenemos:

1 kp n
2’ dr = lim — E f = llm — = im —— kP = lim kP
0 n—oo N n—oo N Pt ’[’Lp n—oo N ’[’Lp n—oo NPT +1 Pt

Como tengo que {an} 7 400, uso el Criterio de Stolz para sucesiones:

1 n
1 Stolz (n + 1)p
P — e It
/0 vde = lim T E_IIk A T 1P —

Demuestro ahora por induccién sobre p:

= Para p=0:

! (n+1)P )
[ o=t e = M = M 1=

Por tanto, para p = 0 es cierto.

= Supongo cierto para p y demuestro para p + 1:

Por hipdtesis de induccion, tengo que:

/137pdx_hm (n+ 1) = 1
0 n—oo (n + 1)P+l — np'H p+1

Comprobamos para p + 1:

1 p+1 p
[ty B seen
0 n—00 (n + 1)p+2 — mpt2 n—00 (’I’L —+ 1)p+1(n + 1) — nptlp
p
~ lim (n+1)P(n+1) — lim (n+1)P(n+1) _

n—oo (n _|_ 1)p+1 -n + (n + 1)P+1 — np+1n n—o00 n[(n + 1)P+1 — np+1] + (n + 1)P+1
1)P 1
_ Ym (n+1)P(n+1)

n—o0 [(n + 1)p+tl — prtl]. [n + %

I (n+1)P n+1
= lim : =
n—oo (n 4 )P+ —pptl o % (n+1)
1) 1
= lim (n+1) .

(-t )7

p+1 _ ppt+l
n—00 (n + 1) n + )P =TT

n+1
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Haciendo uso de la hipdtesis de induccion, tenemos que:

/lxp+1dx:1im (n+1)P ' 1 1 11
; A R X1 R B QU Mo

n+1 (n41)p+l—pprtl

Por tanto, se verifica para p + 1.
Por tanto, hemos demostrado que:
! 1
2Pde = —— (Vpe NU{0}).
| wae=— wenupy

Ejercicio 1.5.2. Justificar las siguientes desigualdades:

1 1
1.—</ de <1
2 0o 1+

Definimos f : [0,1] — R dada por f(z) = 5. Sabemos que f(z) es estricta-
1

mente decreciente en | —1, +o00[, por lo que Im(f) = [5, 1] . Por tanto, tenemos
que:

%gf(:c)él Vo € [0, 1]

Por la conservaciéon del orden, como tenemos las desigualdades no estrictas y,
ademds, f(x) # 1A f(x) # 3, tenemos que:

/01 %dm< /Olf(x)d(x) < /Oldx

Resolviendo las integrales de las constantes, tenemos que:
1 1
- < / flz)d(z) <1
2 0
23dx

1 1
.
42 Jo Vit

Trivialmente, tenemos que:

<1
4

3 3
x x 3

<z vV €]0,1]

V2 Itz

Por la conservacién del orden, tenemos que:

L3 1,3 1 ,
—d$</ dx</a:dx
/0\/E o Vitzx 0

Resuelvo la siguiente integral:

Por tanto,

1 bogs Log3 1 3 1

—_— = —dx</—dx</xdx:—

442 /0\/§ o Vit+tzx 0 4
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Ejercicio 1.5.3. Sea f : [a,b] — R, una funcién continua y tal que f(z) > 0 Vz €
[a, b]. Demostrar que:

b
/f(a:)da::O:>f:0

Sea xg €la,b| arbitrario. Por ser f continua, tenemos que 30 > 0 tal que se
cumple que:

A = [xg — 0,20 + 0] Cla, b] A flA) >

Por tanto, por las acotaciones inferiores en cada intervalo,

0—/f d:v—/ _Ef(x)dx—i—/:ﬁéf(m)da:—k " @) des

0—0 z0+9
f(@o)

> (l’o—(s— )+ 9

(xo+0—x9+0)+0(b—1z9—0) =0df(x9) = f(z0) =0

Por tanto, llegamos a que f(xo) = 0 Vz, €]a,b]. Ademads, por ser f continua,
tenemos que f(a) =0 = f(b). Por tanto, f = 0.

Ejercicio 1.5.4. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcién continua verificando que

/Ogcf(t)dt:/lf(t)dt Va € [0,1]

En la desigualdad dada, como es cierto Vz € [0, 1], tomamos limite con 2 — 0:

0= lim f dt—hm/f t)dt = /f

Al ser f(x) > 0 Vz € [0,1], por el ejercicio anterior tenemos que f = 0. No
obstante, se puede razonar de otra manera como sigue:
Ademéds, por ser f integrable tenemos que, Vz € [0, 1] tenemos que:

Oz/olf(t)dt:/Oxf(t)dtJr/:f(t)dt

Ademas, por el la condicién del enunciado, tenemos que:

/Oxf(t)dt:/;f(t)dt:>/Oxf(t)dt—/xlf(t)dt:

Usando ambas ecuaciones, tengo que:

=W—/:f(t W+/f dt:>/ ~ (1)t = /f

Por tanto, como es cierto Vo € [0, 1], tenemos que f(x) = —f(z) Vz € [0, 1],
entonces f = 0.

Demostrar que f = 0.
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Ejercicio 1.5.5. Sean f,g : [a,b] — R funciones continuas tales que

/abf(x)dx = /abg(x)dx

Demostrar que Jc € [a,b] | f(c) = g(c).

Sea h : [a,b] — R dada por h(x) = f(x) — g(z). Entonces, por la hipdtesis del

enunciado: , \ ,
/ h(x) dx:/ f(a:)dx—/ g(x)dx =0

Ademas, como f, g son continuas tenemos que h también. Por el Teorema del
Valor Medio para las integrales, tenemos:

b
dc € [a,b] | / h(z) dx = h(c)(b— a)

Por tanto, igualando tenemos que 3¢ € [a, b] tal que:
h(c)(b—a) =0= h(c) =0= f(c) — g(c) = 0= f(c) = g(c)
Por tanto, queda demostrado que Jc € [a,b] | f(c) = g(c).

Ejercicio 1.5.6. Sea f[a,b] — R una funcién continua y sea o € R. Demostrar que

o = fabf(a:)d:c si, y solo si, para cada particion P € Z[a,b] existe al menos una
suma de Riemann o(f, P) | a = o(f, P).

Procedemos mediante doble implicacién:

=) Suponemos que o = fabf(x)dx, y comprobemos que VP € P[a,b] existe al
menos una suma de Riemann o(f, P) | « = o(f, P).

Sea P = {xy = a,z1,...,x, = b} una particién cualquiera. Por la aditividad
respecto del intervalo de integracién, tenemos:

/ab f(z)dx = /;1 f(w)der/:Q f(x)dz+-- .+/;n1 f(z)dx = g /:_1 f(z) dz

Aplicando el Teorema del valor medio integral en cada una de las integrales,

n

b
/ f(x)dw = fler) (= xo) + -+ flcn) (n = wn) = ) fle) (@i —wi)

=1

con ¢; € [r;_1, ;). Por tanto, como Y, f(¢;)(x; —xi—1) = o(f, P) con etique-
tas ¢;, tenemos que:

b
o= / f(x)dz = o (f, P)
8
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<=) Suponemos que VP € P[a,b] existe al menos una suma de Riemann o(f, P) |
a=o(f,P),y veamos que o = f;f(x)dx

Sea P, € Z[a,b] una sucesién de particiones con lim AP, = 0 (algo que
n—oo

siempre es posible, usando particiones encajadas, por ejemplo).

Por tanto, tengo que:
/f $—hma(Pn,f)—a

Ejercicio 1.5.7. Sea r > 0 y sea f[—r,7] — R una funcién continua. Demostrar
que:

1. Si f es par, entonces [* f(x)dx =2 [ f(z)dx
Suponemos f par, es decir, f(z) = f(—z). Entonces:

| fa da:—/f o+ [ fada

Para resolver la primera integral, aplico el cambio de variable —x = t:

_if(:c)d:c: { —:iij;t] = —/Tof(—t)dt: Arf(—t dt

Como f es par, tenemos que:

/_if(x)dx _ /OTf(t)dt

Por tanto, como la variable es muda,

/ f(z)dz = /0 f(x)da:+/or f(x)dz = /0 f(t)dt+/OT fla)de =2 /0 f(@)da

2. Si f es impar, entonces [ f(x)dz =0

Suponemos f impar, es decir, —f(z) = f(—x). Entonces:

/f dx—/f dx+/f

Para resolver la primera integral, aplico el cambio de variable —x = t:

[t 2l ] == [ soome= L sicna

Como f es impar, tenemos que:

/_if(m)da: = _/0?“ f(t)dt

Por tanto, como la variable es muda,

/_:f(x)dx:/_if(ar)da:—k/orf(a))dx:—/Orf(t)dt—i—/Orf(q;)dx:
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Ejercicio 1.5.8. Demostrar que si f : R — R es una funcién continua y peridédica
de periodo T, entonces, para cada x € R se cumple que:

/:+T ()t = /OT F(t -+ 2)dt

Notando que = € R es fijo, tenemos que:

/:JrTf(t)dt:{t x_zl /fz+a:

Como las variables ¢, z son mudas, tenemos demostrado lo pedido.

Ejercicio 1.5.9. Calcular los siguientes limites:

11 Ly ]
. lm .. —_—

Ii LI S i = (— oy
im - = llm — —
n—soo \n+1 n+2 2n nooon \1+21 142 1+

Definiendo f(x) = tenemos que el limite pedido es:

1+:c’

§ 1 1 1
i (i et r ) = 00 (3) = [ e = il =2

lim

1 1
'n—>oo|: (n2—|—1 n2+4+n2—|—9+'”+ﬁ)]

If Ly oty
im |n LY =
n—o00 n2+1 n2+4 n249 2n?

y 1 1 N 1 N 1 - 1 i 1 & 1
nheen \ 145 1T+4 "1+ 3 1+ Hoonzur(g)z

Definiendo f(x) =

T + ——, tenemos que el limite pedido es:

) 1 1 1 1
J:H;o[n(nz+1+nz+4+n2+9+‘ 2n2)1—1520n2f()—

- /0 f(x) de = [arctana]! =

, 1 s 2w nm
3. Iim |—(sen— +sen— +---+sen —

n—oo | N n n n
Definiendo f(x) = sen(wz), tenemos que el limite pedido es:

1

JEEWZS@H( ) /f dl’_[—lcos(ﬂx)] -2

0
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e’ sen x

Ejercicio 1.5.10. Demostrar que la funcién f(x) = es integrable en [0, 1]

verificandose que 0 < fol flz)dr <e—1.

Tenemos que f no esta definida en x = 0.

e’ Sen T L/Hopital e”(senx + cos )

lim f(z) = lim = =lim

x—0 z—0 T z—0 1

= =1

Sabemos que f es integrable en ]0, 1] por ser acotada. Ademaés, definiendo f(0) = 1
tenemos que f es continua y, por tanto, es integrable en [0, 1].

/Olf(a:) dr = lim /le@:) dz

c—0F

Ademads, podemos definir f(0) = k € R, que como f solo tendria una discontinui-
dad de salto finito, tenemos que no varia el valor de la integral. Por tanto, podemos
suponer f(0) =0, lo cual no es restrictivo. Por tanto, tenemos que:

Veamos ahora para x # 0:

0< f(z)= e €]0, 1]
T

La primera desigualdad es trivial, ya que todos los términos son positivos. Para
la segunda desigualdad, es necesario ver lo siguiente:

efsenx

<e'<=senr<zr<=senzr—x<0 Vze|0,l]
T

Para ver que senz — x < 0, buscamos que la imagen de h(z) = senx — z sea
negativa.

h(0) =0 h'(z) = cosz — 1 < 0 = h estr. decreciente
Por tanto, Im(h) C R™, por lo que se da lo buscado. En conclusién, tenemos que:
0< f(z) <e€” Vo € [0,1]

Aplicamos el operador integral sabiendo que mantiene el orden:

1 1 1
02/0'd$</f(x)dxg/ezdx:[ei](l):e—l
0 0 0

Por tanto, hemos demostrado que

1
Oé/ fx)dr<e—1
0
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Ejercicio 1.5.11. Sea f : [a,b] — R una funcién integrable. Demostrar que si para
cada ¢,d € [a,b] tales que a < ¢ < d < b, Jx €]c,d| verificando que f(z) = 0,
entonces ff f(z)dz = 0.

Sea una sucesién de particiones P, € Z[a,b] con lim AP, = 0, algo que siempre
n—oo

es posible, por ejemplo, tomando sucesiones de puntos encajados. Denotemos dicha
particion como:

P,={zy=a,21...,2, = b}

Consideremos para cada k = 0,...,n — 1 el intervalo [zg,xky1], v denotemos
&k € [Tk, xpy1] como el valor que verifica que f(&;) = 0. Este siempre existe por la
hipétesis del enunciado. Entonces,

7
—
3
|

—

fE)(@hn — ax) = 0 (xpe1 —xx) =0
0

il

0

i

No obstante, tenemos que dicha sumatoria es una suma intermedia o(f, P,) en
las etiquetas &. Por tanto, como por hipotesis tenemos que f es integrable y hemos
encontrado una sucesién de particiones cuyo didmetro tiende a 0 y una suma parcial
suya es nula, tenemos que:

b
/ flz)=lim o(f, P,) =0

n—o0

Ejercicio 1.5.12. Demostrar que la composicion de dos funciones integrables puede
no ser una funcién integrable.

Sea f1 : [1,0] — R la funcién de las Palomitas, que se ha demostrado que es
integrable.

0 si r¢Q
fi(x) = % stz =2, med(p,q) =1
1 si ze{0,1}

Sea fy : [1,0] — R la siguiente funcién, que es integrable por ser continua en
todos los puntos excepto en x = 0, donde presenta una discontinuidad de salto finito.

wo={4 3 221

Veamos el valor de la composiciéon:

ng o
re{0,1} —

s )
Ll
[ S

Por tanto, tenemos que f3 o f; es la funcién de Dirichlet, que se ha visto que no
es integrable.

Por tanto, hemos visto que no se cumple que la composiciéon de funciones inte-
grables sea integrable. Para que se cumpliese, fs debia haber sido continua.
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Ejercicio 1.5.13. Sea [ : [a,b] — R una funcién acotada que es integrable. Sea
ceR.Sig:la+c,b+c] = Restd dada por g(x) = f(x —¢), para z € [a+ ¢, b+ (],
demostrar que g es integrable, siendo

/a b f(a)de = / icg(x)dm

Dedtizcase que, para cada h € R,

b—h
/f Ydx = f(:v—l—h)d:c

Para demostrar lo primero, realizo el Cambio de variable t = x + ¢:

/f dm—{t_le_;}: " ot

a+c
Por tanto, la primera igualdad queda demostrada. Como se ha demostrado
Ve € R, tomando h = —c queda demostrada la segunda.

Ejercicio 1.5.14. Sea f : R — R una funcién positiva y estrictamente decreciente.
Demuéstrese que para cada n,p € N se verifica que

n+p
frn)+ [ H@de < o)+ Fnd )+ fatn) < S+ [ S
Como consecuencia demostrar que 1 + \/LE +-+ \/Lﬁ > /D p =2

Al ser monétona y acotada en [n,n + p] tenemos que es Riemman Integrable.
Por tanto,

/ f(x) de = S(f) = I(f)

Ademés, sabemos que S(f) < S(f,P) para todo P € Z[n,n + p|. Por tanto,
suponiendo P = {n,n + 1, ...,n+ p}, tenemos que:

n+p—1

/ o) do = S() < S = 3 10

Por tanto, y simplificando f(n + p), tenemos la primera desigualdad. Demostremos
ahora la segunda:

n—+p
/ @) de=10F) > 1(f.p) = S 1)

i=n+1

Simplificando en este caso f(n), tenemos probada la segunda desigualdad.

Para demostrar que 1+ \/LE 4+t \/iﬁ > /P p = 2, tomamos f(x) = f para
n = 1. Entonces:

/fﬂf(x) dr = [2\/5}’j+1:2(\/p+1—1)>\/§<:>2\/p+1>\/13+2<:>

16
= Ap+4 > pHHA /D<= 3p > 4/p<= I > 16 <= p > n iCierto!, ya que p >
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Por tanto, tenemos que flp i f(x) dz > \/p. Por tanto, por lo demostrado pre-
viamente, tenemos que:

p—1

Zf(i)=1+%+ +—>/ f(z) dz > \/p

=1

Por tanto, queda demostrado que:

1 1
I+ =+t —=>p
AR A
Ejercicio 1.5.15. Sea f : R — R la funcién dada por f(z) = e, para cada z € R.
Sea h : R — R la funcién dada por h(z) = [ ™" f(t)dt, para cada = € R.

0
Demostrar que h es derivable en R y calcular su derivada.

Tenemos que f es continua y acotada en R, por lo que sabemos que es Riemman
Integrable. Por el TFC, tenemos que fo t)dt es derivable en R. Ademés, como el
seno también es derivable, tenemos que h 10 es, con

W(z) = f(senz) - cosz = e " % cosx

Ejercicio 1.5.16. Sea f : R — R la funcién dada por f(z) = e~*" paracada z € R.

Sea g : Rf — R la funcién dada por g(z fo t)dt, para cada x € Ry .
Estudiar la continuidad uniforme de la fun(non g v su derivabilidad.

Tenemos que f es continua y acotada en R, por lo que sabemos que es Riemman
Integrable. Por el TFC, tenemos que fo t)dt es derivable en Rj. Ademés, \/z es
derivable en R™, por lo que g es derivable en R™ con

Veamos si es derivable en x = 0:

g'(0) = lim ¢/(x) = — = 400 = #4'(0)

1
x—0 0
R*

Por tanto, tenemos que ¢ es derivable en

Veamos ahora si es uniformemente continua en R{.

Por el teorema de Heine, tenemos que g(x) es uniformemente continuaen [0,7] Vr > 0.
Supongamos r > 0 y veamos que es lipschitziana. Sabemos que ¢'(x) es estrictamente
decreciente en RT, y tenemos que:

e " 1
= eR lim ¢'(z) =0
2\r emr x%oog( )

Por tanto, como ¢'(x) estd acotada V r > 0, tenemos que g es lipschitziana y
por tanto uniformemente continua en [r, +00[. Como ademds hemos visto que es
uniformemente continua en [0, [ y sabemos que es continua en r, tenemos que g es
uniformemente continua en R .

g'(r) =
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Ejercicio 1.5.17. Estudiar la derivabilidad de la funcién F' : Rf — R dada por
2
F(x) = fg/g Fi=dt y caleular F'(1).

t
Sea f(t) = . Tenemos que f es continua, por lo que es Riemman Inte-
f(t) Nip que f , P q

grable. Por tanto, dado ¢ € [/, z%] tenemos que:

2 2

L ¢ ¢ @t ¢ @ Ve
F(z) = dt = dt+ dt = - dt
yz VI3 yz VI3 c V1t e VI+E Joo V14183

Por tanto, por el TFC tenemos que F es derivable en RJ, con:

212 T 1

Vit Vit 3P

F'(x)

Por tanto,

2 152
V2 3/2 6

Ejercicio 1.5.18. Probar que todas las funciones continuas f : Rf — R que verifi-
can la igualdad [ f(t)dt = £ f(x) son derivables en R{. Determinar el conjunto de
dichas funciones.

Sea F(x) = [; f(t)dt = £f(z). Por tanto, por el TFC, como f es continua
entonces F es derivable en R{, con F’ = f. Por tanto,

F(1) =

@)= f(r) = [51@)] = 51) + af (o) (13)

donde, como f es continua, tenemos que es derivable.

Calculamos ahora el conjunto de dichas funciones f.

= Supuesto f = 0:

Se tiene, ya que f es una recta constante en (. Se cumple la igualdad dada.

= Supuesto f(z) # 0 en [a,b], con 0 < a < b:

De la ecuacién 1.33, tenemos que:

3(@) = fa) +af (1) = 2 (@) =af (1) = L =2 vee o

Por tanto, tenemos que:

S UOR )
/a f(t) dt‘/a 7 dt=|f(z)| ~n[f(a)] = 2Inz —2Ina =

= In|f(z)| = In(2?) + In|f(a)| — In(a?)

Como a € R" es fijo, definimos:

/()]

K = 2

>0 an:1n<|fc(Lg)|> =In|f(a)| — In(a?)
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Por tanto, tenemos que:

In|f(z)] = In(2?) + In K = In(Kz?)

Como el In(z) es una funcién inyectiva, tenemos que:
1f(z)| = Ka* = f(z) = +K2? K eR*

Es decir, f es una parabola.
Veamos ahora como de grande es ese intervalo [a, b].

Supongamos que inf{0 < a < a | f(z) # 0Vz € [a,b]} > 0. Entonces:

da, —a | 0<a,<a A fl(a,) =0VneN

Como tenemos que f es continua, por la elecciéon de a,, vy a, tenemos:

lim f(z)= lim 0=0

r—a~ r—a~

No obstante, tenemos que f es continua y es del tipo f(z) = kx* Vz € [a,b),
k # 0. Por tanto,

lim f(z) = lim ka? = ka* #0 ya que k,a # 0

r—at r—at

Por tanto, hemos llegado a que en a la funciéon no es continua, por lo que es
una contradiccién. Tenemos entonces que a = 0.

Supongamos que méx{b < b | f(x) # 0 Vz € [0,b]} € R. Entonces:

b, b | by>b A f(by)=0VYneN

Como tenemos que f es continua, por la eleccién de b,, y b, tenemos:

lim f(z)= lim 0=0

z—bt z—bt

~

No obstante, tenemos que f es continua y es del tipo f(z) =ka* Vxel0,0],
k,b # 0. Por tanto,

lim f(z) = lim ka® = kb? 0 ya que k, b #£ 0

z—b— r—b—

Por tanto, hemos llegado a que en b la funcién no es continua, por lo que es
una contradiccién. Tenemos entonces que b ¢ R.

Por tanto, hemos llegado a que el conjunto pedido es:
[f =0 U{f| f(x) = ka?, k#0} = {f| f(x) = ks?, k€ R}
Por tanto, el conjunto pedido es el de las pardbolas con vértice en el (0,0).
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Ejercicio 1.5.19. Sea f : R — R la funcién continua. Justificar que la funcién dada
3
por H(z) = [, f(t)dt, para cada = € R, es derivable y calcular su derivada.

Como f es continua, tenemos que es Riemman Integrable. Por tanto, dado

c € [z% 27], tenemos que:

H(x):/;Sf(t)dt:/:E:f(t)dtJr/j?)f(t)dt:/jsf(t)dt—/cx2f(t)dt

Por el TFC, como f es Riemman Integrable y continua, tenemos que H’ es
derivable, com:

H'(z) = 32" f(2*) — 2z f(2?)

Ejercicio 1.5.20. Calcular la derivada de cada una de las siguientes funciones:

1. Fi(x) :/ sen” tdt
0

Como tenemos que el integrando es continuo y acotado en R, por el TFC
tenemos que Fj es derivable en R con:

F|(x) =sen’x

2. Fy(x) = [P —pdt

r 1+t24sen?t

Reescribo F, para que se le pueda aplicar el TFC:

@ 1
F S —_— it
2() /,, 1+ +sent

Como tenemos que el integrando es continuo y acotado en R, por el TFC
tenemos que F5, es derivable en R con:

1
1422 fsenx

Fy(z) =

3. By(a) = [ crrdt

1+t24-sen? t

Como estamos integrando respecto a t, tenemos que x es una constante. Por
tanto,

b

1
Ra)=2- | ——— i
() x/a1+t2+sen2t

Ademas, como la integral es propia y el integrando es Riemman Integrable,
tenemos que tomara un valor real. Es decir, tomard un valor constante y fijo,
que no depende en ningiin momento de x. Por tanto,

b
1
Fi(x) = ———dt
() /a 1+t +sen?t
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Ejercicio 1.5.21. Sea f : Rt — R la funcién definida por f(z) = Oxs_xQ a3

Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y determinar los extremos

x
relativos de dicha funcién. Calcular lim L
z—0 sen(z3 — x2?)
Como el integrando es continuo y acotado en R, por el TFC tenemos que f es
derivable en R™ con:

2 2
Fla)=e @322 —2) =0 = 2Br —2) =0 <=z = {0, §}

Estudiamos la monotonia:

» Paraz € ]O, % [: f'(x) < 0 = f(z) estrictamente decreciente.

» Para z € |2, 400[: f/(z) > 0= f(z) estrictamente creciente.

Por tanto, tenemos que = = % es un minimo relativo y absoluto, con f (%) = 0.

Ademds, como [ es derivable en R, tenemos que una condicién necesaria de ser
extremo relativo es que se anule la primera derivada. Por tanto, tenemos que no hay
més posibles extremos relativos. El 0 no lo consideramos, ya que 0 ¢ R™.

Resolvemos ahora el limite:

f(z) [0] L/ Hopital e~ (@) (392 o7 e?

0

lim —————— = lim = =1

20 sen(z3 — x2) a0 cos(x3 — 22) - (3x2—27) cosO

Ejercicio 1.5.22. Sea f : [1,00[— R la funcién definida por f(z) = 0171(6_9 -

1
= 5(\/7_?—1), calcular

e~?")dt. Calcular su méximo absoluto. Sabiendo que h'r+n f(z)
T—>+00

el minimo absoluto de f.
Como tenemos que el integrando es continuo y acotado en R, tenemos que f(z)
es derivable en [1, 00[ por el TFC. Por tanto,

flla)y=e @D _ 20D e (- 1) =2 —1) <=2 —42+3=0

Por tanto, resolviendo la ecuacion, tenemos que los puntos que anulan la primera
derivada son z = {1, 3}. Estudiamos la monotonia:

» Paraz €]1,3[: f/(2) =e ! —e? > 0= f(z) estrictamente creciente.

» Para z €]1,+o00[: f/(4) =e ¥ —e® < 0= f(x) estrictamente decreciente.

Por tanto, tenemos que x = 3 es un maximo relativo que, ademéds, es maximo
absoluto.

Para estudiar el minimo absoluto, calculamos la imagen de z = 1 y el limite en
+00:

Tr—400 2

f(1) = /Oo(et2 —e )t =0 lim f(x) = 1(\/E— 1) >0

Como f(1) es menor, tenemos que x = 1 es el minimo absoluto.
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Ejercicio 1.5.23. Sea H : [~1,1] — R la funcién dada por H(z) = [;* * e sen tdt.
Estudiar los extremos absolutos y relativos de la funcion H y determlnar su imagen.

Por el TFC, como el integrando es una funcion continua y acotada, tenemos que
F' es derivable en [—1, 1], con:

H'(z) = ¢™ sen(na?) - 271 = 0 <>
2 =0 <= x =0
g V
sen(ma?) =0<=nmal=7k, k€ Z<=2*=k, k€ Z <+ x={-1,0,1}

Estudiamos, por tanto, la monotonia de H(z):

» Parax €] —1,0[: H' () < 0= H(x) estrictamente decreciente.

» Para z €]0,1: H'(z) > 0 = H(z) estrictamente creciente.

Por tanto, en z = 0 tenemos un minimo relativo.

0
H(0) = / e* sentdt = 0
0

H(_l):H(l)Z/Oﬂthsentdt:{ (t(): u/()_262t }:

) =sent v(t):—cost

se
. - i) =26 ]
= [~e COSt] + 2/0 e* cost dt = [ = cost v(t) =sent |

= [—thcost+262tsent}g 4/ e sent dt
0

Por tanto, resolviendo la integral ciclica tenemos:

bH(—-1) = 5/ e* sentdt = [—e* cost + 2e* sen ﬂg ==
0

e H(-1) = H(1) = [—e*t cost —g 2e* sent]; _ 62“5—I- 1

Por tanto, tenemos que:

Im(H) {0’ 627T5+ 1]

Los maximos absolutos son:

_1, 627r + 1 1, 6277 + 1
5) )

El minimo absoluto, que ademas es minimo relativo, es

(0,0)
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Ejercicio 1.5.24. Probar que la funcién f : [1,2] — R dada por f(y) = fol \/%
x4y
es lipschitziana.

Ver si es Lipschiziana desde la definicién es complejo, por lo que veamos si
la derivada f'(y) es acotada. Para poder calcular la derivada mediante el TFC,
buscados la variable y en los limites de integracion.

o[ L e

donde la constante y% no se ve afectada por la integral ya que se integra respecto a
x. Llegados a este punto, aplicamos el siguiente cambio de variable:

s = u(w)
Yy
y
Entonces:

ydu 1 (Y du

/\/7/ Vit 1 yty Vutrdl

Por tanto, calculamos la derivada empleando la regla del producto:

py =L [ du+1/ e ) L -
Y v Jo Vuri+1 o Vur+1 Yy Y Y3 (1)4+1
Yy

1 1 1 1 1
=—fY) = | W)+ ——
(] ) Y/1+ 94 Yy ) V14 oyt
donde he empleado que, por el TFC:
— () ()
4 Yy o 4 y?
(1) +1 (1) +1

Tenemos que la derivada es acotada, ya que:

|1 1 1 1 vel1.2]

1 1\ ® 1
<- + <M+—¢cR
1 (f(y) \/1+14> V2

donde en (%) he usado que, por el TFC, f(y) es continua y, por el Teorema de
Bolzano-Weirstrass, f(y) es acotada.

=

0< flyy < MeR

Por tanto, como su derivada es acotada, tenemos que f(y) es lipschitziana.
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Ejercicio 1.5.25. Dado a > 0, calcular la imagen de la funcién G : [-a,a] — R

dada por G(z) = [* Va® — t2dt.

En primer lugar, aplicamos que el integrando es una funcién par en la variable
t, por lo que:

G(x):/imdt:(}(x):2/owmdt

Para calcular la imagen, es necesario calcular G’(z). Aplicando el TFC, tenemos
que:

G'(z)=2Va®>—2*2>20  Vzx € [—a,q]

Por tanto, tenemos que G es creciente. Ademas, por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass tenemos que I'm(G) es cerrado y acotado, por lo que:

Im(G) = [G(~a), G(a)]

Opcion 1: Analiticamente. Para calcular las imagenes, calculo en primer lugar
la integral indefinida.

/\/@2—t2dt: [t:asenu ue [0’5] ] :/\/@2—a2sen2uacosudu:

dt = acosu du

:/a\/l—sen2uacosudu:/aQCOSQUdu

Para resolver la integral del coseno al cuadrado, aplico las siguientes identida-
des trigonométricas:

sen?u + cos’u = 1 ot — 1 + cos(2u)
cos? u — sen? u = cos(2u) - 2
Por tanto,
1 2 1
/\/a2 —t2dt = /a2 cos® u du = a / ﬂ%(u) du = a* (g + 1 Sen(2u))+0

Deshaciendo el cambio de variable (u = arcsen (%)), llegamos a que:

1 2
/\/ a? — t2dt = a® (g + 1 Sen(2u)) +C = a® (M + il Ccos (arc sen E)>+C’

2 4qa a

Por tanto, las imagenes buscadas son:

G(G)ZQ/ Va2 — 2dt = 24* <%+O—O) =a?-
0

B

G(—a)z?/ Va? — t2dt = 2a* (—Z—I—O—O):—CLQ-z

Por tanto,
Im(G) = [G(—a),G(a)] = [—QQ ) g7a2 : g}
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Opcién 2: Geométricamente. Sabemos que la ecuacién de la circunferencia es
2% 4+ y? = r?. Por tanto, la funcién que determina el semicirculo superior de
una circunferencia de radio r es:

fo) = ViT = a?

Por tanto, la funcién dada G(z) = [ v/a? — t? dt determina el drea encerrada
por una circunferencia de radio a con el eje X entre x y —x. Por tanto,

2

G(a) —/ va? —t2 dt:%

. ) 2
G-ay= [ VE—Ea=- [ VEEa=-T

Como vemos, esta opcion facilita mucho los célculos, pero es necesario caer en
el area del circulo.

Ejercicio 1.5.26. Sea f : [a,b] — R una funcién continua tal que f(a) = 0y
f: f(t)dt = 0. Definimos la funcién F : [a,b] — R como F(a) =0y

T f(t)dt
F(m) — M Vo 75 a
r—a
Probar que F' es continua en [a,b] y derivable en ]a,b]. Demostrar que si f es
derivable en a entonces F' es derivable en [a, ] y existe ¢ €]a, b tal que F'(c) = 0.

Estudio en primer lugar la continuidad de F. Como f es continua en [a, b], tene-
mos por el TFC que [ f(t)dt es continua en [a, b]. Por tanto, tenemos la continuidad
de F(z) en z € [a,b] — {a}. Comprobemos para z = a:

lfm F(z) = lfm Jo SO vhapia_ f(x) = f(a) = 0 = F(a)

r—a r—a T — Qa r—a

Por tanto, tenemos la continuidad de F' en [a, ).

Respecto a la derivabilidad, por el TFC tenemos que fax f(t)dt es derivable en
[a, b], con derivada f(x). Por el cardcter local de la derivabilidad, tenemos que:

f@)(@—a)— [, f(t)dt

() = (x —a)?

Ve #a

Por tanto, tenemos que F es derivable en [a, b] — {a}. Supongamos ahora f derivable
en a:

F/(@) — lim F’(J}) — lim f(l’)(l’ - UJ) — faw f(t)dt L’Hgn'tal

r—a T—a ({[‘ — a)Q
o ) )+ T e

z—a 2(1‘ — a)
) @)

z—a 2 2
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Por tanto, suponiendo f derivable en a tenemos F” derivable en a, con F'(a) = ==.

Demostramos ahora que existe ¢ €|a, b] tal que F'(c) = 0.

_ J f@de o

b—a _b—a:O

Fla)=0  F(b)

Como tenemos F' continua en [a,b], F' derivable en |a,b| y F(a) = F(b); por el
Teorema de Rolle se tiene que:

Je €a, b]| F'(c) =0

C x [y sen(t?)dt
Ejercicio 1.5.27. Calcular lim ———
=0 sen(z?)

Por el TFC, tenemos que:

z /
[/ sen(tQ)dt] = sen(x?)
0
Por tanto,

x [y sen(t?)dt ' mopitar y J sen(t?)dt + sen(2?)x 1 popital

51613% ~ sen(zt) 20 423 cos(x?)
_ | sen(z?) + sen(x?) + 222 cos(z?) _ sen(z?) + x? cos(z?) _
=0 1222 cos(z?) — 1626 sen(z?) 2—0 622 cos(zt) — 8x8 sen(z?)
— lim sen(z?) cos(z?) Beazal 1 1
z—0 622 cos(z?) — 8x6sen(z?) ~ 6cos(x?) — 8xt sen(x?) 6 6 3
) sen(z?) L' Hopital
lim =
2—0 622 cos(z*) — 8x8 sen(z?)
. 2z cos(x?) _
2—0 122 cos(z?) — 2425 sen(z?) — 48z sen(z?) — 3227 cos(z?)
2 cos(2?) 1

=1 =- (1.34
250 12 cos(z?) — 24zt sen(x*) — 48z* sen(x*) — 3228 cos(z*) 6 (134)

L ) fl(zﬂ)ez In(t) arctan(t)dt
Ejercicio 1.5.28. Calcular lim 5 .
T—+00 xee”

En primer lugar, hemos de demostrar que f1+°° In(x) arctan(z)dt diverge positi-
vamente. Sea f(x) = In(x) arctan(z).

+oo
lim In(z)arctan(x) = +00 = / In(z) arctan(z)dt = +oo
1

r——+00
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Por tanto, procedemos a calcular el limite aplicando el TFC:

lim ffﬂl)ez In(t) arctan(t)dt _ [@] L Hopital . In[(z + 1)e*] arctan[(x + 1)e*] - (e*(z + 2)) _
z—+00 x2e” 00 T—+00 2xe® + x?e”

— m In[(z + 1)e”] arctan|(x + 1)e”] - (z + 2) _
T—r+00 x(2 + :L‘)

_ g et +ojarctan((z 4 Det] (—ln(w Lt 1) arctan[(z + 1)e”] =
T—+00 x T—+00 X

Be.135 T
T2

donde he hecho uso del siguiente resultado:

. In(z+ 1) vHpita -, 1
lim ———2 7 "= lim =
T—+00 x z—+oo x + 1

(1.35)

Ejercicio 1.5.29. Sea f : [a b] — R una funcién de clase C' en el intervalo [a, b].

Para cada n € N, sean [, f f(z)cos(nz)dz y J, f f(z)sen(nx)dx. Demos-
trar que las sucesiones {7, } {J.} convergen a 0.
Demuestro en primer lugar para [,,:

b
lim [, = lim [ f(z)cos(nx)dx

n—o0 n—0o0 a

Aplico el método de integracion por partes:

wx) = f(z)  u'(z) = f(2) }

[ v'(x) = cos(nx) v(z) = tsenx
Por tanto,
, (1 R
lim [, = lim | —f(z)senz — [ —senxf'(x) dr | =
n—oo n—oo n a n
1 b
= lim — (f(a:)senx—/ senxf'(z) dx) =0
n—oo N, a

donde esto 1ltimo se da ya que z € [a, b] fijo, lo que tiene a +oo es el valor de n.

Demuestro ahora para .J,,:
b

lim J, = lim f(z)sen(nx)dx
n—oo n—oo
Aplico el método de integracion por partes:
u(z) = flz)  u(z) = f(z)
v'(z) = sen(nx) v(z) = —Lcosw
Por tanto,

1 1
lim J, = lim (——f(x)cos:t+/ ﬁcosa:f’(x) dx) =

n—o0 n—00 n

= lim 1 (-f(a:)cosx+/bcosxf/(m) dx) =0

n—oo N
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Ejercicio 1.5.30. Demostrar que para cada x € [0, %} se verifica que:

2 2

/ arc cos V't dt + / arcsen Vvt dt = %
0 0

Sea F': [O, g] — R definida por:

2 2

F(z) = / arc cos V't dt + / arcsen v/t dt
0 0

Como los integrandos son acotados, ya que las funciones trigonométricas inversas
dadas lo son, por el TFC tenemos que F’ es derivable, con:

F'(x) = arccos[Vcos? x] - (—2cosxsenx) + arcsen[Vsen? x| - (2coszsenx) =
= —xsen(2x) + xzsen(2z) =0 Vo e [0, g}

donde hemos hecho uso de que z € [O, g} , por lo que el seno y el coseno son positivos.
Por tanto, tenemos que F(x) es constante.
Para ver que es igual a 7, demostramos en primer lugar que:

h(x) = arccosx + arcsenx = g Vz e R

Demostramos en primer lugar que es constante y luego mostramos un valor.
-1 1 2

W (x) = + ~0 () —0. T T

V1i—22  1-—12? 42

Por tanto, sabiendo esto, calculamos el valor de F' para cierto x. En este caso,
nos es conveniente usar x = 7, ya que su seno y coseno coinciden:

™ 1/2 ™
dt = o [l =

- 1/2 1/2
F(Z) :/ arccos\/Z—i—arCSen\/%dt:/
0 0

NN
|

Por tanto, como F' es constante y tenemos un valor de x que vertifica la condicion
del enunciado, esta queda demostrada.
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Célculo 11

1.6. Calculo Integral Practico

Ejercicio 1.6.1. Calcular las siguientes integrales:

/—efd$—2/2\/_ eVidy = 2eVF 4+ O
1

x —1
b) /(1—:(;)2__1—:(;+C_1—1:+C

1
c) [tz + tg’x)dr = /[tg?’x(l + tg?z)|dr = 4/[4tg3x(1 + tg?z)|dr =

tgta
C
1 +

d) /sen3x dx
/sen3 x dr = /senx(l — cos z)dx = /senx dz — /cos2xsenx dr =

3

:—cosx—i-cosx C
e) /tg2xdx:/tg2x+1—1dx:tga:—a:—i-C
21
f d
>/1+4w v
Tenemos que 4% = (2%)* = 22¢ = (2%)2, Por tanto,
/ 2° J / 2% d 2% =t 2 dt
= | ————dr = . =
1+ 4= 1+ (27)2 27In2 dx = dt 1+¢2 27In2
1 1
= —arctant + C' = — arctan 2* + C'
In In2
—dt
dr = -2/t +C=—-2/1—e*+C

e’ do — 1—¢e*= B
V- |dr=-2 |7

g) /
x? 1 x? 1 x? 1 3
h = — = — _— = — —_—
)/9+$6dx 9/ gdas 9/ dx 9arctan<3>+0

L (5)°

i) [ Inzde= u(ip):nlx viz) =1 =zlnr— x-ldx:xlnx—:c—l—C
u'(r) =+ wv(r)=2 x

D [

Aplico el siguiente cambio de variable:

S Sy

ﬁd:p:dt:dm:%dt
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Por tanto, la integral queda:

2t 14+t—1
——ﬁ:%/_% dt =2t — 2|l + |+ C
1+t 1+t

Deshaciendo el cambio de variable,

dr = 2\/x —2In(1 4 /z) + C

/1+1\/5

2 1 [ =2 2 1
k) /tg(2x)dx:/sen xd$:—/ﬂdx:—§ln‘0082$’+c

COS 2x 2 COSs 2x

1) /(m2 +5)e  dr = —e “(2? +5) — /2xe‘x

Aplico el método de integraciéon por partes con:

i EatE]

/(.1'2 +5)e dr = —e " (2* +5) + /29569” dx

Vuelvo a aplicar el método de integracién por partes con:

/(x2+5)6_‘”dx = —e‘m(x2+5)+/ 2ee” " dr = —e‘””(m2+5)—6_$(2x)+/ 27" =

=—e(2*+5)—e ¥ (2r) -2+ C=—*(2*+20+7)+C

1) / 2 sen(3x) dx

Aplico el método de integracion por partes con:

3 1 3
/xs sen(3x) dr = —% Cos(3$)+/ 3x2§ cos(3z) dx = —% COS(3J?)+/ 2% cos(3z) dx

Aplico de nuevo el método de integracién por partes con:

{ u(zr) =2 () =2x }

v'(z) = cos(3z) wv(x) = 5 sen(3x)
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3

/a:3 sen(3z) do = —% cos(3zx) + /x2 cos(3z) dr =

3 x? 1
= ——cos(3z) + —sen(3z) — [ 2z - = sen(3x) dx =
3 3 3
3 2 2
= —% cos(3z) + % sen(3x) — g/xsen(Bx) dx

Aplico por tercera vez el método de integracién por partes con:

[ V(z) = sen(3z) v(z) = —;COS(Sx) 1

3 x3 x? 2
z” sen(3z) dx = 3 cos(3z) + 3 sen(3z) — 3 zsen(3z) dr =
x3 x? 2 =« 1
=3 cos(3x) + 3 sen(3zx) — 3 {—g cos(3x) + / 3 COS(3.T):| =

3 2 2 1
= —% cos(3x) + % sen(3z) — 3 {—% cos(3z) + 33 /3 cos(3x)] =

3 2 2 1
= —% cos(3z) + % sen(3z) — 3 {—% cos(3x) + 9 Sen(Bx)l +C =

3 2 2 2
= <—% + ?x) cos(3x) + <% — ﬁ) sen(3x)

m) /xln(l + 2?) dx
Aplico el método de integraciéon por partes con:

{ u(z) =In(1+2%) o/(2) = 2 }

V(z)=x v(zr) =%
2 2 2 3
9 o 9 x¢ 2z X 9 x
/xln(1+x ) dx = Eln(l—l—x )— T2 dx = 71n(1+x )—/ 2 dx

Para calcular la integral, realizamos la divisién de polinomios:

( x3)+(x2+1):90+ 7
2
-z r
— X
/xln(1+x2) dr = ?ln(l—i—xQ)—/ 52 dr = Eln(l—kx?)—/x—l a2 dr =
72 2?2 1 o z2 2 1
Y (1) -2 = dr = —In(l+22) -+ -In(1+2>)+C =
y n(l+a?) 2+2/1+x2 v =5+ =45 n{l+a7)+
2 1 2
:1n(1+x2)<x2+ >—%+C
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Célculo 11

r+1
n) /I4_1dx

Factorizo en primer lugar el denominador.

0 0 0 -1

1
—1 1 -1 1 =2*—-1=@+)*—22+z-1)

—1
1 -1 1 -1 0
I -1 1 -1
1 1 0 1 =2a'-1=@+)(z-1@E*+1)
1 0 1 0
Por tanto,
d
- d

/ 2l / 1 dr = / v
1" ) (A (e —1)2+1) ) (x—1)(22+1)
Aplico el método de los coeficientes indeterminados:
1 A Bx+C
= = 1=A(z*+1)+ (B —1
a:—1+a:2—|—1 (x*+1)+ (Bx+C)(z—1)

(x —1)(z2+1)
nr=1=1=24= A=

nr=0=1=4A-C=C=A-1=-}
nr=-1=1=24+42B-20 = B=5-A+C

I
N

Por tanto,

1 3 —3T—3 1 1 1 1
/x+ dx—/ 2y 2 2 dx——ln|x—1|——/ ’ dx——/ dx =
r—1 z2+1 2 2) 2241 2 ) x22+1
1 1 1
:§ln|x—1|—Zln(x2+1)—§arctanm+0

- T —2
i) /x(:v—l)(a:+1) da

Aplico el método de los coeficientes indeterminados:
A B C
+ — -2 = A(z—1)(z+1)+Bzx(z+1)+Cx(z—1)

z(r—1)(z+1) :;—i_x—l x+1

nx=1—-1=2B=— B =—

xr — 2

1

2

s =0— -2=-A—A=2

. :c:—1:>—3:202>0:—§

Por tanto,
2

x
+C

xr—2 1 3
dr =2Inl|z|—=In|z—1|—=In|z+1]|+C =1n
lEr=vezsy gl timg et NCERIEEDE
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4323 -3 -2
O)/x x x Jr

3 — 12 — 2%

Realizo la divisiéon de polinomios:

—Tr —2
( xt — 323 —3m—2)+(m3—m2—2x):x—2+%
—at 302 T3 —x? — 2%
— 223 + 222 — 3z
203 — 222 — Ax
—Tx—2

xt =323 -3 —2 T + 2
/ P — dx:/(x—2)d:p—/—x3_x2_2xda:

Para calcular la integral restante, factorizo el denominador.

-2 -2=0<=2=1{2,-1}

xt — 323 —3x—2 x? Tr + 2
dr = — — 2z — T
3 —ax? — 2 2 z(r—2)(z+1)

Aplico el método de coeficientes indeterminados:

Tx + 2 é+ B N C
zlx—2)(x+1) =z -2 z+1

= To+2 = A(z+1)(z—2)+Bz(z+1)+Cax(x—2)

m Paraz=0=—=2= 24— A= -1
. Parax:—1:>—5:3C:>C:_g

] Parax:2:>16:6B:>B:§

Por tanto,

ot — 323 — 31 — 2 x? Tr + 2
dr = — — 2x — dr =
xd — 2?2 — 2 2 z(z —2)(z+1)

2

8 5
:%—2:c—|—ln]x\—gln]x—2|+§ln|w—|—1|—|—0

r+1
—d
p) /x2—3:c+3 v
Como A = 3% —4 -3 < 0, no tiene raices reales.
1 1 2 2-1 1 2x — 3 5)
/Ldm:/Lda::—/ ’ + dr =
x?—3r+3 2) 22—3x+3 2) 22—-3x+3 22—-32x+3

1 5 1
| =343+ | ——— 4
o mle” = 3w+ |+2/x2—3x+3 o
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Busco ahora un binomio al cuadrado en el denominador.

Por tanto, tenemos que:

z+1 1 5 1
T =343+ dr=
/x2—3x+3 v=ghfet =3+ |+2/x2—3x—|—3 v

1 5
:§ln|x2—3x+3|+§/

ln|a: — 3z + 3|+ g %/ ! 5 do =
1+<2—“—\/§)

V3
2
1 5 4 V3 3
ln]m —3ZL’+3|+§ § {/ V3 2d.’l§':
2z
1+(7§_¢§)

1 BAVAS 2
:§ln]x2_3x+3]+T\/_arctan(\/—%—\/5) +C

Ccos T
q) 3 5 dx
sens x + 2cos® xrsenx

Como la funcién es impar en el coseno, aplico el cambio de variable senx = t.

/ CoS & dr — senx =t / dt dp —
send3z + 2cos?xsenx | cosx dr=dt 3+ 2(1—t2)t

dt dt dt
/t3+2t— 2¢% /t(—t2 +2) /t(\/§+t)(\/§—t)

Aplico ahora el método de los coeficientes indeterminados:
1 A B C
N R PRIV, Ry i 1 = A(V2+t)(V2—t)+Bt(vV2—t)+Ct(V/2+t)
m Parat=0—=1=24A— A =3
m Parat=v2=1=Cv2-22=1=4C=C=1
= Parat=—V2=1=-Bv2:-2/2=1=—4b= B = —

PN,

Por tanto, tenemos que:

dt dt 1 1 1
dr = dr = ~In|t|— = In |V2+t|— = In |V2—t|+C
/t3+2(1—t2)t /t(\/§+t)(\/§—t) g it e |
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Deshaciendo el cambio de variable,

1 1 1
/ o8t dx = §1n|senx|—z1n|\/§—|—senx|—11n\\/§—senx|+0 =

send x 4+ 2 cos? xsen x
1

1
= §1n|senx| - Zln(Z—serfx) +C

) / sen(3z) cos(4z) dx

Tenemos que:

sen(a + b) = sen(a) cos(b) + cos(a) sen(b) } _, sen(atd)tsenfa—b) _ 0o

sen(a — b) = sen(a) cos(b) — cos(a) sen(b) 2
Por tanto,
/sen(3:c) cos(4z) dxr = / sen(7z) zsen(—x) = —i COS(?:C)—F% cos(—x)+C =

1 1
=11 cos(7zx) + 5 cos(z) + C

d
s) /secxd:c:/ i
cos

Como la funcion es impar en el coseno, aplico el cambio de variable senx = t:
senr =1
cosz dr = dt
Por tanto,

/ p / dx / dt / dt / dt
secr dr = = = = | ——
CcoS T cos? x 1 —sen?zx 1 —¢2

Aplico el método de coeficientes indeterminados:

1 1 A B
= = — 1=A1-t)+B(l1+t¢
=7 (+00-0 1+i 1-¢ 1=+ B(1+1)

. Parat:1:>1:QB:>B:%
. Parat:—1:>1:2A:>A:%

Por tanto,

dt 1 1 1 1+t
Sl - sl -+ C=ln| "
/1—t2 2n|+| 21r1| |+C 2n( )-I—C

Deshaciendo el cambio de variable,

1 1
/secxdx:—ln —+senm +C
2 1 —senx
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) [

Busco un binomio en el denominador.

‘trtl= +12 Lo +12+3—3
rrrTmiE\tte) Tt T \"T2) i

Por tanto,

V3

dx _ dx _ v
/m /\/2{(2’”“)24&} / <2x+1>2

Aplico el siguiente cambio de variable. Es valido ya que es tg : [—’—;, g} — R
es una biyecciéon de clase 1.

[Mﬂgt te[—;—:%}]

\/52 2

Usando que tg?t + 1 = sec?t, la integral queda:

/ dz 1+tg t J — sec? t sect /’ 1 dt / 't
— = = sec sec
Va4t x+1 Vigit+1 Vsec? t

donde he aplicado que t € [ 5 5} por lo que el coseno es positivo y por tanto
la tangente también. Usando el ejercicio 1.s (apartado anteror), tenemos que:

1+ sen [arctan < z

S
i+
o~
N—
+
Q

= —1In

1 t
/ /Sect dt = ln <ﬂ>
/a:2+x—i— 1 —sent

o
W+
~

~_

|

1 —sen [arctan ( L

u)/ dx | Inz=t _/ dt
e’z — 2’z —Inz+2] | L=dt | ) B3 -22—t+2

Factorizamos en primer lugar el denominador:

1 -2 -1 2
1 -1 -2 =22 —t+2=(t—-1)(t*—t—2)
1 -1 -2 0

1 -1 =2
—1 -1 2 =t -2 —t4+2=0-1Dt+1)(t—2)
1 -2 0

105



Calculo 1T 1.6. Célculo Integral Practico

Por tanto,

dt B dt
/tS—zﬂ—Hz‘/(t—1><t+1><t—2>

Aplico el método de los coeficientes indeterminados:

1 A B C

+ = 1= A(t+1)(t—2)+B(t-1)(t—2)+C (¢

)i+ 0(t—2) -1 141 1=2

. Parat:1:>1:—2A:>A:_%
. Parat:—1:>1:63:>B:%
] Parat:2:1:3C:C:§

Por tanto,

dt 1 1 |
— —Clft—1|+=Inlt+1+=Injt—2/+C
/t3—2t2—t+2 pInlt =1+ gt + 1+ gnft =2+

Deshaciendo el cambio de variable, tenemos que:

dz 1 1 1
= ——In|In(z)—1|+=In|In(z)+1|+= In | In(z)—2|+C
/x[lngx—QIHQI—lnx+2] 2 u|In(z)=1| 6 n|Ine)+1| 3 n|In(z)=2|

) / 1+senzx d / 1 dr 4+ / dx
v — dr = | ——— dx
sen z cos? sen z cos? cos? x

Para la primera integral:

/ 1 cost =1 / 1 dt / dt
- dr = - _ : - =
sen x cos? x —senx dr = dt senx cos?x senw (1 —2)t2

B / dt
) D —1)2
Aplico ahora el método de los coeficientes indeterminados:

1 _A+B_|_ C N D _
t+D)E-D2 ¢t 2 t+1 t—1

= 1=Att+ 1)t —-1)+B{t+1)t—-1)+Ct*(t—1)+ D*(t + 1)

Parat=0=—=1=-B=— B= -1

Parat:1:>1:2D:>D:%

Parat:—1:>1:—20—_—>(j:_%
m Parat=2=—=1=6A+3B+4C+12D = A=0

Por tanto,

t—1
t+1

dt 1 1 1 11
—/(—:——§1n|t+1|+§ln|t—1|+02—+—ln ’+C

1—2)2 t 2
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Deshaciendo el cambio de variable, tenemos que la primera integral es:

1 1 1
dr = + - 1In
sen z cos? cos(xz) 2
Por tanto, el resultado final es:
1 1 d 1 1
T e (. S N
sen x cos? x sen x cos? & cos?x  cos(x) 2

Ejercicio 1.6.2. Sean a,b € R*. Calcular:

) [ e = [ [ et
a?sen?x + b? cos® x L—[a?sen? z + b2 cos? 7] a? tg? x + b?

cos? x

cos(z) — 1
cos(x) + 1

+C

cos(z) — 1
t C
1 ’—i— gxr+

cos(z) +

Aplico el siguiente cambio de variable:
tgx =1t
—00312 —dr = di

Por tanto, la integral queda:
dt 1 dt 1 b @t 1 a
= = — [ = —arctan (t] + C
/a2t2+b2 b2/(%t)2+1 b2 a/( 0211 abarcan<b>+

Deshaciendo el cambio de variable,

/ d = 1 arctan (% tg :v) +C

a?sen?zx +b2cos?x  ab

b) /ea"‘“ cos(bx) dx
Aplico en primer lugar el método de integracién por partes:

[ u(@) = e o(z) = ae™®

v'(z) = cos(bx) wv(x) = §sen(bx) }

La integral, por tanto, queda:

1 1
/e“m cos(bz) dx = ge‘“ sen(bx)—/ %e‘” sen(bx) dx = Ee‘“ sen(bx)—% / e sen(bx) dx

Aplico de nuevo el método de integracién por partes:

[ (@) = e (z) = aeo ]

V'(z) = sen(bx) v(x) = —3 cos(bx)

La integral, por tanto, queda:

1
/eax cos(bx) dx = ge‘”‘" sen(bx) — %/e”“D sen(bx) dx =

2

“ cos(br) — 4 /e‘” cos(bx) dx

1
= —e™sen(br) + ¢ 72

b ¢
Despejando la integral, tenemos que:
/ s sen(bx) + &e* cos(br)  be® sen(bx) + ae®® cos(bx)

+C = +C

e cos(bx) dx = 2
(bz) 1—1—?—5 b2 + a?
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Calculo 1T
Ejercicio 1.6.3. Obtener una férmula recurrente para las siguientes integrales:
_ u(z) = 2" ' (x) =na™t _ 1
a) /x"e Tdr = [ o x)) e 11((:2) - } = —z"e z+/nx” le™%dy =
xn
=" 4n [ 2" e " dx
el‘
Definiendo la sucesién I, = [ 2™e “dx, tenemos que:
xTL
[n:———i—nIn,l Vn:1,2,
el‘

Calculamos el primer elemento de la sucesion, I:

Ioz/ezdx:—e”—l—(?:

1
——4C
61‘

™

b) ]€2cos"(ag da

Aplicamos el método de integracién por partes:
v (x) = —(n — 1) cos"%(z) sen(x)

v(x) =senx

R

Por tanto,

/0’5 cos"(z) dz = MO+/O§(H_ 1) cos™2(a) sen(z) i —

=(n— 1)/0 cos" ?(x)(1 — cos*(z)) dx =
=(n-—1) /02 cos"?(x) — cos™(x) dx

[=RVE

s
Definiendo la sucesién I,, = [? cos™(z) dx, tenemos que:

I, = (n=1)(I-2=L) = (n=V)L, o= (n=1)I, = I, = =—

Calculamos Iy y Iy:

% m 2 s
Iy :/ de = — L :/ cosxdr = [senz]§ =1
0 2 0

Ejercicio 1.6.4. Calcular los siguientes limites:

“sen?(t) dt
a) lim —fo sen”(t)
x—0 x‘?’
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= Opcién 1: Resolviendo la integral
Para resolver esa integral, aplico las siguientes identidades trigonométri-

cas:
sen?t + cos’t =1 et — 1 — cos(2t)
cos? t — sen? t = cos(2t) - 2
Por tanto,
“sen?(t) dt  1zcos(2) gy 1 — cos(2t) dt
lim —fo ®) = lim —fo 2 = lim fO (2¢) =
z—0 3 z—0 3 z—0 213
1 @ 1
i [t -5 sen(2t)}0 g P sen(2x) L' Hapital | 1 —cos(2z)
z—0 23 z—0 23 z—0 612
L'Hépital ,, 2sen(2z) r'Hepital ., 4cos(2x) 1
= lim ——~ = lim ———~2 — —
z—0 12z z—0 12 3

= Opcién 2: Aplicando el Teorema Fundamental del Calculo
Sea f(t) = sen?t. Como f(R) = [0, 1], tenemos que estd acotada. Ademds,
f es continua en R.
Definimos F(x) = [ f(t) dt, y por el TFC tengo que F(z) es derivable
en R, con F'(z) = f(x).

Por tanto,
“sen?(t) dt F 01 o Hovita Jod
lim u = lim (z) = || LHepital e _(.r) = lim _f(x) =
z=0 z? z—0 3 0 z—0 32 r—0 312
. Sen’ T Hopital . $e0(2%) L'Hopital |, 2c0s(2x) 1
= lim = = lim ——7 = —
z—0 312 z—0  Ox 20 6 3
2
z esent dt
b) lim ) 5
z—0 €T

Sea f(t) = e*t. Como f(R) = [e7!, ¢], tenemos que estd acotada. Ademds, f
es continua en R.

Definimos F(z?) = [ f(t) dt, y por el TFC tengo que F(z?) es derivable en
R, con F'(z*) = f(z) = F'(z) = 2f ().

Por tanto,
2
x €Sent dt F 2 O Honita F, 2 2 9
hfmfo—:h/m (l’): V| rHgpital 1 (x):h'm mf(m):
z—0 xr2 =0 2 0 250 2r g o0

= lim f(2?) = lim = ¢ = =1
z—0 z—0

Ejercicio 1.6.5. Calcular las siguientes integrales:
1 2
x
a —dx
) /0 Vs +1
Aplicamos el siguiente cambio de variable:

2 +1=1t
3x% dx = 4¢3 dt
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Los nuevos limites de integracion son:

r=0=t={0T1=1
r=1=t={TT1=12

Por tanto, la integral queda:

L g2 T VI CE ) AR
o= | dt=c [ fa=s |3 =5 (V21
S Y 313], T 9

b) /4 Vcoszsenz dx
0

Como es impar en el seno, aplico el siguiente cambio de variable:
cosx =1
—senz dr = dt
Los nuevos limites de integracién son:

{.T:O:>t:COS():1

_ — T V2
x—4:>t—cos4— 3

Por tanto, la integral queda:

: v
/ \/cosxsenxdx——/ Vidt = —
0 1

2 ZL'Q
d
C>/1 1— 228 "

Tenemos que:

2 1 —6x2 1
doe = —— dr = —=In|1 —22°| 4+ C
/1—23;3 v 6/1—2x3 T= gl -2+

¢

[GVRIN

Aplicando la Regla de Barrow, tenemos que:

2 P 1 > 1 1
/ da::—é [ln\l—QmSHI:—g(ln\—15]—M):—61n15
1

1— 223
2
< dx
d
>/e rlnx

Aplicamos el siguiente cambio de variable:
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Los nuevos limites de integracion son:

r=e=—=>t=Ine=1
r=e2=t=1Ine* =2

Por tanto, la integral queda:

2

e 2
/ dz :/ %:[1n|t|]§:1n2—1n1:1n2
e 1

zlnx

1
e) / 2"t dy (a,b € R)
0

Distinguimos en funcion del valor de a:

m Sia=0:
1 ) 1 1 271 el
/:EeaxJ“bd:E:/x-ebda::eb/xdx:eb[—} = —
0 0 0 0 2

» Sia#0:

1 1
1 1 1
/ 2™t gy = / 20 2 dy = — [e““%b} _— [e‘”ﬂ == (e —1)
0 2a J, 2a 0 2a 0 2a

1
f) / a*® dx (a € RY)
0
Distinguimos en funcion del valor de a:

m Sig=1:

1 1 1
/a%dm‘:/l%dm:/1d:1::[x](1]:1—0:1
0 0 0

= Si a # 1: Expresamos el integrando en términos de la funcién exponencial:

1 1 1 1 1 1
/ a2x dr = / e2:clna dr = / 2lna e2:clna dr = |:€2:L‘lna:| —
0 0 2Ina J, 2Ina 0

. o1l 1 2
—21na[a ]0_21na (a 1)

)/1 dx
& 0 1"‘696

Opcion 1: Cambio de variable.
Aplicamos el siguiente cambio de variable:

et =1t
e dr =dt
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Los nuevos limites de integracion son:

r=0=t=¢e"=1
r=1=t=¢=c¢

Por tanto, la integral queda:

/1 dx _/6 dt
o L+er J, (1+t)t

Aplicamos el método de los coeficientes indeterminados:

1 A B
(1+t)t:1+t+?:>1:A(t>+B(1+t)

m Parat=0=—1=208
m Parat=—-1=1=-A=— A=-1

Por tanto,
1 e e e
d dt dt dt . .

J—y — [ 5[ 15 = il -1 o =

o 1+e (L)t ot i 1+t
2

=Inle|]—In|l| —Inle+ 1|4+ mn[2|=1—-In(e+1)+In2=1In +€1
e

Opcidén 2: Idea feliz.

1+ e® 1+ e® e+1

h) /zlr 1+senzx dx
0

cos? x

1 1 11 T o 2
t/ M:/ﬁii_imz@_mu+&ﬁzkmwwwmm:m -
0 0

Recordando la segunda forma de la derivada de la funcién tangente, tenemos
que:

i1 | 17+ 1 2
/ —+s2ena: da::/ 5 +Se# dr = |tgx + =1+——0-1=-"—==V2
o  COS*T o COS*T cCos*w CoS T \/75 V2

/1 v dw_l/lde_l V3 /1de_

0o T4 +3 3Jo 14 (=%))? 3 2 Jo 14 (=%v3)°

7\/§ x? 17\/5 1 7\/3 T 7\/37‘(‘

= — |arctan | — = — (arctan [ —= | — arctan0 | = — <— — O) = —
6 V3 0 6 3 6 \6 36
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) 5 da
J)[r sen? x
6
5 ode (5 dx [ 17 3 1 2
[g sen2x_/g thx-COSQx_{_tg_x]g__S__?)_ﬁ

1
k) / e® cos(e”) dx
0

Aplicamos el siguiente cambio de variable:
et =1
e’ dr =dt

Los nuevos limites de integracién son:

w
w

r=0=t=e"=1
r=1=t=cl=¢

Por tanto, la integral queda:

1 e
/ e® cos(e”) dx = / cost dt = [sent]] = sene —sen 1
0 1

1) /% x2 d
— AT
0 \/1—336

Aplicamos el siguiente cambio de variable:

x3 =t
3x2 dx = dt

Los nuevos limites de integracién son:

{x:0:>t:03:0
3
=y ===}

Por tanto, la integral queda:

/% 22 ; /é 2 dt 1/é dt

—3’/‘: —_— —_—— = — —_—

0 Vioad o Vi—w 322 3), Vi-B
1

1 arcsen :
=3 larcsent] = = arcsen o — arcsen( | = ——=

8
3

w

3
1 arcsenx
—— dx
1 V1 —z2

Haciendo uso de la derivada del arcoseno, tenemos que:

1)

dr =

(arcsen®3/4 — arc sen® 1/4)

DN | —

3 3
1arcsens 1/4 2arcsenw [ 9 ]
arcsen” x

O gy = - [ 22T
1oVl —a? 21 V1—a?
113
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1
)/ dx
0 \/20+85L’—$2

Completando cuadrados, tenemos que:
20 487 — 2° = — (v — 4)? + 36

Entonces, tenemos que:

e e == N
/ﬁ e (252)] v (-3 o (-2)

! r+3

\/3—1—4:1:—4:1:2

La derivada del radicando es 4 — 8x. Ademas, tenemos que:

N

1 7
3=—-(4-28 —
T+ 8( x) + 5
Por tanto, tenemos que:

! T +3 1t 48

dr =
\/3+4x—4x2 / \/3+4x—4x2 0o V3+4x — 422

/ 2/1 4 — 8z
\/4 23:—12 0 2\/3+4x—4x2
1
—|V3+4dx —422| =
/ 1—( $_1/2) 4[ A $]0

Carcsen(e —/2))s — ¢ [VBT dr — 47 =

4 0

7 1 1 1
= 1 (arcsen (5) — arcsen <—§)> 1 <\/3+4—4— \/§> =
_rom_m
4 3 12

1
fl) / 3 2:1: dx
0

Resolvemos en primer lugar la integral indefinida. Aplicamos integraciéon por
partes:

362 dp — 1/4(@ = I;;: u'(z) = ?xjx _ 1x3621 o3 2262 do
V'(r) = e* = v(r) = 3¢ 2 2
Aplicamos de nuevo integracién por partes:

— 2 / — 1
/22xdw_[vu<$) ot = u/(r) = 2z }:_1;26296_/%6210[1,

'(z) = e = v(z) = 1e*
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Célculo 11

Aplicamos por tltima vez integracién por partes
1 1 1 1
2w /62”” dr = §ZC€2$—Z€2I—|—C

2x _
/xe dz = [ V'(x) =¥ = v(x) = %e

Por tanto, tenemos que:
1 3 3 3 2
/ 32“dx—2x362x 422“+4xe eQI:%( ?— 62+ 62 —3)+C
Por tanto, la integral queda:
b L 3_e+3
8 8 8

1 eQz
/ 226 dr = {—(4$3—6x2+6m—3)}
0 8 0

%
0) / xcosw dx
0
Aplicamos integracion por partes

u(z) = = u(z) =

/xcosx dr = [v’(m) — cosz —> v(z) = } —xsenx—/senx dr = xsen x+cos x+C

sen T

Por tanto, la integral definida queda

2 x
/ zrcosx dr = [rsenx + cosx]§ = gseng —|—COSE —0sen( —cos0 = g —1

0

p) / Inz dx
1
Aplicamos integracion por partes
7) =z = u'(r) = ]—xlnz—/dx:xlnx—erC

/IWFM'( ) =1 = v(z) =

Por tanto, la integral definida queda

/ Inzde=[rlne—z]]=elne—e—1lnl+1=ec—e—-0+1=1
1

b
dx
TN IR 0<a<hb).
W /a (r+a)(x+0b) ( a<b)
Aplicamos el método de los coeficientes indeterminados
1 A B
= —=1=A4 b) + B
Gta)tb) s+a b (z +0) + B(z +a)
» Paraz = —a = 1= A(— a+b):>A—+
B(=b+a) = B=-4

m Parar=-b—1=
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Por tanto,

1 1

/bd—$—/b ba 4 ab gy — ! In|z +a| —In|z+b])° =
., (@+a)(z+b) ), 24+a z2+b " b—ua o

1 1 (a+b)?
=—A1 — In(2b) — In(2 1 = 1
b_&(n(b—i—a) n(2b) — In(2a) + In(a + b)) Sy
odx
r) 3
o x> +1
Aplicamos Ruffini para factorizar el denominador:
1 0 0 1
-1 —1 1 -1
1 -1 1 0
Por tanto, tenemos que:
1 1 A Bx+C
= M + — 1= A(z*—2+1)+(Br+C)(z+1)

x3+1:(1‘—|—1)(x2—x—|—1) r+1 22—z+1

Aplicamos el método de los coeficientes indeterminados:

» Parar=—-1=1=A-3=A=1/3
» Parar=0=1=A+C=C=2/3
» Parar=1=1=A+2(B+C) = B=-13

Por tanto, la integral indefinida queda:

dx /3 ~1/3z 4+ 2/3 1 / 1 1 / —x+2
— dr = = de+= | —272 4o =
/xLH,‘/x+1+ﬁ—x+1:E 5] zx 1™ 3 a1 ™

1 1 1 2z — 4
:§ln\x+1\+—-—/x—dg;:

3 2) 22—z+1

1 1 1 -3
:—1n|x+1|——ln|x2—x+1|——/ T dr =

3 6 6J (x—12)7—;+1

1 1 1 1
=-1 |-z —z+1l+= [ ———— do =

3n\x—|— \ 611]:(; r+ |—|—2/%+($_1/2)2 T

1 1 1 4 1
:gln\x—i—l\—aln]a:z—a:—{—ﬂ—l—i-g/ 5 dv =

1+<%x—Vﬁ)
2

1 1 1 4 3 73

:§1n|x—|—1|—61n|x2—$+1|—|—§-§-\2[/ £ 5 dr =
1+ (Ge - Yv)
1

1 1 3 2z —
:§1n|a:—|—1|—61n|x2—x+1|+§ar0tan( x\/g >+C’
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Por tanto, la integral definida queda:

' oda 1 1 V3 20 —1\]'
/0x3+1: gln|m+1|—61n|x2—x+1|+?arctan< \/§> =

0

= 1ln2—llnl+§amtan <L) — llnl—lnl—l—?arctan (_—1>] =

3 6 V3 V3
1 V3 1 V3 <—1)
=—-In2+ —arctan | —= | — — arctan | — | =
3 3 <\/§) 3 V3
1 2v/3 1 1 23 © 1 V3w
=—-In24+ — arct — ) =24+ —-===-1In2+ —
3n =+ 3 arcan(\/g) 3n + 3 6 3n + 9

2
x—1
S — dx
) /1 x(z?+1)2
Ejercicio 1.6.6. Estudiar la convergencia y, cuando la haya, calcular el valor las
siguientes integrales:

a) /a+oox” dr (a>0)

» Paran # —1:

400 . ) In+1 ¢ ) Cn+1 _ CLn_H 00 n>—1
2" dr = lim =lim —— = Y
a

c—oo [m+1 a c—00 n-+1 P n < —1
= Paran=—1:
Ml ) ¢ _ 1. c
—dr = lim [Inz|, = lim In— = 00
a x c—00 c—00 a
Por tanto, tenemos que:
+o00 00 n>—1
/ " dr = ant!
o - n<—1
n+1
0
b) / e dr = lim [e*]) =1
o c——00
+oo dl‘ c ) c N e-c
¢ = lim €’) 2 dr = lim e 2dr=lim -2 2| =2
) 0 \/e_x Cc—00 0 ( ) Cc—00 0 c— 00 |: i|0

d) /+00 e dz  (a eR)

[e.e]

s Paraa=0:

+o00 +oo
/ e’ dx:/ dr =00 = lim [t]2 + lim [t] = oo

0o oo c——00 c—00

117



Célculo 11

1.6. Célculo Integral Practico

s Para a > 0:

+o00 0 +oo 1 0 ‘
/ e~olel gz = / e dx—l—/ e dr= lim [ “z] 1
—00 —00 0 &

T
—e +1lim |—-—e
Cc——00 Qa c— 00 a 0
1 1 2
- —040+4-=-
a a a
s Para a <0:

400 0 400 1 0 c
/ el gy = / e™* dx—i—/ e dr= lim [ ‘“} {
—00 —00 0 c

1
—+o00o+0o0+— =00
a a
+o0 d
e)/ *
0

et +e %

oo dr et =t ) ©dt ) © dt
pranperill IESSNP lim [ ———=1lim | —— =
0 et 4+ e T =7 oo Jq t( c—oo fy

t+t1) 1+t
lim [arctan {]° T T T
= lim [arctant]; = - — — = —
el A = T Ty
+o00 d
f)/ 2
5 z(lnx)8
/+OO LI Sl [T T il — lim | —— o
9 x(lngj)g - dm—x:dt C eDoo e t c—00 lng_c%oo —Tt7 ln2_ 71n72
+o0 N
g)/ e’ dx
oo T Foo T € T e$:t
/ooe dz:/ooee d$:c1££lo 7066 d$:{el’dx:dt}:
—1m [ etdt=lm [-e]", = —e 4+ =1
e c—00 €

+o0o
h) / e “senx dx
0

oo ¢ u(z) =e*
/ e Tsenz dr = lim e Tsenz dr = [
0

u(r)=—e" |
oo Jy V'(z) =senz wv(xr)=—cosx |
¢ _ -z / —x
= lim | —e™* cos:c‘g — / e %cosx dr| = Qf(x) =€ u'() e _
00 0 v'(x) =cosx wv(r)=senx

C
, — — (& —
= lim [—e Ycosr —e msenx| —/ e “senxw d:p}
c— 00 0
0
Por tanto, tenemos que:

2 lim

—+o0
— , — — C _
e Tsenx dr = lim [—e Teosxr —e zsenxuo: e Tsenx dr = -
Cc— 00 0 Cc—r 00 0
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+00 c . ) B -
/ e " dr=1im [ z2"e " dx = { u(z) =" W(z) =nx ] _
0

c—oo Jg V(z)=e" v(xr)=—e"

C n

, _.lC 1 — ,
= lim —z"e ””‘ + nx" e ®dr = lim ——
c—00 0 0 c—00 e

"¢ ¢
—| + n/ 2" e dr =
0 0

CTL C C o0
= lim —— + n/ 2" e dr = lim n/ 2" e dr = n/ 2" e dx
0 0 0

c—oo  ec c—00

Definiendo la sucesién I, = / x"e "dx, tenemos que:
0

Esto se debe a que Iy = 1:

Iy = / e ¥ dr = lim e ¥ dr = lim [—e_ﬂc =1
0

c=oo fo C—00 0
. 0 4 + Z’Z

teo dx i ¢ dzx 1 ¢ dx
—2:11m 2:hm— — =
0 4+ x o0 [ 4+ x c—oo 4 0 1_‘_(%)
%dx

¢ 1 ¢ T
= lim - - 2/ —— = lim [arctan (—)} =
c—o0 4 o 1+ (%) 2 c—o00 0 2

1 1
=3 lim [arctan (g) — arctan (0)] = — lim arctan (g) =

c—00

7r
4

Resolvemos en primer lugar la integral indefinida, aplicando integracion por
partes:

/hl—f dr = [ u(z) =Inr = u’(x)::

1 Inz 1 Inz 1
V(z) =5 = v(x) = —2 } :———i—/—dx:—————i—C

X

Por tanto, la integral definida queda:

400 400
/ ln—xdx—[—ln—x—l} = lim [—m—c—1+m—1+1]_0—0+0+1_1
1
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1) /jﬁ

Tenemos que:

3

[wemeil ol b Gl

7T
= (lzl_rgarcsen <3> —arcsen (0) = £1_r>r?1)arcsen (3) = arcsenl = 5

b
d
m)/ ’ (¢ €R,a < b)

(b—z)"
4 dx
[
ﬁ) L dx

Lz

Como hay una asinptota vertical en x = 0, la integral queda:

/ = lim / + lim ' d
c—0— \/_ c—0t \/_

La integral indefinida es:

d 2 2

Por tanto, la integral definida queda:
Y da 2 ¢ 2 !
/ — = lim |=Va2?| + lim |[=V22| =
1 % c—0- |3 _1 =0t 3 .

:—hm[\/_ Vil + —hm[\/_—\/_} (0—1+1—0) 0

3 c—0- 3 c—0+

) / Yo de
0
0 \3/ rz—1
Hay una discontinuidad en x = 1, por lo que la integral queda:

/4 dx i e ode
= 1m 1m
0 Vr—1 e=1- \/;1;— c—>1+ e Vo —1

La integral indefinida es:

/W /m—l ddx—g(x—l)
120
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-1 + 2 Jim (4- 1)C§ ~ (-1} =

c—1+

Por tanto, la integral definida queda:

Yoda . [3 T
/0 \S’/m_cl—lglf {Q(x—l) ] + lim {Q(x—l)

o o1t
_3 lfim [(c —1)

c—1—

:g(O—1+32/3—0):g<\‘7§—1)

(NN
W

W

) 2 CcosS X d
——dx
P o V1—senz

Resolvemos en primer lugar la integral indefinida:

cos T —Ccosx
— r=—2v/1—senxz + C
\/1—senx /2\/1—senx

Por tanto, la integral definida queda:

3 COS &
2v1 —senx
0 \/1 —senx [ ]

"nz

—dm

= lim [ 2\/1—senc+2} =2

=5

[=RNTE

Aphcamos integracién por partes:

l\r;f dr = {Uf‘(%):;xjjég i;\;_} :Qﬁlnx—Q/gdx:

:2(\/§lnx—2\/5)+0

Por tanto, la integral definida queda:

/Ol%dx—[ (Vi —2y@)]) = lim 2 (Vi1 —~2v1) —2(vele —2ve) =

=—4—2 lim (\/Elnc— 2\/5) ®_
c—07t
donde en (%) hemos utilizado que:

Inc 1/ Hopital

lim v/clnc= lim — == lim = lim —2y/c=0
c—0t ot L c—0t — c—07t
Ve 2cﬁ
1
arcsen
r) —dx
0o V 1-— x2
De ejercicios anteriores, se vié que:
2
arcsenzx arcsen® x
———de=—7—+C
V1— 22 2
Por tanto, tenemos que:
1 2.,.1¢ 2
arcsen , arc sen” x s
———dr=1lm |—| = —
o V1—a2 c—=1- 2 0 8
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~+o0 6—\/5

o VT

Calculamos en primer lugar la integral indefinida. Tenemos que:

eV —e VT
— 9| — dr= —92¢ V™
/ 7z dx / NG dx e +C

Por tanto, la integral definida queda:

+oo —x +o00
/ R [—Qe*ﬁ} — lfm [—ze*ﬁ ¥ 2} —9
0 \/E 0 c—00

Ejercicio 1.6.7. Determinar los valores de o € R para los cuales la siguiente integral
converge, calculando el valor de la misma:

/+oo T a
— dx
0 20242a x+41

s) dx

Tenemos que:

+o0o c 1 c
/ T % gr=lim T % gr=lim “In|22® +2a| —aln|z +1|| =
0 202 +2a o+ 1 c—oo Jo 2024+ 20 x+1 c—oo | 4 0
c
V222 + 2 /]2¢2 + 2 V]2¢2 + 2
= lim |In V2t 2a] = lim In V12t + 2a] —In |v/[2a|| = lim In 26" + 2a =
c—00 (;c + 1)“ c—00 (c + 1)0‘ c—00 (C + 1)a 4/‘2&’
57 1 2 5 Inoco =00 si 2> 4o
Y 4 ¢+ 2« o 4 c+ « . </T_ 4 . -
_cligloln\/ —(0—1—1)40‘-204 —cll)rgloln —(0—1—1)40‘ o= Iny/= =Inv2 si 2=4a
In0=—o00 si 2 <4da

Por tanto, como tenemos que el integrando es localmente integrable, tenemos
que solo converge para o = %7 valor para el cual la integral vale In v/2.

Ejercicio 1.6.8. Determinar los valores de «, 5 € R tales que

—+00 2
/ 2t frta 1\
1 z(22 + )

Resuelvo en primer lugar la integral indefinida:

» Para a # 0: Por tanto, aplicamos el método de los coeficientes indeterminados:

1 A B’ A'2r+a)+ Bz

:1:(2:1:+a)_:z:+2x+04_ (22 + «)

° Parax:0:>1:A’a:>A’:é
OParax:—%:lz—B’%jB/:_%
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Por tanto,

222 4+ Bz + « Be16s [((B-—a)z+a
/(m”) o /de‘
T 1 dx 2 dx
‘<5—“>/mdﬂ&[a T —a/ma}‘

(8 — ) / dx dx / dx
4 r(2x + ) SR 2r+

—@ln@ﬁ—l—aﬂ—i—lnm—1n|2a:+oc]+C’

= @lnﬂf + azx| +In

C
2x+a‘+

n Para o =0:

22 c.
/(M—1> dezl’G’S/&dngln\Qxﬂ—i-C

212 212

Una vez tenemos la integral indefinida, calculamos la integral definida.

s Para a=0:

+oo 2 2 .
/ (M — 1) dr = é lim [ln 2352} = é lfm 1n 2¢?
1 4 L4

Q2 c—00 c—00

Por tanto, para a = 0 tenemos que converge si y solo si § = 0. No obstante,

tenemos que:
+oo 2%2
——1) dr=0
G

Por tanto, para a = 0 no se puede dar.

= Supuesto a # 0:

Veamos antes si la siguiente integral definida converge:

—+o00 2 2 _
/| (W — 1) dr = lim {@ In |22° 4 az| + In

g|+1 (2 + «) c—+00

2 + «

(&
Lzm

Como en el valor de la primitiva en ‘%| + 1 es finito, ya que se trata de un
valor del dominio de dicha funcién continua, para que esa integral converja es
necesario que el limite en 400 de la integral converja.

[ lfm (5;04)

c——400

In|2¢® + ac| + In ¢
2c+a

HER@éﬁ—azO@éﬂ:a
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Por tanto, si o # 0 es necesario que o = ( para que la integral de partida
converja, ya que:

/+°° 222 + Bx + «
- 1) dzx =
1 (22 + )
|5 |+1 2 +o0 2
:/2 (Qx —I—Ba:—l—oz_1> dx+/ (220 —l—ﬁa:—l—oz_l) I
1 z(2x 4+ «) |2 |+ z(2x 4+ «)

Como observacion, cabe destacar que en el caso de que —5 > 1, la primera
integral seria impropia y también seria necesario dividirla en dos integrales. No
obstante, como la segunda parte ya vemos que solo converge para a = [, te-
nemos que esto es condicion necesaria para que la integral de partida converja.

Por tanto, procedemos suponiendo o = 3 # 0:

e Supuesto —§ < 1 <+= —a <2<+ a> -2

Tenemos que el integrando no tiene ninguna asintota vertical. Por tanto:

“+00 2 c 2
/ (w_l> dr = lim (w_l) dr —
1 1

z(2z + «) c—rFo0 (2 + )
¢ 1 1 2 2
= lim |[ln < =Iln-——In =1In +Oé:1<:> +a:e
c—+00 2r + o], 2 2+« 2 2

—— a=2e—2

Ademas, tenemos que 2e — 2 > —2 <= 2¢ > 0, por lo que estamos en
esta suposicion. Por tanto, tenemos que si @ = = 2e — 2, la integral
impropia vale 1.

e Supuesto —5 > 1 <= —a 2> 2<+= a < -2.

Como la asintota pertenece al intervalo de integracién, rompemos la in-
tegral en ese punto.

=% /92 oo /9.2
/ N R / W hprra |\ g,
1 (2 + ) e (2 + )
Veamos no obstante si la primera integral es convergente:

3 (222 4 Br+a , € (22% 4+ Br+«
— 1) dr= lim - — 1) dx=
1 (22 + «) —ty (22 + )

1
24«

= lim {ln

o
c——%

1 =00 —1In
1

2x + «

Por tanto, tenemos que en este caso la integral no es convergente.

Por tanto concluimos que:

+oo 22
/ (M—Q dr=1<=a=f=2¢—2
1 (2 + «)
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Ejercicio 1.6.9. Se define la funcién gamma como la funcién I' : R — R dada por

+oo
['(x) = / t" et dt
0

) Probar que dicha integral converge para x > 0 y diverge para x < 0.
b) Probar que I'(x 4+ 1) = «I'(x), para cada x > 0.

¢) Deducir que I'(n) = (n — 1)! para cada n € N.

Ejercicio 1.6.10. Justificar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales
(sin necesidad de resolverlas):

+o0 2 1
) / e+l
1

zt + 3+ \x
Sea f(x) = % Sea g(z) = % Veamos que fl+oo g(x) dx converge:

e 3z 41
/ g(x) dr = lim s 4x—|— dr = 11m/—+—+—d

1 t—+o00
tq 1 1 -37¢
= lim —2+3 —3+—d:c— lim v +3 +x =
t—+oo J; T x t—foo | —1 -2 =3]
1 3 1 1 1 3 1 17
lfm —— — == — = - 1 —=—¢€cR
S TF T 3T it T3T g c

Como ese limite es L = % € R, tenemos que converge. Probamos ahora que

9(2) > fx) Va e [1,+od
?+3r+1 _ 2°+3r+1 4 3 A
g(x) = f(r) = o >x4+x3+\/5<:>$ + 23+ > 2t =
=P34V > 0= 1>0 Cierto.
Por tanto, tenemos que g(z) > f(z) Vz € [1,4o0[.

Como f(x) < g(x) Vx € [1,400[ y el orden se conserva en las integrales
de Riemman, por el Criterio de Comparacion tenemos que:

—+00

+00
/ g(z) dx converge = f(z) dx converge
1 1

oo 22 43 +1 )
Por tanto, tenemos que —_ = = dx si converge.
R A e SRV

+oo 1
b dzx
)/1 20+ Vr+1+5

Sea f(x) = m Sea g(x) = 1. Veamos que [, g(

x) dzx diverge positi-
vamente:

“+o00 t 1
/ g(x) de = lim —dr = lim [In]z|]! = hm Int =+o0
1 t——+o0 1 X t——+o0
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Calculamos ahora el siguiente limite:

flx) o x

1
lim —~< = lim =—-—=LecR*
w00 g(x)  ame 2r 4 Yo+ 145 2

Como L € R*, tenemos que, por el Criterio Limite de Comparacién,

+00 +o0
/ g(x) dz diverge positivamente <= f(z) dx diverge positivamente
1 1

+o0 1
Por tanto, tenemos que / dx diverge positivamente.
q T 24+ r+14+5 sep
+oo
x
¢ ———dx
) 0 vat+1

Sea f(z) = == Sea g(z) = —. Veamos que J.7 g(x) dx diverge positiva-
mente:

400 t 1
/ g(z) dr = lim dz = lim [In|z + 1| = lim Int = +co
0 t—+oo 0o T —+ 1 t——+o00 t——+o00

Calculamos ahora el siguiente limite:

. fle) . 2t
hm—th—leLGR*
T—00 g(x) z—00 4/ +1

Como L € R*, tenemos que, por el Criterio Limite de Comparacién,

+o0 +o0
/ g(x) dx diverge positivamente <= f(z) dz diverge positivamente
0 0

+oo T

0 \/1’4—|—1

Por tanto, tenemos que dx diverge positivamente.

+o0 x2
d) / S E— "
o (a®+22):

12
Sea f(z) = ot
f0+oo g(x) dx diverge positivamente. Calculamos el siguiente limite:
flx) »+z

Im —~=Ilim ——=1=LeR"
T—00 g(aj) T—00 (0,2 + $2)

o)

. Sea g(x) = x+r1’ y por el ejercicio anterior tenemos que

N

Como L € R*, tenemos que, por el Criterio Limite de Comparacién,

+00 +oo
/ g(x) dz diverge positivamente <= f(z) dx diverge positivamente
0 0

1.2

+00
Por tanto, tenemos que / — = dx diverge positivamente.
0o (a®+2?)2
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+o0 )
e) / e " dx

Vemos, en primer lugar, que la funcién f(z) = e
que:

oo 2 -1 2 1 2 oo 2 1 2 oo 2
/ e ” da;—/ e ” dx+/ e~ d:lH—/ e " dx—/ e " d:l:+2/ e ¥ dx
—0o0 —00 —1 1 —1 1

Como f(x) esta acotada en [—1, 1] y es Riemman Integrable, tenemos que esa
parte de la integral converge. Veamos la integral impropia restante. Definimos
g(z) = ™", y veamos que su integral entre 1 y 400 converge:

_ 2
*" es par. Por tanto, tenemos

> ' 1 1
/ e “dr = lim e “dr = lim [—e’x]i = lim —e 4+ - ==
1

t—oo Jy t—o0 t—o0 (& €

Como tenemos que L = E R, tenemos que dicha integral impropia converge.
Vemos ahora que g(z) > f(x):

g(@) = f(@) = e @ 2 e = —1r > -1 = 1z < 2? Cierto (z € [1, +00])

Por tanto, por el Criterio de Comparacién, como f1+°° g(x) dx converge, tene-
+oo
mos que [, f(z) dz.

Por lo mencionado anteriormente, tenemos que la integral buscada es suma de
integrales convergentes, por lo que converge a la suma de los limites. Es decir,

+o0 )
/ e~ " dx converge.

! X
/0 V1—at
1
Sea f(.flf) = ﬁ

tada, por lo que se trata de una integral impropia.

Como h’rq f(z) = 400, tenemos que f(x) no estd aco-
z—

Sea g(x) = \/7 Veamos que fo ) dx converge:

1 ) t dr
/Og@)dx:lin% T e 2/ \/— do = li [-2v/T =], =

=1lim —2v1 — ¢ +2v1 =2
i

Como ese limite es L = 2 € R, tenemos que converge. Probamos ahora que
g(x) = f(z) Vxel0,1]:

1 1
z) > f(z) &= > = V11—t > V]l — 1=
90) > f(@) = o= > e = V]

= l-l>l-r<=z>2" Cierto, ya que z € [0, 1].
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Como f(z) < g(x) Vo € [0,1] y el orden se conserva en las integrales de
Riemman, por el Criterio de Comparacién tenemos que:

1 1
/ g(x) dx converge = / f(z) dz converge
0 0

Por tanto, tenemos que si converge.

/1 dx
o VI—uat

2 dx
/0 (1+22)vV4 — a2
1
Sea flo) = T AV

estd acotada, por lo que se trata de una integral impropia.

. Como h’r% f(z) — 400, tenemos que f(z) no
z—

Sea g(x) = \/21_7 Veamos que f02 g(x) dx converge:

2 , todr , bodx , t
T S

=lim —2v2 —t+2v2=2V2
*)
Como ese limite es L = 2v/2 € R, tenemos que converge. Probamos ahora que
9(x) 2 f(z) Vxel0,2]:

1 1
2
V2—x (14 2?2)v4—2a?

= (1+2°)Vi—22> V2 — 1 <=

= (1+2°)V2+r>1

9(x) = f(z) =
donde esto es cierto, ya que al ser x € [0, 2], tenemos que 2 + x > V2>1y
(1+ 2?) > 1. Por tanto, tenemos que g(z) > f(z) Vz € 0,2].

Como f(z) < g(z) Vz € [0,2] y el orden se conserva en las integrales de
Riemman, por el Criterio de Comparacién tenemos que:

2 2
/ g(x) dz converge = / f(z) dx converge
0 0

2 d
T
Por tanto, tenemos que /
o (I1+22)Vd—z

= si converge.

/2 NE —C:;(x ~2)

dx
e I = )

estd acotada, por lo que se trata de una integral impropia.

. Como h’r% f(x) = +o0, tenemos que f(x) no
r—r
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L. Veamos que f; g(z) dz converge:

Seag(x):m.
3 ) todx , L , t
/2 g(w) dv =i | 3_;@:15%2/2 s 2V el =
:11'1%—2\/3—75+2\/I=2
_>

Como ese limite es L = 2 € R, tenemos que converge.

Resolvemos el siguiente limite:

i £ i V3— 2 w1 —LeRr
23, /(3—x)(x—2) =3y —2

=3 g(x)

Como L € R*, tenemos que, por el Criterio Limite de Comparacién,
3 3
/ g(x) dx converge <= / f(z) dx converge
2 2

1

3
Por tanto, tenemos que / dx converge.
> /B o) - 2)

:L.m
1 —coszx

Sea f(x) = o

21—
i)/ ST 4r (meN).
0

» Param # 1:
Veamos en primer lugar que, por la acotacién del coseno,

1 —cosz 2 T
Sl v
f(x) o s v € |0, 5

Sea g(x) = 2. Veamos que fog g(x) dx converge:

z t 9 pm+l t
/g(m)dx:h'm —dr =1lim [2.- ———| =
0 t=Z Jo ™ t—Z —-m+1],
t—m-l—l
=lim2- —=LeR
t—% —m+1

Como ese limite es L € R, tenemos que converge.
Por el criterio de comparacion, como

1—cosz

2 2
/ g(x) dx converge <= / ————— dx converge
0 0 z

21 —cosx
——  dx converge para m # 1.

Por tanto, tenemos que /
wm

0
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Para m = 1:
Sea g(x) = 1. Es facil ver que su integral converge en [0, %} Ademas,

1-— 2

Como L € R*, y tenemos que la integral de g(x) es convergente en dicho
intervalo, por el Criterio Limite de comparacion se tiene que la integral
de f(z) es convergente.

™
, 2 ]1—cosz
Es decir, / ——  dx es convergente.

0 x

Por tanto, hemos llegado a que dicha integral es convergente Vm € N.
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1.7. Aplicaciones del Calculo Integral

Ejercicio 1.7.1. Calcular el area limitada por las graficas de las funciones dadas
2

por f(x) =3z y por g(z) = 2.
Ejercicio 1.7.2. Calcular mediante integracién, el drea de un tridngulo y de un
trapecio.

Ejercicio 1.7.3. Calcular el area del recinto limitado por la grafica de la funcion
f(x) = 23, el eje de abcisas y las rectas v = -1y x = 1.

Ejercicio 1.7.4. Calcular el area del recinto limitado por la curva que tiene por

ecuacion f(x) = #‘éww el eje de abcisas y las rectas © = —1 y = = 3.

Ejercicio 1.7.5. Calcular el drea del recinto limitado por la parabola que tiene por
ecuacion y? — 2z = 0 y la recta que une los puntos (2, —2) y (4,2v/2).

Ejercicio 1.7.6. Calcular el drea del recinto limitado por la parabola que tiene por
ecuaciéon f(x) = 4z — 2 y el eje de abcisas.

Ejercicio 1.7.7. Calcular el area de los recintos limitados por la circunferencia de
ecuacién z? + y? = 1 y la recta de ecuacién x +y = 1.

Ejercicio 1.7.8. Calcular el drea comprendida entre las curvas z? + y*> = 2 y
2y = 22 + 1.

Ejercicio 1.7.9. Calcular el area de la region acotada delimitada por la grafica de
la funcién f(z) = z%Inx, la recta x = e, y el eje OX.

Para saber qué area me piden, representamos la gréfica de f(z). Como no indican
dominio, tomamos el dominio maximal, es decir, Dom(f) = R*. Tenemos que f es
derivable en R™, con

2 1 1
f’(a:)zQxlnx—i-x—:2xlnx+x:x(2lnx+1):0<:>lnx:——<:>x:—

x 2 Ve

Ejercicio 1.7.10. Calcular el drea limitada por la curva y(z) = % (ea + e ), los
ejes coordenados y la recta x = a, siendo a > 0.

Ejercicio 1.7.11. Calcular el drea de cada una de las regiones del plano que delimi-
tan conjuntamente las funciones f(x) = lﬁ y g(x) = ﬁ en el primer cuadrante.

Ejercicio 1.7.12. Calcular el drea de las dos partes en que la pardbola y*> = 4x
divide al circulo 2% + y? = 8.

Ejercicio 1.7.13. Calcular el valor de A para el cual la curva y = Acosz divide
en dos partes de igual area a la regién limitada por la curva y = senx y el eje de
abscisas cuando 0 < z < 7.

Ejercicio 1.7.14. Calcular el area de una elipse de semiejes a y b.

Ejercicio 1.7.15. Calcular el area comprendida entre las elipses z—f + y742 =1y
2 2

=4 =1

1 1
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Ejercicio 1.7.16. Calcular el area encerrada por el bucle de la curva que tiene por
ecuaciéon y? = z(x — 1)2.

Ejercicio 1.7.17. Dados a,b > 0, calcular el area encerrada por la curva que tiene
por ecuacién x* — ax3 + by? = 0.

Ejercicio 1.7.18. Sea a > 0. Calcular el area comprendida entre el esferoide que
tiene por ecuacién y?(a + x) = z*(a — x), y su asintota vertical.

e’+1
1

Ejercicio 1.7.19. Calcular la longitud de la curva y(z) =
T =2
Por lo visto en clase, notando [ como la longitud pedida, sabemos que:

z:/l VI @ do

Calculamos por tanto dicha derivada, que sabemos que es derivable [1, 2] por ser
continua en dicho intervalo:
, e"—1 e"(e"—1)—e*(e*+1) €le" —1— (e +1)] —2e”
Yy (ZE) = : 2 = - 3
e* +1 (e —1) (e +1)(e* — 1) e —1

Por tanto,

— e 2 _ 2z
z—/ Vit dx—/\/ 261 dx—/ \/e 21 +4€ dz =
— 633_

(e2r —1)2 +462~"3 (2 4+ 1)2 e’ — %

dr = ln T

(e?r —1)2 (e2r —1)2 e—

Ejercicio 1.7.20. Calcular la longitud de arco de la curva y(z) = v/8Inx entre los
puntos (1,0) y (8,v/8In8).

Ejercicio 1.7.21. Hallar la longitud de arco de la curva y(z) = 2+/z, entre los
puntos z =1y x = 2.

Ejercicio 1.7.22. Hallar la longitud de arco de la curva y(z) = In x, entre los puntos

x:\/gyx:\/g.

Ejercicio 1.7.23. Sea a > 0. Calcular la longitud del arco de la pardbola semictibica
de ecuacién ay? = x® comprendido entre el origen de coordenadas y el punto x = 5a.

Ejercicio 1.7.24. Dado a € R, calcular la longitud de arco de la curva dada por la
ecuacién 8a’y? = z*(a® — 22?).
Ejercicio 1.7.25. Sea a > 0. Hallar la longitud de arco de la catenaria de ecuacion

y(z) = £ (ea + e~a) entre el origen de coordenadas y el punto (2o, yo).

Ejercicio 1.7.26. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar sobre el eje OX
la superficie limitada por pardbola y = axz — z? (siendo a > 0) y el eje de abcisas.

Ejercicio 1.7.27. Calcular el volumen del sélido obtenido al girar sobre el eje OX,
la regién limitada por la grafica de curva f(x) = senz + cosz, el eje de abcisas en
el intervalo [0, 7].
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Ejercicio 1.7.28. Para cada a > 0, sea V' (z) el volumen del sélido obtenido al girar
sobre el eje OX la superficie determinada por la gréafica de la funcién y(t) = 1]{;
cuando t recorre el intervalo [0, z]. Determinar el valor de a > 0 tal que V(a) =
1

3 lim V(x).

T—00

Ejercicio 1.7.29. Un sélido de revolucion estd generado por la rotacién alrededor
del eje OX de la superficie determinada por gréfica de la funcién positiva y = f(z)
sobre el intervalo [0, a]. Si para a > 0 el volumen de dicho sélido es a® + a, {Quién
es la funcién 7

Ejercicio 1.7.30. Determinar el volumen del sélido que se obtiene al girar alrededor
del eje OY la superficie de la regién acotada determinada por las pardbolas y = az?
ey =b— cx?, siendo a,b,c > 0.

Ejercicio 1.7.31. Determinar el volumen del sélido que se obtiene al girar la curva
y? = 8z, para valores de x en el intervalo [0,2] cuando la curva gira sobre:

a) El eje OX,
b) El eje OY,
c) Larecta x = 2,

Ejercicio 1.7.32. Determinar el volumen del sélido obtenido al girar alrededor del
eje OX la regién acotada determinada por las pardbolas y? = 2pz, v 22 = 2py,
siendo p > 0.

Ejercicio 1.7.33. Calcular el volumen del sélido obtenido al girar alrededor del
eje OX la region acotada limitada por las graficas de las funciones f(z) = senz y
g(z) = cosz en el intervalo [0, Z].

Ejercicio 1.7.34. Determinar el volumen del sélido obtenido al girar la regiéon
acotada limitada por las gréficas de las funciones f(z) = 2 —4x+4, y g(r) = 4 —x,
cuando dicha region gira alrededor de la recta y = —1.

Ejercicio 1.7.35. Determinar el volumen del sélido que se obtiene al girar alrededor
del eje OX la region que en el primer cuadrante delimitan las curvas y = w—12 e
Yy = sen (%), ylasrectaszx =0ey =ce.

Ejercicio 1.7.36. Calcular el volumen generado cuando la superficie acotada limi-
tada por la parabola de ecuacién y = 42 — 22 y el eje OX se hace girar alrededor
de la recta y = 6.

Ejercicio 1.7.37. Calcular el volumen del toro. Esto es el sélido de revolucién
generado por un circulo de radio r que gira alrededor de un eje situado en el mismo
plano del circulo, a una distancia a del centro del circulo, con a > r.

Ejercicio 1.7.38. Calcular la superficie de la esfera de radio r.

Ejercicio 1.7.39. Calcular el area de la superficie de revolucién engendrada al girar
la curva y = v/1 — 2?2 alrededor del eje OX entre z =0y x = 1.

133



Célculo 1T 1.7. Aplicaciones del Calculo Integral

Ejercicio 1.7.40. Calcular el area de la superficie de revolucion engendrada al girar
la curva 8y? = x2 — z* alrededor del eje OX en el intervalo [—1,1].

Ejercicio 1.7.41. Calcular el drea lateral de la superficie de revolucién engendrada

al girar la curva y = % alrededor del eje OX entre x = -1y z = 1.

Ejercicio 1.7.42. Calcular el area lateral de superficie de revolucion engendrada al
girar la curva (z — 4)? 4+ y* = 1 alrededor del eje OX

Ejercicio 1.7.43. Calcular el area lateral de superficie la superficie de revolucién
engendrada por la curva y? = 4x cuando gira alrededor del alrededor del eje OX en
el intervalo [0, 3].
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