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Introduccion

El siguiente documento no es sino el mero resultado proveniente de la amalga-
cién proficiente de un cimulo de notas, todas ellas tomadas tras el transcurso de
consecutivas clases magistrales, primordialmente —empero, no exclusivamente— de
teoria, en simbiosis junto con una sintesis de los apuntes originales provenientes de
la asignatura en la que se basan los mismos. Como motivaciéon para la asignatu-
ra, introducimos a continuacién un par de problemas que sabremos resolver tras la
finalizacién de esta:

Ejercicio (Parque de atracciones). Disponemos de un conjunto de atracciones
Ay, Aoy A,

Para cada atraccién, conocemos la hora de inicio y la hora de fin. Podemos proponer
varios retos de programacién acerca de este parque de atracciones:

1. Seleccionar el mayor niimero de atracciones que un individuo puede visitar.

2. Seleccionar las atraciones que permitan que un visitante esté ocioso el menor
tiempo posible.

3. Conocidas las valoraciones de los usuarios, val(A4;), seleccionar aquellas que
garanticen la maxima valoracion conjunta en la estancia.

Ejercicio. Una empresa decide comprar un robot que debera soldar varios puntos
(n) en un plano. El software del robot esta casi terminado pero falta disenar el algo-
ritmo que se encarga de decidir en qué orden el robot soldara los n puntos. Se pide
disenar dicho algoritmo, minimizando el tiempo de ejecucién del robot (este depen-
de del tiempo de soldadura que es constante mas el tiempo de cada desplazamiento
entre puntos, que depende de la distancia entre ellos). Por tanto, deberemos ordenar
el conjunto de puntos minimizando la distancia total de recorrido.

Nociones de conceptos

A lo largo de la asignatura, serd comun ver los siguientes conceptos, los cuales
aclararemos antes de empezar la misma:

= Instancia: Ejemplo particular de un problema.
= Caso: Instancia de un problema con una cierta dificultad.

Generalmente, tendremos tres casos:
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» El mejor caso: Instancia con menor niimero de operaciones y/o comparaciones.
» El peor caso: Instancia con mayor nimero de operaciones y/o comparaciones.
» Caso promedio. Normalmente, serd igual al peor caso.

Para notar la eficiencia del peor caso usaremos O(-), mientras que para el mejor
caso, Q).

Diremos que un algoritmo es estable en ordenacion si, dado un criterio de orde-
nacién que hace que dos elementos sean iguales en cuanto a orden, el orden de stos
vendré dado por el primero se que introdujo en la entrada.

Ejemplo. Dado el criterio de que un nimero es menor que otro si es par, ante la
instancia del problema: 1,2,3,4. La salida de un algoritmo de ordenacién estable
segun este criterio sera:

2,4,1,3

Sin embargo, un ejemplo de salida que podria dar un algoritmo no estable seria:
4,23, 1

Los datos se encuentra ordenados pero no en el orden de la entrada.

Algoritmos de ordenacién

A continuacion, un breve reapso de algoritmos de ordenacion:

= Burbuja es el peor algoritmo de ordenacion.

= Si tenemos pocos elementos, suele ser mas rapido un algoritmos simple co-
mo seleccién o insercion. Entre estos, seleccién hace muchas comparaciones y
pocos intercambios, mientras que insercién hace menos comparaciones y mas
intercambios. Por tanto, ante datos pesados con varios registros, seleccién sera
mejor que inserccion.

= Cuando se tienen muchos elementos, es mejor emplear un algoritmo de orde-
nacién del orden nlog(n).



1. Eficiencia de Algoritmos

La asignatura se centrard en eficiencia basada en el tiempo de ejecucién (no en
la eficiencia en cuanto espacio, memoria usada por el programa). Para calcular la
eficiencia de un algoritmo, tenemos tres métodos:

= Método empirico: donde se mide el tiempo real.
= Método tedrico: donde se mide el tiempo esperado.

» Método hibrido: tiempo tedrico evitando las constantes mediante resultados
empiricos.

Proposicién 1.1 (Principio de Invarianza). Dadas dos implementaciones I1, 12 de
un algoritmo, el tiempo de ejecucion para una misma instancia de tamarno n, Tr(n)
y Tra(n), no diferird en mds de una constante multiplicativa. Es decir, 3K > 0 que
verifica:

Tr(n) < K -Tra(n)

Por este teorema, podremos despreciar las constantes. En un principio, se asu-
mirid que operaciones basicas como sumas, multiplicaciones, ... serdan de tiempo
constante, salvo excepciones (por ejemplo, multiplicaciones de nimeros de 100000
digitos).

Definicién 1.1 (Notacién O). Se dice que un algoritmo A es de orden O(f(n)),
donde f es una funcién f : N — R*, cuando existe una implementacién del mismo
tamano cuyo tiempo de ejecucién T4(n) es menor igual que K - f(n), donde K es
una constante real positiva a partir de un tamano grande ng. Formalmente:

Aes O(f(n)) < IK € R",Ing e N | Tu(n) < K- f(n) VYn = ng

La notacién O nos permite conocer como se comportard el algoritmo en términos
de eficiencia en instancias del caso peor del problema. Como mucho, sabemos que el
algoritmo no tardard mas de K - f(n) en ejecutarse en el peor de los casos.

Al decir que el algoritmo A es de orden O(f(n)), decimos que siempre podemos
encontrar una constante positiva K que para valores muy grandes del caso n (a partir
de un ny), el tiempo de ejecucién del algoritmo siempre serd inferior a K - f(n):

Ty(n) < K- f(n)
Ejemplos de érdenes de eficiencia son:

» Constante, O(1).
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Logaritmico, O(log(n)).

Lineal, O(n).

Cuadrético, O(n?).

Exponencial, O(a").

Proposicién 1.2 (Principio de comparacién). Para saber si dos drdenes O(f(n)) y
O(g(n)) son equivalentes o no, aplicamos las siguientes reglas:

Entendiendo que un orden es menor que otro si es mejor, es decir, mds rapido en
el caso asintotico.

Ejemplo. Si tenemos dos algoritmos A y B con 6rdenes de eficiencia O(n?) y
O((4n + 1)® 4+ n) respectivamente, tratamos de ver qué algoritmos es mds eficiente:
f(n) n? n? .1

lim 1Y = 1 — I — lim —
nooo g(n)  noee (An+ 12 +n) noeo (1602 +1+2-4n-1) +n  nooo 16

Gracias a la Proposicién 1.2, tenemos que los algoritmos A y B son equivalentes.

Ejemplo. En esta ocasién, tenemos a dos algoritmos A y B con érdenes de eficiencia
de O(2") y O(3"), respectivamente.

Por la Proposicién 1.2, A es mas eficiente que B.

Ejemplo. El algoritmo A tiene una eficiencia O(n) y el algoritmo B tiene una
eficiencia de O(nlog(n)). Buscamos cuél es més eficiente.

i £ o g !

noe g(n) o nlog(n)  noe log(n)

Por lo que A es mas eficiente que B, por la Proposcion 1.2.

Ejemplo. Disponemos de dos algoritmos, A y B con érdenes de eficiencia O((n? +
29)%) y O(n?) respectivamente. Intuimos que B es més eficiente que A pero queremos

probarlo.
2 20 2
lim M — lim M - 00
n— 00 g(n) n—00 n3
Gracias a la Proposcion 1.2, hemos probado lo que esperdbamos; B es mas eficiente

que A.
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Ejemplo. Se quiere probar que O(log(n)) es més eficiente que O(n).
" f(n) ) n , 107

n—>nolo g(n) nl—>nc}o log(n) nl—>nc}o n o0

Por la Proposcion 1.2, lo acabamos de probar.

Ejemplo. Se quiere dar un ejemplo de que el érden de eficiencia de los logaritmos
es equivalente sin importar la base de este. Podemos ver qué sucede con O(log,(n))
y con O(logs(n)):
1 In(2
Og3(n) — lim n( )
n—oo log,(n)  n—oo In(3)

Por lo que ambos algoritmos tienen el mismo érden de eficiencia.

Definicién 1.2 (Notacién €2). Se dice que un algoritmo A es de orden Q(f(n)),
donde f es una funcién f : N — R*, cuando existe una implementacién del mismo
tamafio cuyo tiempo de ejecucién T'x(n) es mayor igual que K - f(n), donde K es
una constante real positiva a partir de un tamano grande ngy. Formalmente:

Aes Q(f(n)) <= IK eR",Ing e N | Tu(n) > K- f(n) Vn >ny

La notacion €2 nos permite conocer cémo se comportara el algoritmo en términos
de eficiencia en instancias del caso mejor del problema. Como poco, sabemos que el
algoritmo no t ardard menos de K - f(n) en ejecutarse, en el mejor de los casos.

Definicién 1.3 (Notacién ©). Se dice que un algoritmo A es de orden exacto
O(f(n)), donde f es una funcién f : N — R, cuando existe una implementacién
del mismo tamano cuyo tiempo de ejecucién Tx(n) es igual que K - f(n), donde K
es una constante real positiva a partir de un tamano grande ny. En este caso, el
algoritmo es simultaneamente de orden O(f(n)) y Q(f(n)).

Aes O(f(n)) & IK € RT,Ing e N | Ty(n) = K - f(n) VYn >ny

Propiedades

A continuacién, vemos algunas propiedades de las notaciones anteriormente vis-
tas, todas ellas demostradas en el Ejercicio 3.1.1:

Reflexiva
f(n) € O(f(n))

También se da para las notaciones Q y ©.
Simétrica
f(n) € ©(g(n)) < g(n) € O(f(n))
Suma Si 71 (n) € O(f(n)) v To(n) € O(g(n)). Entonces:
Ti(n) 4+ T3(n) € O(max(f(n), g(n)))
Producto Si T1(n) € O(f(n)) y Ta(n) € O(g(n)). Entonces:
Ti(n) - To(n) € O(f(n) - g(n))

9
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Regla del maximo
O(f(n) + g(n)) = max(O(f(n)), O(g(n)))

Regla de la suma

Regla del producto

Puede suceder que el tamano del problema no depende de una tnica variable n,
sino de varias. En estos casos, se analiza de igual forma que en el caso de una variable,
pero con una funcién de varias variables. Conocida una funcién f: N x N — R*:

Aes O(f(n,m)) < IK € R" | Ta(n,m) < K- f(n,m) VYn,meN

Ejemplo. El érden de eficiencia del algoritmo candnico (el que todos conocemos)
de suma de matrices n x m es de érden O(n - m).

1.1. Analisis de algoritmos

El primer paso a la hora de determinar la eficiencia de un algoritmo es identificar
qué pardmetro determina el tamano del problema (n). Posteriormente, tenemos que
tener claro como se analiza cada estructura del cédigo:

1. Operaciones elementales.

2. Secuencias de sentencias.

3. Sentencias condicionales.

4. Sentencias repetitivas.

5. Llamadas a funciones no recursivas.

6. Llamadas a funciones recursivas.

Sentencias simples u operaciones elementales

Son aquellas instrucciones cuya ejecucion no depende del tamano del caso, como
por ejemlo:

» Operaciones matematicas bésicas (sumas, multiplicaciones, . ..).
= Comparaciones.
= Operaciones booleanas.

Su tiempo de ejecucion esta acotado superiormente por una constante. Su érden

es O(1).

10
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Secuencias de sentencias
Constan de la ejecucién de secuencias de bloques de sentencias:

Sentencia_1;
Sentencia_2;

// ete

Sentencia_r;

Suponiendo que cada sentencia i tiene eficiencia O(f;(n)), la eficiencia de la
secuencia se obtiene mediante las reglas de la suma y del maximo:

O(fi(n) + fa(n) + - - + fr(n)) = mdx [O(f1(n)), O(f2(n)), ..., O(fr(n))]
Ejemplo. Un ejemplo que puede parecer confuso es el siguiente:

if(n == 10){
for(int 1 = 0; i < n; i++){
cout << "Hola" << endl;

}

En este caso, se trata de un cédigo de orden O(1), ya que es para un valor fijo
de n, 10. No depende por tanto del tamano.

1.1.1. Sentencias condicionales

Constan de la evaluacién de una condicién y la ejecucion de un bloque de sen-
tencias. Puede ejecutarse la Sentencial o la Sentencia2, en funcion de la veracidad
o falsedad de la condicién:

if (condicion){
Sentencia_1;

Yelseq
Sentencia_2;

Peor caso

El érden de eficiencia del peor caso (notacién O) viene dado por:
O(estructura condicional) = max [O(condicion), O(Sentencial), O(Sentencia2)]

Demostracion. Como justificacion para la formula, démonos cuenta de que la eje-
cucion de la estructura condicional es igual a una de las siguientes secuencias de
instrucciones (dependera de la condicién la ejecucién de una o de otra):

11
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bool a = condicion; bool a = condicion;
Sentencia_1; Sentencia_2;

La notacion O trata de buscar el 6rden del mayor tiempo de ejecucion, por lo
que buscaremos la secuencia que méas tarde de las dos:

O(estructura condicional) = max [O(Secuencial), O(Secuencia2)]

Usando la relga para secuencias de instrucciones vista anteriormente, podemos ex-
presar cada 6rden como:

O(Secuencial) = max [O(condicion), O(Sentencial)]

X
O(Secuencia2) = max [O(condicion), O(Sentencia2)]
Por lo que:

O(estructura condicional) = max [O(Secuencial), O(Secuencia2)] =
= méx [méx [O(condicion), O(Sentencial)] ,
méx [O(condicion), O(Sentencia2)]] =
= méx [O(condicion), O(Sentencial), O(Sentencia2)]

O

Mejor caso

El érden de eficiencia del mejor caso (notacién €2) viene dado por:
Q(estructura condicional) = 2(condicion) + min [2(Sentencial), Q(Sentencia2)]

Demostracion. Buscamos expresar el 6rden de ejecucién en el mejor caso. Al igual
que en la justificacién anterior, el bloque condicional es equivalante a seleccionar una

bool a = condicion; bool a = condicion;
de dos secuencias: Sentencia_1; Sentencia_2;

Nos damos cuenta de que la condicién siempre se ejecuta y luego se ejecuta una sen-
tencia. Como estamos en el mejor caso, seleccionamos la sentencia que tarde menos
tiempo en ejecutarse. Por esto, tenemos que el 6rden de ejecucion es la suma del
6rden de la condicién mas el minimo del 6rden de las dos sentencias. ]

Ejemplo. Supongamos el siguienbte cédigo:

if(n % 2 == 1){

cout << "Es impar";
Yelse{

// cédigo de dorden n

12
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Aplicamos las formulas anteriormente vistas, sabiendo que la condicion y la salida
son de 6rden O(1) al ser sentencias simples:

O(estructura condicional) = max [O(condicion), O(Sentencial), O(Sentencia2)]

— méx[0(1),0(1),0(n)] = O(n)

Q(estructura condicional) = 2(condicion) + min [2(Sentencial), Q(Sentencia2)]
= Q(1) + min [Q(1),Q2(n)] = Q1)

1.1.2. Sentencias repetitivas

Constan de la evaluacién de uan condicién y la ejecucion de un bloque de sen-
tencias, mientras que dicha condicién se cumpla. Tienen la siguiente forma:

Mientras(condicion){
BloqueSentencias;

3

Suponiendo que:

» El bloque de sentencias tiene eficiencia f(n).
» La evaluacién de la condicién tiene eficiencia g(n).
= El bucle se ejecuta h(n) veces.
Entonces, la eficiencia sera:
O(estructura repetitiva) = O(g(n) + h(n) - (g(n) + f(n)))

Demostracion. La condicién se comprueba al menos una vez, por ello se suma. Cada
iteracion tiene un costo de g(n) + f(n). El bucle realiza h(n) iteraciones. O

Ejemplo. Dado el siguiente cédigo, calcular su eficiencia:

while(n > 0){
cout << n;
n--;

» Evaluacién de la condicién: g(n) = 1.
» Bloque de sentencias: f(n) = max(O(1),0(1)) = 1.
» Repeticiones: h(n) = n.

O(estructura repetitiva) = g(n) + h(n) - (g(n ) f(n))
=14+n-(1+1)=2-n+1=0(2-n+1)

Aplicando la regla del maximo: O(2 -n + 1) = max(O(2 - n),0(1)) = O(2 - n).
Simplificando la constante: La secuencia repetitiva es O(n).

13
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Bucles for

Constan de la inicializaciéon de una variable, comprobacién de una condicién y
actualizacion de la variable. Se ejecutara un bloque de sentencias mientras que la
condicién se cumpla:

for(Inicializacién; Condicién; Actualizacién){
BloqueSentencias;

}

Suponiendo que:

» El bloque de sentencias tiene eficiencia f(n).

» La evaluacion de la condificién tiene eficiencia g(n).

» El bucle se ejecuta h(n) veces.

» La actualizacién tiene eficiencia a(n).

» La inicializacién tiene eficiencia i(n).

La eficiencia de una estructura de este tipo viene dada por:
Offor) = O(i(n) + g(n) + h(n) - (9(n) + f(n) + a(n)))

Demostracion. La inicializacién tiene lugar una vez. La condicién se comprueba al
menos una vez, por ello se suma. Cada iteracion tiene un costo de g(n)+ f(n)+a(n).
El bucle realiza h(n) iteraciones. O

Ejemplo. Dado el siguiente codigo, calcular su eficiencia:

while(n > 0){
for(int i = 1; i <= n; i*=2){
cout << 1i;

Comenzamos analizando el bucle interno:

Inicializacién: O(1).

Condicién: O(1).

Actualizacién: O(1).

Bloque de sentencias: O(1).

Veces que se ejecuta: O(logy(n)).

14
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Eficiencia del bucle:
O(1) +0(1) + O(logy(n)) - (O(1) + O(1) + O(1)) = O(logy(n))
Ahora, analizamos el bucle externo:
» Condicién: O(1).
= Bloque de sentencias: O(logy(n) + 1).

= Veces que se ejecuta: O(n).
Eficiencia del bucle:
O(1) +O(n) - (O(1) + O(logy(n) + 1)) = O(n - logy(n))
Despreciando la base del logaritmo:

O(nlog(n))

1.1.3. Funciones no recursivas

La eficiencia de la funcién per se se calcula como una secuencia de sentencias o
bloques. Por otra parte, la eficiencia de la llamada a la funcién depende de si sus
parametros de entrada dependen o no del tamano del problema. Esto se entendera
mejor en los siguientes ejemplos. Dada la siguiente funcién (que usaremos en varios
ejemplos):

bool esPrimo(int valor){
double tope = sqrt(valor);
for(int i = 2; i <=tope; i++){
if(valor % i == 0)
return false;

return true;

El cuerpo de la funcién per se tiene efieciencia O(\/ﬁ), ya que:
N
Tn)=1+Y 1=1+vn—-2+1=vn
i=2

Ejemplo. for(int i = 1; i<n; i++){
if (esPrimo(1234567))
cout << i;

El tiempo en calcular esPrimo(1234567) es constante, luego es de eficiencia
O(1). Se repite n veces, luego la eficiencia del bucle es de O(n).

15
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Ejemplo. for(int i = 1; i<n; i++){
if (esPrimo(i))
cout << i;

En este caso, el tiempo es:
n—1
Tn)=> Vi=vVi+V2+---+vn—-1
i=1

Demostraremos que 7'(n) € O(ny/n) usando el Criterio de Stolz. Para ello, cal-
culamos el cociente de términos consecutivos:

{ T(n)—T(n—-1) }: Vn—1 _
nyn— (n—1)v/n—1 n(yvn—+vn—-1)+vn—-1

1 o 1 12
< - —1> 2 2
1—lﬁ 1
Por el Criterio de Stolz, tenemos que:
T(n) 2

lim == cR"

n—00 n\/ﬁ 3

Por tanto, tenemos que la eficiencia es de orden T'(n) € O(ny/n). En el proceso, en
(%), hemos aplicado que:

1 -1 __1 . 1 .ﬁ[
1
L’ Hépital i -5 2,/1-1 A2 1
B ————— g 11m g

Ejemplo. for(int i = 1; i<2000; i++){
if (esPrimo(i))
cout << 1i;

lim
n—oo

T
3 || 31

El tiempo de ejecucién no depende de n, siempre tarda lo mismo (es decir, es
constante), luego es de orden O(1).

16
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Ejemplo. for(int i = n; i>0; i/=2){
if (esPrimo(i))
cout << i;

Intuitivamente, vemos que la eficiencia es de O(log(n)/n), ya que repite log(n)
veces una orden de eficiencia O(y/n).

Ejemplo. int LlamarV(int *s, int N){
for(int i = N-1; i > 0; i = i/2)
V[i] = V[il-1;
return V[0];
}

void Ejemplo(int *v, int N){
for(int i=0; i<N; i++){
v[i] = (i*2+20-4%1i)/N;
v[i] = LlamarV(v, N-1)*LlamarV(v, N-2);

La funcién LlamarV tiene un tiempo de ejecuciéon de O(log(n)). El bucle de
Ejemplo se repite n veces, luego es de orden O(nlog(n)).

Ejemplo. void ejemplol(int n){
int i, j, k;
for(i = 0; i<m; i++){
for(j = 0; j<m; j++){
Clil (3] = O;
for(k = 0; k<n; k++){
Clil[j] = Alil[k] - Blk][j];

}

Tiene eficiencia O(n?).
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Ejemplo. bool esPalindromo(char v[]){
bool pal = true;
int inicio = 0, fin = strlen(v)-1;

while((pal) && (inicio<fin)){

if(v[inicio] != v[fin])
pal = true;

inicio++;

fin—;

return pal;

Se trata de un algoritmo de orden O (g) =O0(n).

Ejemplo. void F(int numl, int num2){
for(int i = numl; i<= num2; i*=2){
cout << i << endl;

Tenemos un algoritmo de dos variables, con n = num2 — numl. Se repite log(n)
veces, luego eficiencia:

O(log(n)) = O(log(num?2 — numl))

Ejemplo. void F(int* v, int num, int num2){
int i = -1, j = num2;

while(i <= j){
do{
i+ J==
Ywhile(v[il<v[j1);

Es un algoritmo que no funciona correctamente en todos los cacos, en un caso
puede no llegar a terminar.
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1.1.4. Funciones recursivas

Se expresa como una ecuaciéon en recurrencias y el orden de eficiencia es su
solucion. Primero, suponemos que hay un caso base que se encarga de conocer la
solucién al problema en un caso menor. Si la solucién al caso base la podemos
manipular para dar una soluciéon a un caso mayor, tenemos el problema resuelto.

Para solucionar la ecuacién en recurrencias, tratamos de buscar la expresién
general de la ecuaciéon y luego podremos resolverla, tal y como se elustra en los
siguientes ejemplos. Sin emargo, como se apreciara en el Ejemplo 1.1.4, no resuelve
todos los algoritmos recursivos. Para ello, deberemos avanzar en teoria.

Ejemplo (Factorial).

unsigned long factorial(int n){
if(n<=1) return 1;
else return n*xfactorial(n-1);

La eficiencia de este algoritmo viene dada por la funcién 7'(n):

Tratamos de dar una expresion general a esta funcion:

Tn)=Tn—-1)4+1=T(n—-2)+2=T(n—-3)+3
=Tn—k)+k VkeN

Tomando k£ =n — 1:

Tn)=Tn—(n—-1)4+n-1)=T)+n—-1=L+n—-1=n

Por lo que T'(n) € O(n).

Ejemplo.
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int algoritmo(int n){

if(n <= 1)1
int k = 0;
for(int = 0; 1 < n; i++){
k += k*i;
}
return k;
}elsed{

int rl, r2;

rl = algoritmo(n-1);
r2 = algoritmo(n-1);
return ril*r2;

La eficiencia viene dada por T'(n):

T(n)=2T(n—-1)+1
{ T(1)=1

Tratamos de resolver la ecuacién:
T(n)=2T(n—1)+1
Tn—1)=2T(n—2)+1
Tn—2)=2T(n—3)+1

T(n)=2T(n—1)+1=22T(n—1)+1]+1=2°T(n—2)+2+1=...
k—1
=2"T(n—k)+) 2" VkeN

1=0

Para k =n — 1:

n—2 n—1
(1) 4+ 2 =) 2 =2 —1e0(2")
=0 i=0

Ejemplo. Plantedada la siguiente funcién que define el tiempo de ejecucién de un
algoritmo, se pide determinar el orden de eficiencia del algoritmo:
Tn)=Tn-2)+1
T(1) =1
T0)=1

Pasamos a resolver el ejercicio:

Tn)=Tn—-2)+1
Tn—2)=Tn—-4)+1
Tn—4)=T(n—-6)+1
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Tn)=Tn—-4)+1+1=Tn—-6)+3=T(n—-8)+4=T(n—10)+5
—T(n—2k)+k VkeN

n
Para k = 5 si n es par:

Parak‘:n_

si n es impar:

€ O(n)

_ 2(n—1) n—1 n—1 n—1
T(n)—T(n— 5 >+ 5 =T(1)+ 5 =1+

Ejemplo (Fibonacci). Dada la funcién del tiempo de ejecucién de Fibonacei:

Tn)=Tn—-1)+T(n—-2)+1
{ T(1)=T(0)=1

Se pide calcular la expresion de la funcion para determinar su orden de eficiencia.

=
N
|

1)=Tn—-2)+T(n-3)+1
Tn—2)=Tn-3)+T(n—4)+1

Tn)=Tmn—-1)+Tn—-2)+1=Tn-2)+Tn—-3)+1+T(n—-3)+T(n—4)+1+1=
=Tn-=3)+Tn—-4)+14+2[Tn—4)4+Tn-=5)+1]+1+T(n—-5)+T(n—6)+1

En resumen, este método no es 1til para resolver este problema.

1.2. Ecuacién caracteristica

Se usa para resolver ecuaciones recurrentes que salen en analisis de eficiencia de
algoritmos. Vamos a ver dos etapas, que corresponden con cémo se solucionan:

= Ecuaciones lineales homogéneas de coeficientes constantes.
= Ecuaciones lineales no homogéneas de coeficientes constantes.

En andlisis de algoritmos nunca tendremos ecuaciones homogéneas, ya que es
normal tener un +1 por sentencias constantes, usuales en codigo.
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1.2.1. Ecuaciones homogéneas
Raices distintas

Dada una ecuacién del estilo:
Tn)=aTn—1)+aT(n—2)+ -+ aT(n—k)

Tratamos de buscar la solucién a la ecuacion. Realizamos el cambio de variable
T(n) = a™

" = a2+ apr" T e apa™ "

" —apx"t —agr" P — o — ™ P =0
— xnfk(xn o alxnfl o a2xn72 L ak)
p(z) = (2" — a2 —apr®? — . —ap) =0
Se trata de un polinomio de grado k. Suponiendo que rq,..., 7, son las raices del

polinomio (todas distintas), definimos:

t, = ciT

1

k
n

7
1=

Ejemplo (Fibonacci).
Tn)=Tn—-1)+T(n—2)

Se pide determinar el orden de eficiencia de T'(n).
" — xn—l o xn—2 =0
To—x—1=0

El polinomio caracteristico es:

pr) =2 -z —1

Buscamos raices:

2
Luego:
1++/5
=
2
1-v5
Ty =
2

Con c1,c9 € R.
Y se tiene que :
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Raices con multiplicidad distinta de 1

En caso de que las raices no sean todas distintas, nuestro polinomio es del estilo:
p(@) = (@ =)™ (@ = 72" (= )™
Si r; es una raiz con multiplicidad m;, tenemos que:
S m;—1
i=1 \ j=0
Ejemplo. Dada la funcién de tiempo de un algoritmo:
T(n)=5T(n—1)—8T(n—2)+4T(n — 3)

Se quedaria:
t, — dtp_1+ 8,9 —4t,_3=10

Sustituyo t,, = z™:
" — 5" 82" — 42" =0

Y al dividir entre 2™ 3:

22 =512 4+8r—-4=0
Con raices:

(@) = (v = 2)*(z - 2)

Entonces, t,, seria:
tn = C11 1" + 6212n + 022n2"
Luego t,, € O(n2").

Ejemplo.

Sustituimos T'(n) = a™:

" — 21’”71 4 :L,an =0
(2 =2z + 12" 2 =0
p(r)=2* -2z +1=(z—1)

Luego:
tn = Cloln -+ cnlnn

Con ¢y, c11 € R.
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1.2.2. Ecuciones no homogéneas

Trabajaremos con ecuaciones del estilo:
acT(n) + a1T(n— 1)+ - a T (n — k) = bipi(n) + bypa(z) + - - -

Con b; constantes y p;(n) es un polinomio de grado d;.
Calculamos el polinomio con la férmula:

S

p(z) = pu(e) [ [(x = b))

i=1

Donde p;, es la ecuacién caracteristica de la ecuaciéon homogénea.
De donde extraemos todas sus raices: rq,..., 7.

t,=cV2 + 02(—\/5)" +cy- 17
Con c¢1, ¢9, c3 constantes.
Ejemplo (Fibonacci).
Tn)=2T(n—1)+T(n—-2)+1
Sustituimos 7'(n) = t,, y buscamos como expresar 1 = b"p(n):
th —tp1 =ty =1=1"-n"
<£L‘—\/§> <x+\/§) (z —1)"

Luego:

ty, = Cl\/ﬁn + 02(_\/§)n +c3- 1"

Con ¢y, ¢2, ¢3 constantes, luego T'(n) € O(v/2").

Ejemplo.
Tn)=Tn—-1)+n
Sustituimos:
th —tny =n=1"-n!
pla) = (z = (@ —1)* = (z - 1)°
Luego:
tn = c11" 4+ conl™ + e3n*1" = T(n) = O(n?)
Ejemplo.

Tn)—T(n—1)=n+3"

En este caso, nos podriamos quedar simplemente con la féormula:
Tn)—Tn—-1)=3"

Y el orden de eficiencia seria el mismo.
Lo resolvemos de ambas formas:
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p(z) = (z —1)(z —3)
t, = 11" + 33" = T(n) S O(3n>
Si decidimos mantener la n:
p(x) = (x = 1)(z = 1)*(x - 3) = (z — 1)*(z - 3)

tn, = c11" + conl™ + 33" = T'(n) € O(3")

1.2.3. Cambio de variable

Hay problemas que el método anterior no nos permite solucionar. Para ello,
hacemos un cambio de variable. No olvidemos cambiarlo al final.

Ejemplo.
T(n) = 2T (g) +1

Hacemos el cambio de variable: n = 3*:

T(3F) =273 1) +1

ty — 25 =1
p(r) = (z - 2)(z - 1)

tr, = 612k + Cglk

Con c¢1, ¢ constantes
Luego:

tn — 61210g3(n) + ¢y
®) en's® 4 ¢y = T(n) € O (n'2s?)
Donde en () he usado que:

alogb — bloga

Ejemplo.

Haciendo el cambio: n = 2*:
te — 2ty = 2FK°
p(z) = (z —2)(z = 2) = (z — 2)°
tr = 128 4 cok2F
Deshago el cambio: k = log,(n)

tn, = c1n + canlogy(n) € O(nlog(n))

25



Algoritmica 1. Eficiencia de Algoritmos

Ejemplo.

Haciendo el cambio: n = 2*:
te — 2ty = (28)%K0 = (22)F = 4F
p(x) = (x—2)(z—4)
tk = Cl2k + Cgk’4k = 012k + 02(2k)2
Deshago el cambio: k = log,(n)
t, = cin + con® € O(n?)
Ejemplo.
n
6

Con a,b,c € R. Se pide calcular la eficiencia del algoritmo en funcién de a, b, c.
Haciendo el cambio: n = 6*:

T(n):aT< )—i—nc

tk = atk,1 + (bk)c = atk,1 + (bc)k
tk — atk_l = (bc)k

Con polinomio:

p(z) = (z —a)(z = 1°)

» Sia=10"
plx) = (z =) = (z — a)’
te = c1a® + coka® = ¢ (09)F + con(b°)*
t, = c1n® + canlogyn = T(n) € O (n°log,(n))
» Sia# b

p(z) = (x —b%)(z — a)
ty = c1(b°)" + coa”
ty = c1n® + a8 = c;n¢ + con'oes(@
e Sia>b:T(n)eO (nlogba)
e Sia< b T(n) e O(n

1.2.4. Cambio de recorrido o rango
Hay casos en los que los coeficientes no son constantes:

T(n)=nT(n—-1)

T(n)=T*n—1)

T(n) =nT (5)
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Ejemplo.
T(n)=T*n—1)

Sea V(n) =log, T'(n):

log,(T(n)) = log, (T%(n — 1)) = 2log, T(n — 1)
V(n) =2V (n—1)

Vn = 2Vn71
t, —2t,_1 =20
p(x) = (z—2)

vy, = 12"

tn — 2vn — 2(01277') _ 4n

Teorema 1.3 (Teorema Maestro). Dada una funcién que mide el tiempo de ejecu-
cion de un algoritmo del estilo:

T(n) = aT (3 ) + f(n)
Entonces:
» Side > 0] f(n) € O (n'®9)) = T(n) € © (n'°&@)
= Si3k>0] f(n) € O (0 %log"(n)) = T(n) € O (n'°8(@ log"*(n))

Je > 0| f(n) € Q (nlozs(ate)

. 50 A = T(n) € O(f(n)

af <E> <cf(n) cone <1

Ejercicio. Se pide determinar el orden de eficiencia de los siguientes algoritmos,
conociendo las funciones que nos dan sus tiempos a partir de n:

1. T(n) =4T(n—1) — 4T (n — 2)

2. T(n)=3T(n—1)—=3T(n—2)+T(n—3)
3. T(n)=2T(n—1)+n+n?

4. T(n) =5T(n —1) — 6T(n —2) +4-3"

5. T(n) = 2T (g) + logy(n)

27



Algoritmica 1. Eficiencia de Algoritmos

28



2. Algoritmos Divide y Venceras

Dado un problema P, lo dividimos en subproblemas que han de ser del mismo
tipo: P = {P; }ic;. Encontramos las soluciones de todos estos problemas: S; | i € I 'y
con estas, las juntamos de forma adecuada para obtener la solucién al problema P:
S = {S; }ier- Notemos que podemos hacerlo de forma recursiva, podemos aplicar la
técnica de divide y venceras a los subproblemas. Debemos fijar un caso base, donde
el problema sea suficientemente pequeno como para resolverlo.

Ejemplos de algoritmos que implementan la buisqueda binaria son Quicksort,
Mergesort, Busqueda Binaria, . ..

Problemas como el de las Torres de Hanoi pueden resolverse mediante esta técnica
de resolucion de problemas.

Tratamos cuestiones importantes:

= Cémo descomponer un problema en subproblemas.
= Como resolver subproblemas.
= Cémo combinar las soluciones.

= ;Mereci6 la pena aplicar esta técnica?

Para responder al tltimo punto observemos el siguiente ejemplo, que trata un
problema de forma genérica.

Ejemplo. Supongamos un problema P de tamano n que sabemos que puede resol-
verse con un algoritmo (bésico) A, con:

ta(n) < en?

Dividimos P en 3 subproblemas de tamano 7, isneod cada uno de ellos del
mismo tipo que A y consumiendo un tiempo lineal la combinacién de sus soluciones:
t(n) < dn. Tenemos, por tanto, un nuevo algoritmo B, Divide y Vencerds, que

consumira un tiempo de:

t5(n) = 3t (g) +t(n) < 3ta <g> +dn < <3ZC> n® + dn

B tiene un tiempo de ejecucion mejor que el algoritmo A, ya que reduce la constante
oculta.

Si volvemos a reducir el tamano del subproblema, obtenemos un nuevo algoritmo
C, que tendria un tiempo:

ta(n) sin < ny
te(n) = 3tc (g) +t(n) sin>ng
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C' es mejor en eficiencia que los algoritmos A y B (t.(n) < bn'®®).

Al valor ng se le denomina umbral y al algoritmo que se ejecuta debajo de este
umbral, ad hoc son fundamentales para que la técnica funcione bien.
Requisitos logicos para usar Divide y Venceras:

» El problema se tiene que poder reducir a subproblemas del mismo tipo.
= Los subproblemas han de poder resolverse de manera independiente.

= Las soluciones de los subproblemas no deben afectar entre si, no debe existir
solapamiento entre subproblemas.

= Ha de poderse juntar las soluciones de los subproblemas para resolver el pro-
blema.

Una forma matematica de entender el punto 3 es decir que los subproblemas deben
formar una particién del problema.
Para que la técnica sea eficiente:

= Seleccién cuidadosa de cuando usar el algoritmo ad hoc.

» El niimero de subproblemas debe ser razonablemente pequeno (para no reducir
mucho la eficiencia).

= Los subproblemas deben tener el menor tamano posible.

Normalmente, al aplicar Divide y Venceras nos encontraremos con eficiencias del

estilo:
t(n) si n < g
Tn) = IT (%) + G(n) sin>ng

n
Donde I es el nimero de subproblemas, 3 el tamano de estos y:

G(n) = D(n) + C(n)

Con D(n) el tiempo de dividir el problema en subproblemas y C(n) el tiempo de
combinacién. t(n) era el tiempo del algoritmo ad hoc.

Ejemplo. Dado un vector de elementos, determinar la posicién que ocupa el maximo
del mismo.
Proponemos como solucién el siguiente codigo:

int Maximo(int* v, int inf, int sup){
if(sup == inf) return v[inf];
elsed{
int med = (inf+sup)/2;
int izda = Maximo(v, inf, med);
int dcha = Maximo(v, med+1, sup);

return max(izda, dcha);
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Con un tiempo de ejecuciéon de:
n

T(n) = 2T (2

)+1€0()

Otra solucién seria:

int Maximo2(int* v, int inf, int sup){
if(sup == inf) return v[inf];
elsed{
int izda = Maximo2(v, inf, sup);

return max(izda, sup);

En este caso:
Tn)=Tn-1)+1€0(n)

Los dos del mismo orden, pero encontramos un problema entre uno y otro: el
numero de llamadas recursivas:

= Maximo2 Realiza n llamadas recursivas, pero el tamano de la pila ocupado es
de n.

= Maximo Realiza n llamadas recursivas, pero el tamano de la pila es logn.

El ntimero de los elementos de la pila de Maximo puede razonarse dibujandolo con
un arbol.

Por tanto, el primer algoritmo que planteamos era mejor ya que usa menos pila
(evitando su desbordamiento).

Observacion. Notemos que este ejemplo ha sido un caso instructivo, es mas eficiente
resolverlo de la forma candnica que aplicando Divide y Venceras.

Ejercicio. Un camién va desde Granada a Mosct siguiendo una ruta determinada.
La capacidad del tanque de combustible es C' y conocemos el consumo por kilémetros
del camién. Conocemos las gasolineras que se encuentran en la ruta y la distantica
entre ellas. Se pide minimizar el nimero de paradas que hace el conductor.

2.1. Ejemplos de Divide y Venceras

2.1.1. Multiplicacion de Enteros Grandes

Comprobar si un numero es primo requiere muchas multiplicaciones de ente-
ros grandes (desde dos millones de digitos). Util en criptografia. Para resolver este
problema, debemos implementar algoritmos efiientes capaces de trabajar con estos
valores. Nos encontramos con:

» Método clasico (el que aprendimos en infantil).
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= Método basado en Divide y Venceras.

Método clasico
Multiplicar dos digitos de n entre si por el método clasico tiene un costo
de (n-n = n? multiplicaciones més n desplazamientos mds n - 2n sumas)
n? +n + 2n%. Tratamos de reducir su costo mediante Divide y Vencerss.

Divide y Venceras sencillo
Aplicando Divide y Venceras, obtenemos el siguiente algoritmo:

Dados dos ntimeros X = 12345678 e Y = 24680135, consideramos:

x; = 1234 xq = D678
X =x;- 10" + 24

i = 2468 yg = 0135
Y =y - 10" + yq

Y combinamos:

XY = (2;- 10" 4+ 24) (y; - 10* + y4)
=2y - 10° 4 (@5 Yo + xq - yi) - 10" + 24 4

Que, de forma general:
X =2;-10" 4 24
Y =y, - 107 4 4
XY = (2;-y) - 10" + (2 - ya + 24~ y:) - 107 + 24 ya

De eficiencia:

T(n) =47 (5) +en € O (=) = O (n?)

Este lo vemos en el siguiente pseudocddigo:
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Funcion DVbasico(X, Y, n){
if P chico return X * Y;
elsed{
// Dividir
Obtener xi, xd, yi, yd;

z1 = DVbasico(xi, yi, n/2);
z2 = DVbasico(xi, yd, n/2);
z3 = DVbasico(xd, yi, n/2);
z4 = DVbasico(xd, yd, n/2);

// Combinar

aux = Sumar(z2, z3);

z1 = DesplazarDcha(zl, n);
aux = DesplazarDcha(aux, n/2);
z = Sumar(zl, aux, z4);

return z;

Sin embargo, podemos seguir mejorando el algoritmo.

Divide y Venceras mejorado
Observemos que el cuello de botella del algoritmo anterior estd en el nimero
de multiplicaciones, que es de tamano 7/2. Por tanto, para mejorar la eficien-
cia, necesitamos reducir el niimero de multiplicaciones que hacemos. Podemos
plantear el siguiente algoritmo, donde dados dos nimeros X e Y y divididos
entre x;, T4, ¥; € yq; definimos:

r = (i +xa) (Yi +Ya) = (@i - ys) + (T - Ya + 2a - yi) + 2q - Ya
P=%iYi
q=2d"Yd

Luego se tiene que:
Ti*Yd+tTa Yi=7r—p—(q
Y podemos calcular que:
X-Y=p-10"4+(r—p—q)-10"4¢
Donde tenemos una multiplicacion de tamano n. Podemos verlo en pseudocodi-
go:
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FuncionDV (X, Y, n){
if P chico return X * Y;
elsed{
// Dividir
Obtener xi, xd, yi yd;

s1 = Sumar(xi, xd);
s2 = Sumar(yi, yd);
p = DV (xi, yi, n/2);
q = DV (xd, yd, n/2);
r = DV (s1, s2, n/2);

// Combinar

aux = Sumar(r, -p, -q);

p = DesplazarDcha(p, n);

aux = DesplazarDcha(aux, n/2);
z = Sumar(p, aux, q);

return z;

De eficiencia:
n

T(n):3T<2

) +0(n) € O (n'#2%) ~ O(n"*®)

2.1.2. Bisqueda binaria

La busqueda binaria es un algoritmo de btusqueda de un elemento en un vector
ordenado de tamano n. Esta consiste en coger el elemento del medio del vector
(supongamos que estd en la posicién k) y comprobar si es o no el elemento deseado.
Si lo es, hemos terminado; si no lo es:

= Si el elemento del medio es menor que el deseado, repetimos el procedimiento
con el subvector que va desde k + 1 hasta n.

= Si el elemento del medio es mayor que el deseado, repetimos el procedimiento
con el subvector que va desde 0 hasta k& — 1.

Se trata de un algoritmo de eficiencia O(logn).

Ejercicio. Hagase la demostracion del orden de eficiencia de la bisqueda binaria.

2.1.3. Multiplicacion de matrices

Dadas dos matrices A = (a;;);; ¥ B = (b;j)i; del mismo tamaitio, n x m, tratamos
de multiplicar A por B para obtener una nueva matriz C' = (¢;;);;. La multiplicacién
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de matrices se define como:
n

cij =Y (ai - by;)

k=1
Para todo indice (i, j) de cada elemento de la matriz C' de tamano n x m.
Implementando la férmula, se puede ver claramente que es de orden (conside-
rando n = m) O(n?). Para aplicar Divide y Vencerds, vamos a proceder como con
la multiplicacion de enteros:

ros\ _fa b\ (e g\ _[(ac+bf ag+0bh

(t u) =C=4-B= (c d) (f h) B (ce+df cg + dh
Esta férmula también es cierta cuando a, . .., h son matrices. Por tanto, mediante
esta formula podemos dividir el producto de dos matrices n x n en 8 subproblemas

de tamanios 7/2. Por lo que tendriamos una eficiencia de tamano (recordemos que la
suma de matrices es de orden n?):

7Xn)=8T<g>+wm2€()Oﬁ®8):(Xnﬂ

Algoritmo de Strassen

Dado el problema anterior:

ros\ _(a b\ (e g\ (ae+0bf ag+bh
(t u)_C_A'B_<c d) (f h)_<ce+df cg—i—dh)

Ahora, definimos:

P=(a+d)(e+h)
Q= (c+de
R=a(g—h)
S=d(f —e)
T = (a+b)h
U=(c—a)le+y)
V=(0b-d(f+h)

De esta forma se tiene que:
r=P+S-T+V
s=R+T
t=Q+S
u=P+R-Q+U

Y solo se necesitan 7 multiplicaciones y 18 sumas y restas, en lugar de 8 multiplica-
ciones y 4 sumas.
La eficiencia de este algoritmo es de:

T(n)="17T <g> +en2eO (n10g27) ~ O(n?®h)
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2.2. Umbrales

Por el método de Divide y Vencerés es natural que queramos ejecutar algoritmos
de mayor orden de eficiencia para tamanos de problema pequetios (porque rinden
mejor) y que para el resto de tamanos se ejecute un algoritmo de mayor eficiencia
asintética. Este tamano limite (el tltimo tamano en el que se ejecuta el algoritmo de
orden de eficiencia mayor) recibe el nombre de umbral. De esta forma, el algoritmo
que se ejecuta para tamafos del problema (n) menores que el umbral (n < ng), se
denomina algoritmo ad hoc.

Lo mas dificil relativo al umbral es su eleccién: es dificil hablar del umbral ng si
no tratamos con implementaciones, ya que gracias a ellas conocemos las constantes
ocultas que nos permiten afinar el calculo de dicho valor. No hay restricciones sobre
el tamano que debe tener el umbral: puede que el mejor umbral sea tal que siempre
se ejecute el algoritmo ad hoc; o puede que el umbral sea tal que siempre se ejecute
el algoritmo de mejor orden asintético.

2.2.1. Selecciéon de umbrales

Podemos encontrar el umbral de un algoritmo en el que vamos a usar Divide y
Vencers y el ad hoc de distintos métodos:
Método empirico

Implementamos ambos algoritmos, el basico (o0 ad hoc) y el Divide y Vencerés.
Ejecutamos el problema para varios valores de n, obteniendo las graficas de los dos
algoritmos. Fijarnos en el valor de la abscisa del punto de corte de las graficas y
dicho valor seré el umbral. Posteriormente, eligiremos obviamente a cada lado del
umbral los algoritmos de menor tiempo de ejecucion.

Método tedrico

El método es similar: obtenemos las expresiones de los tiempos de ambos algo-
ritmos (sin despreciar constantes) y analizamos las gréficas, buscando algin punto
de corte que sera el umbral.

Método hibrido

Calculamos las constantes ocultas mediante el enfoque empirico. Calculamos
el umbral igualando teéricamente ambas graficas. Tenemos ya candidado a umbral.
Finalmente, probamos valores alrededor de dicho umbral, para determinar el umbral
optimo.

2.3. Algoritmos de ordenacién

A la hora de clasificar los algoritmos de ordenacion, encontramos:
1. Algoritmos lentos (de orden ©(n?) y ordenacién por cambio):

a) Burbuja.
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b) Insercion.

¢) Seleccién.

Se trata e algoritmos mas sencillos cuyo comportamiento es malo para tamanos
muy grandes.

2. Algoritmos répidos (de orden ©(nlogn)):

a) Heapsort.

b) Mergesort.
¢) Shellsort.
d) Quicksort.

Son algoritmos més complejos que se coomportan bien cuando el tamano del
problema es grande.

2.3.1. Burbuja

Burbuja (Bubble sort) es un algoritmo que trata de ordenar los elementos de un
vector de la siguiente forma: compara los dos primeros elementos del vector.

= Siestan ordenados, pasa a la siguiente pareja de elementos del vector (formada
por el segundo y tercer elemento).

= Sino estan ordenados, los intercambia y pasa a la siguiente pareja de elementos
del vector (formada por el segundo y tercer elemento).

Se repite este procedimiento hasta llegar a los dos ultimos elementos del vector. Una
vez realizado este procedimiento, volvemos a repetirlo sobre el vector, hasta que este
esté ordenado (sabremos que el vector estd ordenado cuando al recorrerlo mediante
este procedimiento, no se realice ningiin intercambio).

void bubbleSort(int* v, int N){
int temp,
bool ordenado = false;

int i = 1;
while(!ordenado && i < N){
ordenado = true;

for(int j = 0; j < N - i; j++){
if(vljl > v[j+11){
temp = v[j];
v[jl = v[j+1];
v[j+1] = temp;

ordenado = false;
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i++;

2.3.2. Insercién

Insercién (Insertion sort) es un algoritmo de ordenacién que trata de ordenar los
elementos de un vector de una forma natural para el ser humano. El procedimiento
es el siguiente. Se toma un elemento del vector (por ejemplo, el primero), al ser sélo
un elemento, se trata de un conjunto ordenado. Continuamos cogiendo otro elemento
del vector (el segundo):

= Si es mayor que el primer elemento, lo colocamos detras.

= Si es menor que el primer elemento, lo colocamos delante de este.
Continuamos con el siguiente elemento del vector (el tercero):

= Si es mayor que el segundo, lo colocamos detras.

= Si es menor que el segundo y mayor que el primero, lo colocamos en medio.

= Si es menor que ambos, lo colocamos al inicio.

Repitiendo los pasos, consiste en construir un subconjunto del vector de tamano k& de
elementos ordenados, de forma que cogemos un nuevo elemento del vector y tratamos
de colocarlo en el conjunto de tamano k, obteniendo un subconjunto ordenado de
tamano k + 1 y repetir el proceso hasta llegar a n.

void insertionSort(int* v, int N){
int i, j, temp,

for(i = 1; i < N; i++){
temp = v[i];
j=1-1;
while(j >= 0 && temp <= v[j1){
v[j+1] = v[jl;
i

v[j+1] = temp;

2.3.3. Selecciéon

Seleccion (Selection sort) es otro algoritmo de ordenacién que junto con Insercién
constituyen los dos algoritmos mds intuitivos (més naturales) del ser humano. Dado
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un vector de n elementos, buscamos el minimo del vector. Posteriormente, colocamos
el minimo en la posicién inicial y, dado un vector de n— 1 elementos restantes (todos
salvo el primero), buscmos el minimo y lo colocamos detras del minimo anterior.
Repetimos el proceso n — 1 veces y obtenemos un vector ordenado.

void selectionSort(int* v, int N){
int i, j, pos_min, temp;

for(i = 0; 1 <N - 1; i++){
// buscamos el minimo
pos_min = i;
for(j =1+ 1; j <N; j+H){
if(v[j] < vlpos_min]){
pos_min = j;

b

// intercambiamos con el primero
temp = v[pos_min];

v[pos_min] = v[i];

v[i] = temp;

2.3.4. Mergesort

O también llamado ordenacién por mezcla, consiste en dado un vector de n
componentes, dividirlo en dos vectores de /2, de forma que ordenamos los dos sub-
vectores y combinamos ambos en un tnico vector (el vector ya ordenado), sabiendo
que los dos subvectores ya se encuentran ordenados (cosa que sabemos hacer). Este
proceso puede hacerse de forma recursiva, aplicandolo varias veces sobre el mismo
vector.

Podemos encontrar variaciones de este algoritmo, como no dividir por 7/2; sino
por cualquier otro tamano dependiente de n. Por ejemplo, 7/k con k entero.

2.4. Ejercicios

2.4.1. Mediana de un vector

Ejercicio. ;Cémo calculamos la mediana de un vector algoritmicamente?

2.4.2. Problema de los puntos mas cercanos

Ejercicio. Tenemos un vector con una secuencia de valores y queremos saber los
dos valores mas cercanos.

1. Una primera aproximacion es calcular para cada valor del vector las distancias
y buscar la minima. Eficiencia O(n?).
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2. Otra solucién es ordenar los datos y ahora recorrer linealmente el vector para
buscar la distancia minima. Eficiencia O(nlogn).

3. Mediante la técnica divide y venceras sobre el vector del primer punto no
vemos como resolverlo.

4. Si aplicamos divide y venceras sobre el vector ordenado, si que podemos re-
solver el problema (elegimos o la menor distancia a la izquierda del corte, o la
menor a al derecha, o justo los que separamos a cortar). Tenemos un coste de
T(n) = 2T(7/2) + 1. Otra vez eficiencia O(nlogn).

Ejercicio. Tenemos un conjunto de puntos repartidos a lo largo de un plano y
queremos saber cuales son los dos puntos que equidistan entre si menos que cualquier
dos otros.

1. Una primera aproximacion es calcular para cada valor del vector de puntos las
distancias y buscar la minima. Eficiencia O(n?).

2. Otra aproximacion es utilizando divide y venceras: Buscamos una forma de
partir los puntos en subproblemas. Nos damos cuenta de que si partimos por
la mitad del plano obtenemos una distribucion no muy buena de los puntos.
Para una mejor aproximacion, tratamos de dejar todos los puntos con ordenada
menor que el valor medio de las ordenadas de todos los puntos y el resto a otro
lado. De esta forma acabamos de dividir el problema en dos subproblemas del
mismo tamano.

Una vez resueltos los dos subproblemas, nos queda a un lado una distancia
minima de a y al otro una distancia minima de b. Lo que hacemos es coger
¢ = min{a, b} y considerar una banda que definimos como: coger de los puntos
de la derecha el punto més a la izquierda y poner una tolerancia de ¢ a la
izquierda y del punto de la izquierda méas a la derecha, poner una tolerancia
de ¢ a la derecha.

a) A su vez, dentro de esta banda podemos compararlos todos con todos.
Orden de O(n?).

b) También, podemos ordenarlos en la otra coordenada y establecer otra
tolerancia, una especie de bola donde estudiar qué puntos son los mas
cercanos. Orden de O(nlog®n). Estos dos érdenes de eficiencia no son
satisfactorios, buscamos uno mejor.

3. Otra aproximacion de Divide y Venceras es:

a) Ordenar por las dos coordenadas todos los puntos en dos vectores.

b) Separar por una coordenada (como z) ambos conjuntos, obteniendo di-
rectamente L, y R, (izquierda segin x y derecha segin x) y en orden
lineal L, y R,: que son respectivamente los puntos en L, y IR, ordenados
por coordenada y.

Ejercicio. Dada una secuencia de niimeros, definimos pico al valor ¢ tal que z[i—1] <

zli] > z[i + 1] y valle al valor j tal que z[j — 1] > z[j] < z[j + 1]. Un pico i es
consecutivo a un valle j si ningtin valor entre ¢ y j es pico o valle.
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1. Dado un vector de enteros que primero es estrictamente creciente y luego
estrictamente decreciente, encontrar el maximo del vector.

Para ello, planteamos cortar por el del centro del vector y ver a sus vecinos: si
el vecino de la derecha, aplicamos otra vez el algoritmo de la derecha (y si es
por la izquierda, aplicarlo a la izquierda); hasta tener al menos 3 elementos.
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3.

3.1.

Relaciones de Problemas

La eficiencia de los algoritmos

Ejercicio 3.1.1. Demostrar las siguientes propiedades:

a)

k- f(n) € O(f(n), Yk >o0.

Hemos de ver que existe una constante ¢ € R™, ny € Ntal que k- f(n) < ¢- f(n)
para todo n = ng. En este caso, podemos tomar ¢ = k y ng = 1 y se tiene que
k- f(n) < k- f(n) para todon € N.

n"€O0m*)si0<r <k

Hemos de ver que existe una constante ¢ € RT, ny € N tal que n” < ¢ - nF

para todo n > ny.

Como 0 < r < k, entonces n” < n* para todo n € N, por lo que podemos
tomar c=1y ng=1.

O(n*) C O(nk*1).

Sea f(n) € O(n*); es decir, existe una constante ¢ € R*, ng € N tal que
f(n) < ¢-n* para todo n = ng. Hemos de ver que f(n) € O(n*1); es decir,
que existe una constante ¢ € R*, nfj € N tal que f(n) < ¢ - nF*! para todo
n = ng.

Tomando ¢ = ¢y nj = nyg, se tiene que f(n) < c¢-n* < ¢ n*! para todo
n > ng, por lo que f(n) € O(n*+1).

nkeOob") Vb>1,k>0.

Hemos de ver que existe una constante ¢ € R*, ny € N tal que n* < c-b" para

todo n > ng. Tomando ¢ = 1, tenemos que dicho valor de n( existe, ya que:

log,n € O(nf) Vb>1,k>0.

Hemos de ver que existe una constante ¢ € R*, ng € N tal que logyn < c-n
para todo n > ng. Tomando ¢ = 1, tenemos que dicho valor de ny existe, ya
que:

k

]
lm 2™ _

n— o0 nk
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f) Si f(n) € O(g(n)) y h(n) € O(g(n)), entonces f(n) + h(n) € O(g(n)).

Tenemos que:

f(n) € O(g(n)) = 3¢y € R", ny; € N tal que f(n) <
h(n) € O(g(n)) = Jcg € RT, ny € N tal que h(n) < co-g(n) Vn

Tomando ¢ = ¢; + ¢3 y ng = max{ny, na}, se tiene que:
f(n) +h(n) <c-g(n)+c-g(n) = (a1 +ce)-gn) Vn=n,

g) Si f(n) € O(g(n)), entonces f(n)+ g(n) € O(g(n)).

Por el primer apartado, sabemos que g(n) € O(g(n)). Por tanto, usando el
apartado anterior, se tiene que f(n)+ g(n) € O(g(n)).

h) Reflezividad: f(n) € O(f(n)).
Se tiene de forma directa por el primer apartado tomando k£ = 1.
i) Transitividad: Si f(n) € O(g(n)) y g(n) € O(h(n)), entonces f(n) € O(h(n)).
Tenemos que:
f(n) € O(g(n)) = 3¢ € R, ny € Ntal que f(n) <c-g(n) Vn

< g ni,
g(n) € O(h(n)) = Jc; € RT, ny € N tal que g(n) < cp-h(n) Yn>=n

VoV

2.
Por tanto, tomando ¢ = ¢; - ¢3 ¥ np = max{ni, na}, se tiene que:
fn)<ec-gn)<c-ca-h(n)=c-h(n) Yn = no,
j) Regla de la suma: Si T1(n) es O(f(n)) y T2(n) es O(g(n)), entonces:
T1(n)+T2(n) € O(max{f(n),g(n)}).
Tenemos que:

T1(n) € O(f(n)) = 3¢ € R", n; € N tal que T'1(n) < >
T2(n) € O(g(n)) = Jey € RT, ny € N tal que T2(n) < ¢z - g(n) Vn = no.

Tomando ¢ = méx{c;, 2} ¥ no = méx{ny, n2}, se tiene que:
T1(n) +T2(n) < c - f(n) +c-g(n) < c-méx{f(n),g(n)} Vn = no,
k) Regla del producto: Si T1(n) es O(f(n)) y T2(n) es O(g(n)), entonces:
T1(n) - T2(n) € O(f(n) - g(n)).
Tenemos que:

T1(n) € O(f(n)) = 3¢ € R", n; € N tal que T'1(n) < >
T2(n) € O(g(n)) = Jey € RT, ny € N tal que T2(n) < ¢z - g(n) Vn = no.

Tomando ¢ = ¢; - ¢g y ng = max{ny, ns}, se tiene que:
T1(n) - T2(n) <ci- f(n)-ca-g(n)=c- f(n)-g(n) Vn = ny,
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Ejercicio 3.1.2. Expresar, en notacién O(-), el orden que tendri un algoritmo cuyo
tiempo de ejecucion fuera f;(n), donde:

L fi(n) =n?

En este caso se tiene que fi(n) € O(n?).

2. fa(n) =n?+1000n

En este caso, por la regla de la suma, se tiene que fo(n) € O(n?).

n  sines par
3. fg(n) = { 3

n” sin es impar

3

En este caso, como n® > n para todo n > 1, se tiene que f3(n) € O(n?).

n sin <100

4. fa4(n) :{ 5

n° sin > 100

En este caso, como se trata de comportamientos asintoticos, se tiene que

f1(n) € O(n?).

5. fs(n) = (n—1)°

En este caso, por la regla de la suma, se tiene que f5(n) € O(n?).

En este caso, como vn? — 1 < n para todo n > 1, se tiene que fg(n) € O(n).

7. fo(n) = log(nl)

Por el Criterio de Stolz, se tiene que:

log(n!)| log(n + 1) B 1 R 1 1
nlogn [ | (n+1)log(n+1)—nlogn ) | n+1—n. L n+1l-n

log(n+1)

Por tanto, tenemos que log(n!) € O(nlogn).

8. fs(n) =n!
Claramente, fs(n) € O(n!).

Ejercicio 3.1.3. Usando la notacién O(-), obtener el tiempo de ejecucién de las
siguientes funciones:

1. Cédigo Fuente 1 (ejemplol).
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1 void ejemplol (int n)

2 {

3 int i, j, k;

4

5 for (1 = 0; 1 < n; i++)

6 for (j = 0; j < n; j++)

7 {

8 Clil[j]1 = 0;

9 for (k = 0; k < n; k++)
10 Cl[il [j] += A[jl1[k] = B[k]I[jl;
11 }

12 %

Cédigo fuente 1: Funcion del Ejercicio 3.1.3 apartado 1.

En este caso, el tiempo de ejecucién de la linea 10 lo podemos acotar por
una constante, sea esta c. Entonces, tenemos que el tiempo de ejecucion de la
funcién ejemplol es:

n

Zi(l%—ic) :"_ S (1+c-(n—1—0+1)):nin_ (14+c¢-n)=

i=0 j=0 k=0 = i=0 j=
n*. (1+c-n) € O(n?)

T(n)

Se trata del algoritmo de multiplicacién de matrices, cuyo tiempo de ejecuciéon
es O(n?).

2. Cédigo Fuente 2 (ejemplo?2).

1 long ejemplo2 (int n)

2 {

3 int i, j, k;

4 long total = O;

5

6 for (1 = 0; 1 < n; i++)

7 for (j = i+1l; j <= n; j++)
8 for (k = 1; k <= j; kt++)
9 total += k*i;

10

11 return total;

12 %

Cédigo fuente 2: Funcion del Ejercicio 3.1.3 apartado 2.

En este caso, el tiempo de ejecucién de la linea 9 lo podemos acotar por una
constante, sea esta c. Entonces, tenemos que el tiempo de ejecucién de la
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funcion ejemplo? es:

n

n—1 n 7 n—1
=1+ Y D e=1+> Y e (j-1+1) _1+ch j=
i—Oj—i+1k 1 i=0 j=i+1 =0 j=i+1

n—1

nin+1) i(i+1) n(n+1) i(i+1)
+Z ( 2 > R Dhr s

=0
- n—1
nn+1) ¢ 2_ €
:1+CRT 5220 —52 7 =

nn+1) ¢ (n-— )n(2(n— D+1) ¢ (n—1)n
2 2 6 2 2

Por tanto, el tiempo de ejecucién de la funcién ejemplo2 es O(n?).

3. Cédigo Fuente 3 (ejemplo3).

1 void ejemplo3 (int n)

2 {

3 int i, j, x=0, y=0;

4

5 for (1 = 1; i <= n; i++)

6 if 4% 2==1)

7 {

8 for (j = 1i; j <= n; j++)
9 X++;

10 for (j = 0; j < 1i; j++)
11 yt+,

12 }

13}

Cédigo fuente 3: Funcion del Ejercicio 3.1.3 apartado 3.

Tenemos que:

n>:1+i<2+i1+i1) :1+§:(2+(n—¢+1)+¢):

:1+i(n+3):1+n(n+3)60(n2)

=1

Por tanto, el tiempo de ejecucién de la funcién ejemplo3 es O(n?).
4. Cédigo Fuente 4 (ejemplo4).
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1 1int ejemplo4 (int n)

2 {

3 if (n <= 1)

4 return 1;

5 else

6 return (ejemplod4(n - 1) + ejemplod(n-1));
7}

Codigo fuente 4: Funcion del Ejercicio 3.1.3 apartado 4.

En este caso, el tiempo de ejecucion de la funcién ejemplo4 es:

T(n) = 1 sin=1
| 2T'(n—1)+ 1 en otro caso

Opcién 1. Desarrolo en series. Desarrollando en series, tenemos que:
Tn)=2T(n—1)+1=22Tn—-2)+1)+1=2*T(n—-2)+2+1=
=2T(n—3)+ 22424+ 1=...=2T(n—i)+2" 4+ .. . +2+1=

=2T(n—i)+» 2 VieNi>n-1

Para i = n — 1, se tiene que:

n

T(n)=2""'T(1) +Z2j—2”1 Yool gn =

j=0
1 — 2n+1
=Ty - — - 2T on =
= 142" 2"
Comprobemos que T'(n) € O(2"):
T —1 4t gn 1
i 2 gy TLF —lfm —42-1=2-1=1€cR"
n—oo 2N n—o00 on n—oo 2N

Por tanto, se tiene que 7'(n) € O(2").
Opcion 2. Ecuacion Caracteristica.

Aplicando el cambio de variable T'(n) = z", en la parte homogénea tene-

mos que:
" 20" =0= 2"z -2)=0

Como 2" ' > 0 para todo n € N, se tiene que la tnica solucién del
polinomio caractertistico es x = 2, con multiplicidad simple. Anadiendo
la parte no homogénea, se tiene que 1 = 1"n°, por lo que el polinomio
caracteristico de la ecuacion en diferencias es:

p(x) = (r=2)(z—1)
Por tanto, la solucién general de la ecuacién en diferencias es:

Tn)=a2"=c¢-2"+c-1"=¢1-2"+ 5 € O(2")
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De ambas formas, se tiene que el tiempo de ejecucién de la funcion ejemplod
es O(2").

5. Cédigo Fuente 5 (ejemplo5).

1 int ejemplo5 (int n)

2 {

3 if (n == 1)

4 return n;

5 else

6 return (ejemplo5(n/2) + 1);
7}

Cédigo fuente 5: Funcion del Ejercicio 3.1.3 apartado 5.

En este caso, el tiempo de ejecucion de la funcién ejemplob es:

1 sin=1
T(n) = { T (g) + 1 en otro caso

Opcion 1. Desarrolo en series. Desarrollando en series, tenemos que:
n n n
T :T<—> 1=T(—) 1 1:T<—) 1 +1+1=...=
(n) 5)+ o) 1+ o) T1H1+
:T<%)+i Vi e Nyi > logyn

Para ¢ = log, n, se tiene que:

T(n)=T (2102271) +logyn = T(1) 4+ logyn =1 4 logyn € O(logn)

Por tanto, el tiempo de ejecucion de la funcién ejemplos es O(logn).

Opcion 2. Ecuacion Caracteristica.
Aplicando el cambio de variable n = 2™, en la parte homogénea tenemos

que:
TE™) -T@2™YH =0

Por tanto, la ecuacién caracteristica de la ecuacién en diferencias es:
" — 2" =0= 2"z —-1)=0

Como z™ ! > 0 para todo m € N, se tiene que la tnica solucién del
polinomio caractertistico es x = 1, con multiplicidad simple. Anadiendo
la parte no homogénea, se tiene que 1 = 1™, por lo que el polinomio
caracteristico de la ecuacién en diferencias es:

pla) = (z - 1)@ —1) = (z - 1)°
Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:
TR2™)=c- 1" +eca-m-1"=c1+co-m
Deshaciendo el cambio de variable m = log, n, se tiene que:

T(n) =c1 + ¢z -logyn € O(logn)
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De ambas formas, se tiene que el tiempo de ejecucién de la funcion ejemplo5
es O(logn).

Ejercicio 3.1.4. Resolver las siguientes recurrencias:

) T(n):{o sin=0

2I'(n— 1)+ 1 en otro caso

Opcién 1. Desarrolo en series.
Desarrollando en series, tenemos que:

T(n)=2T(n—-1)+1=22T(n—2)+1)+1=2"T(n—2)+2+1=
=PT(n—3)4+22+24+1=...=2T(n—i)+2 +.. . +2+1=

i—1
=2T(n—i)+» 2  VieNizn

j=0

Para i = n, se tiene que:

n—1 n
T(n) =2'T(0)+3 2 =32 -2 =
=0 =0

1_2n+1
:ﬁ—2”2—1+2”+1—2"60(2”)

Veamos que efectivamente T'(n) € O(2"):

T I, U 1
() _ o ZL —lm —4+2-1=2-1=1€R*

n—oo 2N n—o00 on n—oo 2N

Por tanto, se tiene que T'(n) € O(2").
Opcién 2. Ecuacion Caracteristica.

Aplicando el cambio de variable T'(n) = x", en la parte homogénea tene-

mos que:
" — 22" =0 = 2"z —2)=0

Como 2"! > 0 para todo n € N, se tiene que la tinica solucién del
polinomio caractertistico es x = 2, con multiplicidad simple. Anadiendo
la parte no homogénea, se tiene que 1 = 1"n°, por lo que el polinomio
caractertistico de la ecuaciéon en diferencias es:

p(r) = (z—2)(z—1)
Por tanto, la solucion general de la ecuacién en diferencias es:

Tn)=a"=c-2"4+c-1"=0¢1-2"+c2 € O(2")

b) T(n):{o sin=0

2T'(n — 1) +n en otro caso
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Opcién 1. Desarrolo en series.
Desarrollando en series, tenemos que:

Tn)=2Tn—1)+n=22Tn-2)+n—-1)+n=2*T(n—2)+2(n—1)+n=
=2T(n—3)+2°(n—2)+2(n—1)+n=...=
=2Tn—i)+27'"n—i+1)+...+2n—-1)+1-n=

i—1
=2T(n—i)+» 2(n—j) VieNizn
j=0

Para i = n, se tiene que:

n—1 n
T(n)=2"T(0)+ Y 2 (n—j)=Y 2(n—j)—2"(n—n)=
Jj=0 j=0

n n n
= E 2n — E 2]j:n2 2 — E j2?
Jj=0 Jj=0 Jj=0 Jj=0
Como vemos, la suma de la derecha no es de calculo sencillo, por lo que
vamos a intentar resolver la recurrencia por otro método.
Opcion 2. Ecuacion Caracteristica.

Aplicando el cambio de variable T'(n) = z", en la parte homogénea tene-
mos que:

" — 22" =0 = 2"z —2)=0
Como 2" 1 > 0 para todo n € N, se tiene que la tinica solucién del
polinomio caractertistico es x = 2, con multiplicidad simple. Anadiendo
la parte no homogénea, se tiene que n = 1" - n!, por lo que el polinomio
caractertistico de la ecuacién en diferencias es:

p(z) = (z = 2)(z — 1)*
Por tanto, la solucion general de la ecuacién en diferencias es:
Tn)=a"=c-2"+c-1"+ec3-n-1"=¢;-2"+ca+c3-ne€ 02"
0 sin=20
c) T(n)=141 sin=1
T(n—1)4+T(n—2) en otro caso

Aplicamos el cambio de variable T'(n) = z", en la parte homogénea tenemos
que:
"""t = 0= 2" (2~ —1)=0

Resolviendo la ecuacién de segundo grado, se tiene que:

) 1++5

X X X B

Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:

oo (5 (5 o ()
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0 sin=20
d) T(n) =11 sin=1
3I'(n—1)+4T(n—2) en otro caso
Aplicamos el cambio de variable T'(n) = z", en la parte homogénea tenemos

que:
" — 32" — 42" =0 = 2" *(2® —3r —4) =0

Resolviendo la ecuacién de segundo grado, se tiene que:

Bi\/25_3i5_{ 7 =4

2— — = e
T 3r—4=0=1=z 5 5 oy = —1

Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:

Tn)=a"=c-4"+c2-(—1)" € O4")

0 sin=0
e) T(n)=141 sin=1
5T(n—1) —8T(n —2)+4T(n —3) en otro caso
Aplicamos el cambio de variable T'(n) = 2™, en la parte homogénea tenemos

que:

" — 5" 48" — 4" =0 = 2" (2® — 52’ + 82 —4) =0
Resolviendo la ecuacion de tercer grado, se tiene que:

1 =5 8§ —4
1 1 -4 4
1 -4 4 0

Figura 3.1: Divisién mediante Ruffini donde se ve que x = 1 es una solucion.

Por tanto, tenemos que el polinomio caracteristico queda:

(x—1)(2* — 4o +4) = (z — 1)(z — 2)?

Por tanto, la soluciéon general de la ecuacion en diferencias es:

Tn)=a"=c-1"+c-2"+¢3-n-2" € O(n2")

0 sin=20
f) T'(n) =< 36 sin=1
5T(n—1)+6T(n—2)+4-3" en otro caso
Aplicamos el cambio de variable T'(n) = z", en la parte homogénea tenemos

que:
2" — 52" — 62" = 0= 2" %(2®* =52 —6) =0
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Resolviendo la ecuacién de segundo grado, se tiene que:

2?55 —-6=0= 1=

5EVI9 547 [ 2,=6
2 2 | =1

Respecto a la parte no homogénea, se tiene que 4 - 3" = 3"(4n°), por lo que el
polinomio caractertistico de la ecuacién en diferencias es:

p(x) = (z = 6)(z +1)(z - 3)

Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:

T(n) =2"=c-6"4+cy- (—1)” +c3-3" € O(6n)

T(n)=2T(n—1)+ 3"

Aplicamos el cambio de variable T'(n) = 2"

que:

, en la parte homogénea tenemos
" 2" =0= 2"z -2)=0

Como 2"~ ! > 0 para todo n € N, se tiene que la tinica solucién del polinomio
caractertistico es * = 2, con multiplicidad simple. Anadiendo la parte no
homogénea, se tiene que 3" = 3"n, por lo que el polinomio caractertistico de
la ecuacién en diferencias es:

p(x) = (z—2)(z - 1)
Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:
Tn)=a2"=c¢-2"+c-1"=¢1-2"+ 5 € O(2")

T(n)=2T(n—1)+n+ 2"

Aplicamos el cambio de variable T'(n) = 2"

que:

, en la parte homogénea tenemos
" 2" =0= 2"z -2)=0

Como 2" ! > 0 para todo n € N, se tiene que la tinica solucién del polinomio

caractertistico es * = 2, con multiplicidad simple. Anadiendo la parte no

homogénea, se tiene que n + 2" = 1" - n + 2"n°, por lo que el polinomio
caractertistico de la ecuacion en diferencias es:

p(a) = (z = 2)(x = 1)*(z = 2) = (v — 2)*(z — 1)?
Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:
T(n)=2x2" = c1-2"+can-2"4c3-1"+cyn-1" = ¢1-2"+co-n2"+c3+c4n € O(n2")
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i)

T'(n) = 2T (7/2) + log n.

Aplicamos el cambio de variable n = 2™, y tenemos que:

T(2™) =2T (2™") + mlog?2

Aplicamos el cambio de variable T'(2™) = z™, en la parte homogénea tenemos
que:
" 22" =0 = 2"z -2)=0

Como ™! > 0 para todo m € N, se tiene que la tnica solucién del polinomio
caractertistico es * = 2, con multiplicidad simple. Anadiendo la parte no
homogénea, se tiene que mlog2 = 1™ - (logy,m'), por lo que el polinomio
caractertistico de la ecuacién en diferencias es:

pla) = (z = 2)(x - 1)*
Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:

TR™) =2 =c1 2"+ 1" +cg-m- 1" =¢1- 2"+ ¢y +c3-m

Deshaciendo el cambio de variable m = log, n, se tiene que:
T(n)=c;-2°8" 4 cy4cy-logyn =ci-n+cy+c3-logyn € O(n)

T(n) = 4T (v/2) + n.

Aplicamos el cambio de variable n = 2™, y tenemos que:

T(2™) = AT (2™) + 2™

Aplicamos el cambio de variable T'(2™) = 2™, en la parte homogénea tenemos
que:
2" — 4" = 0= 2"z -4)=0

Como 2™ ! > 0 para todo m € N, se tiene que la tinica solucién del polinomio
caractertistico es * = 4, con multiplicidad simple. Anadiendo la parte no
homogénea, se tiene que 2™ = 2™ - (mP°), por lo que el polinomio caractertistico
de la ecuacion en diferencias es:

p(x) = (z —4)(z - 2)
Por tanto, la soluciéon general de la ecuacion en diferencias es:
TR™) =2 =¢ - 4™ + ¢y - 2™
Deshaciendo el cambio de variable m = log, n, se tiene que:
T(n) =c; - 482" 4 ¢y - 21827 — ¢ . n2 ¢y -n € O(n?)
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k)

T(n) = 4T (v/2) + n?.

Aplicamos el cambio de variable n = 2™, y tenemos que:
T(2™) = 4T (2™1) +2°™
Aplicamos el cambio de variable T'(2™) = z™, en la parte homogénea tenemos

que:
2" =4 =0 = 2"z —4) =0

Como ™! > 0 para todo m € N, se tiene que la tnica solucién del polinomio
caractertistico es * = 4, con multiplicidad simple. Anadiendo la parte no
homogénea, se tiene que 22™ = 4™.(m°), por lo que el polinomio caractertistico
de la ecuacién en diferencias es:

pla) = (z —4)*
Por tanto, la soluciéon general de la ecuacion en diferencias es:

TR™) =2 =c¢ - 4™ +cy-m- 4™

Deshaciendo el cambio de variable m = log, n, se tiene que:

T(n)=c - Alo82m o logyn - 41982 = ¢) - n® 4 ¢y - n?logyn € O(n*logn)
T(n) = 2T (7/2) + nlogn.
Aplicamos el cambio de variable n = 2™, y tenemos que:

T(2™) =2T (2™") +2™ - mlog?2

Aplicamos el cambio de variable T'(2™) = ™, en la parte homogénea tenemos
que:
" =22 = 0= 2" (z—-2)=0

Como ™! > 0 para todo m € N, se tiene que la tinica solucién del polinomio
caractertistico es x = 2, con multiplicidad simple. Anadiendo la parte no
homogénea, se tiene que 2™ - mlog2 = 2™ - log, m!, por lo que el polinomio
caractertistico de la ecuacién en diferencias es:

ple) = (z = 2)(z - 2)* = (z - 2)°
Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:
TER™) =am=c¢; - 2™ +co-m-2™ +c3-m*- 2"

Deshaciendo el cambio de variable m = log, n, se tiene que:

T(n)=c- 210827 4 ¢y - logy n - 20827 4 ¢y . log§ n - 2log2n —

= -n+ ¢ -nlogyn + ¢ - n(log,n)? € O(nlog®n)
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m) T(n

(n) = 1 sin=2
2T (Vi) +logn sin >4
Aplicamos el cambio de variable n = 2™ y tenemos que:

T (26M) =27 (22770 4 2m

Aplicamos el cambio de variable T’ (2(27")) = 2™, en la parte homogénea tene-
mos que:
" =22 = 0= 2"z -2)=0

Como 2™~ ! > 0 para todo m € N, se tiene que la tinica solucién del polinomio
caractertistico es x = 2, con multiplicidad simple. Anadiendo la parte no
homogénea, se tiene que 2™ = 2™ - m?, por lo que el polinomio caractertistico
de la ecuacion en diferencias es:

ple) = (z = 2)(z - 2) = (z - 2)°
Por tanto, la solucién general de la ecuacion en diferencias es:
T(Q(Qm)) =x"=c-2"+cy-m-2™
Deshaciendo el cambio de variable m = log, log, n, se tiene que:

T(n) = - 210g2 logy 1 + ¢y - 10g2 IOgQ n- 210g2 logon _

= ¢ - logyn + ¢ - logyn - log, logs n € O(logn - loglogn)

1 sin =2
T(n)= :
2T (v/n) +loglogn sin >4

Aplicamos el cambio de variable n = 2™)

T (22™) =21 (2@"“1)) +m

, y tenemos que:

Aplicamos el cambio de variable T’ (2(2m)) = 2™, en la parte homogénea tene-
mos que:
" =22 = 0= 2"z -2)=0

Como ™! > 0 para todo m € N, se tiene que la tinica solucién del polinomio
caractertistico es x = 2, con multiplicidad simple. Anadiendo la parte no
homogénea, se tiene que m = 1™ - m!, por lo que el polinomio caractertistico
de la ecuacion en diferencias es:

pla) = (z = 2)(z - 1)*
Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:
T(2(2m)) =" =c - 2"+ 1" +eg-m-1"=¢; - 2" +cy+c3-m
Deshaciendo el cambio de variable m = log, log, n, se tiene que:

T(n) = ¢ - 2821827 1 ¢) 4 ¢y - log, logy,n =

= ¢1 -logyn + ¢ + ¢3 - log, logy, n € O(loglog n)
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0 T(n):{1 sin=1

5T (7/2) + (nlogn)?* sin > 2

Aplicamos el cambio de variable n = 2™, y tenemos que:
T(2™) = 5T (2" 1)+(2™log 2™)* = 5T (2" 1) +(m2™)? = 5T (2™ 1) +m?*-4™

Aplicamos el cambio de variable T'(2™) = ™, en la parte homogénea tenemos
que:
2" =5 =0= 2"z -5)=0

Como ™! > 0 para todo m € N, se tiene que la unica solucién del poli-

nomio caractertistico es x = 5, con multiplicidad simple. Anadiendo la parte
no homogénea, se tiene que m? - 4™ = 4™ . (m?), por lo que el polinomio

caractertistico de la ecuacion en diferencias es:
pla) = (z = 5)(x — 4)°
Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:
TER™) =2 =c -5 +cy-4™ +c3-m-4™ + ¢4 -m? - 4™

Deshaciendo el cambio de variable m = log, log, n, se tiene que:

T(TL) =cp - 510g210g2n + Co - 4log210g2n + s - 10g2 IOan . 4log21og2n+

+ ¢4 - (log, log, n)2 . flogzlogzn —

=y (10g2 n)logz 5 +cy- (10g2 n)10g24 +c3- 10g2 10g2 n - (10g2 n)log2 4_|_

logy 4

+ ¢4 - (logy log, m)? - (logy n)
= ¢; - (log, n)log2 5 4 ¢y - (logyn)? 4 c5 - log, logy n - (log, n)?+
+ ¢4 - (logy log, n)? - (logy n)?

Por tanto, tenemos que T'(n) € O ((log(log(n)) - log(n))Z).
p) T(n) = VAT (ya) +n,  n>4

2 T(n)_{6 sin=1

nT?(nf2) sin>1

1 sin=1
r) T(n) =<4 sin=2
T (n/)2)-T?(7/2) sin >4

Ejercicio 3.1.5. El tiempo de ejecucién de un Algotimo A viene descrito por la

recurrencia

T(n) = 7T (?/2) + n?

Otro algoritmo B tiene un tiempo de ejecucion descrito por la recurrencia
T'(n) = aT’ (7/4) + n?
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;,Cudl es el mayor valor de la constante a € R que hace al algoritmo B asint6ti-
camente mas eficiente que A?

Estudiamos en primer lugar la eficiencia del algoritmo A. Aplicamos el cambio
de variable n = 2™ y tenemos que:

T(2™) =TT (2™ ") + 4™

Aplicamos el cambio de variable T'(2™) = 2™

que:

, en la parte homogénea tenemos

" =T = 0= 2"z -7)=0

Como z™ ! > 0 para todo m € N, se tiene que la tinica solucién del polinomio
caractertistico es x = 7, con multiplicidad simple. Anadiendo la parte no homogénea,
se tiene que 4™ = 4™ - (m%), por lo que el polinomio caractertistico de la ecuacién
en diferencias es:

p(x) = (x—T7)(z —4)
Por tanto, la solucion general de la ecuacién en diferencias es:
TR =a™ =c; - T" 4 ¢y - 4™
Deshaciendo el cambio de variable m = log, n, se tiene que:

T(n) = - 7log2n + ey ‘4log2n = .n10g27+02 . nlog24 = - nlog27+62 . 7’L2 c O(nlog2 7)

Estudiamos en segundo lugar la eficiencia del algoritmo B. Aplicamos el cambio
de variable n = 4™ y tenemos que:

T'(4™) = aT" (4™) 4+ 16™

Aplicamos el cambio de variable T"(4™) = 2™

que:

, en la parte homogénea tenemos

" —ar" ' =0= 2"z —a)=0

Como 2™ 1 > 0 para todo m € N, se tiene que la tinica solucién del polinomio
caractertistico es x = a, con multiplicidad simple. Anadiendo la parte no homogénea,
se tiene que 16™ = 16™ - (m"), por lo que el polinomio caractertistico de la ecuacién
en diferencias es:

p(z) = (z — a)(z — 16)

Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:
T'(4™) =2 =c;-a™ + ¢y - 167
Deshaciendo el cambio de variable m = log, n, se tiene que:
T'(n) =c - a8 ™ ¢y - 16°84" = ¢ -84 £ ¢y .02 € O (nm‘ri"{z’log‘1 “})
Para que B sea asintéticamente mas eficiente que A, es necesario que:
méx{2,log, a} < log, 7 <= log,a < log, 7 <= a < 7% = 7% = 49

Por tanto, los valores que hacen que el algoritmo B sea asintéticamente mas
eficiente que A son aquellos a € R tales que a < 49.
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Ejercicio 3.1.6. Resuelva la siguiente recurrencia:

T(n) =aT <%) +n”

cona,bke R, a>1, b>2, k>0.
Aplicamos el cambio de variable n = b, y tenemos que:
T(O™) =aT (b™") + 0" = aT (b™") + ()"

Aplicamos el cambio de variable T'(b™) = ™

que:

, en la parte homogénea tenemos

2" —azx™ ' =0= 2"z —a)=0

Como 2™ ! > 0 para todo m € N, se tiene que la tinica solucién del polinomio
caractertistico es x = a, con multiplicidad simple. Anadiendo la parte no homogénea,
se tiene que (b¥)™ = (b*)™.(mP), por lo que el polinomio caractertistico de la ecuaciéon
en diferencias es:

p(r) = (z —a)(z — )

Por tanto, la soluciéon general de la ecuacion en diferencias es:
TOO™) =a2™ =c,-a™ + ¢y - b
Deshaciendo el cambio de variable m = log, n, se tiene que:

T(TL) =c - alogbn +ey - bklogbn =c - nlogba + ey nk cO (nmax{k,logb a})
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