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Algoritmica. Examen VI

Ejercicio 1 (2 puntos). La ecuacién en recurrencias resultante del andlisis de efi-
ciencia de un algoritmo depende de una condicion dada C', de modo que tenemos
T(n) = 2T(7/4) + n? si C es cierta, y T'(n) = 4T (7/2) + log,(n) si C' es falsa. Deter-
mine los 6rdenes de complejidad O y € del algoritmo y justifique si este tiene, o no,
orden de complejidad ©.

Ejercicio 2 (2 puntos). Dado un vector de nimeros enteros de tamano n, ordena-
do de menor a mayor, y donde puede haber niimeros duplicados, se quiere contar
cuantas veces aparece un determinado nimero x o indicar que dicho nimero no
aparece ninguna vez. Disene un algoritmo basado en la técnica “divide y venceras”
que resuelva el problema de la forma mas eficiente posible. ;Cuédl es el orden de
complejidad O del algoritmo disenado?

Ejercicio 3 (2 puntos). Una empresa de transportes hace de forma regular una
ruta con su flota de vehiculos. A lo largo de esta ruta, se ha identificado un conjunto
de n puntos kilométricos especificos (ki, ks, ..., k,) en los que sus vehiculos deben
detenerse. Con el fin de facilitar las tareas de mantenimiento y control, se desea
instalar un conjunto de estaciones a lo largo de la ruta. Cada estacion puede cubrir
los vehiculos que se encuentran en un rango de L kilémetros. Se desea identificar
donde ubicar el menor conjunto de estaciones, garantizando que todos los puntos de
parada prefijados queden cubiertos por al menos una estacién. Disene un algoritmo
voraz que resuelva este problema de forma 6ptima.

Ejercicio 4 (2 puntos). Una empresa de mantenimiento eléctrico debe inspeccionar
una red de n transformadores interconectados. Cada transformador esta identifica-
do por un numero del 1 al n, y se conoce el conjunto de cables subterrdneos que
conectan pares de transformadores, representado mediante pares (i,j). Por razo-
nes de seguridad, no es posible inspeccionar directamente los cables. En cambio,
se debe enviar personal técnico a ciertos transformadores para monitorear los ca-
bles conectados a ellos desde ahi. Cada equipo técnico ubicado en un transformador
puede inspeccionar todos los cables que estan conectados directamente a ese trans-
formador. Por ejemplo, si hay 7 transformadores y 7 cables conectados como sigue:
(1,2),(1,3),(3,4),(3,5),(4,6),(5,6), (6,7), entonces ubicar personal técnico en los
transformadores {1,3,6} permite cubrir todos los cables de la red. Disefie un algo-
ritmo basado en la técnica de exploracion en grafos que permita conocer el niimero
minimo de transformadores donde se debe ubicar personal técnico para que cada
cable esté supervisado al menos desde uno de sus extremos.

Ejercicio 5 (2 puntos). Se dispone de K euros para hacer la compra y tenemos una
lista de n posibles productos que podemos comprar. Cada producto 7 tiene un precio,
p(i) (que serd siempre un nimero entero), y una utilidad, u(i). De cada producto
podemos comprar como maximo 2 unidades. Ademads, tenemos una oferta segin la
cual la segunda unidad nos cuesta 1 euro menos. Queremos elegir los productos a
comprar, y cuantos de cada tipo, mazimizando la utilidad de los productos com-
prados. Disene un algoritmo basado en la técnica de programacién dindmica para
resolver el problema. Apliquelo, construyendo la tabla correspondiente, para el caso
en que hay n = 3 productos, con precios p = (3,4,6), utilidades u = (7,8,11) y el
presupuesto es K = 10.
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Ejercicio 1 (2 puntos). La ecuacién en recurrencias resultante del andlisis de efi-
ciencia de un algoritmo depende de una condicion dada C', de modo que tenemos
T(n) = 2T(7/4) + n? si C es cierta, y T'(n) = 4T (7/2) + log,(n) si C' es falsa. Deter-
mine los 6rdenes de complejidad O y € del algoritmo y justifique si este tiene, o no,
orden de complejidad ©.

Primero resolvemos las dos recurrencias por separado. Para la primera:
T(n) = 2T (/1) + n?
Hacemos el cambio de variable n = 2"
T (2") = 2T (2"2) 4 (2")°
Escribiendo #;, = T'(2"):
th =2ty o +4" = t, — 2tj_o = 4"
Obtenemos:
» b=14, q(h) =1, de grado 0; lo que nos da el término (z — 4).
= p(z) =22 — 2 = x = £+/2, lo que nos da los términos (x — \/5) (x + \/5)
En definitiva, el polinomio caracteristico de la recurrencia es:
p(z) = (m—\@) <x+\/§> (x —4)
Por lo que:
ty = Oy (\/§>h + CQ(—\/§>h + cg4"
Al deshacer el cambio de variable, tenemos h = log, n, por lo que:
T(n)=ac (\/5) e + ¢ (—\/5)
=C —1vn+c (—ﬂ)bgzn + c3n?

logy n 1
+ cg4loen

De donde T'(n) € O(n?) si C es cierta.

Para la segunda recurrencia, procedemos de forma analoga:
T(n) =4T(7/2) + logyn
Hacemos el cambio de variable n = 2"
T (2") =4T (2"") + log, 2"
Escribiendo ¢, = T (2"):
th=4th 1 +h= 1, —4th,_1=nh

Obtenemos:
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» b=1, q(h) = h, de grado 1; lo que nos da el término (z — 1)2.

= p(r) = (z - 4)

En definitiva, el polinomio caracteristico de la recurrencia es:

p(z) = (z — 4)(z — 1)°

Por lo que:
th = Cl4h + Cth + Cghlh = Cl4h + Co + Cgh

Si deshacemos el cambio, tenemos h = log, n, con lo que:

T(n) = C14"°%2" 4 ¢, + cslogyn

=cn’+ e +cs log, n

De donde tenemos que T'(n) € O(n?) si C es falsa.

En ambos casos tenemos que T'(n) € O(n?), por lo que tanto el mejor como el peor
caso coinciden, es decir, T'(n) € O(n?) y T'(n) € 22(n?). Como coinciden, tendremos
también que T'(n) € O(n?).

Ejercicio 2 (2 puntos). Dado un vector de nimeros enteros de tamafio n, ordena-
do de menor a mayor, y donde puede haber ntimeros duplicados, se quiere contar
cuantas veces aparece un determinado nimero x o indicar que dicho ntimero no
aparece ninguna vez. Disene un algoritmo basado en la técnica “divide y venceras”
que resuelva el problema de la forma mas eficiente posible. ;Cudl es el orden de
complejidad O del algoritmo disenado?

La idea consiste en modificar la buisqueda binaria para que localice la primera ocu-
rrencia de z y la ultima. Asi, si la primera ocurrencia de x esta en la posicion p y
la ultima estd en la posicion u, el nimero de ocurrencias de x es u — p + 1. Como
se hacen dos biuisquedas binarias, que tienen una eficiencia O(log,n), el algoritmo
resultante es O(log, n).

Mostramos a continuacién el pseudocodigo de lo que podria ser una implemen-
tacion de esta idea:

cuantos(v[], inicio, fin, buscado){
p = posicion_izquierda(v, inicio, fin, buscado);
if (v[p] == buscado){
u = posicion_derecha(v, inicio, fin, buscado);
return u - p + 1;
}else
return 0;

}

posicion_izquierda(v[], inicio, fin, buscado){
resultado = -1;
while(inicio <= fin){
mitad = (inicio + fin)/2;
if (v[mitad] == buscado){
resultado = mitad;
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fin = mitad - 1;

}else if(buscado < v[mitad])
fin = mitad - 1;

else
inicio = mitad + 1;

3

return resultado;

}

posicion_derecha(v[], inicio, fin, buscado){
resultado = -1;
while(inicio <= fin){
mitad = (inicio + fin)/2;
if (v[mitad] == buscado){
resultado = mitad;
inicio = mitad + 1;
}else if(buscado < v[mitad])
fin = mitad - 1;
else
inicio = mitad + 1;

3

return resultado;

Ejercicio 3 (2 puntos). Una empresa de transportes hace de forma regular una
ruta con su flota de vehiculos. A lo largo de esta ruta, se ha identificado un conjunto
de n puntos kilométricos especificos (ki, ks, ..., k,) en los que sus vehiculos deben
detenerse. Con el fin de facilitar las tareas de mantenimiento y control, se desea
instalar un conjunto de estaciones a lo largo de la ruta. Cada estacion puede cubrir
los vehiculos que se encuentran en un rango de L kilémetros. Se desea identificar
donde ubicar el menor conjunto de estaciones, garantizando que todos los puntos de
parada prefijados queden cubiertos por al menos una estacién. Disenie un algoritmo
voraz que resuelva este problema de forma optima.

Conjunto de candidatos. Los n puntos kilométricos especificos, ki, ks, ..., k, en
los que los vehiculos deben detenerse.

Conjunto de candidatos elegidos. La solucién es una tupla (x, zs,...,2z,) son
s < n que en cada z; (con i € {1,...,s}) contiene un punto kilométrico
especifico en el que se ubicuara una estacion.

Funcién solucion. Todos los puntos kilométricos especificos ky, ko, ..., k, estan
cubiertos por al menos una estacién de las ubicadas en x1, o, ..., x4:

V(i e {1,...,n}) 3j €{1,...,s} tal que |k; — ;| < L/2

Funcién de factibilidad. La seleccion de cualquier punto kilométrico especifico
para ubicar en él una estacién siempre da lugar a una solucién factible.
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Funcién objetivo. Numero de puntos kilométricos especificos elegidos para ubicar
en ellos una estacion.

Funcién seleccion. Considerando el punto kilométrico especifico que cubrird méas
a la izquierda de los restantes, se selecciona el punto kilométrico especifico mas
a la derecha de este dentro del rango de cobertura permitida (L/2), y se ubica
ahi una estacion.

La idea consiste en que siempre que se encuentre un punto kilométrico especifico sin
cubrir, se coloca una estacién en el punto kilométrico especifico més a la derecha
dentro del rango de cobertura permitida (£/2).

puntos[1l..nl; // ordenados de menor a mayor
x[1;
i=1;
num_estaciones = 0;
while(i <= n){
inicio = puntos[i];

j= i
while(j <= n && puntos[j] <= inicio + L/2)
jtts

estacion = puntos[j-1];
num_estaciones++;

x[num_estaciones] = estacion;
while(i <= n && puntos[i] <= estacion + L/2)
i++;
}
Demostracién de la optimalidad. Sea X = {z1,...,zs} la solucién dada por
el algoritmo voraz. Supongamos que existe otra solucién Y = {y1,...,y,} tal que

r < s. Sea xy la primera estacion en la solucion voraz. Por definicién, cubre un
conjunto de puntos kilométricos que vienen desde k; hasta k; < z1+L/2. La estacion
x1 fue seleccionada porque es el punto kilométrico mas a la derecha que cubre el
primer punto kilométrico kq, es decir, ;7 < ky + L/2. Cualquier estacién colocada
méas a la izquierda que x; cubre menos puntos, ya que el intervalo se desplaza a la
izquierda. Por tanto, ninguna estacién mas a la izquierda que x; puede cubrir més
puntos kilométricos que la que elige el algoritmo voraz. Ahora, supongamos que
la solucién éptima Y, usa una estacion y; en lugar de x; para cubrir esos puntos.
Como el algoritmo voraz elige la mejor (més a la derecha) estacién que cubre desde
k1, y1 < x1. Por tanto, no cubre mas puntos que xy. Si repetimos el proceso, por
cada atraccion y; de la solucion 6ptima que cubre un bloque que también cubre x;,
podemos reemplazar y; por x; sin perder puntos kilométricos cubiertos. Haciendo
esta transformacién convertimos la solucion Y en X, pero habiamos supuesto que
Y| < |X], contradiccion.

Ejercicio 4 (2 puntos). Una empresa de mantenimiento eléctrico debe inspeccionar
una red de n transformadores interconectados. Cada transformador esta identifica-
do por un nimero del 1 al n, y se conoce el conjunto de cables subterraneos que
conectan pares de transformadores, representado mediante pares (i,j). Por razo-
nes de seguridad, no es posible inspeccionar directamente los cables. En cambio,
se debe enviar personal técnico a ciertos transformadores para monitorear los ca-
bles conectados a ellos desde ahi. Cada equipo técnico ubicado en un transformador
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puede inspeccionar todos los cables que estan conectados directamente a ese trans-
formador. Por ejemplo, si hay 7 transformadores y 7 cables conectados como sigue:
(1,2),(1,3),(3,4),(3,5),(4,6), (5,6), (6,7), entonces ubicar personal técnico en los
transformadores {1, 3,6} permite cubrir todos los cables de la red. Disefie un algo-
ritmo basado en la técnica de exploraciéon en grafos que permita conocer el niimero
minimo de transformadores donde se debe ubicar personal técnico para que cada
cable esté supervisado al menos desde uno de sus extremos.

Vamos a disenar un algoritmo de vuelta atras (backtracking). La solucién se va a
representar como una tupla X = (z1,s,...,2,), donde cada z; tendrd un valor de
0 para indicar que no se enviara un técnico al transformador i—ésimo, o de 1 para
indicar que si se enviara un técnico al transformador ¢—ésimo.

Restricciones explicitas. z; € {0,1}, Vi € {1,...,n}.

Restricciones implicitas. Sea M|[i][j] la matriz de adyacencia con valores 1y 0
para indicar que existe un cable (1) o no (0) entre los transformadores i y 7,
entonces:

Vi, j tales que M[i|[j]=1=ax;=1Vax; =1

Arbol de estados. Arbol binario de altura n + 1. En cada nivel 7, se decide si se
manda (1) o no (0) un técnico al transformador i—ésimo.

Funcién objetivo. Nimero de técnicos enviados a los transformadores, Y | ;.

Funcién de acotacién. Funcion que poda el arbol si al anadir a la solucién par-
cial z1, ..., z; el valor correspondiente de x;,1 no se satisfacen las restricciones
implicitas. También se poda si el numero de técnicos asignados a los transfor-
madores de la soluciéon parcial es igual o mayor que el de la mejor solucién
encontrada hasta el momento.

Una implementacion en pseudocodigo de esta solucién es la siguiente:

transformadores(x[1..n], M[1..n][1..n], mejor_solucion, k){
if(k == n+t1){ // nodo hoja (solucion completa)
if (num_tecnicos(x,n) < num_tecnicos(mejor_solucion, n))
mejor_solucion = X;
Yelsed{
x[k] = 1; // asignar trabajador al transformador k-ésimo
if (num_tecnicos(x,k) < num_tecnicos(mejor_solucion, k))
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transformadores(x, M, mejor_solucion, k+1);

x[k] = 0; // no se asigna un trabajador al k-ésimo transformador
if (factible(x,M,k)) // st se cumplen las restricciones implicitas
transformadores(x, M, mejor_esolucion, k+1);

}

// devuelve si se sattsfacen o no las restricciones implicitas
factible(x[1..n], M[1..n][1..n], k) {
for(i = 1; i <= k; i++){
if (M[k] [1] == 1)
if (x[i] == 0)
return false;
}

return true;

3

// devuelve el n? de técnicos asignados a transformadores
num_tecnicos(x[1..n], k){
tecnicos = 0;
for(i = 1; i <= k; i++)
tecnicos = tecnicos + x[i];
return tecnicos;

Ejercicio 5 (2 puntos). Se dispone de K euros para hacer la compra y tenemos una
lista de n posibles productos que podemos comprar. Cada producto i tiene un precio,
p(i) (que serd siempre un numero entero), y una utilidad, u(7). De cada producto
podemos comprar como maximo 2 unidades. Ademas, tenemos una oferta segun la
cual la segunda unidad nos cuesta 1 euro menos. Queremos elegir los productos a
comprar, y cuantos de cada tipo, mazrimizando la utilidad de los productos com-
prados. Disene un algoritmo basado en la técnica de programacién dindmica para
resolver el problema. Apliquelo, construyendo la tabla correspondiente, para el caso
en que hay n = 3 productos, con precios p = (3,4,6), utilidades u = (7,8,11) y el
presupuesto es K = 10.

Definicién de la solucion. Se plantea la soluciéon como una secuencia de deci-
siones x1,xs,...,x,, donde cada x; indica cuantas unidades se compran del
producto ¢—ésimo.

Sea U(i,7) La méaxima utilidad que se puede conseguir con j euros cuando se
consideran los productos del 1 al 4, la solucién viene dada por U(n, K).

Verificacién del principio de optimalidad. Sixi,zs,...,z, es 6ptima para U(n, K),
entonces hay que demostrar que x1, o, ..., x,_1 es Optima para:

» Uln—1,K) siz, =0.
» Uln—1,K —p(n)) si z, = 1.
» Uln—1,K —2p(n) +1) si z, =2.

10
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Se demuestra por reduccion al absurdo. Para el caso x,, = 0, si no fuese asi,
entonces existiria una solucion ¥y, ..., y,_1 de forma que:

n—1 n—1 n—1
Z?Jzu(z) > leu(z), con Zyip(i) <K
i=1 i=1 i=1

Pero entonces, haciendo y, = x,, = 0, tenemos que:

Yoy <K
=1

Luego w1, . .., yn es una solucién para U(n, K) y ademaés:
n n
i=1 i=1
Por lo que z1, ...z, no seria éptima, contradiccién. Los casos z,, € {1,2} se

demustran de forma andloga.

Definicién recursiva de la solucién 6ptima. Definimos:

0 sii=0Vji=0
C o) UG-13) si p(i) > j
U(,7) = micfU(i - 1,9).06 — 1.5 - p(i)) + ui)} si 2p(i) — 1> j

U
max{U (i —1,7), Ui — 1,57 — p(¢)) + u(2),U(i — 1,5 — 2p(¢) + 1) + 2u(i)} en otro caso

Por lo que una implementacion en pseudocddigo del algoritmo seria:

for i = 0 to n:

U(i,0) = 0;
for j = 1 to n:
U(0,j) = 0;

for i = 1 to n:
for j = 1 to K:
U(i,j) = U@E-1,3);
V(i,j) = 0; // 0 unidades
if(p(i) <= j)
if (U(i-1,j-p(1)) + u(i) > U(Li,]))
U(i,j) = UGE-1,j-p(2)) + u(i);
V(i,j) = 1; // 1 unidad
if(2p(d) + 1 <= j)
if (U(i-1,j-2p(1)+1) + 2*%u(i) > U(L,3))
U(i,3) = U@E-1,j-2%p(i)+1) + 2xu(i);
V(i,j) = 2; // 2 unidades

// La tabla V se utiliza para recuperar la solucion:
i=n
j=K
while(i >= 1)
solucion(i) = V(i,j);
if(V(i, ) == 2)
j =3 - 2*%p(i) + 1;
else
j=3 - V@E,j*pa);
i-—;

11
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Construimos las tablas U y V para el caso n = 3, K = 10, p = (3,4,6) y
u=(7,8,11):

Ul01 234 5 6 7 8 9 10
0/0 0000 0 0 0 0 0 0
10007 7 14 14 14 14 14 14
2/0 0 07 8 14 14 16 16 22 23
3]0 0 0 7 8 14 14 16 16 22 23
V]l 23456789 10
1/00 1122222 2
21000100221 2
3/0 00000000 O

12



