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1. Relaciones de Ejercicios

1.1. Combinatoria y Teoria de Grafos

Ejercicio 1.1.1. Diez personas estan sentadas alrededor de una mesa circular. Cada
persona estrecha la mano a todos los demds excepto a la persona sentada directa-
mente enfrente de la mesa. Dibuja un grafo que modele la situacion.

La situacién se puede modelar con el grafo de la Figura 1.1.
Su matriz de adyacencia es:

01111011171
1011110111
1101111011
1110111101
1111011110
01111011171
1011110111
1101111011
1110111101
1111011110

Ejercicio 1.1.2. Seis hermanos (Alonso, Bernardo, Carlos, Daniel, Enrique y Fer-
nando) tienen que emparejarse para compartir habitacion en el préximo curso esco-
lar. Cada uno de ellos ha elaborado una lista con los nombres de aquellos con los
que quiere emparejarse:

» [ista de Alonso: Daniel.

= Lista de Bernardo: Alonso, Enrique.

= Lista de Carlos: Daniel, Enrique.

» Lista de Daniel: Carlos.

= Lista de Enrique: Daniel, Bernardo, Fernando.

= Lista de Fernando: Alonso, Bernardo.

Dibuja el grafo dirigido que modela esta situacion.

La situacion se puede modelar con el grafo de la Figura 1.2, donde cada persona
viene representada con un vértice con su inicial.
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Figura 1.1: Situacién del Ejercicio 1.1.1.

Figura 1.2: Situacién del Ejercicio 1.1.2.
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) Grafo 1.3a. (b) Grafo 1.3b.

Figura 1.3: Grafos para el ejercicio 1.1.3.

Figura 1.4: Grafo Kj.

Ejercicio 1.1.3. Expresa en forma matricial los grafos de la Figura 1.3.

La matriz de adyacencia del grafo 1.3a es:

01100
1 0110
11001
01001
00110

La matriz de adyacencia del grafo 1.3b es:

01 0101
101000
010100
101010
000101
100010

Ejercicio 1.1.4. Sea GG un grafo completo con cuatro vértices. Construye todos sus
subgrafos salvo isomorfismo.

El grafo completo con cuatro vértices es Ky, representado en la Figura 1.4.
Para evitar pérdida de subgrafos, sabiendo que K, tiene 4 vértices, se pueden
construir los siguientes subgrafos:

= No consideramos los subgrafos con 0 vértices.

= Tan solo hay un subgrafo con un vértice.
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® O o o
(a) |[E]=0. (b) |E| = 1.

Figura 1.5: Subgrafos de K, con 2 vértices, |V| = 2.
o0 oo f. V
o o

(@) [E]=0.  O)|E=1  ()El=2  (@]E =3

Figura 1.6: Subgrafos de K, con 3 vértices, |V| = 3.

» Los subgrafos con dos vértices se encuentran en la Figura 1.5.
» Los subgrafos con tres vértices se encuentran en la Figura 1.6.

= Los subgrafos con cuatro vértices se encuentran en la Figura 1.7.

Ejercicio 1.1.5. ;Son isomorfos los grafos de la Figura 1.87 ;Y los de la Figura 1.97
.Y los de la Figura 1.107

Veamos que los grafos de la Figura 1.8 son isomorfos. Sea G(V, E) el grafo 1.8a
y G'(V', E') el grafo 1.8b. Las biyecciones hy : E— E'y hy : V — V' vienen dadas
por:

hv S VAR, v
A — A
B — B
C — D
D — C
EFE — F
hEZ EFE — F
e={u,v} — ¢ ={hy(u),hv(v)}
® O o o I—. o O
® O ® O o o O
(a) [E=0.  (b)|E|=1 () |Bl=2. (4 |E|=2
‘e s
(e) [E] =3 (f) [E] = 3. (g) |E| =4 (h) [E] =4
0 1El=4.  ()IE=5 (& E=6

Figura 1.7: Subgrafos de K4 con 4 vértices, |V| = 4.
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(a) Grafo 1.8a. (b) Grafo 1.8b.

Figura 1.8: Primer par de grafos para el ejercicio 1.1.5.

(a) (a)
7N AN

(a) Grafo 1.9a. Grafo 1.9b.

Figura 1.9: Segundo par de grafos para el ejercicio 1.1.5.

Respecto al par de grafos de la Figura 1.9, sabemos que no son isomorfos puesto
que no tienen la misma sucesién de grafos; pues notando por G(E, V) al grafo 1.9a
y G'(E', V') al grafo 1.9b, se tiene que:

Por tltimo, veamos que los grafos de la Figura 1.10 son isomorfos. Sea G(V, E) el
grafo 1.10a y G'(V’, E’) el grafo 1.10b. Las biyecciones hg : E — E' y hy : V — V’

(a) Grafo 1.10a. (b) Grafo 1.10b.

Figura 1.10: Tercer par de grafos para el ejercicio 1.1.5.
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vienen dadas por:

<

TEHOQWe
1111111
TEDQU R

&y

hEi EFE —
e={u,v} — €& ={hy(u),hy(v)}

Ejercicio 1.1.6. Demostrar que, en cualquier grafo, el nimero de vértices de grado
impar es par. (Asi, en un grupo de personas, el niimero total de personas que estre-
chan la mano de un nimero impar de otras personas es siempre par).

Sea el grafo G(V, E) con V el conjunto de vértices y E el conjunto de aristas.
Sea [ el conjunto de vértices de grado impar:

I ={v eV |deg(v) es impar}.

Usamos ahora el Lema de Apretén de Manos, descomponiendo V' en dos conjun-
tos disjuntos, I y su complemento I:

D deg(v) =Y deg(v) + Y deg(v) =2|E| = ) deg(v) =2|E| - _deg(v).

veV vel vl vel vl

Por tanto, como 2|F| es par, y la suma y resta de nimeros pares es par, tenemos
que:

Z deg(v) es par

Por la definicién de I, sabemos que dicha sumatoria es una suma de ntimeros
impares cuya suma es par. Por tanto, como la suma de dos ntimeros impares es par,
y la suma de un nimero par y un nimero impar es impar, tenemos que la cantidad
de elementos en I ha de ser par.

|I| es par

Ejercicio 1.1.7. Demostrar que si cada vértice de un grafo G es de grado 2, cada
componente conexa de G es un ciclo.

Fijada una componente conexa del grafo GG, seleccionamos un vértice suyo fijo,
sea este vg. Como degvy = 2, este tendra dos vértices adyacentes, por lo que selec-
cionamos uno de ellos; sea este v;. Como degv; = 2, entonces también tendra dos
vecinos, pero uno de ellos ya lo hemos visitado (vg), por lo que seleccionamos el otro
vecino; sea este vs.

Repitiendo dicho algoritmo seleccionando vértices que no hayamos seleccionado,
eventualmente llegaremos a vy (ya que en caso contrario V' no serfa finito). Por tanto,
habriamos construido un ciclo. Ademds, como la eleccién esta fijada y se trata de
una componente conexa, habremos recorrido todos los vértices de la componente
conexa luego, efectivamente, la componente conexa es un ciclo.
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Figura 1.11: Grafo para el ejercicio 1.1.8.

Ejercicio 1.1.8. Los siguientes hechos se conocen de las personas A, B, C, D, E,
F, G:

A habla inglés.

= B habla inglés y espatiol.

C habla inglés, italiano y ruso.

D habla japonés y espanol.

E habla aleméan e italiano.

F habla francés, japonés y ruso.

G habla francés y alemén.

Demostrar que cada par de personas entre estas siete puede comunicarse (con la
ayuda de intérpretes, si es necesario, tomados de los cinco restantes).

Construiremos un grafo, en el que dos personas estan conectadas por una arista
si hablan el mismo idioma. Dicho grafo es el de la Figura 1.11. Como se trata de
un grafo conexo, dada una persona p, podemos llegar a cualquier otra persona ¢
mediante un camino simple (que representan los intérpretes). Por tanto, cada par
de personas puede comunicarse.

Ejercicio 1.1.9. Demuestra que en todo grafo con mas de un vértice existen dos
vértices con el mismo grado.

Supongamos un grafo G(V, E) con |V| > 1. Como hay |V| vértices, el grado
méximo posible es |V| — 1 (que representaria que dicho vértice estd conectado con
todos los demds). Por tanto, los posibles grados son:

0,1,2,...,|V| - 1.

No obstante, veamos que no todos son posibles; ya que si hay un vértice de grado
0, entonces no puede haber vértices de grado |V|—1 (pues dichos vértices no podrian
estar conectados con el vértice de grado 0). Por tanto, hay |V| vértices y el nimero
de grados posibles es menor que |V|; por lo que, por el principio del palomar, hay
al menos dos vértices con el mismo grado.
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Ejercicio 1.1.10. Prueba que si un grafo G contiene solo dos vértices de grado
impar entonces ambos han de encontrarse en la misma componente conexa.

Por reduccién al absurdo, supongamos que los dos vértices de grado impar se
encuentran en componentes conexas distintas; y consideramos G'(V’, E’) la com-
ponente conexa que contiene a uno de ellos (sin pérdida de generalidad, sea vy) y
G"(V", E") la componente conexa que contiene al otro (sea ve). Como componentes
conexas que son, podemos considerarlos como subgrafos de G, por lo que G’ (se
podria trabajar andlogamente con G”) cumple el Lema del Apretén de Manos:

Z deg(v) = 2|F| = Z deg(v) | + deg(vy) = 2|F'|
veV’ viV’
v#U,

No obstante, la sumatoria sabemos que es una suma de grados pares (pues todos
los vértices de G’ son de grado par, salvo v1), por lo que es par; y la suma de un
nimero par y un numero impar es impar; por lo que no es posible que su suma valga
2|E’| (que es par). Por tanto, por reduccién al absurdo, los dos vértices de grado
impar han de encontrarse en la misma componente conexa.

Ejercicio 1.1.11. ;Existe algin grafo regular de grado 5 con 25 vértices?

No, por el Ejericio 1.1.6 (25 es impar).

Ejercicio 1.1.12. ;Existe un grafo completo con 595 lados?

En un grafo completo, sabemos que:

VIV - 1)

B = R

Suponiendo que fuese posible, como |E| = 595, tendriamos que:

1++/1+4-1190 1+69
2 )

295 =

—1
—W'(“;' ) VIP=V]-1190 = 0 = |V| =

Por tanto, si es posible, y este es el grafo Kss.

Ejercicio 1.1.13. ;Existe un grafo con 6 vértices cuyos grados sean 1, 2, 2, 3, 4 y
4 respectivamente?

Buscamos saber si dicha sucesiéon es gréafica. Para ello, aplicamos el Algoritmo
de Havel-Hakimi:

4 4
3

Eliminamos el 4 y restamos uno a los 4 términos siguientes
Eliminamos el 3 y restamos uno a los 3 términos siguientes
Reordenamos los términos

Eliminamos el 1 y restamos uno al término siguiente

— =N W
O~ O N
OO DO N
O O = =

12
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Figura 1.12: Grafo con sucesién de grados 0,0, 0.

oo o o

Figura 1.13: Grafo con sucesién de grados 1, 1,0, 0.

Llegados a este punto, como la sucesion 0,0,0 es grafica, entonces la sucesion
1,2,2,3,4,4 también lo es. Reconstruimos para ello el grafo; partiendo de la sucesién
0,0,0, cuyo grafo es el de la Figura 1.12.

La siguiente sucesiéon es 1,1,0,0, que resulté en la sucesion 0,0,0; por lo que
hemos de anadir un vértice de grado 1 que se conecte con uno de los vértices de
grado 0; obteniendo el grafo de la Figura 1.13.

La siguiente sucesion es 3,2, 1,1, 1, que resulté en la sucesion 1,0,0, 1; por lo que
hemos de anadir un vértice de grado 3 que se conecte con un vértice de grado 1 y
dos de grado 0; obteniendo el grafo de la Figura 1.14.

La siguiente sucesién es 4,4, 3,2,2,1, que resulto en la sucesién 3,2,1,1,1; por
lo que hemos de anadir un vértice de grado 4 que se conecte con un vértice de grado
3, uno de grado 2 y dos de grado 1; obteniendo el grafo de la Figura 1.15.

Ejercicio 1.1.14. En cada uno de los siguientes casos, dibuja un grafo de Euler que
verifique las condiciones, o prueba que tal grafo no existe:

1. Con un nimero par de vértices y un nimero par de lados.

Ademés de K, ,, con m,n pares; el grafo de la Figura 1.16 cumple con las
condiciones.

2. Con un nimero par de vértices y un nimero impar de lados.

El grafo de la Figura 1.17 cumple con las condiciones.

3. Con un ntmero impar de vértices y un numero par de lados.

Ademas de K5, el grafo de la Figura 1.18 cumple con las condiciones.

4. Con un numero impar de vértices y un niimero impar de lados.

Ademas de K3, el grafo de la Figura 1.19 cumple con las condiciones.

Ejercicio 1.1.15. Encuentra un circuito de Euler para los grafos de la Figura 1.20.
Para el grafo de la Figura 1.20a, un circuito de Euler es:

A-B—--D—--—-H—-D—-F—-+B—-C—wF—-H—-sI1—-F—>F>3]>J=2F->3C—=A
Para el grafo de la Figura 1.20b, un circuito de Euler es:

BA-C—-B—-F—-C—>D—-F—SF—>D—>2B

Figura 1.14: Grafo con sucesién de grados 3,2,1,1, 1.
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N

Figura 1.15: Grafo con sucesién de grados 4,4, 3,2, 2, 1.

L

Figura 1.16: Grafo para el Ejercicio 1.1.14.1.

o

Figura 1.17: Grafo para el Ejercicio 1.1.14.2.

VAVAN

Figura 1.18: Grafo para el Ejercicio 1.1.14.3.

Figura 1.19: Grafo para el Ejercicio 1.1.14.4.
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(a) Grafo 1.20a. (b) Grafo 1.20b.

Figura 1.20: Grafos para el ejercicio 1.1.15.

S

) Grafo 1.21a. ) Grafo 1.21b.

Figura 1.21: Grafos para el ejercicio 1.1.16.
Ejercicio 1.1.16. Encuentra un camino de Euler para los grafos de la Figura 1.21.
Para el grafo de la Figura 1.21a, un circuito de Euler es:
D—-C—-G—D—-F—-1-GF—-C—-A—-D—-EF—-+B—+D—+H—-E—-G—J—-H—->G
Para el grafo de la Figura 1.21b, un circuito de Euler es:
A-B—-C—-A—-F—-+D—+B—+F—->C—-E—-F—-G—-H—F

Ejercicio 1.1.17. Encontrar un circuito de Euler en el grafo de la Figura 1.22 y un
camino de Euler en el grafo de la Figura 1.23.
Para el grafo de la Figura 1.22, un circuito de Euler es:

A-d-B—-C—F—~F—>L—->K—>J=L—>s]I—-H—-B—>I]—-J—F—>D—->(C—=J—=B—=A
Para el grafo de la Figura 1.23, un camino de Euler es:

F—~~B—+F—F—-+A—-B—->C—-D—-G—~C—-H—->G—>F—=A

15
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Figura 1.23: Segundo grafo para el ejercicio 1.1.17.

Ejercicio 1.1.18. ;Para qué valores de n el grafo K,, es un circuito de Euler?

El grafo K, sabemos que es conexo y, al ser completo, todos los vértices tienen
grado n — 1. Ademads, para que un grafo conexo sea de Euler, todos sus vértices han
de tener grado par. Por tanto, n — 1 ha de ser par, es decir, n ha de ser impar. Por
tanto, el grafo K,, es un circuito de Euler si y solo si n es impar.

Ejercicio 1.1.19. Un viajante vive en la ciudad A y se supone que visita las ciudades
B, C y D antes de volver a A. Encontrar la ruta mas corta que consuma este viaje
si las distancias entre las cuatro ciudades son, en Km:

= 120 entre A y B.
= 70 entre B y C.

= 140 entre A y C.
= 180 entre A y D.
= 100 entre B y D.
= 110 entre C y D.

Representamos el problema mediante el grafo de la Figura 1.24, que es K, con
las distancias entre las ciudades. Se trata del problema del Viajante del comercio, un
problema NP-completo para el que no se conoce una solucién y que ya fue estudiado
en Algoritmica. Sin embargo, el trabajar solo con 4 nodos, podemos aplicar fuerza
bruta para estudiar todos los caminos, sin mucha dificultad. Observemos que elegir
un camino que salga de A, pase por todos los nodos y vuelva a A es equivalente

16
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Figura 1.24: Grafo para el ejercicio 1.1.19.

a elegir 3 nodos de un conjunto de 3 nodos, por lo que tenemos V3 = P3 = 3!
posibilidades:

I
QWO ®mTAQ
I
T QWS QU

A
OO0 Q QWX
|

Sin embargo, observemos que nos da igual el orden (si recorremos el camino uvw o
el wou, es el mismo coste) en el que los visitamos, por lo que nos quedamos con 3
posibilidades (al ser los caminos 1y 6, 2 y 4; y 3 y 5 iguales):

1.B—C~—D =120+ 70+ 110 + 180 = 480
2.B—-D—C =120+ 100+ 110 + 140 = 470
3.C — B —D =180+ 100 + 70 + 140 = 490

Concluimos que el camino éptimo es: A — B — D — (', con un coste de 470.

Ejercicio 1.1.20. El grafo linea L(G) de un un grafo G se define como sigue: Los
vértices de L(G) son los lados de G, V(L(G)) = E(G); y dos vértices en L(G)
son adyacentes si y solo si los lados correspondientes en G comparten un vértice.
Demostrar:

1. Si G es un grafo conexo regular de grado r, entonces L(G) es un grafo de Euler.

Por ser G un grafo conexo, tenemos que todos los vértices estan conectados;
y por tanto lo estan también los lados de G. Es decir, dados dos lados cuales-
quiera de G, siempre podemos encontrar una sucesion de vértices adyacentes
que los conecten; por lo que L(G) es conexo.

Veamos ahora que el grado de cada vértice de L(G) es par. Dado un vértice
e de L(G), este representa un lado de G que conecta dos vértices de G, sea
va(e) = {v1,v2}. Por cada lado de G incidente a vy 0 vy (excepto e), hay un
vértice adyacente a e en L(G); por lo que:

deg ) (e) = degg(v1) + degg(v) — 2

17
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A B

() (e

(o) (1)
B —(—W—O—0

Figura 1.25: Primer grafo para el ejercicio 1.1.21.

donde se resta 2 por el lado e que comparten v, y vs. Por ser G regular de
grado r, tenemos que:

degL(G)(e):r+r—2:2r—2:2(r—1)

Por tanto, como e es un vértice arbitrario de L(G), tenemos de hecho que L(G)
es regular de grado 2(r — 1), es decir, todos los vértices de L(G) tienen grado
par. Por tanto, L(G) es un grafo de Euler.

2. Si G es un grafo de Euler entonces L(G) es Hamiltoniano.

Supongamos que G es un grafo de Euler, por lo que podemos encontrar una
sucesiéon de lados eq, eq, ..., e, que recorren todos los lados de GG una vez sin
repetir ninguno. Por la definicién de L(G), cada vértice de L(G) representa un
lado de G; por lo que la sucesion de lados de GG se convierte en una sucesién
de vértices de L(G) que recorre todos los vértices de L(G) una vez sin repetir
ninguno. Ademas, esto es posible porque dos lados adyacentes en G comparten
un vértice, por lo que seran vértices adyacentes en L(G). Por tanto, L(G) es
Hamiltoniano.

Ejercicio 1.1.21. De entre los grafos de la Figura 1.25 y la Figura 1.26, ;cuéles
contienen un circuito de Hamilton?

18
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Figura 1.26: Segundo grafo para el ejercicio 1.1.21.

Figura 1.27: Grafo para el ejercicio 1.1.22.1.

Respecto al grafo de la Figura 1.25, se comprueba que no cumple ninguna de las
condiciones suficientes para ser Hamiltoniano; aunque si cumple todas las condicio-
nes necesarias. Por tanto, hemos de buscar el circuito de Hamilton a ciegas. Este
es:

A-K—-V-sP—+H—->FE—=>J-0-T-U—-Q—=L—+F—-G—->M-—
RS —>N—=>1—-H—->D->C—A

Respecto al grafo de la Figura 1.26, este no es Hamiltoniano.
Ejercicio 1.1.22.

1. Prueba, utilizando el algoritmo explicado en clase, que la sucesiéon 4 > 4 >
4>32>32>232>22>1 es grafica y, utilizando dicho algoritmo, encuentra un
grafo que tenga como sucesion de grados la correspondiente.

Aplicamos el Algoritmo de Havel-Hakimi, y posteriormente construimos el
grafo correspondiente, que se muestra en la Figura 1.27.

Eliminamos el 4 y restamos uno a los 4 términos siguientes
Reordenamos los términos
Eliminamos el 3 y restamos uno a los 3 términos siguientes
Reordenamos los términos
Eliminamos el 2 y restamos uno a los 2 términos siguientes
Reordenamos los términos
Eliminamos el 2 y restamos uno a los 2 términos siguientes

W W

N DN W W

N = NN W W
SO = =N~ DNDNDW
O~ NN DNDWW
=N NN

— = = = e e e
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2. El grafo con matriz de adyacencia M dada por:

01110110
10111110
11010100
111001T11

M=1o 1000111
11111010
11011101
00011010

es de Euler o en él hay un camino de Euler entre dos vértices. Razona cual es
la situacion y encuentra, en su caso, el circuito o el camino de Euler que existe.

Sabemos que el grado del vértice v; es la suma de los elementos de la fila ¢
de la matriz de adyacencia. Calculando los grados de los vértices, obtenemos
tenemos que todos son pares a excepcion de los vértices vy y vg, por lo que
hay un camino de Euler entre ellos. Este lo construimos con el algoritmo de
Fleury, obteniendo el camino:

V1 —> Vg —> U3 —> Vg —» Vg —> Uy —> Vg —> VU —» U —> U7y —» U1 —> Vg —
— V3 —> V1 —> Vg —> V7 — VU5 —> Vg —> Vg —> Vg —> Ug

Ejercicio 1.1.23.

1. En el grafo G cuya matriz de adyacencia es

01011100
10000001
00011110
10100101

M=11 0100000
10110001
00100001
01010110

determina el nimero de aristas y la sucesion de grados de los vértices y, caso
de que G sea de Euler, describe un circuito de Euler en él usando el algoritmo
apropiado.
Tenemos que:

degv; =4 deg vy = 2 degvs =4 degvy =4

degvs = 2 degvg =4 degv; = 2 degvg =4

Por tanto, usando el Lema del Apretén de Manos, tenemos que:

D degv=4+2+4+4+2+4+2+4=26=2FE|=|E|=13

veV
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La sucesion de grados por tanto es:

0,0,3,0,5

Realizando un recorrido del grafo, vemos que el grafo es conexo; y como todos
sus vértices tienen grado par, es de Euler. Por tanto, aplicamos el algoritmo
de Fleury para encontrar un circuito de FEuler, obteniendo el circuito:

V1 —> Vg — Vg —> Vg —> Vp —> Vg —> V3 —> Vg —> Vg —> Vg — U7 —> V3 — VU5 — VU1

2. Calcula el numero de vértices de un grafo plano, conexo y regular de grado 5
con 20 caras.

Por ser plano y conexo, tenemos que:

V| +20=|E|+2

Por el Lema del Apreton de Manos, tenemos que:

> degv =2|E| = 5|V| = 2| E]

veV

Resolvemos por tanto el siguiente sistema:

V]| +20 = |E| +2
S|V =2|E| = |E| = %/2- V|

Por tanto, tenemos que:
V| +20 =52 V| +2 = V] = 182/ = 12

Ejercicio 1.1.24.

1. La siguiente matriz es la matriz de incidencia o adyacencia de un grafo. Razona
qué caso es y dibuja el correspondiente grafo.

10100000
11000000
01011000
M=10 0110000
000O0111O0
000O0O0OT1TTQO071
000O0O0O0T1T71

. Es el grafo anterior de Euler o Hamilton? Razona la respuesta y da un circuito
de Euler o Hamilton en caso de que los haya.

Como no se trata de una matriz cuadrada, no puede ser de adyacencia, por lo
que se trata de una matriz de incidencia. El grafo correspondiente es el de la
Figura 1.28.
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Figura 1.28: Grafo para el ejercicio 1.1.24.1.

Los grados de los vértices son la suma de las filas de la matriz de incidencia,

obteniendo:
degvy, =2 degvy, = 2 degvs = 3 degvy = 2
degvs = 3 degvg = 2 degv; = 2

Por tanto, no se trata de un grafo de Euler (pues hay vértices de grado impar),
pero si tiene un camino de Euler entre los vértices vs y vs, que es:

€4 es el ea es e6 es er
V3 = Vg4 — V1 = Vg — VU3 — VU5 — Vg — U7 — U5
Ademas, no es un grafo de Hamilton, pues contiene una arista puente. Esto

implica que no se podra construir un circuito (aunque no sabemos nada sobre
camino) de Hamilton en él.

2. Aplica el algoritmo para comprobar si la siguiente sucesién
6>24>24>23232>232>2323

es, 0 No es, una sucesion grafica y, en caso de serlo, también aplica el algoritmo
para encontrar un grafo que la tenga como sucesién de grados.

No se trata de una sucesién grafica, pues la suma de los grados es impar, lo
que contradice el Lema del Apretéon de Manos:

D degv=06+4+4+3+3+3+3+3=29

veV

Ejercicio 1.1.25. Razona cual es la respuesta correcta en cada una de las siguientes
cuestiones (todos los grafos a los que se hace referencia son simples, no tienen lazos
ni lados paralelos):

1. El grafo completo K,,:

a) Es siempre de Euler.
b) Es siempre de Hamilton.

¢) Dependiendo de n puede ser, o no, de Hamilton o de Euler.
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Sabemos que K, es conexo y que todos sus vértices tienen grado n — 1. Por
tanto, en primer lugar vemos que:

K, es de Euler <= n es impar

Por otro lado, sabemos que, para cada par de vértices no adyacentes, se verifica
que:
degv, +degv;=n—14+n—-1=2n—-22>2n <= n > 2

Por tanto, sabemos que K, con n > 2 es de Hamilton. Aunque K; si es de
Hamilton, K5 no lo es. Por tanto, tenemos que:

K, es de Hamilton Vn € N\ {2}

Por tanto, la respuesta correcta es la c).
2. He encontrado un grafo plano y conexo con 200 vértices y:

a) Un nimero par de caras y un nimero impar de lados.
b) Un nimero par de lados y un nimero impar de caras.

¢) Un nimero par de lados y caras.
Por ser plano y conexo, sabemos que:
200+ |C| = |E|+2

Por tanto, o bien |E| y |C| son ambos pares, o ambos impares. Por tanto, la
respuesta correcta es la c).

3. Tengo un grafo con un solo vértice de grado impar v:
a) Puedo encontrar un camino que empiece en ese vértice v, recorra todos

los lados del grafo solo una vez y vuelva a él.

b) Si anado un lado que conecte ese vértice con otro cualquiera del grafo,
pongamos w, puedo encontrar un camino que empiece en v, recorra todos
los lados del grafo (incluido el que he anadido) solo una vez y termine en
w.

¢) Es imposible tener un grafo como ese.

Por el Ejercicio 1.1.6, sabemos que el nimero de vértices de grado impar en
un grafo es par. Por tanto, la respuesta correcta es la c).

4. En un grafo plano con cinco componentes conexas y 24 lados:

a) El nimero de vértices y el nimero de caras son opuestos médulo 30.
b) El nimero de vértices y el nimero de caras son congruentes médulo 30.

¢) Ninguna de las anteriores es cierta.
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Por ser plano, tenemos que:

VI+|Cl=24+1+5=30

Por tanto, la respuesta correcta es la a).
5. Dado un grafo regular de grado 1, entonces:

a) El grafo no puede ser conexo.
b) El grafo tiene tantas componentes conexas como vértices.

c¢) El grafo tiene tantas componentes conexas como lados.
La respuesta correcta es la c).
6. Un grafo regular conexo de grado 11 con veinte vértices:

a) Es siempre de Euler.
b) Es siempre de Hamilton.

¢) Ninguna de las dos respuestas anteriores es cierta.

Como es regular de grafo 11 (impar), sabemos que no es de Euler. Por otro
lado, sabemos que, para cada par de vértices no adyacentes, se verifica que:

degv; +degv; = 11+ 11 =22 > 20

Por tanto, sabemos que es de Hamilton. Por tanto, la respuesta correcta es la
b).

7. Elija la respuesta correcta:

a) Sélo hay dos grafos con cuatro vértices y cuatro lados no isomorfos.
b) Todos los grafos con cuatro vértices y cuatro lados son isomorfos.

¢) Sélo hay tres grafos con cuatro vértices y cuatro lados no isomorfos.
En el Ejercicio 1.1.4 vimos que la respuesta correcta es la a).

8. Un grafo cuya matriz de adyacencia es

0110000
1010000
1100000
000O0O0T11
000O0O0T11
0001100
0001100

a) Es de Euler.
b) No es de Euler pero hay un camino de Euler entre dos vértices.

¢) No es de Euler pero sus componentes conexas si lo son.
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10.

No es de Euler, pues no es conexo. Sus componentes conexas, formadas por
los vértices {vy,ve,v3} v {v4,v5,v6,v7} respectivamente, si son de Euler por
ser conexas y tener todos los grados pares. Por tanto, la respuesta correcta es
la c).

. Un grafo cuya matriz de incidencia es

(=il
OO = O
OO == O
O = = OO
_ o = O O

a) Es de Hamilton.
b) No es de Hamilton pero sus componente conexas si lo son.

¢) No es de Hamilton y tampoco lo son sus componentes conexas.

Este grafo es conexo (el vértice vz estd conectado con todos los demads).
Ademas, como degvs = 1, sabemos que no es de Hamilton. Por tanto, la
respuesta correcta es la c).

La siguiente matriz

01 00O
1 0100
A=|11 01 1
00101
00110

a) Puede ser la matriz de adyacencia de un grafo pero no la de incidencia.
b) Puede ser la matriz de incidencia de un grafo pero no la de adyacencia.

¢) No puede ser la matriz de adyacencia ni la de incidencia de un grafo.

Como a3 = 0 # 1 = ag, la matriz no es simétrica y por tanto no puede ser la
matriz de adyacencia de un grafo. Por otro lado, como la suma de la tercera
columna es 3, si se tratase de la matriz de incidencia, tendriamos una arista
que conecta tres vértices, lo que no es posible en un grafo simple. Por tanto,
la respuesta correcta es la c).

Ejercicio 1.1.26.

1.

Prueba, utilizando el algoritmo explicado en clase, que la sucesién dada por
3232222222222 es grafica y, utilizando dicho algoritmo, encuentra
un grafo en que los grados de sus vértices sean los términos de esa sucesion.
Prueba que el grafo es plano y que satisface el teorema de la caracteristica de
Euler.

Aplicamos el Algoritmo de Havel-Hakimi, y posteriormente construimos el
grafo correspondiente, que se muestra en la Figura 1.29.
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D,

Figura 1.29: Grafo para el ejercicio 1.1.26.1.

Figura 1.30: Grafo (G; para el ejercicio 1.1.26.2.

3 3 2 2 2 2 2| Eliminamos el 3 y restamos uno a los 3 términos siguientes
2 1 1 2 2 2| Reordenamos los términos
2 2 2 2 1 1| Eliminamos el 2 y restamos uno a los 2 términos siguientes
1 1 2 1 1| Reordenamos los términos
2 1 1 1 1| Eliminamos el 2 y restamos uno a los 2 términos siguientes
0 0 1 1

2. Considera los grafos G; dado por el diagrama de la Figura 1.30 y G con matriz
de incidencia

11000001
10111000
000101171
01100100
00001O0T1O0

Estudia si son o no isomorfos, si son o no planos, si son o no de Euler o si
hay un camino de Euler (en caso afirmativo aplica el algoritmo para calcular
un circuito o un camino de Euler) y si son o no de Hamilton (encontrando el
camino en caso afirmativo).

Estudiamos cada aspecto:

= No son isomorfos, puesto que G1 no tiene vértices de grado 2 y G si (vs).

= En ambos casos, tanto para (G; como para G5, tenemos que:
V=5 [E[=38

Ademas, tenemos que:
e Para K;: |V| =05, |E| = 10.
e Para K33: |V| =6, |E|=09.

26



Algebra II - Relaciones 1.1. Combinatoria y Teoria de Grafos

Figura 1.31: Representacién plana de G (Figura 1.30).

Como |E| =8 < 9,10, y toda contraccién de un grafo reduce el nimero
de aristas, sabemos que ningtin subgrafo de ninguno de los dos podra
contraerse a K5 o a K33. Por tanto, por el Teorema de Kuratowski,
sabemos que ambos son planos. De hecho, en la Figura 1.31 se muestra
la representacién plana de G (Figura 1.30).

= Ninguno de ellos es de Euler, puesto que tienen vértices de grado impar.

» (¢1 no tiene ningin camino de Euler, puesto que hay mas de dos vértices
de grado impar. G1, no obstante, si tiene un camino de Euler de vy a vy:

el es3 es es eq es er €6
V1 = U = Vg4 —> VU] —> VU3 —> Vg — U5 — Uz — U4

» Respecto al circuito de Hamilton, estudiamos en primer lugar G;. Sus
grados son:

degvy, =3 degvo =3 degvs=3 degvy=4 degvs; =3
Por tanto, dados dos vértices cualesquiera no adyacentes, se verifica que:
degv; +degv; > 6 > 5 = G es de Hamilton
Un posible recorrido de Hamilton para G es:
1=-3=22=5—=4—=1
Por otro lado, estudiamos G,. Sus grados son:
degv; =3 deguvy =4 degvg=4 degvys=3 degus; =2
Por tanto, dados dos vértices cualesquiera no adyacentes, se verifica que:
degv; +degv; > 5 > 5 = (5 es de Hamilton
Un posible recorrido de Hamilton para G4 es:

el es e7 €6 €2
V1 = Uy == Uy = VU3 — U4 —> U1
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®
(a) Grafo G. (b) Grafo G'.

Figura 1.32: Grafos para el ejercicio 1.1.27.2.

Ejercicio 1.1.27.
1. Si G es un grafo completo con 6 vértices entonces:

a) G es regular de grado 5.
b) G tiene 20 aristas.
¢) G es de Euler y de Hamilton.
Sabemos que Kjg es regular de grado 5 y:
6-5
|E| = — =15

Ademas, aunque si es de Hamilton, no es de Euler, por lo que la respuesta
correcta es la a).

2. Sea G’ un subgrafo completo (pleno) de un grafo G. Entonces:

a) Si G es de Euler también G’ es de Euler.
b) Si G es de Hamilton también G’ es de Hamilton.

¢) Ninguna de las anteriores.

Consideramos el contraejemplo de la Figura 1.32. El grafo G de la Figura 1.32a
es de Euler y de Hamilton, pero su subgrafo completo G’ de la Figura 1.32b
no es ni de Euler ni de Hamilton. Por tanto, la respuesta correcta es la c).

3. Seleccione la respuesta correcta:

a) Sélo hay dos grafos con cuatro vértices y 5 lados no isomorfos.
b) Todos los grafos con cuatro vértices y 5 lados son isomorfos.

¢) Todos los grafos con cuatro vértices y cinco lados son de Euler.
En el Ejercicio 1.1.4 vimos que la respuesta correcta es la b).
4. Sea G un grafo plano conexo regular de grado 6 con 15 caras. Entonces:

a) G tiene 13 vértices.
b) El nimero de vértices es el triple del de aristas.

¢) No existe un tal grafo.
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Por ser plano y conexo, sabemos que:

V]| +15=|E| +2

Por ser regular de grado 6, sabemos que:

2|E| = 6|V] = |E| = 3|V|

Por tanto, sustituyendo en la primera ecuacion, obtenemos:

13
VI+15=3V|+2—= V| =

Por tanto, la respuesta correcta es la c).

5. Salvo isomorfismos, grafos con 50 vértices y 1225 aristas:

a) Solo hay 1.
b) Hay 2.
¢) No existen grafos en esas condiciones.
Tan solo hay uno, y se trata de K5, por lo que la respuesta correcta es la a).
Ejercicio 1.1.28.

1. Considera la sucesion 4,4,4, 4, 4.

a) Utiliza el algoritmo dado en clase para probar que la sucesién es una
sucesion grafica y para dibujar un grafo G que la tenga como sucesion
grafica.

Aplicamos el Algoritmo de Havel-Hakimi, y posteriormente construimos
el grafo correspondiente, que se muestra en la Figura 1.33 y se observa

que G = K.
4 4 4 4 4| Eliminamos el 4 y restamos uno a los 4 términos siguientes
3 3 3 3| Eliminamos el 3 y restamos uno a los 3 términos siguientes
2 2 2 | Eliminamos el 2 y restamos uno a los 2 términos siguientes
1 1 | Eliminamos el 1 y restamos uno al término siguiente
0

b) Calcula las matrices incidencia y adyacencia del grafo G' obtenido en el
apartado anterior.

La matriz de adyacencia es:

01111
10111
A=111 0 1 1
11101
11110
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@’A@

Figura 1.33: Grafo GG del ejercicio 1.1.28.1.

La matriz de incidencia es:

111100000 O0
1000111000
B=|0100100110
001 0O01O01QO01
0001001O0T1]1

c) (Es G de Euler o tiene un camino de Euler? En caso afirmativo, utiliza
el algoritmo dado en clase para calcular el circuito o el camino de Euler.

Si es de Euler, puesto que todos los vértices son de grado par. Un posible
circuito de Euler es:

V1 —> V3 —> Vs —> Vg —> Vg —> V1 —> Vg —> VU3 — Vg — Vs — U1

d) ;Es G de Hamilton? En caso afirmativo calcula el circuito de Hamilton.
Si, puesto que para cada par de vértices no adyacentes, se verifica que:

degv; +degv; =44+4=82>5
Un posible circuito de Hamilton es:
V1 — Uy —» V3 —> Uy — U5 — U1

e) ;Es G plano? En caso afirmativo comprueba la férmula de la caracteristica
de Euler.
No, ya se ha demostrado que G = Kj; no es plano; ya que |V| = 5,
|E| = 10 pero:
|E| £ 3[V]—-6

2. Demuestra que si G es un grafo de Euler con n vértices que solo tiene 2 vértices
de grado 2 entonces |E| > 2n — 2.

Sean vy, vy € V los vértices de grado 2. Por ser de Euler, tenemos que degv es
par para todo v € V. Por tanto, como v; y v5 son los tnicos vértices de grado
2, tenemos que:

degv >4 Vv e V \ {vy, 02}

30



Algebra II - Relaciones 1.1. Combinatoria y Teoria de Grafos

Sl
8

Figura 1.34: Grafo para el ejercicio 1.1.29.

Por tanto, tenemos que:

1 1
]E|:§Zdegv:§ 2+2+ Z degv

veV veV\{v1,v2}

> (24244(n—2)) =2n—2

N —

Ejercicio 1.1.29.
1. Considera el subconjunto X = {(12), (13),(23)} C S5 y el siguiente grafo G:

Los vértices de GG son los elementos de S3 y hay un lado entre dos vértices x
eysizy!eX.
a) Dibuja el grafo.
Calculemos en primer lugar los lados. Dados x,y € Ss3, tenemos que:

e(ry™) = e(@)e(y™") = e(w)e(y)
Veamos ahora que hay un lado entre dos vértices x,y € S3 si y solo si
e(x) #e(y).

=) Supongamos que hay un lado entre x,y € S3; por lo que zy~! € X.
Por tanto:

e(ey™!) =e(@)e(y) € e(X) = {~1} = e(x) # (y)

<) Supongamos que £(x) # e(y). Por tanto, e(xy~!) = e(x)e(y) = —1.
Como las tnicas permutaciones de S3 impares son las transposiciones,
tenemos que zy ' € X.

Por tanto, el grafo es el de la Figura 1.34. Tenemos efectivamente que se
trata de K33, siendo las dos particiones de S3 los conjuntos de permuta-
ciones con signatura par e impar, respectivamente.

b) Calcula sus matrices de incidencia y adyacencia.

Numeramos los vértices de G como sigue:
{(12), (13),(23), (id), (123), (132)}
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La matriz de adyacencia es:

000111

000111

000111

A= 111000

1 11000

111000

La matriz de incidencia es:

111000000
000111000
B_ 000O0OO0ODO0OT1T1:1
1100100100
01 0010O0T1TQO0
001 0O01O0O01

¢) (Es de Euler o tiene un camino de Euler? En caso afirmativo aplica el
algoritmo dado en clase para calcular un ciclo o un camino de Euler.

No es de Euler ni hay un camino de Euler, puesto que hay mas de dos
vértices de grado impar.

d) Es de Hamilton? En caso afirmativo calcula el ciclo de Hamilton.

Si es de Hamilton, puesto que para cada par de vértices no adyacentes,
se verifica que:

degv; +degv; =3+3=6>6=|V]|
Un posible ciclo de Hamilton es:
(1d) — (12) — (123) — (23) — (132) — (13) — (id)
e) (Es plano? En caso afirmativo comprueba la férmula de Euler.

No es plano, puesto que es el mismo Kj 3.

2. Si G es un grafo con n vértices y m lados. Prueba que m < @ y que se da
la igualdad si y solo si G = K, es el grafo completo.
Por el Lema del Apretéon de Manos, sabemos que:
> degw
Zdegv =2|E| = m=|E| = %
veV
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Figura 1.35: Octaedro para el ejercicio 1.1.30.

Por otro lado, sabemos que el grado maximo de un vértice en un grafo con n
vértices es n — 1 (ya que en caso contrario seria necesario que hubiese lados
paralelos o lazos, algo que no consideramos). Por tanto, tenemos que:

n

_omTY B e
= 2 2 2

Ademas, se da la igualdad si y solo si G es el grafo regular de n vértices y
grado n — 1, es decir, K.

Ejercicio 1.1.30. Demuestra, utilizando el algoritmo explicado en clase, que la
sucesion grafica asociada a un octaedro (poliedro regular con 6 vértices, 8 caras y
12 aristas) es gréfica y, utilizando dicho algoritmo, encuentra un grafo G en que los
grados de sus vértices sean los términos de esa sucesion. Encuentra las matrices de
adyacencia e incidencia de G.

Comprueba que el grafo G es plano y estudia si es de Euler y, en caso afirmativo,
determina por algin algoritmo explicado en clase un circuito de Euler para G. jEs
G un grafo de Hamilton? Razona la respuesta.

En primer lugar, dibujamos el octaedro, que se muestra en la Figura 1.35, para
poder asi obtener la sucesién grafica asociada, que es:

4,4,4,4,4,4
Aplicamos el Algoritmo de Havel-Hakimi, y obtenemos el grafo de la Figura 1.36.

Eliminamos el 4 y restamos uno a los 4 términos siguientes
Reordenamos los términos
Eliminamos el 4 y restamos uno a los 4 términos siguientes
Eliminamos el 2 y restamos uno a los 2 términos siguientes
Reordenamos los términos
Eliminamos el 2 y restamos uno a los 2 términos siguientes

B~ o
DN W W
DN = DN W W
O = = N W W
O~ NN Wk
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Figura 1.36: Grafo para el ejercicio 1.1.30.

La matriz de adyacencia es:

01 1011

1 00111

1 00111

A_Oll()ll

1 11100

111100

La matriz de incidencia es:

111 1000O0O0O0O0O0
100011 100O0O0O0
B_010000011100
1 0OO0OO0OO0O1TO0O0OT1O0O0T1:1
001 0O01O0O01O0T10
0001 O0O0O1O0O0T1OQO0T1

El grafo es plano, puesto que se da una representacion en la que no se cruzan
aristas. Ademads, es de Euler, puesto que todos los vértices son de grado par. Un
posible circuito de Euler es:

V1 —> V3 —> Vg —> Vg —> V3 —> Vs —> Ug —> Vg —> U5 —> VU1 —> Ug — Vg — U1

Ademas, el grafo también es de Hamilton, puesto que para cada par de vértices
no adyacentes, se verifica que:

degv; +degv; =4+4=8>6=|V|
De hecho, un posible circuito de Hamilton es:
V1 — VUs — Vg —> Vg — V3 — Vg — U1

Ejercicio 1.1.31. Razona cudl es la respuesta correcta en cada una de las siguientes
cuestiones (todos los grafos a los que se hace referencia son simples, no tienen lazos
ni lados paralelos):

34



Algebra II - Relaciones 1.1. Combinatoria y Teoria de Grafos

Figura 1.37: Grafo plano para el ejercicio 1.1.31.2.

1. La sucesion 70,69,68,...,3,2,1.

a) Es una sucesién grafica y su grafo asociado es el completo Kzg.
b) Es una sucesién grifica pero su grafo asociado no es Kr.

¢) No es una sucesién grafica.
Supongamos que es grafica. Entonces, tenemos que:

70
70 - 71
D degu =) i= —5— =35 71 impar

veV i=1

Por tanto, no puede ser gréfica, ya que la suma de los grados de los vértices
debe ser par. Por tanto, la respuesta correcta es la c).

2. Tengo un grafo conexo con 6 vértices y 9 lados:

a) Puedo asegurar que es plano.
b) Puedo asegurar que no es plano.
¢) Puede ser plano o no serlo.
Tenemos que |E| =9 < 12 = 3|V| — 6, por lo que puede ser plano. De hecho,

el grafo de la Figura 1.37 es plano y K33 no lo es, mientras que ambos son
conexos con 6 vértices y 9 lados. Por tanto, la respuesta correcta es la c).

3. La sucesion 4,4, 4, 4:

a) No es una sucesion grafica pero si le anadimos al final un 2 si lo es.
b) No es una sucesién grafica pero si le aniadimos al final un 3 si lo es.

¢) No es una sucesién grafica pero si le anadimos al final un 4 si lo es.

No es grafica, puesto que si hay 4 vértices el mayor grado posible es 3. No
obstante, si le anadimos un 4 al final, si es grafica, ya que es la sucesién
correspondiente a K. Por tanto, la respuesta correcta es la c).

4. Puedo encontrar un grafo plano conexo con:
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Figura 1.38: Grafo GG del ejercicio 1.1.31.5.

a) Un nimero impar de vértices, un nimero impar de lados y un nimero
impar de caras.

b) Un numero par de vértices, un nimero par de lados y un nimero impar
de caras.

¢) Un numero impar de vértices, un nimero par de lados y un nimero impar

de caras.

Sabemos que:
VI+[F]=2+]E]

Por tanto, de entre las tres opciones, la tinica que puede cumplir la féormula
de Euler es la c).

5. La sucesién 4,2, 2,2, 2:

a) Es la sucesién de grados de un grafo de Euler y de Hamilton.
b) Es la sucesién de grados de un grafo de Hamilton y no de Euler.
¢) Es la sucesion de grados de un grafo de Euler y no de Hamilton.
El grafo de la Figura 1.38 tiene la sucesién de grados dada. Este es de Euler,

con el circuito:
V1 —> V3 — Vg — VU1 — Vg — U5 — U1

No obstante, no es de Hamilton. Por tanto, la respuesta correcta es la c).
6. Un grafo regular de grado 7:

a) Tiene que tener al menos 8 vértices y un nimero impar de lados.

b) Tiene que tener al menos 8 vértices pero puede tener un nimero impar
o par de lados.

¢) Lo tnico que puedo afirmar sobre él es que tiene un nimero par de vérti-
ces.

Efectivamente, tiene que tener al menos 8 vértices. Respecto del niimero de
lados, por el Lema del Apretén de Manos tenemos que:

21E| =17V
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Por tanto, podemos afirmar que ha de tener un ntmero par de vértices. El
grafo Ky es regular de grado 7 y tiene 28 lados. El grafo regular de grado 7
con 10 vértices tiene 35 aristas, por lo que la respuesta correcta es la b).

Ejercicio 1.1.32. Considera el grupo simétrico Sy y el subgrupo suyo H = ((1 2 3)).

1. Construye el conjunto cociente Sy/ ;~ de clases laterales por la izquierda z H.
Por el Teorema de Lagrange, sabemos que:

S 4

=8

Por tanto, hemos de encontrar 8 clases laterales por la izquierda distintas:

1H ={1,(123),(132)}=(123)H =(132)H

(12)H ={(12),(23),(13)} =(23)H = (13)H

(14)H={(14),(1234),(1324)}=(1234)H=(1324)H
(24)H=1{(24),(1423),(1342)}=(1423)H=(1342)H
(34)H =1{(34),(1243),(1432)}=(1243)H=(1432)H
(124)H = {(124),(14)(23),(134)} = (14)(23)H = (134)H
(142)H ={(142),(234),(13)(24)} = (234)H = (13)(24)H
(143)H = {(143),(12)(34),(243)} = (12)B4)H = (24 3)H

Por tanto, el conjunto cociente es:

Si/ y~={1H,(1 2)H, (1 4)H, (2 9)H, (3 4)H, (12 49)H, (1 4 2)H, (1 4 3)H}

2. Para cada clase  H denotamos m(zH) al méximo comin divisor de los érdenes
de los elementos en zH. Considera el grafo GG con vértices las clases zH y en
el que hay un lado entre xH e yH si m(xH) divide a m(yH) o m(yH) divide
a m(xH). Identifica el grafo G dando la sucesién de grados de sus vértices y
su matriz de adyacencia. jEs G de Euler, de Hamilton o plano?

Calculamos m(xH) para cada clase:
m(1H)=m((124)H)=m((142)H)=m((143)H) =1
m((12)H) =m((14)H)=m((24)H)=m((34)H) =2
Por tanto el grafo resultante es el grafo completo de 8 vértices; es decir, Ky.

La sucesion de grados de sus vértices es:

{DO(K8)>D1(K8)a R D?(KS)} = {O’ ce 7078}

Su matriz de adyacencia es:

— = = e = = = O
— = = = == O
— = = == O
—_ = = = O =
— = = O~ = =
—_ —_ O = = = =
—_ O ) = = = =
[ e T Tl T

w
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Figura 1.39: Grafo G del ejercicio 1.1.33.

No es de Euler, puesto que tiene vértices de grado impar. Tampoco es plano,
puesto que puede contraerse a K5. No obstante, si es de Hamilton, puesto que
para cada par de vértices no adyacentes, se verifica que:

degv; +degv; =8+8=16> 8 =|V|

De hecho, un posible ciclo de Hamilton es:

1H— (12)H — (14)H - (24)H — (34)H — (124)H — (142)H — (143)H — 1H

3. Considera el subgrafo G’ obtenido a partir de GG eliminando la clase 1H, jes G’
de Euler? En caso afirmativo aplica el algoritmo dado en clase para calcular
un circuito de Euler.

Tras eliminar la clase 1H, obtenemos el grafo completo K7, que es de Euler
puesto que todos sus vértices tienen grado 6 (par).

abs __

Ejercicio 1.1.33. Se considera el grupo Q5> = (z,y | z* = 1,22 = y*, yzr = 27 'y)
y el grafo G cuyos vértices son los elementos de Q3™ y en el que, para cualquier
a € @3>, hay un lado entre a y ax y también un lado entre a y ay.

1. Comprueba que G es un grafo regular dando la sucesién de grados de sus
vértices y calcula su matriz de adyacencia.

Calculamos los elementos de Q5":

QQ = {17 x, :L‘27 .ZU3, Yy, 1y, [E2y, :L‘Sy}

El grafo es el de la Figura 1.39.
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La matriz de adyacencia es:

01 011010
10100101
01011010
A 10100101
10100101
01 011010
10100101
01011010
Por tanto, su sucesién de grados es:
0,0,0,0,8,0,0,0

Se trata por tanto de un grafo regular de grado 4 y 8 vértices. En particular,
vemos que se trata de K44, con la descomposicion:

2. Razona si G es un grafo de Hamilton o plano.
Para cada par de vértices no adyacentes, se verifica que:
degv; +degv; =4+4=8>8=|V|
Por tanto, G' es de Hamilton, con un posible circuito:

loor—2>—=2° sy s’y oy —y—1

No obstante, no es plano, ya que K44 puede contraerse a K3 3.
3. Razona si G es un grafo de Euler y, en caso afirmativo, aplica el algoritmo
dado en clase para calcular un circuito de Euler.

Si es de Euler, puesto que todos los vértices son de grado par. Un posible
circuito de Euler es:

lses—=? o2 w2y sy —say—sy—1—-2° sy -2 —
=y sy =2 =ty —1

Ejercicio 1.1.34. Se considera el grupo Dy = (r;s |7t = 1,82 = 1,sr = r7ls) y el
grafo G cuyos vértices son los elementos de Dy y en el que, para cualquier a € Dy,
hay un lado entre a y ar y también un lado entre a y as.

1. Comprueba que G es un grafo regular dando la sucesion de grados de sus
vértices y calcula su matriz de adyacencia.

Calculamos los elementos de Dy:

2

Dy = {1,r,7% 1% 5,15, 1r%s,1%s}
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Figura 1.40: Grafo G del ejercicio 1.1.34.

El grafo es el de la Figura 1.40.

Su matriz de adyacencia es:

01011000
10100100
01 010010
A 10100001
10000101
01001010
00100101
00011010
Por tanto, su sucesién de grados es:
0,0,0,8,0,0,0,0

Se trata por tanto de un grafo regular de grado 3 y 8 vértices.

2. Razona si G es un grafo de Hamilton o plano.

Si es de Hamilton, con un posible circuito:

lor—=rosrorsosrlsosrs—os—1

Ademas, en la Figura 1.40 se puede ver que G es plano.

3. Razona si G es un grafo de Euler y, en caso afirmativo, aplica el algoritmo
dado en clase para calcular un circuito de Euler.
No es de Euler, puesto que hay mas de dos vértices de grado impar.
Ejercicio 1.1.35. Se considera el grupo Ds = (r,s |75 = 1,8 = 1,sr = r7!s) y el

grafo G' cuyos vértices son los elementos de D5 y en el que, para cualquier a € Ds,
hay un lado entre a y ar y también un lado entre a y as.

1. Calcula la sucesién de grados de G y razona si G es un grafo de Euler, de
Hamilton o plano.
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Figura 1.41: Grafo G del ejercicio 1.1.35.

Calculamos los elementos de Ds:

o 2 3 4 2 3. 4
Ds ={1,r,r*,r°,r* s, rs,1°s,1°s,r"s}

El grafo es el de la Figura 1.41.

Tenemos que la sucesion de grados es:

0,0,0,10,0,0,0,0,0,0,0

Por tanto, se trata de un grafo regular de grado 3 y 10 vértices. Como hay
més de dos vértices de grado impar, no es de Euler ni hay un camino de
Euler. Ademas, en la Figura 1.41 se puede ver que G es plano. También es de
Hamilton, con un posible circuito:

rs —r’s = ris —srts wrt P st s 5125 s
2. Considera un nuevo grafo G’ obtenido anadiendo a G un nuevo vértice adya-

cente a todos los de G. Razona si G’ es un grafo de Euler y, en caso afirmativo,
aplica algin algoritmo dado en clase para calcular un circuito de Euler.

El grafo G’ si seréa de Euler, puesto que todos los vértices anteriores tendran
grado 4 y el nuevo vértice tendra grado 10. Por tanto, serd de Euler.

Ejercicio 1.1.36. Razona cudl es la respuesta correcta en cada una de las siguientes
cuestiones. Todos los grafos a los que se hace referencia son simples (es decir, no
tienen lazos ni lados paralelos).

1. La matriz

— == = O
=== O
O R O
—_ O = =
O R O

es la de adyacencia de un grafo que:
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@;@

Figura 1.42: Grafo del ejercicio 1.1.36.1.

a) Es de Euler.
b) No es de Hamilton.
¢) Es plano.

El grafo en cuestion se encuentra en la Figura 1.42. Sabemos que no es de
Euler por tener vértices de grado impar. No obstante, si es de Hamilton, con
el circuito:

V1 —> Vg —> V3 —> Vg —> Vs —> V1 — V3 —> Vs —> Vg — Uy — Vq

Por tltimo, veamos si es plano sabiendo que |E| =9 y |V| = 5. Como |V| =
5 < 6, ningun subgrafo suyo se puede contraer a K3 3; y como |E| =9 < 10, no
se puede contraer a K5; y por tanto es plano. Por tanto, la respuesta correcta
es la c).

2. Un grafo plano conexo regular de grado 8 con 23 caras:

a) No existe.
b) Tiene 12 aristas.

c¢) Tiene 9 vértices.

Por ser un grafo plano conexo, sabemos que:
V]| +23 =2+ |E]
Por ser regular de grado 8, sabemos que:
2|E| = 8|V] = [E| = 4]V
Por tanto, sustituyendo en la primera ecuacion, obtenemos:
V|+23=24+4|V|=3|V| =21

Por tanto, |V| = 7; pero esto no es posible si es regular de grado 8. Por tanto,
la respuesta correcta es la a).
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U1

V2 Ve

U3 Us

(1

Figura 1.43: Grafo del ejercicio 1.1.36.4.

3. Se tiene que:

a) Un grafo que es de Euler y de Hamilton siempre es plano.

b) Un grafo que es plano y de Euler siempre es de Hamilton.

c¢) Ninguna de las respuestas anteriores es cierta.
La opcién a) es falsa, y como contraejemplo podemos emplear K, que es
de Euler y de Hamilton, pero no es plano. La opcién b) es falsa, y como

contraejemplo podemos emplear el grafo de la Figura 1.38, que es plano y de
Euler, pero no es de Hamilton. Por tanto, la respuesta correcta es la c).

4. Se tiene que:

a) La sucesién 5,5,4,2,2,2 es la sucesiéon grafica de un grafo plano.
b) La sucesion 5,5,4,4,4,4 es la sucesion grafica de un grafo de Hamilton.

c¢) La sucesion 5,4,4,3,3,3 es la sucesion grafica de un grafo de Euler.

En primer lugar, la sucesién de la opcién a) no es grafica, por lo que esta
opcién no es correcta. La sucesiéon de la opcién ¢) tampoco es grafica (puesto
que el nimero de vértices de grado impar debe ser par), por lo que tampoco
es correcta. Para comprobar que la sucesién de la opcién b) es la asociada a
un grafo de Hamilton, lo vemos representado en la Figura 1.43, y el circuito
de Hamilton es:

V1 —> Vg —» U3z —> Uy —» Vg —> U5 — U1

Ejercicio 1.1.37. Considera el grupo simétrico Sy y el subgrupo suyo H = ((1 2 3)).

1. Construye el conjunto cociente S;/ ~p de clases laterales por la derecha Hzx,
S 54.

Por el Teorema de Lagrange, sabemos que:

Sa] 4!
: H = ~ = — = — =

43



Algebra IT - Relaciones

1.1. Combinatoria y Teoria de Grafos

H(12)

H(3 4)

Figura 1.44: Grafo GG del ejercicio 1.1.37.

Por tanto, hemos de encontrar 8 clases laterales por la derecha distintas:

H1=1{(123))={1,(123),(132)}=H(123)=H(132)
H(12)={(12),(13),(2 )}= H(13)=H(23)
H(14)={(14),(1423),(1432)}=H(1423)=H(1432)
H(24)={(24),(1243),(1324)}=H(1243)=H(1324)
H(34)={(34),(1234),(1342)}=H(1234)=H(1342)

H(124)={(124),(13)(24),(243)} = H(13)(24) = H(243)
H(134)={(134),(234),(12)(34)}=H(234)=H(12)(34)
H(142)={(142),(143),(14)(23)} = H(143)=H(14)(23)

Por tanto, el conjunto cociente es:

Sy ~p= {H1, H(12), H(1 4), H(2 4), H(3 4), H(1 2 4), H(1

34), H(142)}

2. Para cada clase Hzx denotamos n(Hzx) al minimo comin miiltiplo de los 6rde-

nes de los elementos en Hz. Considera el grafo G' con vértices las clases Hx y
en el que hay un lado entre Hx e Hy si n(Hz) divide a n(Hy) o n(Hy) divide
an(Hzx). Identifica el grafo G dando la sucesién de grados de sus vértices y su

matriz de adyacencia. jEs G de Euler, de Hamilton o plano?

Tenemos que:

El grafo es el de la Figura 1.44.

La sucesion de grados de dicho grafo G es:

{DO(G)7D1(G)7D2(G)a DS(G)7D4<G)a D5(G)7D6<G)’ D7(G)} =

44

{07 07 07 4’ 37 07

1,0}
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Su matriz de Adyacencia, considerando la numeracion
H1,H(12),H(14),H(24),H(34),H(124),H(134),H(142)

es la siguiente:

il e B e Bl an B an B e
—_— = == OO
OO R R OO
O OO = O == O
OO OO === O
0 O O O
_— O =R OO O - =
O R = OO O =

Como vemos, este grafo si es plano. Ademads, como tiene vértices de grado
impar, no es de Euler. Por ultimo, tampoco es de Hamilton, pues el vértice
H(1 2) divide al grafo en dos componentes conexas, por lo que habria que
pasar por él dos veces para hacer un circuito de Hamilton.

3. Considera, si es posible, un subgrafo G’ de GG obtenido al suprimir una arista
entre dos vértices de G de grado impar. (Es G’ de Euler? ;Hay un camino de
Euler entre dos vértices de G'? En caso afirmativo aplica algtin algoritmo dado
en clase para calcular un circuito o camino de Euler en G’.

Supongamos que quitamos la arista entre H(2 4) y H(1 4). Entonces, todos
los vértices de G’ tendran grado par a excepcién de dos de ellos, H(3 4) y H1.
Por tanto, G’ no es de Euler pero si admite un camino de Euler entre esos dos
nodos. Este por ejemplo seria:

H(34) - H(12)—» H(14) - H(34) - H(24) - H(12) - H(142) - H1 —
— H(134) — H(142) — H(124) — H(134) — H(12) — H(124) — H1

Ejercicio 1.1.38. Se considera el grupo Ay y su subgrupo H = ((1 2)(3 4)). Se
considera el grafo G con vértices las clases laterales por la izquierda de H en Ay,
xH, y en el que hay un lado entre xH e yH si m(zH) divide a m(yH) o m(yH)
divide a m(zH), donde m(Hz) denota el maximo comin divisor de los érdenes de
los elementos en zH. Razone cudl de las siguientes es la respuesta correcta:

a) G es plano pero no es de Hamilton.
b) G no es plano y tiene dos vértices conectados por un camino de Euler.
¢) G es de Hamilton pero no es de Euler.

Por el Teorema de Lagrange, sabemos que:

A 12
Ay H) = Ay g = 28 =22 6

45



Algebra II - Relaciones 1.1. Combinatoria y Teoria de Grafos

';."

Figura 1.45: Grafo GG del ejercicio 1.1.38.

Por tanto, hemos de encontrar 6 clases laterales por la izquierda distintas:

1H ={1,(12)34)} = (1 2)34)H

(13)24)H ={(13)(24),14)(23)}=(14)(23)H
(123)H={(123),134)}=(134H
(124)H={(124),143)}=(143)H
(132)H={(132),234)}=(234)H
(142)H={(142),(243)}=(243)H

Por tanto, el conjunto cociente es:
Ay yp~={1H,(13)(24)H,(123)H,(124)H,(132)H,(142)H}
Tenemos que:

m(1H) =1 m((13)(24)H) =2
m((123)H)=m((124)H)=m((132)H)=m((142)H)=3
El grafo es el de la Figura 1.45. Sabemos que no es de Hamilton por tener un
vértice de grado 1. Ademads, no es plano, pues un subgrafo suyo es K5. Aunque no
es de Euler por tener vértices de grado impar, si tiene un camino de Euler entre

(13)(24)H y 1H, puesto que son los unicos vértices de grado impar. Por tanto, la
respuesta correcta es la b).

Ejercicio 1.1.39. Considera el grupo simétrico Sy y el subgrupo suyo H = ((1234)).

1. Construye el conjunto cociente Sy/ ;~ de clases laterales por la izquierda zH.
[’ES H < 5,7
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Por el Teorema de Lagrange, sabemos que:

1Sy 4l
: H = ~NN=E— = — =

Por tanto, hemos de encontrar 6 clases laterales por la izquierda distintas:

1H={1,(1234),(13)(24),(1432)}=(1234)H =(13)

(24)H = (143 2)H
2),(234),(1324),(143)}=(234)H =(1324)H =

(12)H ={(12),( (143)H
(13)H ={(13),(12)(34),(24),(14)(23)} =(12)(34)H = (24)H = (14)(23)H
(14)H ={(14),(123),(1342),(243)}=(123)H=(1342)H=(243)H
(23)H=1{(23),(134),(1243),(142)}=(134)H=(1243)H=(142)H
(34)H ={(34),(124),(1423),(132)}=(124H=(1423)H=(132H

Por tanto, el conjunto cociente es:

Su/ y~ = {1H, (1 2)H, (1 3)H, (1 4)H, (2 3)H, (3 4 H}

2. Para cada clase  H denotamos m(zH) al méximo comin divisor de los érdenes
de los elementos en zH. Considera el grafo GG con vértices las clases zH y en
el que hay un lado entre dos clases vH e yH si m(xH) = m(yH). Identifica el
grafo G dando la sucesion de grados de sus vértices y su matriz de adyacencia.
Es G de Euler, de Hamilton o plano?

Calculamos m(xH) para cada clase:

m(LH) = m((1 2)H) = m((1 4)H) = m((2 3)H) = m((3 ) H) = 1
m((1 3)H) =2

Por tanto, el grafo consiste de K5 con un vértice adicional ((1 3)H) aislado.
Por tanto, el grafo no es plano, ni de Euler ni de Hamilton. La sucesion de
grados de dicho grafo G es:

{DO(G)7 D1<G)7 D2<G)7 D3(G)> D4(G)a DS(G)} = {17 07 07 Oa 57 0}
Su matriz de Adyacencia, considerando la numeracién
1H,(12)H,(14)H,(2 3)H,(34)H,(1 3)H

es la siguiente:

011110
101110
110110
A= 111010
111100
000000
3. Considera el subgrafo G’ obtenido a partir de G eliminando la clase (13)H.

. Es G’ de Euler?

El grafo resultante es K5, que sabemos que si es de Euler.
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Ejercicio 1.1.40. Razona cudl es la respuesta correcta en cada una de las siguientes
cuestiones. Todos los grafos a los que se hace referencia son simples (es decir, no
tienen lazos ni lados paralelos).

1. Se tiene que:

a)

Hay un grafo conexo regular de grado 6 con 22 caras y 24 aristas.

Como menciona caras, suponemos que es plano. Por tanto, tenemos que:
V|4+22=2424=|V| =4
Comprobemos ahora que se cumple el Lema del Apretéon de Manos:

D degv=6-[V]=24#48=2"|E|

veV

Por tanto, esta opcion no es correcta.

La sucesion 4,4,4, 3,3 es la sucesion grafica de un grafo plano que tiene
un camino de Euler entre dos vértices.

Esta opcién es correcta; ya que se trata de K5 quitandole una arista.
Como Kjx es de Euler, el camino buscado sera el ciclo de Euler de K5 sin
cerrarlo.

Un grafo conexo y plano es de Euler si y solo si es de Hamilton.

Esta opcién es incorrecta, puesto que K4 es conexo, plano y de Hamilton,
pero no es de Euler.

2. La matriz

— == = = O
DO OO O
— 0 O
— —_ O~ O+
—_ O = = O
O R R Pk O

es la de adyacencia de un grafo:

a)
b)

c)

Con 11 aristas y que es de Euler y de Hamilton.
Que es conexo y plano pero no de Hamilton.

Que no es de Hamilton ni plano ni de Euler.

El grafo descrito es K5 al que le hemos anadido un vértice adicional conectado
mediante una tUnica arista a uno de los vértices de K5. Como dicho vértice
tiene grado 1, entonces el grafo no es de Euler ni de Hamilton. Ademas, como
un subgrafo suyo es K35, en particular dicho subgrafo se puede contraer a Kj,
por lo que tampoco es plano. Por tanto, la opcién correcta es la c).

Ejercicio 1.1.41 (Parcial DGIIM 2024/24). Considera el grupo simétrico Sy y el
subgrupo suyo H = ((1 3 4)).
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1. Construye el conjunto cociente Sy/ ~p de clases laterales por la derecha Hz,
x e 54.

Por el Teorema de Lagrange, sabemos que:

_ S 4
Sy = |9 =—-=28
Por tanto, hemos de encontrar 8 clases laterales por la derecha distintas:

H1={1,(134),(143)} =H(134)=H(143)

H(12)={(12),(1234),(1243)}=H(1234)=H(1243)
H(13)={(13),(14),34)} =H(14)=H(34)
H(23)={(23),(1324),(1432)}=H(1324)=H(1432)
H(24)={(24),(1342),(1423)}=H(1342)=H(1423)
H(123)={(123),(124),12)34)} =H(124)=H(12)(34)
H(132)={(132),(14)(23),(243)} =H(14)(23)=H(243)
H(142)={(142),(234),(13)(24)}=H(234)=H(13)(24)

Por tanto, el conjunto cociente es:

Sy ~p={H1,H(12), H(13),H(23), H(2 4), H(123), H(132),H(142)}

2. Para cada clase Hz denotamos n(Hx) al minimo comin miltiplo de los 6rde-
nes de los elementos en Hz. Considera el grafo G' con vértices las clases Hx y
en el que hay un lado entre Hx y Hy si n(Hz) divide a n(Hy) o n(Hy) divide
an(Hzx). Identifica el grafo G dando la sucesién de grados de sus vértices y su
matriz de adyacencia.

Calculamos n(Hz) para cada clase:
n(H1) =3 n(H(13)) =2
n(H(12)=n(H((23))=n(H(24)) =4
n(H(123)=n(H(132)=n(H(142))=6
El grafo es el de la Figura 1.46.

La sucesion de grados de dicho grafo G es:

{Do(G), Di(G), D2(G), D5(G), Dy(G), D5(G), Ds(G), D7(G)} = {0,0,0,4,3,0,1,0}

Su matriz de Adyacencia, considerando la numeracién
H1,H(13),H(24),H(12),H(23),H(123),H(132),H(142)

es la siguiente:

— =0 OO OO
e e e e e N )
_ o = O OO O
O R = O OO =

OO O R MHEHOFO
OO OO H=O
OO OO - H=O
—_ 0 O O O = =

W
Ne



Algebra II - Relaciones 1.1. Combinatoria y Teoria de Grafos

H(13)

H(2 3)

Figura 1.46: Grafo GG del ejercicio 1.1.41.

3. (Hay alguna condicién suficiente que asegure que GG es de Hamilton? ;Y nece-
saria para ser plano? ;Es G de Euler, de Hamilton o plano?

No, no verifica ninguna de las dos, puesto que G no es de Hamilton. No obs-
tante, si es plano, por lo que verifica las condiciones necesarias para ser plano.
Por 1ultimo, puesto que tiene vértices de grado impar, no es de Euler.

4. Considera el subgrafo G’ de GG obtenido al suprimir la arista entre las clases
H(23)y H(24). ;Es G’ de Hamilton, plano o de Euler? ;Hay un camino de
Euler entre dos vértices de G'? En caso afirmativo aplica algtin algoritmo dado
en clase para calcular un circuito o camino de Euler en G’.

Sigue sin ser de Euler ni de Hamilton, aunque si es plano. De nuevo, si hay un
camino de Euler entre H(1 2) y H1. Este seria:

H(12) - H(24) - H(13) - H(12) > H(23) - H(13) > H(142) - H1 —
— H(132) — H(142) - H(123) — H(13) — H(132) — H(123) — H1
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1.2. Grupos: generalidades y ejemplos

Ejercicio 1.2.1. Describir explicitamente la tabla de multiplicar de los grupos Z
paran =4, n =6y n =8, donde por Z; denotamos al grupo de las unidades del
anillo Z,,.

Sabemos que, fijado n € N, las unidades del anillo Z,, son:
U(Z,) =7, ={a € Z, | mecd(a,n) =1}

Describimos entonces a continuacién las tablas de multiplicar de los grupos Zj
7y vy 73 .

s Paran=4:

1 3
111 3
313 1
s Para n = 6:
15
111 5
515 1
s Paran=28:
11 3 5 7
111 3 5 7
313 1 7 5
515 7 1 3
7|7 5 31

Ejercicio 1.2.2. Describir explicitamente la tabla de multiplicar de los grupos Z;
parap=2,p=3,p=0yp="1.

= Para p=2:
-1
111
= Parap=3:
1 2
111 2
212 1
= Parap=>:
11 2 3 4
111 2 3 4
212 41 3
313 1 4 2
414 3 2 1
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» Parap=T:

O T W N -
S TR W N |
Gl W — O NN
A= 0T O W W
WO N T
RN N SRICIN S T Ry
— N W R Gl

Ejercicio 1.2.3. Calcular el inverso de 7 en los grupos Z, y Z3,.
Para calcular el inverso de un elemento a en un grupo Z), basta con encontrar
un elemento b tal que ab =1 en Z,.

» Para Z:

7-8=56=1=7"=38

» Para Zj;:

7-16=112=1=7"1=16

Ejercicio 1.2.4. Describir explicitamente los grupos p, (de raices n-ésimas de la
unidad) para n = 3, n =4 y n = 8, dando su tabla de multiplicar.

w3 = {1763755 | 53 = COS (2%) + 7 sen (%)} =

:{1¢§1.\/§}

s Paran=3:

TP A S
Ty i T T

1 & &g
111 & &
&l1& &1
16 1 &

s Paran =4:

= {16066 = cos (5) +isen (5)} -

= {1,628 | & =i} = {1,i,~1,—i}




Algebra IT - Relaciones 1.2. Grupos: generalidades y ejemplos

s Paran =28:

e = {160 .68.6L60. 0,601 & = cos (3) +isen (7)) =

1 1
17£S7£§7€§7£§?£§7£§7§g|§8:ﬁ—i_zﬁ}:
4 1. 1 w 1 ] 1 1 o1 1 }
/L_?Z?__ /L_7_ 7___7/_7_/1'7 Z_
V2IT V2 V2 V2 V2 2 V2
1 & & & & & & &
11 & @« & -1 & —i g
1

L,

I

Sl -

58 58 g —1 g —1 g 1
sl & -1 &g —iog 1 &
s1& -1 & —i & 1 & i
-1 &8 —iog 1 & i &
sl & - &g 1 & i &g -1

A A |
e 1 & i g -1 8 —i

Ejercicio 1.2.5. En el conjunto Q* := {q € Q | ¢ # 0} de los niimeros racionales
no nulos, se considera la operacién de divisién, dada por (z,y) — ¢/y = vy~ '. ;Nos
da esta operacién una estructura de grupo en Q*?

Veamos qué condiciones han de cumplirse para que se tenga la propiedad aso-
ciativa. Sean a, b, c € Q*, entonces:

aly
Gh_a e L0 hmab? e 1=¢
c Y bc b

Por tanto, tomando por ejemplo 2, 3,4 € Q* no se tiene la propiedad asociativa,
por lo que no se tiene un grupo.

Ejercicio 1.2.6. Sea G un grupo en el que 22 = 1 para todo € G. Demostrar que
el grupo G es abeliano.

Dados z,y € G, se tiene que:

Por tanto, xy = yx para todo z,y € G, por lo que G es abeliano.
Ejercicio 1.2.7. Sea G un grupo. Demostrar que son equivalentes:
1. G es abeliano.

2. Vz,y € G se verifica que (ry)? = x>

3. Vz,y € G se verifica que (zy)~' =27y~

Demostracion.
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1 = 2) Dados z,y € G, se tiene que:

(2y)? = wyay & a%y?
donde en (%) se ha usado que G es abeliano.
2 = 1) Dados z,y € G, se tiene que:
(2y)” = (zy)(zy) = zyzy
() 2 9

donde en (%) se ha usado la hipétesis. Por la propiedad cancelativa, se tiene
que:

Como se tiene para todo x,y € G, entonces G es abeliano.

1 = 3) Dados z,y € G, se tiene que:

_ T I ) R
(zy) =y e =Ty
donde en (x) se ha usado que G es abeliano.

3 =1) Dados z,y € G, tenemos que:

() aly T = ) = () ) = () ) = ey =

donde en (x) se ha usado la hipdtesis. Por tanto, como se tiene para todo

x,y € G, entonces G es abeliano.

]

Ejercicio 1.2.8. Demostrar que si en un grupo G, z,y € G verifican que ry = yx
entonces, para todo n € N\ {0}, se tiene que (zy)" = 2"y".

Demostramos por induccién sobre n.
= Caso base: n = 1.

(zy)' =2y = yz = 2'y’'

= Paso inductivo: Supuesto cierto para n, veamos que se cumple para n + 1.

(zy)"* = (2y)"(2y) = 2"y xy
— l‘nllfynl’ — an—Hyn—H

Por tanto, por induccién, se tiene que (zy)" = 2"y" para todo n € N\ {0}.
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Ejercicio 1.2.9. Demostrar que el conjunto de las aplicaciones f : R — R, tales
que f(x) = ax + b para algun a,b € R, a # 0, es un grupo con la composicién como
ley de composicién.

Definimos el conjunto siguiente:
G={f:R—R|3Ja,beR, a+#0 tales que f(z) =azr +b Ve € R}

En primer lugar, hemos de comprobar que G es cerrado bajo la composiciéon de
funciones, algo que tendremos gracias a ser R cerrado para el producto y la suma.
Dados f, g € G, entonces existen a, b, c,d € R, a,c # 0 tales que:

f(z) = ax + b, g(x)=cr+d
Entonces, se tiene que:

(fog)z)= f(g9(z)) =alcx +d)+b=acx +ad+be G
(go f)(z) =9g(f(z)) =clax +b) +d=acx +cb+de G

Por tanto, GG es cerrado bajo la composicion de funciones. Ahora, tomando a = 1
y b =0, se tiene que Idg € G. Veamos que (G, o, Idgr) es un grupo.

= Asociatividad: Se tiene de forma directa por serlo la composicién de funciones.

s Flemento neutro: Se tiene de forma directa.

= Elemento inverso: Dado f € G, entonces existen a,b € R, a # 0 tales que
f(z) = ax + b. Entonces, definimos su elemento inverso como:

ff2)=al(z=b) €qG

Comprobémoslo (notemos que tan solo hace falta comprobar que fo f~! = Idg,
puesto que en la definicién no se impone f~'o f = Idg):

(fof MNe)=a(a(z=0b) +b==2 VzeR

Por tanto, para todo f € G, existe f~! € G tal que fo f~! = Idg.
Ejercicio 1.2.10.

1. Demostrar que | GLy(Z2)| = 6, describiendo explicitamente todos los elemen-
tos que forman este grupo.

Sea A € GLy(Zy):

A= (‘C‘ Z) — |A| = ad — be # 0 => ad # be

Por tanto, los elementos de GLy(Z2) son:

10 1 1 10
Al - (0 1) 9 A2 - (0 1) ) AS - <1 1) )

01 0 1 11
we(o) () G
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01 0 1
2. Sea o = <1 1) y 8= (1 0). Demostrar que

GL2(ZZ) = {17 «, 0527 67 aﬁa Oﬁﬂ}'

Tenemos que:

1 :Ab a:AEM a2:A67 6:A4a CYﬂ:Ag, &2,8:142
3. Escribir, utilizando la representacién anterior, la tabla de multiplicar de GLg(Zs).

1 a o> B aBf o*f

1 a o B aof o?B
a o 1 aBf o?B B

o | a? 1 a o8 B af
2 o
o

2

i
a
B | B a?B af 1 o
aB | aBf B o8 « 1 2
a?Bla’?B af B o o« 1

Ejercicio 1.2.11. Dar las tablas de grupo para los grupos D3, Dy, D5y Dg.

Recordamos que:

s Para Ds:
1 T r? sr  sr
111 r 7 srsr
r T r? 1 sr?2 s sr
r2 | r? 1 T srosr? s
s | s sr osr2 1 r 2
sr|lsr osr2 s r2 1 r
sr?lsr? s sroor 2 o1
s Para Dy:
1 T r2 3 sr sr? srd
1 1 roor: s s sr sr® sre
T T r2 3 1 s s sr o sr?
r2 | r2 3 1 roosr? sr’ s sr
Bl 1 e 2 sr osr? osrd s
s | s sr osr? s 1 r r2 g3
sr| sr osr? s s 3 1 roor?
sr? | sr? srd s sroor2 3 1 T
sr3 | sr3 s srosr? r r2 s 1
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s Para Ds:

1 r 2 B o s srosr? osr? osrt

111 r 2 9 9 srosr? srd srd

rlr 2o ot 1 st s srosr? s’

2l ot 1 e s st s srosr?

Bl ot 1 e 2 s s st s sr

ot 1 o 2 s osr? s osrt s

s | s sr osr? osr® osrt 1 o 2 3 pf

sr| sr o sr? osr?® osrt s ot 1 o 2 g3

sr2|sr? o srd st s osr 3ot 1 o 2

sr3|srd srt s osrosr? 23 ot 1

srtlsrt s osrosr? st o 23 ot 1

s Para Dg:

1 r 2 o3 ot P srosr? osrd osrt osr®
1 1 roor2 oot S s sr sr? o osrd st s
rloro 2o ot S 1 s s sr st osrd st
2l ot 1 e et s s sr osr? s
oot S 1 o 2 srd srt s s sr osr?
rd ot s 1 e 2 Y 2 s st s s sr
Pl 1 o 2t s s s st s s
s | s sr osr? osrd osrt oo 1 o 2 o3 ot P
sr| osrosr? s osrt s s o 1 o 2 o3 gt
sr? | sr? srd srt s s osr ot S 1 o 2 g3
sr3 | srd st sr® s osrosr2 P ot o 1 o 2
srt | srt sr® s srosr? osrd 23 ot 1
sro | sr® s s osr? osrd osrt o 2 3 ot 5]

Ejercicio 1.2.12. Demostrar que el conjunto de rotaciones respecto al origen del
plano euclideo junto con el conjunto de simetrias respecto a las rectas que pasan por
el origen, es un grupo.

Denotamos por GG al conjunto de rotaciones respecto al origen del plano euclideo
junto con el conjunto de simetrias respecto a las rectas que pasan por el origen.
Notemos que no se trata de ningin grupo diédrico:

D, CG Vn € N

=

En primer lugar, seria necesario demostrar que es cerrado por la composicién,
algo que dejamos como ejercicio al lector por ser competencia de Geometria II.
Ademas, Idgz € G. Veamos que (G, o, Idgz2) es un grupo.

= Asociatividad: Se tiene de forma directa por serlo la composicién de funciones.

s Flemento neutro: Se tiene de forma directa.

» Elemento inverso: Dado f € G, veamos que existe f~! € G tal que se tiene

f [¢) f71 = IdR2.
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e Si f es una rotacién de dngulo @ respecto al origen, entonces f~! es la
rotacién de angulo —@ respecto al origen.

e Si f es una simetria respecto a una recta que pasa por el origen, entonces
f~! es la misma simetria.

En ambos casos, se tiene que f o f~! = Idg:.
Por tanto, (G, o,Idgz) es un grupo.

Ejercicio 1.2.13. Sea G un grupo y sean a,b € G tales que ba = ab®, a” =1 = b™
con n,m > 0.

1. Demostrar que para todo i = 0,...,m — 1 se verifica b'a = ab®.

Demostramos para todo ¢ € N por induccién sobre .

s Caso base: 1 = 0.
Wa=a=ab

s Caso base: 7 = 1.
bla = ba = ab® = ab'*

= Paso inductivo: Supuesto cierto para ¢, veamos que se cumple para ¢+ 1.

b'a = bb'a = bab™ = ab*b* = ab* Y
2. Demostrar que para todo j = 0,...,n — 1 se verifica ba? = a/b*’.
Demostramos para todo 7 € N por induccion sobre j.

» Caso base: j = 0.
ba’ = b = ab*’

= (Caso base: 7 = 1.
ba = ab® = a'b*’

= Paso inductivo: Supuesto cierto para j, veamos que se cumple para j + 1.

bad ! = bada = b a 2 @bt = oI
donde en (x) se ha usado el apartado anterior.
3. Demostrar que para todo¢=0,...,m — 1y todo 7 =0,...,n— 1 se verifica
biad = alb™V .
Fijado ¢+ € N, demostramos por induccién sobre j.

= Caso base: 7 = 0.
ba® = bt = oOpi*°

s Caso base: j = 1.
bia — abik’ — albikzl
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» Paso inductivo: Supuesto cierto para j, veamos que se cumple para j -+ 1.

balt! = biaia = /b a 2 @i gbiF = oIt
donde en (x) se ha usado el apartado anterior.
Por tanto, se tiene para todo 7,5 € N.
4. Demostrar que todo elemento de (a,b) puede escribirse como a”b* cumpliendo

0<r<n, 0<s<m.

Dado z € {a,b), entonces x es producto de elementos de {a,b,a™*,b~1}. Como
a® = 1 = b™, entonces a! = a" 'y b=! = v™ L. Por tanto, se tiene que
x es producto de elementos de {a,b}. Usando el apartado anterior, podemos
“llevar” los a’s a la izquierda y los 0’s a la derecha, obteniendo lo siguiente:

r=a"b" ¢ eNU{0}
Supuesto ' = n, sea r =71’ méd n (' =nk +r) y se tiene que:

ar — ank—l—r — (an)k . ar — CLT

Ademsds, se cumple que 0 < r < n. Andlogamente, supuesto s’ > m, sea s = &’
méd m (s = mk + s) y se tiene que:

bs/ _ bmk+s — (bm>k b=
Ademas, se cumple que 0 < s < m. Por tanto:

r=d"b =a'b’ 0<r<n, 0<s<m
Observacion. Notemos que D,, es un caso particular de este grupo, donde:
a=r, b=s, k=n-—1, m =2, n=mn

Ejercicio 1.2.14. Sean s, sy € S7 las permutaciones dadas por

5_1234567 3—1234567

> \5 76214 3) '"\3 24517 6)
Calcular los productos s;s,, s951 y $3, y su representaciéon como producto de ciclos
disjuntos.

En notacién matricial, se tiene que:

85_1234567
127116 72 3 5 4
85_1234567
L= \6 7215 3 4
52_1234567
2= \1 3475 26
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Descomponiendo en ciclos disjuntos, se tiene que:

sy =(15)(27364)
s1=(1345)(67)
51859 =(265374)
S981 =(163274)
s3=1(23476)

Ejercicio 1.2.15. Dadas las permutaciones
p1=(132859)(26 3), pa=(136)(253)(19285),

hallar la descomposicion de la permutacién producto p;ps como producto de ciclos
disjuntos.

Usando la notaciéon matricial, se tiene que:
(1 2 3 456789
PiP2=1\1 5 6 483729

Descomponiendo en ciclos disjuntos, se tiene que:

pip2 = (25 8)(3 6)
Ejercicio 1.2.16. Sean s1, So,p1 v p2 las permutaciones dadas en los ejercicios an-
teriores.

Observacion. Aqui tratamos a S; como un subgrupo de Sy, donde consideramos
cada permutacién del conjunto {1,2,3,4,5,6, 7} como una permutacién del conjunto
{1,...,9} que deja fijos a los elementos 8 y 9.

1. Descomponer la permutacién s;s25159 como producto de ciclos disjuntos.
1S5y 1234567289

172717271 5 46 73289
=(257)(346)

2. Expresar matricialmente la permutacién ps = pop1po v obtener su descompo-
sicion como ciclos disjuntos.

B (1234567809
P3=PPiP2= g 3 1 4 6 2 7 8 5
—(195623)

3. Descomponer la permutacion ssps como producto de ciclos disjuntos y expre-
sarla matricialmente.
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Ejercicio 1.2.17. Sean sq, $2,p1 v p2 las permutaciones dadas en los ejercicios an-
teriores.

1. Calcular el orden de la permutacién producto s1s,. §Coincide dicho orden con
el producto de los 6rdenes de s; y 57

8182:(265374)
s;=(1345)(67)
5= (15)(27364)

Por el Corolario 77, se tiene que:

Por tanto, O(s152) # O(s1)0(s2).

2. Calcular el orden de sq(s9) !(s1)7 "

_ _ 1 2 3 45 7
81(82) 1(51) ! = (3 5 1 6 7 4> =

6
2
=(13)(25746) = O(s1(s2) *(51)7") = mem(2,5) = 10

3. Calcular la permutacién (s;) ™!, y expresarla como producto de ciclos disjuntos.

s1=(1345)(67)
(s51)"'=(5431)(76)

4. Calcular la permutacién (p;)~! y expresarla matricialmente.
4 (1 2 3 45 6 8 9\
Prr=\96 1482735

—(19583)(26)
5. Calcular la permutacién py(sz)?(p1)~!. (Cudl es su orden?

~

pe=(136)(253)(19285)
(52)*=(23476)
(p1)"'=(19583)(26)
Pa(s2)*(p1) P =(136)(253)(19285)(23476)(19583)(26)
=(1562847)(39)
O(p2(s2)*(p1) ") = mem(7,2) = 14
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Ejercicio 1.2.18. Sean sy, So, p; v p2 las permutaciones dadas anteriormente. Sean
también s3 = (24 6) y s4 = (1 27)(246 1)(5 3). (Cudl es la paridad de las
permutaciones S1, S4P1P2 ¥ pgSg?
sap1p2 = (1 7)(23)(4 6 5 8)
pass = (195324)(68)

Por tanto:
8(81) =1
e(sap1p2) = —1
e(pes3) =1

Ejercicio 1.2.19. En el grupo Ss, se consideran las permutaciones ¢ = (1 2 3) y
T=(12).

1. Demostrar que
Ss ={1,0,0% 7,071,0°7}.

Sabemos que |S3] = 3! = 6. Dividimos S3 en dos conjuntos, uno con las
permutaciones pares (P) y otro con las impares (I).
P={1,0,0°}

I ={7,071,0°1}

Como O(o) = 3, tenemos que las tres permutaciones pares son distintas. Su-
pongamos ahora que dos permutaciones impares son iguales. Entonces, compo-
niendo por la derecha con 77!, obtenemos que dos permutaciones pares serian
iguales, algo que hemos descartado. Por tanto, las tres permutaciones impares
son distintas.

[Pl =1]=3

Como una permutacién par no puede ser igual a una impar, tenemos que

PN I =1(. Por tanto:
|PUI [P+ |I] =6 = |S;]

:>S3:PUI

N >

PUI Ss

Por tanto, S = {1,0,0% 7,07, 0%7}.

2. Reescribir la tabla de multiplicar de S3 empleando la anterior expresién de los
elementos de Ss.

Q
\]
Q
\]
Q
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3. Probar que

Como O(o) = 3, tenemos que o = 1. Por otro lado, como O(7) = 2, tenemos
que 72 = 1. El tltimo caso hay que calcularlo, y se ha visto ya en la tabla de
multiplicar.

4. Observar que es posible escribir toda la tabla de multiplicar de S5 usando
simplemente la descripcion anterior y las relaciones anteriores.

Ejercicio 1.2.20. Describir los diferentes ciclos del grupo S;. Expresar todos los
elementos de S; como producto de ciclos disjuntos.

Veamos cuantos ciclos de longitud m hay en un 5,,. Cada una de las elecciones
es una variacion de n elementos tomados de m en m. Como ademéas un mismo ciclo
de longitud m puede empezar en m posiciones distintas, tenemos que el nimero de

ciclos de longitud m es:
vr n!

m  m(n—m)!

Por tanto, los ciclos son:

1 | N2 | Ciclos

111 |

21 6 [(12), (13), (14), (23), (24), (34)

308 [(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243)
40 6 |(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)

Tenemos ahora que |S;| = 4! = 24. Como ya hemos dado 21 elementos, nos faltan
3. Estos son los elementos que no son ciclos, y son los siguientes:

(12)(34), (13)(24), (14)(23)

Ejercicio 1.2.21. Demostrar que el conjunto de transposiciones

{(1,2),(2,3), ..., (n — 1,n)}

genera al grupo simétrico .S,,.
Demostramos por doble inclusién que:

((1,2),(2,3),....(n—1,n)) = S,

C) Dadoo € ((1,2),(2,3),...,(n—1,n)), entonces como S, es cerrado por produc-
to, se tiene que o € S,,.

D) Dado o € S, veamos que o € ((1,2),(2,3),...,(n—1,n)). Por ser una permu-
tacion, tenemos que o es producto de transposiciones. Por tanto, basta con

demostrar que cualquier transposicion se puede escribir como producto de ele-
mentos de {(1,2),(2,3),...,(n—1,n)}.
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Sea una transposicién (i,7), y sin pérdida de generalidad, supongamos que
1 < j. Entonces, se tiene que:

(1,7) = (4, i+ 1)(i+1,i42) - - - (7—2,5-1)(5—1,5)(1—2,5—1) - - - (i+1,i+2) (4, i+1)

Por tanto, o € ((1,2),(2,3),...,(n—1,n)).

Ejercicio 1.2.22. Demostrar que el conjunto {(1,2,...,n),(1,2)} genera al grupo
simétrico S,,.
Demostramos por doble inclusion que:

(1,2,...,n),(1,2)) = S,

C) Dado o € ((1,2,...,n),(1,2)), entonces como S, es cerrado por producto, se
tiene que o € S,,.

D) Dado o € S, veamos que o € ((1,2,...,n),(1,2)). En primer lugar, definimos
7= (1,2,...,n). Entonces, se tiene que:

™) =i+k  Vkje{l,...n}, k+j<n

Ademas, por las propiedades de los conjugados, tenemos que:

T(k_l)(l,Q)T_(k_l) = (7"71(1),7*12)) = (k,k + 1) VEeN, k<n
Entonces, tenemos que:
{(1,2),(2,3),...,(n—1,n)} C ((1,2,...,n),(1,2))
Por tanto:

o€ S, =((1,2),(2,3),....(n—1,n)) C (1,2,...,n),(1,2))

Ejercicio 1.2.23. Demostrar que para cualquier permutacion a € S,, se verifica
que e(a) = e(a™'), donde ¢ denota la signatura, o paridad, de una permutacién.

Sabemos que la paridad depende del niimero de ciclos de longitud par que tiene
una permutacién en su descomposicién en ciclos disjuntos. Como este valor es el
mismo para una permutacién y su inversa, se tiene que (o) = e(a™').

Ejercicio 1.2.24. Demostrar que si (x; 3 --- z,) € S, es un ciclo de longitud 7,
entonces
e(zizg - 2,) = (1)1,
= Sir es par, entonces hay un solo ciclo de longitud par, y por tanto e(xyzg - - - x,) =
—1. Como ademds r — 1 es impar, se tiene que (—1)""! = —1.

= Si r es impar, entonces hay un solo ciclo de longitud impar, y 0 ciclos de

longitud par. Por tanto, e(zyzs - - - z,) = 1. Como ademés r — 1 es par, se tiene
que (—=1)""1 =1.
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Ejercicio 1.2.25. Encontrar un isomorfismo ps = 73 .

Definimos la aplicacién f : ps — Z5 dada por:

1—1

—1—=2
Vemos de forma directa que es biyectiva. Veamos ademés que se trata de un
homomorfismo. Para ello, a priori deberiamos de comprobar que, para todas las
parejas z,y € pg, se cumple que f(zry) = f(z)f(y). Sin embargo, por tratarse
de grupos conmutativos, podemos ahorrarnos la comprobacién de algunas de ellas.

Ademas, en todas las parejas en las que aparezca el elemento neutro, puesto que
f(1) =1, se tiene que:

f@)=f-a)=fQ)- flx) =1-f(z) = fx)  Vrep

Por tanto, todas estas también se tienen ya comprobadas (idea que repetiremos en
ejercicios posteriores). Comprobamos las restantes:

L=f1)=f((-1)-(=1))=f(-1)- f(-1)=2-2=4=1
Por tanto, f es un isomorfismo entre ambos grupos.
Ejercicio 1.2.26.

1. Demostrar que la aplicacién f : uy — Z2 dada por:
1—=1, —1—4, 12, —i 3,

da un isomorfismo entre el grupo u4 de las raices cuarticas de la unidad y el
grupo Z; de las unidades en Zs.

De forma directa, vemos que es biyectiva. Para ver que es un homomorfismo,
tendremos que comprobar que se da la condicién para las 16 posibles parejas.
Por tratarse de grupos conmutativos, podremos ahorrarnos la comprobacién
de algunas de ellas.

L= f(1) = f(~1) - (1) = [(-1)- f(-1) =4-4=16 =1
= (1) = i) = ) () =22 = 4
A= f(=1) = f((=0) - (=) = F(=0) - f(~i) =3-3 =9 =4
3= f(=i) = F(=1) 1) = f(=1)- f)) =4-2 =8 =3
2= f(i) = (1) (=) = [(~1) - f(~i) =43 =12 =2
L= (1) = fi- (=) = (i) f(~1) =2-3=6=1

Por tanto, f es un isomorfismo entre ambos grupos.

2. Encontrar otro isomorfismo entre estos dos grupos que sea distinto del anterior.

Sea ¢ : ug — Z: otra aplicacion que a continuacién definiremos de forma que
sea un isomorfismo. En primer lugar, hemos de imponer que g(1) = 1, por ser
este el elemento neutro en ambos grupos. Por otro lado, en Z tenemos que:

0(2)=0B)=4 O4)=2
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Como en o tenemos que O(—1) = 2 y sabemos que el orden se conserva en
un isomorfismo, tenemos que ha de ser g(—1) = 4. Por tanto, solo nos quedan
dos opciones para ¢ y —¢ de forma que g sea biyectiva. Una de ellas opciones
nos darfa f, por lo que consideramos la otra alternativa. Definimos g entonces
como sigue:

1—=1, —1—4, 13, —i > 2,

La biyeccion la tenemos de forma directa, y hemos de comprobar que se trata
de un homomorfismo. Comprobamos tan solo los pares en los que intervienen
los elementos 7 0 —i:

4=g(-1)=g(i-i)=g(i)-g(i)=3-3=9=4
4=g(-1)=g((=i) - (=) = g(—i) - g(—i) =2-2=4
3=yg(i) =g((=1) - (=i)) = g(=1) - g(~i) =4-2=8=3
2=yg(—i) =g((-1)-i) = g(-1) - g(i) =4-3=12=2
1=yg(1) =g (=i) =g@)-g(=i)=3-2=6=1

Ejercicio 1.2.27. Encontrar un isomorfismo pg X gy = 7§ .

Sea f: s X pg — Zg la aplicacién definida por:

Comprobamos que es biyectiva de forma directa. Veamos ahora que es un homo-
morfismo:

L= FL 1) = A0 -1 1] = F(L 1)L, —1)=3-3=91

L= F(L1) = f(~L1)(-L1)] = f(-L1)f(~1,1) =55 =25 =1
1= f(17 1) = f[(_lv _1)(_17 _1)] = f(_L _1)f(_17 _1) = T=49=1
7= F(-1 1) = (L —1)(—L 1] = F(,~DA(~L1) =8 -5=15=1
5= f(—1,1) = F(L ~1)(—1,~1)] = F(L, ~1)f(~1,~1) =3 .7 =21 = 5
3= f(17 _1) = f[(_L 1)(_17 _1)] = f(_L 1>f<_17 _1) =5-7=35=3

Por tanto, f es un isomorfismo entre ambos grupos.
Ejercicio 1.2.28. Demostrar, haciendo uso de las representaciones conocidas, que
D3 = S3 = GLy(Zs).

En primer lugar, tenemos que:

Dy =2-3=6
|GLa(Zy)| = (22— 1)(2* —2) =6
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Ahora, damos generadores para cada grupo. El generador de S3 se ha visto en
el Ejercicio 1.2.22, mientras que el generador de GLy(Zs) se ha visto en el Ejerci-
cio 1.2.10.

Ds=(r,s|r*=1, s*=1, sr =r's)

Sz =((123),(12))

e ={(1 1) (1)

Comprobemos en primer lugar que el generador de S3 cumple las relaciones de
Ds.

= Como O((1 2 3)) = 3, se tiene que (12 3)> = 1.

» Como O((1 2)) = 2, se tiene que (1 2)? = 1.

» Comprobemos que (1 2)(123) = (321)(12).
(12)(123)=(23)
(321)(12)=(23)

Por tanto, por el Teorema de Dyck, se tiene que existe un tinico homomorfismo
f de D3 en S3 dado por:
r—(123)
s+ (12)

Como ademads {f(r), f(s)} son un generador de S5, tenemos que se trata de un

epimorfismo, y como ademads |Dj| = |Ss|, se trata de un isomorfismo. Por tanto,
D3 = Sg.

Comprobemos ahora que el generador de GLg(Z2) cumple las relaciones de Dj.
01\ (10
11 S\ 01
01\ (1
1 o) \01
01\/0 1\ [0 1\ /01
10 1 1) \11 10
Entonces, existe un tinico homomorfismo ¢ : S3 — GL2(Zy) de forma que:

an=(11) wo=(15)

Como ademas {g(r), g(s)} son un generador de GL3(Zs), tenemos que se trata
de un epimorfismo, y como ademds |S;| = | GLa(Zs)|, se trata de un isomorfismo.
Por tanto, S5 = GLy(Z,).

o

Por ser = una relacion de equivalencia, tenemos que:

D3 = Sg = GLQ(ZQ)
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Ejercicio 1.2.29. Sea K un cuerpo y considérese la operacion binaria

®: KxK — K
(a,b) — a®b=a+b—ab.

Demostrar que (K\ {1}, ®) es un grupo isomorfo al grupo multiplicativo K*.

En primer lugar, hemos de ver que es cerrado para el producto asi definido.
Dados a,b € K\ {1}, veamos que a ® b # 1. Tenemos que:

a®b=1 <= a+b—ab=1 <= a(l-b)=1-b <= a=1

donde, en la tltima implicacién, hemos usado que K es un cuerpo y b # 1, por lo que
1 —b # 0y por tanto tiene inverso. Por tanto, se tiene que a ® b # 1 y por tanto es
cerrado para dicho producto. Veamos ahora que se trata de un grupo (donde hemos
de tener en cuenta que no tenemos garantizada la conmutatividad de la suma):

1. Asociatividad: Dados a,b,c € K\ {1}, hemos de comprobar que se da la
igualdad (a ® b) ® ¢ = a ® (b ® ¢). Tenemos que:

(a@b)@c=(a+b—ab)@c=a+b—ab+c— (a+b—ab)c
a®bRc)=a®(b+c—bc)=a+b+c—bc—a(b+c—bec)
Por tanto, tenemos que:
(a®b)®@c=a® (b®c) <= —ab— ac— bc— abc = —bc — ab — ac — abc
Por tanto, se tiene que la asociatividad se cumple.

2. Elemento neutro: Hemos de encontrar un elemento neutro e € K\ {1} tal
que a ® e = a para todo a € K\ {1}. Tenemos que:

a®e=a < ate—ae=a < e=ae < e=0
Por tanto, el elemento neutro es el elemento neutro para la suma en K, e = 0.

3. Elemento inverso: Dado a € K\ {1}, hemos de encontrar un elemento inverso
a~l € K\ {1} tal que a ® a~! = e. Tenemos que:

a®a'=0 <<= at+a'—a'=0 & a=a(-14+a) &= a'=a(-1+a)"!

donde hemos usado que a # 1 y por tanto —1 + a # 0, por lo que podemos
considerar su inverso en K.

Veamos ahora que son isomorfos. Como necesitamos que la imagen del 0 sera el
1, definimos la siguiente aplicacion:

f: K\{1} — K*
r — 1l—=x

Veamos en primer lugar que esta bien definida.

flz)=1-2=0 < z=1¢ K\ {1}
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Veamos ahora que es un homomorfismo. Dados x,y € K\ {1}, tenemos que:
f@ey)=1-(@oy)=1-(@+y—ay)=1-z—y+ay
f@fy=0-a)l-y)=l-z-(1-zy=1-z—-y+ay

Por tanto, f es un homomorfismo entre ambos grupos. Ademads, es biyectiva, ya
que su inversa es f~!(z) = 1—z. Por tanto, f es un isomorfismo entre ambos grupos.

Ejercicio 1.2.30.

1. Probar que si f : G — G’ es un isomorfismo de grupos, entonces se mantiene
el orden; es decir, O(a) = O(f(a)) para todo elemento a € G.

Probado en Teoria.

2. Listar los 6rdenes de los diferentes elementos del grupo Q)5 y del grupo Dy y
concluir que Dy y (2 no son isomorfos.

En primer lugar, tenemos que:
Qo = {£1, i, 15, £k}

Dy ={1,r,7% 13 s, sr, sr? sr’}

Calculamos los érdenes de Dy:

Por otro lado, calculamos los 6rdenes de ()s:
o(1)=1 O(—-1)=2
O(+i) = O(xj) = O(xk) =4

Por tanto no es posible establecer un isomorfismo f : Dy — )2 de forma que
cumpla

O(z) = O(f(x)) Vo € Dy
Por tanto, D4y y ()2 no son isomorfos.

Ejercicio 1.2.31. Calcular el orden de:
1. La permutacion o = (1 8 10 4)(2 8)(5 1 4 8) € Si5.

o=(2104)(58)
O(0) = mem(3,2) =6

2. Cada elemento del grupo Zi;.
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Ejercicio 1.2.32. Demostrar que un grupo generado por dos elementos distintos de
orden dos, que conmutan entre si, consiste del 1, de esos elementos y de su producto
y es isomorfo al grupo de Klein.

Sea G = (a,b | a®> = b* = 1,ab = ba). Entonces, por el Ejercicio 1.2.13 tenemos:
G ={1,a,b,ab}
Sea ahora el grupo de Klein el siguiente:

V=A{L (12)34), (13)(24), (14)(23)}
=((12)(34), (13)(24))

Por tanto, hemos de encontrar un isomorfismo entre ambos grupos. Comprobe-
mos que los elementos generadores de V' cumplen las relaciones de G:

O((12)(34)) =mem(2,2) =2 = [(12)(34))*=1
O((1 3)(2 4)) = mem(2,2) =2 = [(1 3)(24)]? = 1
)(34) (13)(24) = (14)(23)
)(24) (12)(34)=(14)(23)

Por tanto, por el Teorema de Dyck, se tiene que existe un tinico homomorfismo
f G — V cumpliendo:

2)(3 4)
b (13)(24

Como ademads {f(a), f(b)} son un generador de V, tenemos que se trata de un
epimorfismo, y como ademds |G| = |V, se trata de un isomorfismo. Por tanto,
G =2 V. Como G es abeliano, V' también lo es.

Ejercicio 1.2.33. Sea GG un grupo y sean a,b € G.

1. Demostrar que O(b) = O(aba™"') (un elemento y su conjugado tienen el mismo
orden).

Para todo n € N, se tiene que:

1= (aba )" =ab'a' < a'=0a'! <= 1=b"

Comprobemos ahora que O(b) = O(aba™'):

» Si O(b) = oo, supongamos por reduccién al absurdo que dn € N tal
que (aba™')™ = 1. Entonces, se tiene que b" = 1, lo que contradice que

O(b) = 0.
= Si O(b) = n, entonces se tiene que " = 1, por lo que (aba=!)" =1y por
tanto O(aba™') < n. Por otro lado, supongamos que Im € N, con m < n,

tal que (aba—!)™ = 1. Entonces, se tiene que b™ = 1, lo que contradice
que O(b) = n. Por tanto, O(aba™') = n.
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En cualquier caso, se tiene que O(b) = O(aba™).
2. Demostrar que O(ba) = O(ab).
Considerando ahora ba € G, se tiene que:
O(ba) € O(a ba a™') = O(a b- 1) = O(ab)
donde en (x) hemos usado el apartado anterior.

Ejercicio 1.2.34. Sea G un grupo y sean a,b € G, a # 1 # b, tales que a®> = 1y
ab® = b*a. Demostrar que O(a) =2y que O(b) = 5.

Comprobemos en primer lugar que O(a) = 2. Por hipétesis, tenemos que a* = 1,
por lo que O(a) | 2. Por tanto, O(a) = 1 o O(a) = 2. Como a # 1, se tiene que
O(a) = 2. Veamos ahora que O(b) = 5. Tenemos que:

ab?® = ba = b* = ab’a =
= b! = (ab’a)(ab’a) = ab’a = a(ab’a)(ab’a)(ab’a)a =V’ = 1 ="

Por tanto, O(b) | 5. Por tanto, O(b) = 1 o O(b) = 5. Como b # 1, se tiene que
O(b) = 5.

Ejercicio 1.2.35. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos.

1. f(z™) = f(x)" Vn € Z.

Lo demostraremos en primer lugar para todo n € N. Por induccién, se tiene
que:

s Caso base: n = 0.

= Paso inductivo: Supongamos que se cumple para n, y veamos que se cum-
ple para n + 1.

f@™) = fa"z) = f@") f(2) = f(2)" f(z) = fla)™

Veamos ahora qué ocurre con n € Z, n < 0.

@) =f (@)™ Y )™ = (@) ™) " = f@)"

donde en (*) hemos usado que —n € N. Por tanto, se tiene que f(z") = f(x)"
Vn € Z.

2. Si f es un isomorfismo entonces G y H tienen el mismo ntmero de elementos
de orden n. ;Es cierto el resultado si f es s6lo un homomorfismo?

Consideramos la aplicaciéon inclusion dada por:

1: R* — C*
r —
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Comprobemos que se trata de un homomorfismo:
i(r-y)=x-y=ix)-ily) Ve,yelR

No obstante, tenemos que en C* hay elementos de orden 4 (O(i) = 4), mientras
que en R* no los hay. Por tanto, no se cumple el resultado si f es solo un
homomorfismo.

3. Si f es un isomorfismo entonces G es abeliano < H es abeliano.
Probado en Teoria.

Ejercicio 1.2.36.

1. Demostrar que los grupos multiplicativos R* (de los reales no nulos) y C* (de
los complejos no nulos) no son isomorfos.

En C*, tenemos que O(i) = 4. Busquemos = € R* tal que O(z) = 4.
=1 = z=41
No obstante, O(1) =1y O(—1) = 2. Por tanto, no pueden ser isomorfos.

2. Demostrar que los grupos aditivos Z y Q no son isomorfos.

Opcion 1 Por reduccién al absurdo, supongamos que existe un isomorfismo
f: Q — Z. Entonces, consideramos f~!(1) = ¢ € Q, que sabemos que
existe por ser f biyectiva. Entonces, se tiene que:

q 4q q q q q 1
fa=r(5+5)=15)T7(5)=2/35 f5)=5¢2
Por tanto, hemos llegado a una contradicciéon y , por tanto, hemos pro-

bado que no puede existir tal isomorfismo.

Opcién 2 (Notemos que usaremos conceptos del Tema 3)

Por reduccién al absurdo, supongamos que existe un isomorfismo dado
por f:Z — Q. Como Z = (1) y f es un epimorfismo, entonces tendremos
Q = (f(1)). Supongamos que f(1) = ¢ con a € Z y b € N. Entonces, se
tiene que:

o-(5)- (&0

Sabemos que ¢/2v € Q, por lo que 3k € Z tal que:

@:i:>2kab:ab:>2k‘a:a:> a=0
b 2 k=12¢7Z

Por tanto, a = 0. Entonces:

donde en (*) hemos usado que f es un homomorfismo entre grupos aditi-
vos. Por tanto, f no es inyectiva, lo que contradice que sea un isomorfismo.
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Ejercicio 1.2.37. Sea G un grupo. Demostrar:

1. G es abeliano <= La aplicacién f : G — G dada por f(z) = 27! es un
homomorfismo de grupos.

—) Supongamos que G es abeliano. Entonces, para todo x,y € G, se tiene
que:

Flay) = (@y) " =y 2 Loty = fa) f(y)

donde en (*) hemos usado que G es abeliano. Por tanto, f es un homo-
morfismo.

<) Supongamos que f es un homomorfismo. Entonces, para todo z,y € G,
se tiene que:

vy =y ) =fly ) = fly D)) =y
Por tanto, G es abeliano.

2. G es abeliano <= La aplicacién f : G — G dada por f(z) = 2? es un
homomorfismo de grupos.

—) Supongamos que G es abeliano. Entonces, para todo x,y € G, se tiene
que:

flzy) = (zy)? = 2>y = f(z)f(y)

Por tanto, f es un homomorfismo.

<=) Supongamos que f es un homomorfismo. Entonces, para todo x,y € G,
se tiene que:

zyry = f(xy) = f(2)f(y) = 2°y* = 2y = ya
Por tanto, G es abeliano.

Observacion. Notemos que este ejercicio es consecuencia directa del Ejercicio 1.2.7,
pero lo hacemos por motivos didacticos.

Ejercicio 1.2.38. Si GG es un grupo ciclico demostrar que cualquier homomorfismo
de grupos f : G — H estd determinado por la imagen del generador.

Sea G = (a). Entonces, para todo z € G, se tiene que x = a" para algiun n € Z.
Por tanto, se tiene que:

Por tanto, f esta determinado por la imagen de a.
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Ejercicio 1.2.39. Demostrar que no existe ningun cuerpo K tal que sus grupos
aditivo (K, +) y (K*,-) sean isomorfos.

Si K es finito, entonces:
K| = |K| -1 # K|

Por tanto, no pueden ser isomorfos. Si K es infinito, entonces supongamos por re-
duccién al absurdo que existe un isomorfismo f : K — K*. Como K es un cuerpo,
podemos considerar su caracteristica, que es el orden del 1 en el grupo aditivo.

1. Si K tiene caracteristica 2, entonces 1 + 1 = 0, por lo que 1 = —1. Por tanto,
para cada x € K, se tiene que:

r+rx=z+1l-z=z+(-1)-z=x—2=0

Por tanto, en K vemos que O(z) = 2 para todo x # 0. Como el orden se
conserva en un isomorfismo, en K* también se tendria que O(z) = 2 para todo
x # 0,1; o equivalentemente, 2> = 1 para todo x # 0, 1. Es decir:

(x—1)(z+1)=0 VxeK"\ {1}

Por ser K un cuerpo, en particular es un DI, y por tanto o bien x—1 = 0 o bien
x+1=0; por lo que x = 1 0o z = —1. Por tanto, tenemos que K* = {1, —1},
y de hecho es K* = {1}; es decir, el cuerpo trivial. Esto contradice que K sea
infinito.

2. Si K tiene caracteristica distinta de 2, entonces 1 + 1 # 0. Por ser f un
isomorfismo, consideramos f~!. En K*, se tiene que:

(~1)(=1) =1 = O(~1) =2

Por ser el orden conservado en un isomorfismo, tenemos que:
O(f '(-))=2= f'(-D+f(-D)=0=f(-1)1+1) =0

Por ser K un cuerpo, en particular es un DI, y por tanto o bien f~'(—1) =0
o bien 14+ 1 = 0. Como la caracteristica de K es distinta de 2, se tiene que
14 1#0, por lo que:

F) = 0= f(0) = -1

No obstante, f(0) = 1. Ademds, 1 # —1 (pues la caracteristica de K es distinta
de 2), por lo que hemos llegado a que f no es inyectiva, lo que contradice que
sea un isomorfismo.

En cualquier caso, no puede existir un cuerpo K tal que sus grupos aditivo y
multiplicativo sean isomorfos.
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1.3. Subgrupos, Generadores, Reticulos y Grupos
ciclicos

Ejercicio 1.3.1. Describir todos los elementos de los grupos alternados A,,, consis-
tentes en las permutaciones pares del .S,, correspondiente, para:

1. n=2.

={1,(12)}
Ay = {1}
2. n=3
S3={1,(12),(13),(23),(123),(132)}
A;={1,(123),(132)}
3. n=4

Sy={1,(12),(13),(14),(23),(24),(34),(123),(124),(132),(134),
(142),(143),(234),(243),(1234),(1243),(1324),

(1342),(1423),(1432),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}
Ar=1{1,(123),(124),(132),(134),(142),(143),(234),(243),
(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

Ejercicio 1.3.2. Sea D, el grupo diédrico. Demostrar que el subgrupo de D,, ge-
nerado por los elementos {r?s, s} es todo el grupo D, siempre que 0 < j <k <n
y med(k — j,n) = 1.
Haciendo uso de que D,, = (r, s), veamos que:
(ris,rks) = D,

C) Como r,s € D, entonces 1’s, r*s € D,,. Por ser D,, un grupo, en particular es
cerrado para el producto y para inversos, por lo que (ris,r*s) C D,,.

D) Veamos en primer lugar que 7 € (rfs,r¥s). Sabemos que:
(ris) ™t =sr77 € (ris,r*s)
Por tanto, como r¥s € (ris,r*s), entonces:
k

rRs(ris) ™ = rhssr™d =k € (ris rks)

Como med(k — j,m) = 1, entonces existe m € Z, con 0 < m < n, tal que
m(k — j) = qn + 1 para algin ¢ € Z. Por tanto:

(rh=ym = pmlh=0) — pantl — e (pi g k)

Por tltimo, veamos que s € (rfs, r*s). Como r € (r’s,r*s), entonces:

P iyl = P Itig = s € (rs, rs)
Por tanto, r, s € (ris,r*s), y por ser D,, = (r, s), entonces D,, C (ris,r*s).
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Ejercicio 1.3.3.

1. Demostrar que el subgrupo de SLy(Z3) generado por los elementos

=03 ()

es isomorfo al grupo cuaternio ()s.

Por la propiedad transitiva de la isomorfia, basta con encontrar un isomorfismo
entre SLo(Zs) y:

abs

5 =(z,ylat =1, y* =2 yr=21""y)

Comprobamos que 7,j cumplen las relaciones de Q4%*:

(v )
((2) g) B <_01 —01)
(4 53)
' = (—11 j)

Por tanto, i, j cumplen las relaciones de Q4%*. Por el Teorema de Dyck, existe

un tnico homomorfismo f : Q% — (i, j) tal que f(z) =iy f(y) = J.

;2
2
Ji

» Como 7,7 € (i,7) son un generador de (7,j), entonces se trata de un
epimorfismo.

» Para terminar de ver que es un isomorfismo, basta con comprobar que
|Q3%| = |(i, 5)|. Sabemos que:

(i, 5) = {1,047, 5, ij, i), %5}
Q5 = 8= [(i, )]
Por tanto, f es un isomorfismo.
Por tanto, (i, ) & Q%* = Q.

2. Demostrar que SLy(Z3) y Sy son dos grupos de orden 24 que no son isomorfos.

Observacion. Demostrar que Sy no puede contener a ningin subgrupo isomorfo

a QQ.

Tenemos que:
Qs = {1, +i, +5, £k}

Los 6rdenes de los elementos de ()2 son:

O(£i) = O(£)) =O(xk) =4  O(~1) =2
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Supongamos ahora 3H < S4 tal que H = (). Por lo pronto, sabemos que
1 € Hy |H| = 8. Ademés, como los isomorfismos mantienen los 6rdenes,
sabemos que en H habra 6 elementos distintos de orden 4 y 1 de orden 2.
Como en S, tan solo hay 6 elementos de orden 4, entonces H ha de contener
a todos los elementos de orden 4 de Sy; es decir:

{1,(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432)}CH

Por tanto, ya tenemos 7 elementos de H, y sabemos que el restante es de orden
2 (no sabemos si es una transposicion o un producto de dos transposicién
disjuntas). Por ser H un grupo, tenemos que es cerrado para productos, por
lo que:

(1234)(1243)=(132)e H

No obstante, hemos encontrado un elemento de orden 3 perteneciente a H,
lo cual es una contradiccion. Por tanto, no puede existir un subgrupo de Sy
isomorfo a @)s.

Para demostrar lo pedido, supongamos que 3f : SLy(Z3) — S; un isomorfismo,
y consideramos la restriccién a @ = (i,j) = (y. Sabemos que la siguiente
aplicacion es un isomorfismo:

r — f(M)

Q .

Por tanto, Q2 = Q = f.(Q). Ademés, como f. es un homomorfismo y se tiene
() < SLy(Z3), entonces f,(Q) < Sy. Por tanto, hemos encontrado un subgrupo
de S, isomorfo a ()9, lo cual es una contradiccion por lo que hemos demostrado
anteriormente. Por tanto, SLy(Z3) 2 Sy.

Ejercicio 1.3.4. Razonar que un subconjunto no vacio X C G de un grupo G es
un subgrupo de G si, y sélo si, X = (X).

=) Supongamos que X es un subgrupo de G, y veamos que X = (X).

C) Por definicién de subgrupo generado por un conjunto, X C (X).

D) Veamos que (X) C X. Dado z € (X), entonces x es una combinacién de
elementos de X mediante el producto y el inverso. Por ser X un subgrupo,
en particular es un grupo, por lo que es cerrado para el producto y para
inversos. Por tanto, x € X.

Por tanto, X = (X).

<=) Supongamos que X = (X), y veamos que X es un subgrupo de G. Por defi-
nicién, (X) es el menor subgrupo de G que contiene a X. Por tanto, X es un
subgrupo de G.

Ejercicio 1.3.5. Sean a,b € GG dos elementos de un grupo que conmutan entre si,
esto es, para los que ab = ba, y de manera que sus érdenes son primos relativos, esto

es, med(O(a),0(b)) = 1.
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1. Razonar que (a) N (b) = {1}.

Opicén 1 Puesto que la interseccion de dos subgrupos es un subgrupo, sabe-

mos que (a) N (b) es un subgrupo de G, y por tanto 1 € (a) N (b) # 0.
Por tanto, podemos considerar = € (a) N (b).

Como menciona el med(O(a), O(b)), podemos considerar que ambos drde-
nes son finitos. Por el Teorema de Lagrange, sabemos que:

Por tanto, |(a)N(b)| es divisor comtin de O(a) y O(b), y por ser med(O(a), O(b)) = 1,
entonces |(a) N (b)| = 1. Por tanto, (a) N (b) = {1}.

Opcién 2 Demostrémoslo por doble inclusién.

D) Como (a) y (b) son subgrupos de G, entonces (a) N (b) es un subgrupo
de G, y en particular es un grupo. Por tanto, 1 € (a) N (b).
C) Sea x € (a) N (b).

» Como zx € (a), entonces x = a® para algin s € Z.

» Como z € (b), entonces x = b' para algiin ¢ € Z.
Por tanto:

1 = (aO(a))s — (as)O(a) — SL’O(a) — (bt)O(a) — th(a) — O(b) | tO(a)

Como med(O(a),O(b)) = 1, entonces O(b) | t, por lo que Ik € Z tal
que t = kO(b). Por tanto:

T = bt — ka(b) — (bO(b)>k — 1k -1
Por tanto, (a) N (b) C {1}.

2. Demostrar que O(ab) = O(a)O(b).

Puesto que conmutan, tenemos que:
(ab)* = a*b* Vk € Z
Por comodidad, sean O(a) =n y O(b) = m.

Supongamos ahora t € N tal que (ab)’ = 1.

_ t_ tpt t_ gt _ ad=1=n|t ()
1= (ab) =a'l' = a" =b"€ (a)n(b) ={1} = {at:1:m|t}:>nm‘t

donde en (%) hemos usado que med(n, m) = 1. Por tanto:
O(ab) = nm = O(a)O(b)

78



Algebra IT - Relaciones 1.3. Subgrupos, Generadores, Reticulos y Grupos ciclicos

Ejercicio 1.3.6. Encontrar un grupo G y elementos a,b € G tales que sus 6rdenes
sean primos relativos, pero para los que no se verifique la igualdad O(ab) = O(a)O(b)
del ejercicio anterior.

En primer lugar, hemos de tener que no conmuten. Por tanto, consideremos el
grupo S3 y los elementos:

a=(12)
b=(123)

Tenemos que O(a) =2 y O(b) = 3, y por tanto med(O(a),O(b)) = 1. Ademas,
O(a)O(b) = 6. Supongamos que Jo € Sz tal que O(¢) = 6. Por tanto, el minimo
comun multiplo de los ciclos disjuntos que la descomponen debe ser 6. Sin embargo,
esto no es posible, porque en S3 tan solo hay elementos de orden 1, 2 y 3. Por tanto,

O(ab) # O(a)O(Db).

Ejercicio 1.3.7. Sea G un grupo y a,b € G dos elementos de orden finito. ;Es ab
necesariamente de orden finito?

Observacion. Considerar el grupo GLy(Q) y los elementos

=(10) = ()

Calculemos el orden de a y b:

b — (_01 _01) — I, — O(b) =6

Calculamos ahora el orden de ab. Por induccién, demostraremos que:

= )
=03 (4)=6 )

= Supuesto cierto para n, demostramos para n + 1:

(ab)™ = (ab)"(ab) = <(1) —171) (é —11> _ (8 —(n1+ 1))

Por tanto, como en (ab)" # I, para todo n € N, entonces O(ab) = oo.

» Caso base: n = 1.
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Ejercicio 1.3.8. En el grupo Sz se considera el conjunto
H={1,(123),(132)}.
1. Demostrar que H es un subgrupo de Sj.

Opcion 1. Por ser S3 finito, tan solo hemos de comprobar que H es cerrado
para el producto. Como vimos, no es necesario comprobar si uno de los
elementos es el neutro.

Por tanto, H < Ss.
Opcién 2. Demostremos que H = ((1 2 3)).

C) Tan solo serd necesario ver que (1 2 3)2 = (1 3 2), y se tendria de
manera inmediata que H C ((1 2 3)).

D) Sea z € ((1 2 3)). Entonces x = (1 2 3)™ para algun n € Z. Como
O((1 2 3)) = 3, entonces n € {0, 1,2}. Por tanto:

re{(123)°(123)(123)?2}={1,(123),(132)}=H

2. Describir las diferentes clases de S modulo H.

Por el Teorema de Lagrange, sabemos que:

6
|S3|:[S3:H]'|H|:>[S3:H]2522:>|S3/HN’:|S3/NH|:2

Calculamos ahora las clases de equivalencia de S3/ ;~:

1H={lz|zeH}={1,(123),(132)}=H
(L2)H = {(12)x |z Hy = {(12),(12)(123),(12)(132)} = {(12),(23),(13)} #H

Como ya hemos encontrado dos clases de equivalencia distintas, entonces he-
mos encontrado todas las posibles.

Ss/ g~ ={H, (1 2)H}

Calculamos ahora las clases de equivalencia de S5/ ~p:

Hl={zl|zeH}={1,(123),(132)}=H
H(12) = {o(12) |2 € H) = {(12),(123)(12),(132)(12)} = {(12),(13),(23)} # H

Por tanto, hemos encontrado todas las clases de equivalencia de S3/ ~p.
S3/ ~np={H,H(12)}
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Ejercicio 1.3.9. Sea GG un grupo finito.

1. Demostrar que si H < G es un subgrupo, entonces |G : H| = |G] si, y sélo si,
H = {1}, mientras que [G : H| =1 si, y sdlo si, H = G.

Demostremos en primer lugar que [G : H|] = |G| <= H = {1}. Por el
Teorma de Lagrange, sabemos que |G| = [G : H] - |H|. Por tanto:

&

G : H] = |

=G| < |G|=|G| |H| <= |H|=1 < H ={1}

donde, desde el inicio, hemos usado que |G|, |H| # 0.

De nuevo, por el Teorema de Lagrange, sabemos que |G| =[G : H| - |H|. Por
tanto: \G\
G H] = — |G| = |H]
1|
Como ademds H C G por ser subgrupo, tenemos que [G : H| = 1 si y solo si
H=G.

2. Demostrar que si se tienen subgrupos Gy < G7 < G, entonces

[G : GQ] = [G : Gl][G1 : G2]7

Por un lado, como Gy < G, entonces:

|G| = [G : G2] ) |G2|

Por otro lado, como G; < G, y G5 < G, entonces:

|G| = [G : Gl] . |G1| = [G . Gl][Gl : GQ] . |G2|

Uniendo ambos resultados, tenemos que:

[G . GQ] = [G . Gl][Gl . GQ}

3. Demostrar que si se tiene una cadena descendente de subgrupos de la forma
G = GO Gl/"'>GT’—1>GT’7

entonces
r—1

G: G =]]IG:: Ginl.

=0
Demotrsamos por induccién sobre r:

s 1 =2: G= Gy > G > Gy Por el apartado anterior, sabemos que:

[G GQ] [G Gl][Gl . GQ]
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= Supuesto cierto para r, demostramos para r + 1: Por hipétesis de induc-
cion, sabemos que:

r—1

G: G, =]]Gi: Gin]

=0

Por otro lado, como G,.; < G, < G, aplicando el apartado anterior,
tenemos que:

G : Gra] =[G : GGy : Grya]
Uniendo ambos resultados, tenemos que:

r—1 r

(G : o] = [[IG: : Gia] - [Gr : Gopa] = [[IGi : G

i=0 i=0
4. Demostrar que si se tiene una cadena descendente de subgrupos de la forma
G:G0>Gl>"'>Gr71>Gr:{l}a

entonces
r—1

G| =]]IG: : Ginal.

=0
Por el primer apartado, como G, = {1}, entonces [G : G,] = |G|. Por tanto,

aplicando el apartado anterior, tenemos que:

r—1

G| = H[Gz Gt

i=0
Ejercicio 1.3.10.

1. Demostrar que si G es un grupo de orden 4, entonces se tiene que o bien G es
ciclico, o bien es isomorfo al grupo de Klein.

Como |G| = 4, entonces O(z) | 4 para todo x € G. Por tanto, O(z) € {1,2,4}.
Consideramos los siguientes casos:

» Supongamos Jz € G | O(z) = 4

En este caso, como x tiene 4 potencias distintas, entonces:
() ={1,z,2* 2°} C G
Como ademés |(z)| = 4 = |G|, entonces G = (x). Por tanto, G es ciclico,
G - C4.
= Supongamos Bz € G | O(x) = 4:

En este caso, Vx € G, O(z) € {1,2}. Como O(z) =1 <= =z =1,
entonces G tiene 3 elementos de orden 2. Sea z € G tal que O(x) = 2.

En este caso, (z) = {1,2} C G. Como |G| = 4, ha de existir un elemento
yeGtalquey ¢ (x) y O(y) = 2.
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Veamos que G cumple las relaciones del grupo de Klein abstracto:
Vs — (a,b|a® =b* =1, ab = ba)

Sabemos que 22 = y? = 1. Ahora, nos falta ver que xy = yx. Como
ry € G, entonces O(xy) € {1,2}. En cualquier caso, (zy)*> = 1, por lo
que:

ryry =1 = yry = v = oy = yx

Por tanto, por el Teorema de Dyck, G = Vabs =2V,
2. Demostrar que si GG es un grupo de orden 6, entonces se tiene que o bien G es
ciclico, o bien es isomorfo al grupo diédrico Ds.

Seguiremos la misma estrategia que en el apartado anterior. Como |G| = 6, en-
tonces O(z) | 6 para todo = € G. Por tanto, O(z) € {1,2,3,6}. Consideramos
los siguientes casos:

» Supongamos Jz € G | O(z) = 6:

En este caso, como x tiene 6 potencias distintas, entonces:
() ={1,z,2° 2° 2*,2°} C G
Como ademés |(z)| = 6 = |G|, entonces G = (x). Por tanto, G es ciclico,
G == C6-
= Supongamos Bz € G| O(z) = 6:

En este caso, Vo € G, O(z) € {1,2,3}. Como O(z) =1 < z =1,
entonces G tiene 5 elementos cuyo orden es 2 o 3.

e Supongamos Az € G | O(z) = 3:
Entonces, G tiene 5 elementos de orden 2. Sea x € G tal que O(z) =
2.

() ={l,z} C G

Como |G| = 6, ha de existir un elemento y € G tal que y ¢ (x) y
O(y) = 2. Veamos que zy ¢ {1,z,y}.

' = 2, lo cual es una contradiccién.

o Sizy =1, entonces y = x~
o Sixy = x, entonces y = 1, lo cual es una contradiccién.
o Sixy =y, entonces x = 1, lo cual es una contradiccién.

Por tanto, tenemos que:

(z,y) ={l,z,y,2y} C G

Por tanto, hemos encontrado un subgrupo de GG de orden 4, pero esto
es una contradiccion, porque por el Teorema de Lagrange, el orden
de un subgrupo ha de dividir al orden del grupo.

e Supongamos Az € G | O(x) = 2:
En este caso, G tiene 5 elementos de orden 3. Sea = € G tal que
O(z) = 3.

() ={1,z,2*} C G

Como |G| = 6, ha de existir un elemento y € G tal que y ¢ (x) y
O(y) = 3. Veamos que zy ¢ {1,z, 2% y,y°}.
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' = 22 lo cual es una contradiccién.

o Sizy =1, entonces y = x~
o Si zy = x, entonces y = 1, lo cual es una contradiccién.
o Si zy = 22, entonces y = x, lo cual es una contradiccién.
o Sixy =y, entonces x = 1, lo cual es una contradiccién.
o Si zy = 2, entonces x = vy, lo cual es una contradiccién.
Por tanto, tenemos que {1, z,z% y,4* 2y} C G. Como |G| = 6, en-
tonces G = {1,z, 2% y,y? zy}. Veamos que 7y ¢ G:
o Si 2%y = 1, entonces y = x, lo cual es una contradiccién.
o Si 2%y = z, entonces y = 2, lo cual es una contradiccion.
o Si 2%y = 22, entonces y = 1, lo cual es una contradiccién.
o Si 2%y = y, entonces 22 = 1, lo cual es una contradiccién.
o Si 2%y = y?, entonces 22 = v, lo cual es una contradiccién.
o Si 2%y = zy, entonces x = 1, lo cual es una contradiccién.
Por tanto, G no es cerrado para el producto, lo cual es una contra-
diccion.
e Por tanto, 3z € G | O(x) =3y Jy € G | O(y) = 2. Comprobemos
que G cumple las relaciones del grupo diédrico Dj:

D3 = (r,s|r=s"=1, sr=r7s)

Veamos en primer lugar los elementos de G. Sabemos que {1, z,2?} C G.
Veamos ahora que y no puede ser uno de estos elementos:

4

y:x2:>1:y2::1: =r=—ux=1

Por tanto, y ¢ {1,z,2?}, y tenemos {1, z, 2% y} C G. Veamos ahora
que 2y ¢ {1, 7,2, y}:
o Sixy =1, entonces y = x, lo cual es una contradiccién.
o Si zy = x, entonces y = 1, lo cual es una contradiccién.
o Si zy = 22, entonces y = x, lo cual es una contradiccion.
o Sizy =y, entonces x = 1, lo cual es una contradiccién.
Por tanto, {1, z, 2%y, zy} C G. Veamos ahora que 2y ¢ {1,x, 2% y, vy}
o Si 2%y = 1, entonces y = x, lo cual es una contradiccion.
o Si 2%y = z, entonces y = 22, lo cual es una contradiccién.
o Si 2%y = 22, entonces y = 1, lo cual es una contradiccién.
o Si 2%y =y, entonces x? = 1, lo cual es una contradiccién.
o Si 2%y = zy, entonces z = 1, lo cual es una contradiccién.

Por tanto, {1, z, 2%y, zy, 2%y} C G. Como |G| = 6, entonces:
G ={1,2,2% y,zy, 2*y}

Como G es un grupo, yr € G. Veamos el valor de yz:
o Siyx =1, entonces y = x, lo cual es una contradiccién.
o Siyx = x, entonces y = 1, lo cual es una contradiccién.
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e
(13

)24)  (14)(23)
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{1}
Figura 1.47: Diagrama de Hasse para los subgrupos del grupo de Klein.

o Siyx = 22, entonces y = x, lo cual es una contradiccién.
o Siyzx =y, entonces x = 1, lo cual es una contradiccién.

o Si yx = xy, entonces G es abeliano. En este caso, veamos que

O(zy) = 6:

(xy)?=2"  (wy)’=y (ey)'=2 () =2y (ay)=1
Por tanto, O(xy) = 6, pero habfamos supuesto que iz € G tal
que O(z) = 6. Por tanto, hemos llegado a una contradiccién.

Por tanto, como yx € G, tan solo queda la opcién de que yxr =
2?y. Por tanto, G cumple las relaciones del grupo diédrico D3. Como
ademés (x,y) es un grupo de generadores de Gy |G| = | D3| = 6, por
el Teorema de Dyck, G = Ds.

Ejercicio 1.3.11. Describir los reticulos de subgrupos de los siguientes grupos:

1. El grupo V' de Klein.

La complejidad en todo este ejercicio sera hallar todos los subgrupos de un
cierto grupo. Una vez hallados, dibujar los Diagramas de Hasse no serd com-
plicado.

Sabemos que V' = {1,(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}. Por el Teorema de
Lagrange, sabemos que los subgrupos de V han de tener orden 1, 2 o 4. El
subgrupo de orden 1 es {1}, y el subgrupo de orden 4 es V. Veamos ahora los
subgrupos de orden 2. Como 2 es primo, entonces los subgrupos de orden 2
han de ser ciclicos. Por tanto, los subgrupos de orden 2 son:

(12)B4) ={L(12)34)}
(13)(24)) ={1,(13)(24)}
(14)(23)) = {1,(14)(23)}

Por tanto, el reticulo de subgrupos de V es el de la Figura 1.47.

2. El grupo simétrico Ss.

Sabemos que |S3| = 6. Por el Teorema de Lagrange, sabemos que los subgrupos
de S3 han de tener orden 1, 2, 3 o 6. El subgrupo de orden 1 es {1}, y el
subgrupo de orden 6 es S3. Veamos ahora los subgrupos de orden 2 y 3. Como
2 y 3 son primos, entonces los subgrupos de orden 2 y 3 han de ser ciclicos.
Sabemos que:

Sy ={1,(12),(13),(23),(123),(132)}
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7NN
N

{1}

Figura 1.48: Diagrama de Hasse para los subgrupos de Ss.

Por tanto, los subgrupos de orden 2 son:

((12) ={1,(12)}
((13)) ={1,(13)}
((23)) ={1,(23)}

Por otro lado, los subgrupos de orden 3 son:

(123)=41,(123),(132)}

Notemos que no ha hecho falta calcular ((1 3 2)) puesto que, (z) = (z~'). Por
tanto, el reticulo de subgrupos de S5 es el de la Figura 1.48.

3. El grupo diédrico Dy.

Sabemos que |D4| = 8. Por el Teorema de Lagrange, sabemos que los subgrupos
de Dy han de tener orden 1, 2, 4 u 8. El subgrupo de orden 1 es {1}, y el
subgrupo de orden 8 es D4. Veamos ahora los subgrupos de orden 2 y 4. Como
2 es primo, entonces los subgrupos de orden 2 han de ser ciclicos. Sabemos
que:

Dy = {1,r,7% 1% s, sr, 0% sr°}

Calculemos el orden de los elementos de Dy:
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Calculamos ahora los subgrupos de orden 4. Sabemos que:
<’I”> = {17T7 7”2,7’3} = <T’3>

No obstante, busquemos mas grupos de orden 4, algo que no sera sencillo.
Dado un subgrupo H, como H = (H), entonces siempre podemos encontrar un
conjunto de generadores suyo. Buscaremos por tanto conjuntos de generadores
con 1, 2, 3y 4 elementos.

s Con un elemento:

Los subgrupos generados por un tnico elemento sabemos que son ciclicos
y el orden del elemento ha de ser el orden del grupo. Por tanto, el inico
subgrupo de D, de orden 4 es:

<T> = {17T7 T27T3} = <T3>

s Con dos elementos:

A partir de aqui, es mas complejo. Sabemos que los generadores no han
de ser ni r ni 73, pues estos generarfan un grupo de orden mayor que 4.
Ademas, incluir a 1 como generador no tiene sentido. Por tltimo, notemos
que z y £~ ! generan el mismo grupo. Las posibles combinaciones son:

s,7%) pues s - 572 = r?

3

—~

O (r®) pues s - sr® =7

r) pues sr - sr® = ssrir? =r

(

= (sr,7%) pues sr - s = r?
{
(

r?, sr?) = s,r2) pues sr? 1% =5
r?, sr3) = (sr, r2> pues sr® -2 = sr
<8T2, sr®y = Dypuesr =sr-sr¥y srd.r=s

Por tanto, y en resumen, los tinicos subgrupos de D, de orden 4 generados
por dos elementos son:

<s,r2> = {1,3,7"2,37“2}

(sr, 7“2> = {1, sr, 37’3,7’2}

s Con tres elementos:

Supongamos (pues en otro caso ya se habria estudiado) que todos los
elementos generadores son de orden 2 y distintos. Sean estos x, vy y z.
Como (z,y) nos proporciona un subgrupo de orden 4 o mayor, caben dos
posibilidades:

e Al anadir z como generador, no se generen méas elementos. En este
caso, (x,y,2) = (x,y), caso ya estudiado.
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Figura 1.49: Diagrama de Hasse para los subgrupos de Dj,.

e Al anadir z como generador, se generen mas elementos. En este caso,
(x,y,z) = Dj.

= Con cuatro elementos:

Supongamos (pues en otro caso ya se habria estudiado) que todos los
elementos generadores son de orden 2 y distintos. Entonces, como también
el 1 pertenecerd a dicho subgrupo, tenemos que este grupo sera Dy.

Por tanto, los tnicos subgrupos de D, de orden 4 son:

<T> - {17T7 T27T3} - <T3>
(s,7%) = {1, 5,72, sr*}

(s, r2) = {1, sr, sr3,7‘2}

Por tanto, el reticulo de subgrupos de Dy es el de la Figura 1.49.

4. El grupo cuaternio @)s.

Sabemos que |@3] = 8. Por el Teorema de Lagrange, sabemos que los subgrupos
de @2 han de tener orden 1, 2, 4 u 8. El subgrupo de orden 1 es {1}, y el
subgrupo de orden 8 es (J5. Veamos en primer lugar el orden de los elementos

de QQZ

Ol)=1 O(-1)=2  O(+i) = O(+)) = O(£k) = 4

Como 2 es primo, los subgrupos de orden 2 han de ser ciclicos y generados por
un elemento de orden 2. Por tanto, el tinico subgrupo de orden 2 es:

(1) ={1,-1}

Respecto a los subgrupos de orden 4, buscaremos conjuntos de generadores de
1,2,3 y 4 elementos.
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{1}

Figura 1.50: Diagrama de Hasse para los subgrupos del grupo de los cuaternios.

= Con un elemento:

Los subgrupos generados por un tnico elemento sabemos que son ciclicos
y el orden del elemento ha de ser el orden del grupo. Por tanto, estos son:

(1) ={1,i,—1,—i}
<]> = {17j7_17_j}
(k) ={1,k,—1,—k}

» Con dos elementos:

Supongamos (pues en otro caso ya se habria estudiado) que los genera-
dores no son de orden 4. Entonces tan solo puede ser el 1y el —1, caso ya
estudiado. Por tanto, no consideramos ni este caso ni los generados por
mas elementos.

Por tanto, el reticulo de subgrupos de )5 es el de la Figura 1.50.

5. El grupo alternado Aj.

Sabemos que |A4| = 12. Por el Teorema de Lagrange, sabemos que los sub-
grupos de A4 han de tener orden 1, 2, 3, 4, 6 o 12. El subgrupo de orden 1 es
{1}, y el subgrupo de orden 12 es A;. Veamos ahora los subgrupos de orden
2, 3, 4 y 6. Para ello, antes de nada, mostremos los elementos de Ay:

Ay=1{1,(123),(124),(132),(134),(142),(143),(234),(243),
(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

Como V < Ay, entonces los subgrupos de V' son subgrupos de A4. Estos son:

(12)(34)) ={1,(12)34)}

(13)(24)) = {1, (13)(24)}

14)(23)) = {1,(14)(2 3)}
V={((12)34),(13)(24)
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Veamos si hay mas subgrupos de orden 2. Como 2 es primo, estos han de ser
ciclicos generados por un elemento de orden 2; pero no hay mas elementos
de orden 2 en A4. Por tanto, los subgrupos de orden 2 son los anteriormente
mencionados.

Veamos ahora los subgrupos de orden 3. Como 3 es primo, estos han de ser
ciclicos generados por un elemento de orden 3. Ademéds, hemos de tener en
cuenta que (x) = (x~!). Por tanto, los subgrupos de orden 3 son:

((123)=41,(123),(132)}
(124)={1,(124),(142)}
((134))={1,(134),(143)}
((234))={1,(234),(243)}

Veamos ahora los subgrupos de orden 4. Como 4 no es primo, no es tan sencillo.
Buscaremos que estén generados por 1, 2, 3 y 4 elementos.

s Con un elemento:

Los subgrupos generados por un tunico elemento sabemos que son ciclicos
y el orden del elemento ha de ser el orden del grupo. Como no hay ele-
mentos de orden 4, no hay subgrupos de orden 4 generados por un unico
elemento.

s Con dos elementos:

Supongamos (pues en otro caso ya se habria estudiado) que los dos ele-
mentos son distintos y de orden 2 (pues el orden de todo elemento debe
dividir al orden del subgrupo al que pertenece). Entonces, llegamos al gru-
po de Klein, caso ya estudiado. Por tanto, no consideramos generadores
de mas elementos.

Respecto a los subgrupos de orden 6, en el ejemplo de la pagina 77 se vié que
no existen subgrupos de orden 6 en A4. Por tanto, el reticulo de subgrupos de
Ay es el de la Figura 1.51.

Ejercicio 1.3.12. Fijado un nimero primo p, describe el reticulo de subgrupos del
grupo ciclico Cyn. En particular, describe el reticulo de subgrupos del grupo ciclico

Cs.

Sabemos que, para cada divisor de p", existe un subgrupo de Cy» de ese orden. En
concreto, los tinicos subgrupos de Cyn son los de la forma (z#*) con k € {0,...,n}.
Ademas:

O n n
med(O(x),p*)  med(p?, p*)  pF
Por tanto, (xpk> = Cpn—r. Ademas, fijado k € {0,...,n}, tenemos que (xpk+1) C
(zP"), puesto que 27" = (27")P. Por tanto, el reticulo de subgrupos de Cyn es el de
la Figura 1.52.
En particular, para Cg, tenemos que p = 2 y n = 3. Por tanto, el reticulo de
subgrupos de Cjy es el de la Figura 1.53.
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(234)) ((134) ((124) ((123))
\\\\\\\\\\:iiiiiii§ 12)(34)) ((13)(24) ((14)(23)

{1}

Figura 1.51: Diagrama de Hasse para los subgrupos del grupo alternado Ajy.

<

Cs = (x)

Cy = (2?)

Cy = (%)
{1} = (=) = (1)

Figura 1.53: Reticulo de subgrupos de Cy para el Ejercicio 1.3.12.
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G

{1}

Figura 1.54: Reticulo de subgrupos de para el Ejercicio 1.3.13.

C6 = <37>
03 = (:1:2> \
CQ = <Qf3>

Figura 1.55: Reticulo de subgrupos de Cg para el Ejercicio 1.3.14.

Ejercicio 1.3.13. Demostrar que un grupo finito G # {1} carece de subgrupos
propios, esto es, que su reticulo de subgrupos es el de la Figura 1.54 si, y sélo si,
G = (), es un grupo ciclico de orden primo.

—>) Supongamos que G es un grupo finito que carece de subgrupos propios. Como
G # {1}, sea x € G \ {1}. Entonces, (x) # {1} es un subgrupo de G; y como
este no es propio, entonces (x) = G. Por tanto, G es ciclico.

Por ultimo, por ser G ciclico sabemos que, por cada divisor de |G|, existe un
subgrupo de G de ese orden. Como G no tiene subgrupos propios, entonces los
tnicos divisores de |G| son 1 y |G|. Por tanto, |G| es primo.

<=) Supongamos que G = C), es un grupo ciclico de orden primo. Sabemos que,
por cada divisor de |G|, existe un subgrupo de G de ese orden. Como |G| = p
es primo, entonces los unicos divisores de |G| son 1y |G|. Por tanto, G carece
de subgrupos propios.

Ejercicio 1.3.14. Describir los reticulos de subgrupos de los grupos ciclicos siguen-
tes:

1. Cs.
Sabemos que los subgrupos propios de Cg son de la forma (z*) con k € {2, 3}.
Ademss, O(z*) = mcdf(j()‘ 5= 3. Por tanto, estos son:

(x%) = {1, 2% 2%}

(2%) = {1,2°}
Por tanto, el reticulo de subgrupos de Cj es el de la Figura 1.55.
2. Cho.
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012 <I>

/

e

Figura 1.56: Reticulo de subgrupos de C}5 para el Ejercicio 1.3.14.

Sabemos que los subgrupos propios de O, son de la forma (z*) con k €

{2,3,4,6}. Ademds, O(z*) = m = 12 Por tanto, estos son:

Por tanto, el reticulo de subgrupos de Ci5 es el de la Figura 1.56.

Ejercicio 1.3.15. Se considera el grupo ciclico 34 de orden 136, con generador .
;Qué relacién hay entre los subgrupos Hy = (t48,t7) y Hy = (t46)?

Estudiamos en primer lugar el grupo Hy. Como O(t) = 136, entonces:
HQ _ <t46> _ <tmcd(136,46)> _ <t2>
Por otro lado:
Hl — <t48,t72> — <t48> v <t72> — <tmcd(136,48)> vV <thd(136’72)>
= (%) v (t*) = (')
Por tanto, se nos pide estudiar la relacién entre los subgrupos (%) y (t%). Puesto
que tg € (t?), entonces:
Hl - <t8> < <t2> == H2

Ejercicio 1.3.16. Demostrar que el grupo de unidades Z> es un grupo ciclico.

Opcién 1. Veamos que O(5) =

52 =4
5 =
5' =
5 =3
56 =1
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Por tanto, Z; = (5) es un grupo ciclico.

Opcién 2. Sabemos que |Z5| = 6. Por el Ejercicio 1.3.10, sabemos que hay dos
posibilidades, o bien Z> es ciclico, o bien Z> = D3. No obstante, no puede ser
isomorfo a D3, puesto que D3 no es abeliano y Z si lo es. Por tanto, Z; es
ciclico.

Ejercicio 1.3.17. Sea G un grupo y sea C), el grupo ciclico de orden n generado
por x. Demostrar que:

1. Si 6 :C,, — G es un homomorfismo de grupos, entonces:

O@(x)) | n, y 0% =0)F Vke{o,...,n—1}.

Para la primera parte, queremos ver que (6(x))" = 1. Sabemos que:
1=60(1)=0(z")=0(x)" = Ol(z)) |n

Para ver el segundo resultado, es suficiente ver que, por ser un homomorfismo,

de hecho se tiene para todo k € Z.

2. Para cada g € G tal que O(g) | n, existe un unico homomorfismo de grupos
6, : C, — G tal que 0,(z) = g.

Veamos que ¢" = 1. Como O(g) | n, existe m € Z tal que n = m - O(g). Por
tanto:
gn — gm-O(g) — (gO(g))m —1m =1

Por tanto, por el Teorema de Dyck, existe un tinico homomorfismo de grupos
b, :C, — G tal que §,(z) = g.

3. Sig € G es tal que O(g) | n, entonces el morfismo 6, es monomorfismo si, y
sélo si, O(g) = n.

Partimos de:
6, es monomorfismo <= ker(6,) = {1}

Calculemos el nicleo de 0,:

ker(0,) ={x € C, | O,(z) =1} ={a" | k€ {0,....,n -1}, 0,(z") =1}
={sF|kef0,....n-1}, ¢"=1}

Como O(x) = n, sabemos que z* # 1 para k € {1,...,n — 1}. Por tanto:
ker(0,) = {1} <= ¢"#1Vke{l,....,n—1} < O(g) =n

Como partimos de que O(g) | n, entonces:

6, es monomorfismo <= O(g) =n
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4. Existe un isomorfismo de grupos
UZ,) = Aut(C,),
dado por r — f,. para cada r = 1,...,n — 1 con med(r,n) = 1, donde el

automorfismo f, se define mediante f,.(z) = z”.

En particular, Aut(C,,) es un grupo abeliano de orden ¢(n).

Paracadar € {1,...,n—1} con med(r,n) = 1 (es decir, r € U(Z,,)), definimos
el siguiente automorfismo de C,,:

fro C, — C,
r — x

Comprobemos en primer lugar que se trata de un automorfismo. Puesto que
C, = 7Z,, entonces C,, es abeliano y, de ahi, se tiene de forma directa que f.
es un homomorfismo. Veamos que es inyectivo:

» Inyectividad: Supongamos k,l € {0,...,n — 1} tales que f.(z*) = f.(«).
Entonces, 2™ = 2" = 2"*) = 1. Como O(z) = n, se tiene que
n | r(k—1). Como ademas med(r,n) = 1, entonces n | k — I, tenemos que
k,1€{0,...,n— 1}, entonces k — [ = 0. Por tanto, k = .

Por tanto, por ser inyectivo y ser C, finito, entonces f, biyectivo. Por tanto,
fr es un automorfismo. Esto nos permite definir la siguiente funcién:

O UZ,) — Awt(Cy)
r o— fr

Dividimos la demostracion en varios aspectos:

Bien definida: Veamos en primer lugar que ® esta bien definida. Para ello,
consideramos r, s € Z tales que [r] = [s]. Entonces, s = r + tn para algin
t € Z. Veamos que f, = f;. Supongamos (x) = C,,. Entonces, para cada
ke {0,...,n— 1}, se tiene que:

fr (l’k) xrk

fs(xk) — LL’Sk — (xr—l-tn)k — .TTk.Ttnk — xrk . (xn)tk — xrk 1= l,rk

Por tanto, f, = fs, y por tanto ® esta bien definida.

Homomorfismo: Veamos ahora que ® es un homomorfismo. Para ello, con-
sideramos r, s € U(Zy,):

D(rs) = frs ®(r) o ®(s) = f, o f;
Comprobamos que se trata del mismo automorfismo:
frs(x) = 2" = (2°)" = [.(fs(zx)) = (fy o fs)(2) Ve G,

Por tanto, ® es un homomorfismo.
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Inyectividad: Veamos ahora que ker(®) = {1}. Para ello, supongamos que
Ik € U(Z,) \ {1} tal que ®(k) = f, = id. Entonces, para = € C,, con
O(x) = n, se tiene que:

filz)=2F =2 =2""'=1=n|k—1

Como ademds k € U(Z,,), entonces k < n, luego k — 1 = 0 y por tanto
k = 1. Por tanto, ker(®) = {1}, y por tanto ® es monomorfismo.

Sobreyectividad: Veamos ahora que ® es sobreyectivo. Para ello, conside-
ramos f € Aut(C,,). Consideramos = € C, tal que med(xz,n) = 1, de
forma que C,, = (x). Entonces, f(z) € C,, por lo que f(x) = 2" para
algin r € {0,...,n — 1}. Ademds, como f es un epimorfismo, entonces
C, = (f(z)) = (a"). Por tanto, med(r,n) = 1, y por tanto r € U(Zy,).
Veamos que f = f,:

F@h) = fl@)f = @) =2 = f.(a%)  Vke{0,....n—1}
Por tanto, ® es sobreyectivo. Por tanto, ® es un isomorfismo.

Una vez demostrado eso, como U(Z,) es finito, entonces Aut(C,,) es finito,
con:

| Aut(Cy)| = [U(Zn)| = ¢(n)
Ademas, como U(Z,,) es abeliano, entonces Aut(C,,) es abeliano.
Ejercicio 1.3.18.

1. Describir explicitamente el grupo de automorfismos Aut(Cy).

Por el Ejercicio 1.3.17, sabemos que Aut(Cs) = U(Zs). Calculemos U(Zs):

UZs) ={1,3,5,7}

Por tanto, hay cuatro automorfismos en Aut(Cs), que son f; =id, f3, f5 y fr

(tal y como definfamos en el Ejercicio 1.3.17). Vedmoslo explicitamente en la
siguiente tabla:

z | filz) | f3(z) | f5(z) | fr(2)
1 1 1 1 1

T T z® z° z7
22| 2 20 x? 20
2| 23 x x7 x°
| a2t x* z? z*
| b x7 T 3
20| 2b z? 0 z?
' | 2’ x° z3 x

2. Demostrar que Aut(Cg) es isomorfo al grupo de Klein.
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Por el apartado anterior, sabemos que | Aut(Cs)| = 4. Por el Ejercicio 1.3.10,
sabemos que hay dos posibilidades, o bien Aut(Cy) es ciclico, o bien Aut(Cy) =
V.

Supongamos que Aut(Cs) es ciclico. Entonces, 3f € Aut(Cs) | O(f) = 4. Para
cada x € Cg, tenemos que:

(fso f3)(z) = f3(2®) =2 =z
(fs o f5)(x) = f5(a°) = 2% =
(frofo)(z) = fr(2") =2

Por tanto, O(f;) = O(fs) = O(f7z) = 2, lo cual es una contradiccién. Por
tanto, Aut(Cs) no es ciclico, y por tanto Aut(Cs) = V.
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1.4. Grupos cociente. Teoremas de isomorfismo.
Productos

Ejercicio 1.4.1. Demostrar que si G < S, entonces G C A, o bien se tiene que
G : GN A,] =2. Concluir que un subgrupo de S, consiste sélo en permutaciones
pares, o bien contiene el mismo nimero de permutaciones pares que de impares.

Sea G < S, un subgrupo de S,. O bien G C A, (en cuyo caso consiste sélo de
permutaciones pares); o bien 3o € G tal que o ¢ A, es decir, (o) = —1. Para ver
que [G : G N A,] = 2, hay varias posibilidades.

Opcién 1: Consideramos el homomorfismo ¢ : G — {—1,1} dado por la aplicacién
signatura. Calculemos su nticleo y su imagen:

ker(e) ={oc € G |e(o) =1} = A, NG,
Im@E) ={e0) | oe Gy Y 1,1}

donde vamos a razonar el por qué de (x). Como 1 € G por ser este un grupo,

entonces 1 € Im(e), y como Jo € G tal que (o) = —1, entonces —1 € I'm(e).
Por lo tanto, Im(e) = {—1,1}. Por el Primer Teorema de Isomorfia, se tiene
que:
A ~( 11}27
ker(g) me) = A, NG =L = 2,

Por definicién de indice, se tiene que:

G
A.NG

[G:AnﬂG]:‘ ’:|ZQ|:2

Opcion 2: Por el Teorema de Lagrange, sabemos que:

EA
Al

(S, Ay —2— A, <5,

Aplicando el Segundo Teorema de Isomorfia a G y A,,, tenemos que:

G _ GA,
GnN4, A,

Veamos qué grupo es GA,,. En primer lugar, para 1 € G vemos que A,, C GA,,.
No obstante, como do € G con (o) = —1, entonces A, # GA,, por lo que
|GA,| > |A,| = 15/2. Como |GA,| | |S.|, ha de ser |GA,| = |S,|, por lo que

GA, = 5,. Por tanto:
G S,

Y

GNnA, A,

Por definicion de indice, se tiene que:
G
A, NG

[G:Aan]:‘
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En cualquier caso, hemos visto que [G : A, NG] = 2. Por el Teorema de Lagrange,
se tiene que |G| = 2- |G N A,|, por lo que la mitad de las permutaciones de G son
pares. Como una permutaciéon o bien es par o es impar, entonces la otra mitad ha
de tener signatura impar. Por tanto, contiene el mismo nimero de permutaciones
pares que de impares.

Ejercicio 1.4.2. Sea K un cuerpo.
1. Se considera la siguiente aplicacion:

det : GL,(K) — K-
G — det(G)

Demostrar que dicha aplicacién es un epimorfismo de grupos. ; Cuél es el niicleo
de este homomorfismo?

Para comprobar que se trata de un homomorfismo, tomamos A, B € GL,(K)
y por las propiedades de la determinante, se tiene que:

det(AB) = det(A) - det(B)

Por otro lado, para cada a € K*, se considera la siguiente matriz:
) b

01 -0
0 0 1

Como det(A,) = a # 0, entonces A, € GL,(K). Como det(A,) = a, se tiene
que det es sobreyectiva. Por lo tanto, det es un epimorfismo de grupos. Su
nucleo es:

ker(det) = {A € GL,(K) | det(A) = 1} = SL,(K)

2. SiK esun cuerpo finito con g elementos, determinar el orden del grupo SL,, (K).

Por el Primer Teorema de Isomorfia, se tiene que:

SL,(K)

Por el Teorema de Lagrange, se tiene que:

_IGLu(K)| _ [GL.(K)[ _ (¢" = 1)(¢"—q)---(¢" —¢"")

Ejercicio 1.4.3. Sea n € N\ {0}, y sea G un grupo verificando que para todo par
de elementos z,y € G se tiene que (xy)" = z™y". Se definen:

H={xeG|z" =1},
K ={a" |z € G}.
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Demostrar que H, K <G, y que |K| =[G : H].

Definimos en primer lugar la siguiente aplicacién:

f: G — @G
r —— z"

Para demostrar que se trata de un homomorfismo emplearemos la propiedad
dada en el enunciado (*):

flay) = (ey)" L amy" = f2)fly)  Va,y G

Por tanto, f es un homomorfismo. Como {1},G < G, entonces los siguientes
grupos son subgrupos de G:

U =G| fl@) =1} ={r € G |a" = 1} = H = kex(f),
J(G) = {f(@) |2 € G} = {a" | 2w € G} = K = Im(}).

Por tanto, tenemos que H, K < GG. Probamos ahora que son grupos normales en
G. Como H = ker f y f es un homomorfismo, se tiene que H <1 G. Ahora probamos
que K es normal en G. Tomamos x € Gy k € K (por lo que Jy € G tal que k = y").
Entonces, consideramos zyz~! € G y calculamos:

rhr ' =2yt = (zyz )" € K

Por tanto, K <0 G. Para probar que |K| = [G : H], tomamos el homomorfismo f
anteriormente descrito. Por el Primer Teorema de Isomorfia, se tiene que:

G G
—=2K = |K|=|=|=|G:H
H K] ’H' [ )

Ejercicio 1.4.4. Para un grupo G se define su centro como

Z(G)={a€G|ax =xaVr e G}.

1. Demostrar que Z(G) < G.
Como Z(G) C G, hay dos principales posibilidades, ambas equivalentes:

Opcion 1: Comprobamos las tres condiciones que caracterizan a los subgru-
pos:

» 1 € Z(G): Para todo x € G, se tiene que 1z = z1 = z.
» a,b€ Z(G) = ab € Z(G): Para todo = € G, se tiene que:

(ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab).
» a € Z(G) = a~!' € Z(G): Para todo x € G, se tiene que:
alr=(r"a)" = (ax™!) " = 2a.
Opcién 2: Dados a,b € Z(G), comprobemos que ab™! € Z(G):
(ab™ Nz =a(b™'z) =a(z”'0) ™ =abz™) ™ = a(xdb™) = (ax)b™' = (za)b™! = z(ab™).
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En cualquier caso, Z(G) es un subgrupo de G.

2. Demostrar que Z(G) < G.

De nuevo, hay dos posibilidades:

Opcion 1: Para x € G. Entonces:
2Z(G)={zz|z€ Z(G)} ={zx | 2€ Z(G)} = Z(G)x.

Opcion 2: Empleamos la caracterizacion de subgrupo normal. Para x € G'y
z € Z(G), buscamos ver que zzzx~! € Z(G):

xzx_ly = zxx_ly =2y =Yz = yzxx_l = yxzx_l Yy € G.

En ambos casos, se tiene que Z(G) < G.

3. Demostrar que G es abeliano si, y sélo si, G = Z(G).

G=ZG) <= G={aeG|ar=rxaVr € G} <= ar =zaVa,z € G <= G es abeliano.

4. Demostrar que si G/Z(G) es ciclico, entonces G es abeliano.

Como G/Z(G) es ciclico, entonces existe x € G tal que G/Z(G) = (zZ(G)).
Como las clases de equivalencia forman una particién disjunta de GG, para cada
y € G existe k € Z tal que y € 2*Z(G). Buscamos ahora demostrar que G
es abeliano. Dados a,b € G, entonces existen p,q € Z tales que a € 2?Z(G)
y b € 27Z(G). Entonces, existen z,, 2, € Z(G) tales que a = 2Pz, y b = 29z,
Por tanto:

ab = (2P2,)(2%2) = 22,2, = 292272, = (292) (2P 2,) = ba

Por tanto, ab = ba para todo a,b € GG, por lo que GG es abeliano.

Ejercicio 1.4.5. Determinar el centro del grupo diédrico D4. Observar que el co-
ciente Dy/Z(D,) es abeliano, aunque D, no lo sea (compérese este hecho con el
tercer apartado del ejercicio anterior).

El grupo D, esté formado por las siguientes rotaciones y reflexiones:
Dy = {1,r,7%,r% s sr,sr% sr°}

Sabemos que Z(Dy) es un subgrupo normal de Dy. En primer lugar, sabemos
que 1 € Z(D,). Veamos que r? € Z(D,). En primer lugar, vemos que conmuta con
todas las potencias de r. Veamos ahora que conmuta con el resto de elementos:

7’2827“87’3:87“6:87"2

7”2 ST = 87’2’/’ = Sr T2

r? sr? = srr’r = s = srt = sr? 2

r? s = sr = sr® = 5% 2

101



Algebra IT - Relaciones 1.4. Grupos cociente. Teoremas de isomorfismo. Productos

Por tanto, {1,7?} C Z(Dy). Adem4s, tenemos que:

st =1%s#£rs = 5,1 ¢ Z(Dy)
sr3 =15 =rs #r’s =1’ ¢ Z(Dy)
st s=1#r = sr¢ Z(D,)
srd s =r#1r" = sr’ ¢ Z(D,)
Como |Z(Dy)| divide a |D4| =8 y 2 < |Z(Dy4)| < 3, se tiene que |Z(D,)| = 2.

Por tanto,

Z(D,) = {1,r%}

Veamos que D,/Z(D,) es abeliano. Sabemos que:

IDYZDD] = i = =

Por tanto, D4/Z(D,) es isomorfo a V' o a Cy. Por el dltimo apartado del ejercicio
anterior, si fuese Dy/Z(D,) isomorfo a Cy, entonces Dy seria abeliano. Como no
lo es, se tiene que Dy/Z(Dy) = V. Como V es abeliano, se tiene que Dy/Z(Dy)
también lo es.

Ejercicio 1.4.6. Determinar el centro de los grupos S, y A, paran > 2.

Para n = 2, tenemos que:

52:{1,(1 2)} EES Z(S2):SQ
A2:{1} — Z(AQ)ZAQ
Calculamos ahora Z(S,) paran > 3. Sea o # 1 € S,,. Entonces,3i, j € {1,...,n}

tales que i # j y o(i) = j. Consideramos ahora k € {1,...,n} tal que k # i, 7, y sea
la permutacién 7 = (j k). Entonces:

Por tanto, o # 7. Como o es arbitrario, se tiene que Z(S,) = {1} para n > 3.

Trabajamos ahora con A,. En primer lugar, para n = 3 tenemos que |Az| = 3
primo, por lo que A3 es ciclico y en particular abeliano. Por tanto, Z(A3z) = As.

Paran > 4,sea o € A, tal que 0 # 1. Entonces, 3i,j € {1,...,n} tales que i # j
y 0(i) = j. Consideramos ahora k,l € {1,...,n}\{i,j}, tal que k # . Consideramos
ahora 7 = (j k [) € A,,. Entonces:

or(i) =0(i) =j

j
To(i) =7(j) =k

Por tanto, o7 # 7o. Como o es arbitrario, se tiene que Z(A,,) = {1} paran > 4.
Notemos que hemos tenido que imponer que n > 4 para que podamos elegir 4
elementos distintos.
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Ejercicio 1.4.7. Determinar el centro del grupo D,, para n > 3.

Dado z € D,,, como D,, = (r,s) entonces z € Z(D,) si y sblo si z conmuta con
r y con s. Distinguimos segin los elementos de D,,:

» 1 € Z(D,) para todo n > 3.

» Fijado m € {1,...,n — 1}, veamos si ™ € Z(D,,).

P =t =
s = s = g = g = g ™ e T = &) n—m=m <= n=2m
donde en (%) hemos usado que n —m, m € {1,...,n — 1}. Por tanto, hay que

distinguir segtin la paridad de n:

e Sin es impar, entonces ™ ¢ Z(D,,) para todo m € {1,...,n — 1}.
e Si n es par, entonces r? € Z(D,), y r™ ¢ Z(D,) para todo valor de

me{l,...,n—1}\ {72}

» Fijado m € {0,...,n — 1}, veamos si sr™ € Z(D,,).

sr™ = Srm+1 _ r(m+1)(n71)8 — 7amnfm+nfls — rnfmfls
rosr™ =r "M =yt
i et =T v i
Por tanto, se necesita que r" ™! = rn=m+l v equivalentemente se necesita

que r~! = r, es decir, que 7> = 1. Esto es cierto para n = 2, pero no para

n > 3. Por tanto, sr™ ¢ Z(D,,) para todo m € {0,...,n— 1}.
En resumen, tenemos que:
» Sin es impar, entonces Z(D,,) = {1}.
= Sin es par, entonces Z(D,) = {1,7"?}.

Ejercicio 1.4.8. Sean H y K dos subgrupos finitos de un grupo G, uno de ellos
normal. Demostrar que
|H||K| = [HK|[H N K.

Sean H, K < G, y K < G. Entonces, por el Segundo Teorema de Isomorfia, se
tiene que:

HK _, H

K HNK
Tomando indices y usando el Teorema de Lagrange, se tiene que:
| H |14
C|HNK| |HNK]

HK |HK|
= — |H||K| = |HK||H N K|.
Ea R 1K1 = |HK||H 0 K]
Si por el contrario H <1 G, entonces:
HK , K
H HNK

y de igual forma se llega a la misma conclusion.
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Ejercicio 1.4.9. Sea G finito y N <G. Probar que G/N = G si, y s6lo si, N = {1},
y que G/N = {1} si, y sélo si, N = G.
Veamos que G/N = G si, y s6lo si, N = {1}.

—) Supongamos que G/N = G. Entonces, por el Teorema de Lagrange, se tiene
que:
|G|
|G| =|G/N| =+ = |N|=1= N ={1}.

<=) Supongamos que N = {1}. Definimos ahora el homomorfismo siguiente:

f+ G — G
r — x

Tenemos que:

ker(f) = {z € G| f() =1} = fe € G | o = 1} = {1} = N,
Im(f) = {f(z) |z € G} = {x |z € G} =G

Por tanto, por el Primer Teorema de Isomorfia, se tiene que:

G

N

1%

G

Veamos ahora que G/N = {1} si, y sélo si, N = G.

=) Supongamos que G/N = {1}. Entonces, por el Teorema de Lagrange, se tiene
que:

1=|G/N| == = |G| =IN|
Como N < G, se tiene que N C G, y por tanto N = G.

<) Supongamos que N = (. Entonces, definimos el homomorfismo siguiente:

f: G — {1}
r — 1

Entonces, tenemos que:

ker(f)={z e G| f(x)=1}={xe€eG|1=1}=G =N,
Im(f) ={f(x) [z € G} ={1]zr e G} ={1}

Por tanto, por el Primer Teorema de Isomorfia, se tiene que:

G o
Nz{l}

Observacion. Notemos que en las implicaciones hacia la izquierda no es necesario
suponer que G es finito. Lo usaremos por tanto sin esta restriccion.
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Ejercicio 1.4.10. Sean G' y H dos grupos cuyos ordenes sean primos relativos.
Probar que si f : G — H es un homomorfismo, entonces necesariamente f(x) = 1
para todo x € (G, es decir, que el tinico homomorfismo entre ellos es el trivial.

Opcion 1

Como |G| y |H| son primos relativos, en particular son grupos finitos. Por ser
f un homomorfismo, se tiene que f(G) < H, luego |f(G)| | |H|. Por el Primer
Teorema de Isomorfia, se tiene que:

G
ker(f)

= [(G) = [G] = [ker(N)] - |/(G)] =A@ ]G]

Como med(|G|, |H|) = 1, se tiene que |f(G)| = 1. Como ademds f(G) es un
grupo, se tiene que f(G) = {1}. Por tanto, f es el homomorfismo trivial.

Opcion 2

Sea y € f(G). Entonces, 3x € G, x # 1, tal que f(z) = y. Como G es finito,
In € N tal que ord(z) = n, luego n | |G]. Por otro lado:

1=f(1)=f@") = f(2)" =y" € H=n|ord(y)

Como ord(y) | |H|, se tiene que n | |H|. Por tanto, n | med (|G|, |H|) = 1, luego
n = 1. Por tanto, ord(z) = 1, por lo que = = 1. Por tanto, y = f(z) = f(1) =
para todo y € f(G). Por tanto, f es el homomorfismo trivial.

Ejercicio 1.4.11. Sean H, K < G, y sea N <1 G un subgrupo normal de G tal que
HN = KN. Demostrar que
H | K
HNN KNN’

Aplicamos dos veces el Segundo Teorema de Isomorfia:

= Consideramos H, N < G, con N < G. Entonces, por el Segundo Teorema de
Isomorfia, se tiene que:
HN , H
N HNN

s Consideramos K, N < G, con N < G. Entonces, por el Segundo Teorema de
Isomorfia, se tiene que:
KN , K
N KNnN

Como KN = HN y “ser isomorfo” es una relacién de equivalencia, se tiene que:

H HN KN & K
HNN N N ~KNN

105



Algebra IT - Relaciones 1.4. Grupos cociente. Teoremas de isomorfismo. Productos

Ejercicio 1.4.12. Sea N < G tal que N y G/N son abelianos. Sea H un subgrupo

cualquiera de G. Demostrar que existe un subgrupo normal K < H tal que K y
H/K son abelianos.

Por el Segundo Teorema de Isomorfia, se tiene que K = H NN < H. Como
K C N y K es un grupo, entonces K < N. Como N es abeliano, se tiene que K
también lo es. Nos falta por ver que H/K es abeliano. Por el Segundo Teorema de
Isomorfia, se tiene que:
H _HN
K N
Veamos ahora que HN/N < G/N. Como HN C G, por definicién de conjunto
cociente se tiene que HN/N C G/N. Como HN/N es un grupo, se tiene que
HN/N < G/N. Como G/N es abeliano, se tiene que HN/N también lo es. Por
tanto, por el Segundo Teorema de Isomorfia, se tiene que H/K es abeliano.

Ejercicio 1.4.13. Sea GG un grupo finito, y sean H, K < G, con K < G y tales que
|H| y |G : K] son primos relativos. Demostrar que H C K.

Por el Segundo Teorema de Isomorfia, se tiene que:

H _ HK
HNK K
Como HK < G, entonces HK/K < G/K. Por tanto {HIF{Kl - |%| divide a
|%} =[G : K]. Por otro lado:
‘HOK'|HOK| = “HmK’ ‘HOKMII

Como med(|H|, [G : K]) =1, se tiene que |42=| = 1. Por tanto, |H| = |H N K|,

y como H N K C H, se tiene que H N K = H. Por tanto, H C K.
Ejercicio 1.4.14. Sea GG un grupo.

1. Demostrar que para cada a € G la aplicacion ¢, : G — G definida por
¢a(z) = axa™, es un automorfismo de G. ¢, se llama automorfismo interno o
de conjugacién de G definido por a.

Vemos en primer lugar que esta bien definida, puesto que un grupo es cerrado
para inversos y productos. Por tanto, ¢,(x) € G para todo = € G. Veamos
ahora que es un isomorfismo:

» Para ver que es un homomorfismo:
va(ry) = alzy)a™ = aza” aya™ = gu(2)paly)  Vr,y€G
= Para ver que es inyectiva, sean z,y € G de forma que:
¢a(z) = ava™ = aya™" = pu(y)
Entonces, aplicando dos veces la propiedad cancelativa, tenemos que:

ara”! = aya_l = ar=ay —=>r =1y
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» Para ver que es sobreyectiva, sea y € G, tomamos r = a~'ya. Entonces:

¢a(t) = pala”ya) = ala”'ya)a™" = aa"'yaa~ =y

Concluimos que ¢, es un automorfismo de G.

2. Demostrar que la siguiente aplicacién es un homomorfismo:

o: G — Aw(G)
a +—— Pa

Para esto, es necesario probar que, fijados a,b € GG, se tiene que:
Pab = Pa © Pb
Tenemos que:
() = (ab)z(ab)™ = (ab)z(b™'a™") = a(bab™")a™" = apy(z)a”! = pu(py(x)) Vr€G
Por tanto, pu = ¢, 0 @p. Por tanto, ¢ es un homomorfismo de grupos.

3. Demostrar que el conjunto de automorfismos internos de G, que se denota
Int(G), es un subgrupo normal de Aut(G).
Para ello, en primer lugar es necesario ver que Int(G) < Aut(G). Considerados
a,b € G, tenemos que:
(a0 oy ")) =¢a (b7'2b) =a (b 'ab)a™' = ab 'aba™" =
= (ab ™ Nz(ab ')t = pu1(2) Ve e G

Veamos ahora que Int(G) < Aut(G). Para ello es necesario ver que se tiene
fopo f! € Int(G) para todo f € Aut(G) y ¢ € Int(G). Sea f € Aut(G) y
@, € Int(G). Entonces, tenemos que:

(fowao f)(@) = f(palfH(2) = f (a(fH(x))a™")
= f@)f(f () f(a™) = fla)zf(a™") = pp@(2) € Int(G)
Por tanto, f o @, 0o f~! € Int(G), y por tanto Int(G) <1 Aut(G).
4. Demostrar que G/Z(G) = Int(G).

Buscamos aplicar el Primer Teorema de Isomorfia al homomorfismo ¢ del
apartado 2. Tenemos que:

ker(p) ={a € G| p, =1dg} ={a € G| pu(x) =z V2 € G}
:{a€G|a:m_l:meEG}:{aEG|a$:xanEG}—Z( )
Im(p) ={p. | a € G} = {f € Aut(G) | f(z) = aza™' Vo € G} = Int(G)

Por tanto, por el Primer Teorema de Isomorfia, se tiene que:

G 2o
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5. Demostrar que Int(G) = {Idg} si y sélo si G es abeliano.

Opcion 1.

=) Supongamos que Int(G) = {Idg}. Entonces, para todo a € G, se
tiene que:
0o =1dg = ara' =z Vr e

Por tanto, ax = xa Vo € G. Como a es arbitrario, se tiene que G es
abeliano.

<) Supongamos que G es abeliano. Entonces, para todo a € G, se tiene

que:

1 1

vo(r) =ara™ =aa "z =xVr G

Por tanto, ¢, = Idg. Como a es arbitrario, concluimos entonces que
Int(G) = {Idg}.

Opcién 2. (Esta opcién solo es vilida si G es finito).
Como G/Z(G) = Int(G), aplicando el Ejercicio 1.4.9, tenemos que:

Int(G) = {1} <= G = Z(G) <= G es abeliano

Ejercicio 1.4.15. Demostrar que el grupo de automorfismos de un grupo no abe-
liano no puede ser ciclico.

Sea G un grupo no abeliano. Por el reciproco del Ejercicio 1.4.4.4, sabemos que
G/Z(G) no es ciclico. Como G/Z(G) = Int(G), se tiene que Int(G) no es ciclico.
Como Int(G) < Aut(G) y todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico, se tiene que
Aut(G) no es ciclico.

Ejercicio 1.4.16. Demostrar que Aut(Zy X Zs) = Ss.

Sabemos que:
Ty X Tp = VS = (x,y | 2=yt = 1, zy = yx)

Construimos ahora automorfismos de Zsy X Zs. Sabemos que todos los elementos
de Zs x Zy (a excepcién del neutro) son de orden 2, y ademds este grupo es con-
mutativo. Por tanto, con el Teorema de Dyck podemos constuir automorfismos de
forma sencilla. Haciendo uso de que Zy X Zy = ((1,0), (0, 1)), tenemos los siguientes
automorfismos:

1) [(1,1)
,1) 1 (1,0)

Ademas, no puede haber més automorfismos, puesto que fijada la imagen de
un elemento generador, la imagen del otro elemento generador tan solo tiene dos

posibilidades, puesto que no puede ser el neutro. Por tanto, tenemos que:
|Aut<Zg X Zz)| =6
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Por tanto, Aut(Zsy X Zs) es un grupo de orden 6, por lo que es ciclico o es isomorfo
a D3 =2 S3. Tenemos que:

(f2 o f3)(170) = f2<f3(170)) = f2(07 1) = (17 1)
(f3 o f2)<1,0) = f3(f2(1a0)) = f3(1>0) = (07 1)

Por tanto, fy o f3 # f3 o fa, por lo que Aut(Zs X Zsy) no es abeliano y por tanto
no es ciclico. Por tanto, Aut(Zy x Zs) = Ss.

Ejercicio 1.4.17. Demostrar que los grupos Ss, Zy» (con p primo) y Z no son
producto directo internos de subgrupos propios.

1. Ss.

Como |S3| = 6, entonces sus subgrupos propios son de orden 2 y 3. Por reduc-
cién al absurdo, supongamos que S5 = K; X --- x K,, con K; < S3. Entonces,
6 = |K4||K3|- - |Ky,|, y como |K;| son divisores de 6, se tiene que |K;| = 2
o |K;| = 3. Como 6 = 2 -3 es la dnica opcién, se tiene que n = 2. Por
tanto, S3 = K; x Ky con K, Ky < S3. Sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que |K;| = 2y |Ks| = 3. Entonces, K; = Cy y Ky = Cj5. Por tanto,
Sy = K1 x Ky = Cy®C3. Como Cy y Cj son ciclicos con med(|Cyf, |Cs]) = 1, se
tiene que Cs x ('3 es ciclico. Por tanto, S3 es ciclico, lo cual es una contradiccion.
2. L.

P

Por ser Z,» un grupo ciclico de orden p”, todos sus subgrupos propios son
ciclicos de orden p* con k € {1,...,n — 1}. Por reduccién al absurdo, supon-
gamos que Jpy,---,pr € {1,...,n — 1} tales que Zyn = Zpp & - S L.
Entonces, como Zy»: es ciclico, se tiene que Zpp @ - - - @ Zyei es ciclico si y solo
si med(pP, ..., pP¥) = 1. Como pP* son potencias de un mismo primo, se tiene
que med(pP', ..., pP*) = p. Por tanto, Zym @ - - - @ Zy» 10 es ciclico. Por tanto,
Zyn no es producto directo interno de subgrupos propios.

3. 7.
Sabemos que todos los subgrupos de Z son de la forma kZ, con k € N. Por
tanto, por reduccion al absurdo, supongamos que dpq,--- ,pr € N tales que

(*)
L=2p L& bppl =7 @ --- D Z. Veamos no obstante que Z @ --- ® Z no
es ciclico.

Supongamos que Z@®- - -@Z es ciclico. Entonces, existe (x1, ..., zx) € Z&- - -BZ
tal que:

Sea ahora (1,0,...,0) € Z® --- & Z. Entonces, existe n € N tal que:
(1,0,...,0) =n(z,...,2p) = 23=--=25,=0
Sea ahora (0,1,0,...,0) € Z® --- @ Z. Entonces, existe m € N tal que:
(0,1,0,...,0) = m(x,0,...,0) =1=m-0
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Por tanto, hemos llegado a una contradiccion. Por tanto, Z & --- & Z no es
ciclico. Por tanto, Z no es producto directo interno de subgrupos propios.

En (%), el isomorfismo es el siguiente (que se prueba ficilmente que es un
isomorfismo):
f:nZ — Z
r x/n

Ejercicio 1.4.18. En cada uno de los siguientes casos, decidir si el grupo G es o no
producto directo interno de los subgrupos H y K.

1. G=R*, H={£1}, K ={z e R |z > 0}.

Es directo que que G = HK y HNK = {1}. Como H, K < Gy G es abeliano,
se tiene que H, K < G. Por tanto, G = H x K.

2 G = {(g i) e GLQ(R)},H: {(g g) e GLQ(R)},K: {(3 11)) eGL2(R)}.

Fijados a, b, c € R, sean las siguientes matrices:
a 0

A= (0 C) cH
10

p- (! Mex

a 0 1 b a ab
a5=(6 )6 1)=G %)
1 b\ [fa O a be
BA= (0 1) (O c) N (0 c)
Como ab # bc en general, se tiene que AB # BA. Por tanto, por la caracte-

rizacion del producto directo interno, se tiene que G no es producto directo
interno de H y K.

Entonces:

3. G=C*,H={z€C||z] =1}, K={z e R |z > 0}.
Dado z € G, podemos escribir:

Z:i|z\ |—Z|EH,|Z’EK
2

Por tanto, G = HK. Ademas, HNK = {1}, y como H, K < G y G es abeliano,
se tiene que H, K < G. Por tanto, G = H x K.
Ejercicio 1.4.19. Sean G, H y K grupos. Demostrar que:
1. Hx K=K x H.

Definimos el isomorfismo:

f: HxK — KxH
(h,k) ~— (k,h)

Vemos que f es un isomorfismo:
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= f es un homomorfismo:

f((ha, k1) (ha, ko)) = f(hiha, kike) = (kiks, hahs)
- (kla hl)(k’% h2) - f(hl, kl)f(h% k?)

= f es inyectiva:
ker(f) = {(h, k) € H x K| f(h,k) = (1,1)}
={(h,k) e Hx K[ (k,h) = (1, 1)} ={(1,1)}

= f es sobreyectiva:
Dado (k,h) € K x H, tomamos (h, k) € H x K. Entonces:

Flhk) = (k,h)  Y(hk) e Hx K

Por tanto, f es un isomorfismo.

2. Gx(HxK)=(GxH)x K.

Definimos el isomorfismo:

f: Gx(HxK) —
(9, (. k) — ((g,h), k)

Vemos que f es un isomorfismo:

= f es un homomorfismo:

J((g1, (B, k1)) (g2, (ha, k2)))

I
—

(919% (h1h2, k‘1k2))

9192, hiha), kiky) =

91, 1), k1) (g2, ha), k2) =
(91, (ha, k1)) f (g2, (2, k2))

—~
—~

I
= =

= f es inyectiva:

ker(£) = {(g. (h, K)) € G x (H x K) | f(g, (b, k) = ((1,1), 1)}
= {(gv (hv k)) €Gx (H X K) | ((g7h)7k) = ((1’ 1)7 1)} = {(17 (17 1))}

= f es sobreyectiva:
Dado ((g,h),k) € (G x H) x K, tomamos (g,(h,k)) € G x (H x K).

Entonces:
f(g7(h7k)>:((guh)vk> V(g,(h,k‘))EGX(HXK)

Por tanto, f es un isomorfismo.

Ejercicio 1.4.20. Dados isomorfismos de grupos A = K y B = H, demostrar que
Ax B2 K x H.
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Sea f: A— Kyg:B — H los isomorfismos. Definimos la siguiente aplicacion:

h: AxB — KxH
(a,b) — (f(a),g(b))

Veamos que h es un homomorfismo. Fijados (ai,b1), (az,b2) € A X B, tenemos
que:

h((a1,bi)(az, ba)) = h(aras, biba) = (f(araz), g(biba))

= (f(a1)f(az), g(b1)g(b2)) = (f(ar), g(b1))(f(az), g(b2))
h(al,bl) (CLQ, bg) V(al, bl), (Clg,bg) c Ax B

Por tanto, A es un homomorfismo. Veamos ahora que es inyectiva. Para ello, tenemos
que:

ker(h) = {(a,b) € A x B | h(a,b) = (1,1)}
= {(a,b) e Ax B (f(a),g(b)) = (1,1)} =
—{(ab) € Ax B| fla)=1Ag(h) =1} =
= {11

1,1)}

Por tanto, h es inyectiva. Veamos ahora que es sobreyectiva. Dado (k,h) € K x H,
tomamos (a,b) € A x B tales que f(a) = k y g(b) = h (que existe por ser f,g
biyectivas). Entonces:

ha,b) = (f(a), g(b)) = (k,h)  V(a,b) € Ax B
Por tanto, h es sobreyectiva. Concluimos que A es un isomorfismo.

Ejercicio 1.4.21. Sean H, K, L y M grupos tales que H x K = L x M. ;Se verifica
necesariamente que H = Ly K = M?

Sabemos que Cy @ C5 es ciclico de orden 6, luego Cy x C3 =2 Cs. Ademds, sabemos
que para todo grupo G, se tiene que G = G x {1} usando como isomorfismo la
aplicacion:

f: G — Gx{1}
r — (z,1)

Por tanto, Cy x C3 = Cg = Cg x {1}.
No obstante, |Cy| # |Cs| v |Cs] # |1]. Por tanto, tomando H = Cy, K = Cj,

L=Csy M = {1}, se tiene que H x K = L x M. Sin embargo, no se verifica que
H=Ly KM

Ejercicio 1.4.22. Demostrar que no todo subgrupo de un producto directo H x K
es de la forma H; x Ky, con Hi < Hy K; < K.

Trabajamos con el grupo directo Zs X Zs. El grupo Zs no tiene subgrupos propios,

y por tanto los subgrupos suyos son {0} y Z,. Por tanto, los subgrupos de Zy X Zs
que se descomponen como producto directo de subgrupos de Z, son:
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{0} x {0} ={(0,0)}

{0} x 22 = {(0,0), (0, 1)}

Zy x {0} ={(0,0), (1,0)}

Zs X Zo = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}

No obstante, consideramos el subgrupo de Zs X Zs dado por:
((1,1) ={(0,0), (1, 1)}  O((1,1)) = mem(2,2) =2

Este subgrupo no es de la forma H; x Ky, con H; < H y K; < K. Por tanto, no
todo subgrupo de un producto directo H x K es de la forma H; x Ky, con H| < H
y K1 < K.

Ejercicio 1.4.23. Sean H, K dos grupos y sean H, << H, K; < K. Demostrar que

H, x K1 <Hx Ky que
HxK _ H K

Hy x Ky - E 8 E
Como Hy < Hy K; < K, se tiene que H; x K; < H x K. Veamos ahora que
H, x K1 < H x K. Para cada (h,k) € H x Ky (hy,k1) € H; x Kj, tenemos que:

(h,k)(hy, k1) (h, k)™t = (hhih ™ kkik™Y) € Hy x K,

por ser Hy < H y K1 < K. Por tanto, Hy x K1 << H x K. Para ver el isomorfismo,
consideramos la siguiente aplicacién:

fr HXK — f-x &
(h,k) — (hHi,kKY)

Vemos que f es un homomorfismo:

F((h1, k1) (ho, ko)) = f(hiho, kiks) = (hihoHy, kiko Ky)
= (hmHy - hoHy, k1 Ky - ko KKq) = (hiHy, k1K) (hoHy, koK)
= f(h1, k1) f(ho, ko) V(hi, k1), (he, ko) € H x K

Calculamos ahora su ntcleo e imagen:

ker(f) ={(h, k) € H x K| f(h, k) = (Hy, K1)}
= {(h,k) € H x K | (hHy,kK,) = (H,K;)} =
:{(h7k3)€HXK|]’LH1:H1/\I€K1:K1}:H1XK1
Im(f) = {(hHl,kKl) € % X % | (h,k) € H X K} =

H K H K
=< (hH kK — X —|lhe HANke K} = — X —
{( 1 1)€H1><K1| ceHAMNke } e

Por tanto, por el Primer Teorema de Isomorfia, se tiene que:

HxK H K
H1XK1_H1 K1
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Ejercicio 1.4.24. Sean H, K < G tales que H N K = {1}. Demostrar que G es
isomorfo a un subgrupo de G/H x G/K.

Definimos la aplicacién:

f: G — G/HxG/K
g — (9H,gK)

Vemos que f es un homomorfismo:

f(gh) = (ghH, ghK) = (gH,gK)(hH,hK) =
=f(g)f(h) Vg,heG

Calculamos su ntcleo:

ker(f) ={ge€ G| fl9) = (H,K)}
={9€G|(gH,gK)=(H,K)} =
={geG|gH=HANgK=K}=HnNK = {1}

Por tanto, tenemos que:

G G
k() (- C

Por tanto, por el Primer Teorema de Isomorfia, se tiene que:

G
RSNy
ker(f) m(f)
Como G < Gy f es un homomorfismo, se tiene que Im(f) < G/H x G/K. Por
tanto, G es isomorfo a Im(f), que es un subgrupo de G/H x G/K.

G

I
2

Ejercicio 1.4.25. Sean H, K <1 G tales que HK = . Demostrar que

¢ ., H K _G G
HNK HNK HNK H K

La demostracién no es directa, y la dividiremos en dos partes. Por un lado, de-
mostraremos la primera relacion de isomofia, y posteriormente veremos la segunda.

Por el Segundo Teorema de Isomorfia aplicado dos veces, se tiene de forma directa
que H N K < H, K. Veamos ahora que H N K < G. Para ello, tomamos g € Gy
r€ HNK. Como G = HK, tenemos que g = hk con h € H y k € K. Entonces:

grg~t = (hk)x(hk)™ = (hk)x(k~'h™") =

— hkak Y L it A K

donde (x) se cumple porque HNK <1 K, por lo que kzk™ = ke K y (%) se cumple
porque H N K < H, por lo que hkh™! € H. Por tanto, H N K < G, y el primer
cociente tiene sentido.
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Definimos la aplicacién:

. s H K
f' G HﬂKxHﬂK

g — (MHNK),KHNK))

Veamos que esta bien definida, puesto que la descomposicién no tiene por qué
ser unica. Sean ki,ky € K v hy,hy € H tales que g = k1hy = koho. Entonces, en
primer lugar vemos que hy'h; = kok; ' € H N K. Por tanto:

» hy = ki 'koho, con ki ke € KNK y hy € H, porlo que hy(HNK) = hy(HNK).
s ki = kohi hy, con hy*hy € HNH y ky € K, por lo que ki (HNK) = ky(HNK).

Por tanto, f esta bien definida. Veamos que es un homomorfismo. Dados ¢1, g2 € G,
dhi,he € H y ki, ko € K tales que g1 = hik1 v go = hoks. Entonces:

f(g192) = f(hikihaks) =
=(h(HNK),ki(HNK))(ha(HNK), ko(H N K))

= f(91)f(g2) Vg1,92 € G

Calculamos su nucleo:

ker(f) ={g € G| f(9) = (HNK,HNK)}
={g=hkeG|(WHNK),k(HNK))=(HNK,HNK)} =
={g=hkeG|hHNK)=HNKANEHNK)=HNK} =

—{g=hkeG|hke HNK} Y HNK

donde (%) se cumple porque la inclusion ker f € H N K se cumple por ser H N K ce-
rrado para el producto; mientras que la inclusion H N K C ker f se cumple tomando

g=g-1L

Veamos ahora que es sobreyectiva. Dado (W(H N K),k(HNK)) € 2= x £
tomamos g = hk € G. Entonces:

flg) = f(hk) = (R(HNK),kK(HNK)) VgeG
Por tanto, f es sobreyectiva. Por el Primer Teorema de Isomorfia, se tiene que:

G . H K
HNK HNK HNK

Llegamos a este punto, tan solo nos falta probar que:

H X K &ngg
HNK HNK H K

Para ello, aplicamos en primer lugar dos veces el Segundo Teorema de Isomorfia.
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s HK <Gy K<G:

G _, H
K HNK
» HHK <Gy H<G:
G, K
H HNK
Por tanto, tenemos que:
H " K QGXG
HNK HNK K H

Como G/H x G/K = G/K x G/H, tenemos que:
H K G G _ G
X Y X=X =
HNnK HNnK K H H K
Por tanto, se cumple la segunda relacién de isomorfia. Concluimos que:
G o H " K G " G
HNK HNK HNnK H K

Ejercicio 1.4.26. Demostrar que si G es un grupo que es producto directo interno
de subgrupos H y K,y N<G tal que NNH = {1} = NN K, entonces N es abeliano.

|

En primer lugar, veamos que N conmuta con H; es decir, que dadon € N y
h € H, se tiene que nh = hn. Equivalentemente, veremos que nhn~'h=! = 1.

» Como N es un grupo, n=! € N. Como H < G, h € G. Como N <G, tenemos
que hn=th™' € N. Como N es cerrado para el producto, tenemos que:

nhn'h™teN

= Como N < G, n € GG. Como H < G por la caracterizacién del producto
directo interno, tenemos que nhn=' € H. Como H es cerrado para el producto,
tenemos que:

nhn~*h~te H

Por tanto, nhn='h™ € NN H. Como NN H = {1}, tenemos que nhn~'h~! = 1.
Por tanto, nh = hn para todo n € N y h € H. De forma andloga, como K < G,
tenemos que nk = kn para todon € N y k € K. Sea ahora g € G yn € N.
Entonces, como G = HK, tenemos que g = hk con h € H y k € K. Entonces:

gn = (hk)n = h(kn) = h(nk) = (hn)k = (nh)k = n(hk) = ng

Por tanto, gn = ng para todo g € Gy n € N. Como N < G, tenemos que N es
abeliano.

Ejercicio 1.4.27. Dar un ejemplo de un grupo G que sea producto directo interno
de dos subgrupos propios H y K, y que contenga a un subgrupo normal no trivial
N tal que NN H ={1} = NN K. Concluir que para N <« H x K es posible que se
tenga

N # (N A (H x {1}) x (N A ({1} x K)).
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Sea G = Zy X Zy, H = ((1,0)) y K = ((0,1)). Sabemos que G = V abeliano,
luego H, K < G. Ademés, H N K = {(0,0)}. Por tltimo, se tiene que G = HK. Por
tanto, G es producto directo interno de H y K. Sea ahora:

N = <(17 1)> = {<0a0)7 (17 1)}

Sabemos que N < G, luego N < G. Ademés, NN H = {(0,0)} = NN K. Por
tanto, se cumple la condicion del ejercicio.

Sea ahora ¢ : G — H x K el isomorfismo correspondiente. Sea ahora el subgrupo
¢(N) < H x K. Como el ser normal se mantiene por homomorfismo, ¢(N)<1H x K.
Veamos ahora que:

Por tanto, ¢(N) no puede ser producto cartesiano, puesto que ((0,0), (0,1)) deberia
pertenecer también. Por tanto:

p(N) # (e(N) N (H x {1})) x ((N) N ({1} x K)).
Y se tiene demostrado lo pedido.

Ejercicio 1.4.28. Sea G un grupo finito que sea producto directo interno de dos
subgrupos H y K tales que med(|H|, |K|) = 1. Demostrar que para todo subgrupo
N < G se verifica que N = (NN H) x (NN K).

Ejercicio 1.4.29. Sea GG un grupo y sea f : G — G un endomorfismo idempotente

(esto es, verificando que f? = f) y tal que I'm(f) << G. Demostrar que

G = Im(f) x ker(f).

Opcion 1. Método Directo

Sea la siguiente aplicacién:

e: Im(f)xker(f) — G
(z,y) — =y

Veamos que ¢ es un isomorfismo. Para ello, previamente veremos que para
todo x € I'm(f), se tiene que f(z) = z. Dado x € Im(f), existe y € G tal que
f(y) = z. Entonces:

f@) = f(fW) = Py) 2 fly) ==

donde en (x) se cumple porque f es idempotente.
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Homomorfismo
Veamos que ¢ es homomorfismo. Para cada (x1, y1), (z2,y2) € Im(f)x ker(f),
tenemos que:

@(($17y1)($2,y2)) = §0($1$2, y1y2) = T1T2Y1Y2
(1, y1)e(T2, y2) = (X131) (T2y2) = T1Y122Y2

Veamos que xay; = y1x2. Es decir, que dados = € Im(f) y y € ker(f),
tenemos que zy = yz. Como Im(f) < G, y ker f C G, tenemos que
yry~t € Im(f). Por lo visto anteriormente, f(yzy~') = yaxy~'. Aplican-
do que f es un homomorfismo (estamos demostrando que ¢ lo es, pero
sabemos que f lo es), tenemos que:

yry ' = flyzy ™) = FO) @) Fy™) = F)afy) ™ 2 1ol = 0 = ya = ay
donde en (x) se cumple porque y € ker(f) y x € Im(f).

Por tanto, ¢ es un homomorfismo.

Inyectividad
Veamos que ¢ es inyectiva. Para ello, sean (z1,41), (22, y2) € Im(f)x ker(f)
tales que ¢(z1,y1) = @(x2,y2). Entonces:

T1Y1 = Tolyo = Ty 11 = yoy; | € ker(f) N Im(f)
Veamos ahora que ker(f) N Im(f) = {1}. Sea = € ker(f) N Im(f). Como
x € ker(f), tenemos que f(x) = 1,y como x € Im(f), f(z) = x. Entonces
1 = f(x) =z, por lo que z = 1. Por tanto, ker(f) N Im(f) = {1}, por lo

que:

$2_1331:1:>x1:x2

Yoy =1=y1 =y

Por tanto, ¢ es inyectiva.

Sobreyectividad
Veamos que es sobreyectiva. Dado g € G, tomamos x = f(g) € Im(f) e
y = f(g71)g. Veamos en primer lugar que y € ker(f):

fly) = f(flg™9) = fF(fla™NSfl9) = Fg™)f(9) = fla™)flg) = flg™'g) = f(1) =1
Por tanto, y € ker(f). Veamos ahora que ¢(z,y) = g. Entonces:
p(z.y) = o(f9), flg7)9) = f(9)flg™)g=flagg Ng=fl)g=19=1¢g
Por tanto, ¢ es sobreyectiva.
Concluimos que ¢ es un isomorfismo. Por tanto, G & Im(f) x ker(f).
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Opcién 2.

En primer lugar, sabemos que ker f << G, y por hipétesis Im(f) < G. Vea-
mos ahora que ker(f) N Im(f) = {1}. Previamente veremos que para todo
z € Im(f), se tiene que f(z) = x. Dado € Im(f), existe y € G tal que
f(y) = z. Entonces:

f@) = W) = Py 2 fly) =«

donde en (x) se cumple porque f es idempotente. Sea ahora x € ker(f)NIm(f).
Como z € ker(f), tenemos que f(z) = 1, y como z € Im(f), f(z) = =.
Entonces 1 = f(x) = «, por lo que # = 1. Por tanto, ker(f) N Im(f) = {1}.
Veamos ahora que G = ker(f)Im(f):

D) Como ker(f), Im(f) < G,y G esun grupo, tenemos que ker(f)Im(f) C G.

C) Sea g € G. Consideramos ahora z = f(g) € Im(f) ey = f(g')g. Veamos
en primer lugar que y € ker(f):

fy)=f(flg™")g) = F(flg™Nf(9) = (g7 f(9) = flg™)f(9) = flg™g) = f(1) =1
Por tanto, y € ker(f). Veamos ahora que g = zy. Entonces:

vy =f(9)flg g =flgg Ng=f(g=1g=g
Por tanto, g = ay € ker(f)Im(f).

Por tanto, G = ker(f)Im(f). Por la condicién suficiente de producto directo
interno, tenemos que G = ker(f) x Im(f).

Ejercicio 1.4.30. Sea S un subconjunto de un grupo G. Se llama centralizador de
S en G al conjunto

Co(S)={reG|zs=sxVseS}
y se llama normalizador de S en G al conjunto
Ng(S)={r € G| xS = Sx}.

1. Demostrar que Ng(S) < G.

Comprobamos las tres condiciones:

» 1€ Ng(S), yaque 1S =51=5.
» Sea z,y € Ng(S). Entonces S = Sz y yS = Sy. Entonces:

(zy)S = 2(yS) = 2(Sy) = (xS)y = (Sz)y = S(zy)

Por tanto, es cerrado para el producto.

» Sea x € Ng(5), ©S = Sz. Entonces:
2S=8r= S=1"'Sr= Sr ' =17'S = 27! € Ng(95)

Por tanto, es cerrado para inversos.
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2. Demostrar que Cg(S) <9 Ng(S).

Veamos en primer lugar que C(S) < Ng(S). Para ello, vemos en primer lugar
que Cg(S) € Ng(9). Fijado z € Cg(5), tenemos que zs = sx para todo s € S,
por lo que:

xS ={zs|seS}={sx|seS} =5z

Por tanto, xS = Sz, y tenemos que Cg(S) C Ng(S). Como ademds se tiene
que Cg(5), Na(S) < G, tenemos que Ci(S) < Ng(S).

Comprobamos ahora que Cg(S) < Ng(S). Para ello, tomamos z € Ng(S) y
y € Cq(S), y veamos que zyz~! € Cg(S). Para ello, tomamos s € S, y como
x € Ng(S), tenemos que xS = Sz, por lo que sz = xs’ con §' € Sy por tanto
r~lsx € S. Entonces:

yr~ sy = a7 swy = wyr s = swyr ' = xyax ' € Cg(9)

3. Demostrar que si S < G entonces S <1 Ng(9).
Sea s € S. Veamos que s € Ng(S), es decir que sS = Sss.

C) Sea x € sS. Entonces, 35’ € S tal que z = ss’. Entonces, como ss'(s™1) €
S, tenemos que:
r =55 =s5(s)s€Ss

D) Sea x € Ss. Entonces, 35’ € S tal que = s's. Entonces, como (s71)s's €
S, tenemos que:
r=5s=s5"'ss€sS
Por tanto, S C Ng(S). Como ademas S, Ng(S) < G, tenemos que S < Ng(S).
Veamos ahora que S<INg(S). Para ello, tomamos x € Ng(S)y s € S,y veamos
que zsz~ ! € S. Entonces:

1 (%)

rsr ' = daxr!

=ses
donde en (%) hemos empleado que x € Ng(95), por lo que xS = Sz.

Ejercicio 1.4.31. Sea G un grupo y H y K subgrupos suyos con H C K. Entonces
demostrar que H es normal en K siy sélo si K < Ng(H). (Asi, el normalizador
N¢(H) queda caracterizado como el mayor subgrupo de G en el que H es normal.)

—) Sea H < K, y veamos que K C Ng(H). Como H < K, tenemos que kH = Hk
para todo k € K, luego K C Ng(H). Como ademés K, Ng(H) < G, tenemos
que K < Ng(H).

<=) Sea K < Ng(H), luego K C Ng(H). Entonces, para todo k € K, tenemos
que kH = Hk. Por tanto, H <1 K.

Ejercicio 1.4.32. Sea GG un grupo.
1. Demostrar que Co(Z(G)) = Gy que Ng(Z(G)) = G.

Veamos en primer lugar que Cq(Z(G)) = G.
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C) Sea z € Cq(Z(@)), luego trivialmente = € G.
D) Sea x € G, luego xz = zx para todo z € Z(G). Por tanto, x € Cq(Z(G)).

Veamos ahora que Ng(Z(G)) = G.

C) Sea x € Ng(Z(@G)), luego trivialmente = € G.
D) Seax € G, luego xz = zx para todo z € Z(G). Por tanto, 2Z(G) = Z(G)x,
luego © € Ng(Z(G)).

Anélogamente, también podriamos haber usando que G = Cg(Z(G)) y sa-
biendo que C¢(Z(G)) < Na(Z(G)).
2. SiGesungrupoy H < G jCudndoes G = Ng(H)? ;Y cudandoes G = Cq(H)?

Por el ejercicio anterior, que nos caracteriza el normalizador, sabemos que:

G=Ng(H)<—= H<G

Por otro lado, sabemos que Ce(H) = G siy sélo si H C Z(G).
3. Si H < G con |H| = 2, demostrar que Ng(H) = Cg(H). Deducir que H < G
siy sélosi H C Z(G).
Si |H| =2, entonces H = {1,h} con h € G \ {1}, luego h = h™!. Veamos que
Ng(H) = Cq(H).
C) Sea x € Ng(H), luego tH = Hz. Como xh € Hzx, entonces hay dos
opciones:
s vh =1, luego x = h~!. Por tanto, zh = h™*h =1 = hh~! = ha.
s vh = h, luego z = 1. Por tanto, xth = 1h = h = hl = hx.
En cual caso, zh = hz, luego = € Cq(H).
D) Como C¢(H) < Ng(H), se tiene.

Demostramos ahora que H <G siy sélo si H C Z(G).

—) Como H <1 @G, por el apartado anterior tenemos que G = Ng(H). Como
acacaba de ver que Ng(H) = Cg(H), tenemos que G = Cg(H). Por
tanto, para todo = € G, tenemos que xh = hx para todo h € H. Por
tanto, H C Z(G).

<) Como H C Z(G), tenemos que Cg(H) = G. Por tanto, se tiene que
Ng(H)=Cg(H) =G, luego H < G.

Ejercicio 1.4.33. Sea G un grupo arbitrario. Para dos elementos x,y € G se define
su conmutador como el elemento

[z, y] = zyz "y~
Observacion. (El conmutador recibe tal nombre porque [z, ylyx = zy.)
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Como [z, y]~! = [y, 2], el inverso de un conmutador es un conmutador. Sin embar-
go el producto de dos conmutadores no tiene porqué ser un conmutador. Entonces se
define el subgrupo conmutador o (primer) subgrupo derivado de G, denotado |G, G|,
como el subgrupo generado por todos los conmutadores de G.

1. Demostrar que, Va,z,y € G, se tiene que alr,yla™ = [axa™, aya™'].

laza™", aya™"] = azva'aya taz e ay a7 = azyr Ty a7 = afz, ylaT!

2. Demostrar que [G,G] < G.
Tenemos que:

G, Gl = ([z,y] [ 7,y € G)

Como [z,y] € G para todo z,y € G y [G,G] es un grupo, tenemos que
[G,G] < G. Veamos que [G,G] < G. Para ello, tomamos g € Gy z € [G,G].
Entonces, como z € [G, G|, tenemos que:

Z:[xlayl]"'[mnayn] xi,inGVizl,...,n

Entonces:

ng_l = g[CE1,y1] T [xm yn]g_l =
e g 1

(21, 3/1]9719[1327 yz]gfl e glTn, ynlgT =
= lgz1g " gy197 "] [9zng ™" gyng '] € [G, G

3. Demostrar que el grupo cociente G/[G,G], que se representa por G, es un
grupo abeliano (que se llama el abelianizado de G).

Dados x,y € G, hemos de ver que z|G, Gly|G, G| = y[G, G]z|G, G]. Usando el
producto en el cociente, hemos de ver que:

zy|G, G| = yz|G, G]

Consideramos ahora [y~!, 7! € [G, G]. Entonces:

zyly a7 = ayy Ty =y

Por tanto, zy|G, G| = yz[G, G], luego G/|G, G| es abeliano.
4. Demostrar que G es abeliano si y sélo si [G,G]| = 1.

—>) Si GG es abeliano, entonces:
G, G = ([z,y] |2,y € G) = (xyz™y " |2,y € G) =
= (wa7lyy ™ |1,y € G) = (1| 2,y € G) = {1}
<) Si [G,G] =1, entonces dados x,y € G, tenemos que [z,y] = 1, luego:

1=[z,y] =ayz 'y = zy(yz) ' = 2y = yx

Por tanto, GG es abeliano.
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5. Sea N < G. Demostrar que el grupo cociente G/N es abeliano si y sélo si
[G,G] < N (asi que el grupo [G, G| es el menor subgrupo normal de G tal que
el cociente es abeliano).

—) Sea GG/N abeliano, y consideramos la proyeccién en el cociente:

p: G — GJN
g — gN

Sabemos que p es un homomorfismo. Dados z,y € GG, tenemos que:
p([z,y]) = plzya~y™") = p(x)p(y)p(z) 'p(y) ' =1

Por tanto, por ser p un homomorfismo, tenemos que p([G,G]|) = {1},
luego |G, G] C kerp = N. Por tanto, como ademés [G, G| es un grupo, se
tiene que [G,G] < N.

<) Sea [G,G] < N. Sean ahora z,y € G, y buscamos ver que xyN = yxN.

Tenemos que:
1

wyly™t 27 = ayy Ty =y
Como [y, 27| € [G,G] < N, tenemos que zyN = yzN. Por tanto:
(*N)(yN) = 2yN = yaN = (yN)(zN)

Por tanto, G/N es abeliano.
Ejercicio 1.4.34.
1. Calcular el subgrupo conmutador de los grupos S3, Ay, Dy vy Qs.

0,) Sgi
Recordemos que el subgrupo conmutador de G es el menor subgrupo
normal de GG tal que el cociente es abeliano. El diagrama de Hasse de S5
conviene tenerlo presente, y se encuentra en la Figura 1.48. Comprobemos
cada subgrupo de S35, de menor a mayor orden:

» {1} efectivamente cumple que {1} <1 S3, pero:
S3/{1} = Ss3
Por tanto, el cociente no es abeliano, luego {1} # [S3, S3].
= ((12)).
(23)(12)(23)7" =(23)(12)(23) = (13) ¢ ((1,2))

Por tanto, ((1 2))<Ss, luego ((1 2)) # [Ss, Ss].
u <(13)>.

(23)(13)(23)7' =(23)(13)(23) = (12) ¢ ((1,3))
Por tanto, ((1 3)) <S5, luego ((1 3)) # [Ss, S3).
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u <<2 3)>.
(12)(23)(12)" =(12)23)(12)=(13)¢((23))

Por tanto, ((2 3)) <S5, luego ((2 3)) # [Ss, S3).

- ((123)).
Sabemos que [((1 2 3))| = 3, por lo que [Ss,{((1 2 3))] = 2, luego
((1 2 3)) < S;3. Por tanto, es un candidato a ser el subgrupo conmu-
tador. Veamos si S3/((1 2 3)) es abeliano:

Sy Sl 6, S ..

’((123)>’:!<(123)>|—5— ((123))

Por tanto, S3/((1 2 3)) es abeliano, luego:

[S5, 58] = (12 3)) = As

b) A42
El diagrama de Hasse de A4 conviene tenerlo presente, y se encuentra en
la Figura 1.51. Comprobemos cada subgrupo de A4, de menor a mayor
orden:

» {1} efectivamente cumple que {1} <1 A4, pero:

A {1} = Ay
Por tanto, el cociente no es abeliano, luego {1} # [Ay4, A4l.
= ((12)(34)).
[(123)12)@B4)(123)71(1)=[123)(12)@B 4B 21]1) =4

Por tanto, (123)(12)(34)(123)~" ¢ ((12)(34)), luego (1 2)(3 4)) <Ay,
luego (1 2)(3 4)) # [A4, Ad].
= ((13)(24)).
1

[(123)(13)(24)(123)71](3) =[(123)(13)(24)(32 1)|(3) =4

Por tanto, (123)(13)(24)(123)7" ¢ ((13)(24)), luego (1 3)(24)) <Ay,
tneso {(1 3)(2 4)) # [As, A
= ((14)(23)).
[(123)(14)(23)(123)71](2) =[(123)(14)(23)(321)](2) =4

Por tanto, (123)(14)(23)(123)~" ¢ ((14)(23)), luego ((14)(2 3)) <Ay,
luego ((14)(2 3)) # [As, Ad).
= ((123)).

[(12)(34)(123)(12)7'(34) (1) =[(12)(34)(123)(12)(34)(1) =4

Por tanto, (12)(34)(123)(12)(34) ¢ ((123)), luego ((12 3)) <Ay,
luego ((1 2 3)) # [Ay, A4
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((234)).
[(12)(34)(234)(12)7'(34)7)1) =[12)34)(234)(12)34)](1) =4
Por tanto, (12)(34)(234)(12)(34) ¢ ((234)), luego ((234)) <Ay,

luego ((2 3 4)) # [Ay, Ay
- (13 4).

[(12)B 4134 (12)7'(34)72) =[12)B4)(134)(12)34)](2) =1

Por tanto, (1 2)(34)(134)(12)(34) ¢ ((134)),luego ((134))<Ay,
luego ((1 3 4)) # [A4, A4
= ((124)).

[(13)(24)(124)(13)7(24)7)3) =[(13)(24)(1 24)(1 3)(24)](3) =4

Por tanto, (13)(24)(124)(13)(24) ¢ ((124)), luego ((124)) <Ay,
luego (12 4)) # [As, Af].

= V.
En Teoria vimos que el subgrupo de Klein V' es normal en A4. Veamos
que A4/V es abeliano:

Ay
V

Ay 12 Ay
vl 4 v o

Por tanto, A;/V es abeliano, luego:
[A4, A4] - V

C) D4I
El diagrama de Hasse de D, conviene tenerlo presente, y se encuentra en

la Figura 1.49. Comprobemos cada subgrupo de D,, de menor a mayor
orden:

» {1} efectivamente cumple que {1} <1 Dy, pero:
D,/{1} = D,

Por tanto, el cociente no es abeliano, luego {1} # [Dy, Dy].

= (r?).

En el Ejercicio 1.4.5 vimos que:
Z(Dy) = (r*)

Como ademés Z(D4) < Dy, tenemos que (r?) <t Dy. Veamos que
D, /{r*) es abeliano:

Dy| Dy 8

| T 2

Por tanto, es isomorfo a Cy o a V, ambos abelianos. Por tanto,
D,/ {r?) es abeliano, luego:

(D4, Dy] = (r?)

125



Algebra IT - Relaciones 1.4. Grupos cociente. Teoremas de isomorfismo. Productos

d) Q2:

El diagrama de Hasse de ()5 conviene tenerlo presente, y se encuentra en
la Figura 1.50. Comprobemos cada subgrupo de ()2, de menor a mayor
orden:

» {1} efectivamente cumple que {1} <1 Qs, pero:

Q2/{1} = Q>

Por tanto, el cociente no es abeliano, luego {1} # [@Q2, Q2]

. (—1) = {1,-1}.

Sea g € (). Entonces:

g(-1g~" = —(997") = ~1€(-1)
Por tanto, (—1) <1 Q2. Veamos que Q)2/(—1) es abeliano:

Q| _ [Qf _ 8

‘<—1> i —2°

Por tanto, es isomorfo a C; o a V, ambos abelianos. Por tanto,
(Q)2/(—1) es abeliano, luego:

[Q2, Q2] = (—1)

2. Demostrar que, para n > 3, el subgrupo conmutador de S, es A, y que éste
es el inico subgrupo de S,, de orden n!/2.

Veamos que [S,, S,] = A,.

C) Tenemos que [S, : A,] = 2, luego A,, < S,,. Por tanto, [S,, S,] C A,.

D) Sean i, 7,k € {1,...,n} tres naturales distintos. Entonces:
(i3 k)= ()G k)= (1)@ k)@ )i k)= (i) k)@ 5)" (1 k)~ =[(i7), (i k)]
Por tanto, como los 3—ciclos son generadores de A,, entonces se tiene

que A, C[S,, Sy]-

Por tanto, [S,, S,] = A,. Supongamos ahora que H es un subgrupo de S, tal
que |H| = /2. Entonces:

IS, n!

(S, : H] =

Ademas, el cociente S, /H es un grupo de orden 2, luego es ciclico, y por
tanto abeliano. Por tanto, A, = [S,, S,] < HY |H| = |[Sh, Su]| = |Anl, luego
H = A,. Por tanto, A, es el tnico subgrupo de S,, de orden 7!/2.
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1.5. Grupos resolubles

Ejercicio 1.5.1. Sea N <{G un subgrupo normal y simple de un grupo G. Demostrar
que si G/N tiene una serie de composicién entonces G tiene una serie de composicién.

Consideramos la serie de composicién de G/N:
G/N =Ny> Ny >--->N,_1 >N, ={1IN}.

Por el Tercer Teorema de Isomorfia, como N; < G/N para todo i € {0,1,...,7}
existe G; < G tal que N <1 G; cumpliendo que:

NZ:GZ/N ‘v’iG{O,l,...,r}.

Para considerar la serie buscada, hemos de probar que G; < G;_; para todo
ie{l,...,r}. Como N; C N;_; por la biyeccién del Tercer Teorema de Isomorfia se
tiene que G; C G;_1; y como G; es un grupo, se tiene que G; < G;_1. Consideramos
por tanto la siguiente serie (donde notemos que hemos anadido el {1}):

G=Gy>G >-->G,_1>G,=N>{1}

Nos falta ahora por ver que G; < G;_; para todo i € {1,...,r}. Por el Tercer
Teorema de Isomorfia, como G;/N < G/N, se tiene que G; < G. Como ademés
G; < G;_1, se tiene que G; < G;_1. Por tltimo, sabemos que {1} < N. Por tanto,
consideramos la siguiente serie normal:

G=Gy>G>-->G_1>G, =Np {1}

Veamos que dicha serie es de composicion. Para ello, hemos de ver que los factores
son simples. Por ser la serie de partida de composicién, sabemos que el siguiente
grupo cociente es simple:

Gi1 /N

) 1....
Go/N Vie{l,...,r}

Por el Tercer Teorema de Isomorfia, se tiene que:

Gi1 . Gii/N .
= 1,...
Gi Gl/N Vie { ) ,7“}

Como el “ser simple” es una propiedad que se conserva bajo isomorfismos, se
tiene que:
Gi_1/G; es simple Vi € {1,...,r}.

Falta por compronar que N/{1} es simple, algo que se tiene de forma directa
puesto que N/{1} =2 N y N es simple. Por tanto, la serie

G=G>GD>-->G_1>G,=Np>{l}

tiene todos sus factores simples, y por tanto es de composiciéon. Notemos ademas

que I[(G) =I(G/N) + 1.
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Ejercicio 1.5.2. Sea GG un grupo abeliano. Demostrar que G tiene series de com-
posicién si y solo si G es finito.

<=) Si G es finito, entonces hemos visto que G tiene series de composicién.

=) Si G tiene una serie de composicién, veamos ahora que G es finito. Conside-
ramos la serie de composicion:

G=Gy>G >-->G1>G,. = {1}

Como G es abeliano, todos sus subgrupos son abelianos, y por tanto todos
sus factores son abelianos. Ademas, por ser serie de composicién, todos los
factores son simples. Por la caracterizacion de los grupos abelianos y simples,
todos los factores son de orden primo (en particular, finitos).

A continuacion, desarrollamos la siguiente idea. Dado un grupo A y un sub-
grupo suyo B <1 A, si B es finito y A/B es finito, entonces A es finito. Notemos
que a priori no podemos aplicar el Teorema de Lagrange, puesto que A no es
necesariamente finito. Sin embargo como las clases de equivalencia del cociente
A/B forman una particién de A, se tiene que:

|4/ B

A= U CLz‘B

i=1
Como B es finito, entonces |a;B| = |B| para todo i € {1,...,|A/B|}; luego
|A| = |B| - |A/B]|, y en particular A es finito.

Aplicando esta idea a la serie de composicién de GG, obtenemos en primer que
G_1 es finito, puesto que G,_;/{1} y {1} son finitos. Andlogamente, G,_5 es
finito, puesto que G,_2/G,_1 y G,_1 son finitos. Por induccién sobre r, se tiene
que Gy = G es finito.

Ejercicio 1.5.3. Sea H un subgrupo normal de un grupo finito G. Demostrar que
existe una serie de composicién de G uno de cuyos términos es H.

Como G es finito, entonces GG tiene una serie de composicion. Consideramos
ahora la siguiente serie normal:

G> Hop {1}

Como G admite una serie de composicion, por el Teorema de Jordan-Holder
dicha serie normal puede refinarse a una serie de composicion.

Ejercicio 1.5.4. Se define la longitud de un grupo finito GG, denotada I(G), como
la longitud de cualquiera de sus series de composicién. Demostrar que si H es un
subgrupo normal de G entonces:

I(G)=1(H)+I(G/H) fact(G) = fact(H) U fact(G/H).
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Observacion. Notemos que los factores de composicion de G no tienen por qué ser
tnicos, por lo que a priori no podemos hablar de fact(G) como un conjunto. No
obstante, son tnicos salvo isomorfismos (y reordenamientos, pero al trabajar con
conjuntos no es necesario tener en cuenta el orden). Por tanto, dos conjuntos fact(G)
pueden ser distintos, pero sus elementos son isomorfos entre si.

Por el Ejercicio 1.5.3, G tiene una serie de composicién que contiene a H. Con-
sideramos la serie de composicion:

G:G0|>G1D"'DGT-,1DGT:HDGTJrlD"'DGTJFm,lDGrer:{1}.

Vemos claramente que I(G) =r+m y [(H) =7+ m —r = m. Ademas:

r+m—1 r+m—1

fact(H) = | Gi/Gim1  fact(G) = |J Gi/Gin.
=0

i=r+1

Hemos de calcular ahora una serie de composicién de G/H. Como H <1 se tiene
que H < G; para todo i € {0,1,...,r}. Por el Tercer Teorema de Isomorfia, como
Gi_1> G}, se tiene que G;_1/H > G;/H para todo i € {1,...,r}. Por tanto, la serie

G/H=Gy/H>G/H>--->G,_y/H>G,/JH=H/H ={1H}

es una serie normal de G/H. Ademés, por el Tercer Teorema de Isomorfia, se tiene
que:

Gi_l/H

G;/H

Como G;_1 /G, es simple por ser un factor de composicién, y los factores se conservan
bajo isomorfismos, se tiene que los factores de la serie de composicion de G/H
son simples. Por tanto, la serie de G/H es de composicién, luego se cumple que
[(G/H) =ry se tiene que:

gGi—l/Gi ViE{l,...,T}.

(H)+I(G/H)=m+r=1G).

Por otro lado, los factores de la serie de composicién de G/H son isomorfos por
el Tercer Teorema de Isomorfia a:

fact(G/H) = | JGi/Gin
=0

Por tanto, se tiene que:

r+m—1
fact(G/H) Utact(H) = | | Gi/Gin = fact(G).

=0

Ejercicio 1.5.5. Encontrar todas las series de composicién, calcular la longitud y
la lista de factores de composicién de los siguientes grupos:

1. El grupo diédrico Dj,.

Conviene tener presente el Diagrama de Hasse de D,, presente en la Figu-
ra 1.49. Simplemente lo usaremos para buscar todas las series normales de Dy
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que no admitan refinamientos, consiguiendo asi todas las series de composi-
cién. Para ello, iremos desde Dy hasta {1} por el grafo del reticulo sin saltarnos
vértices (evitando asi los refinamientos) y yendo solo por los subgrupos nor-
males en el anterior.

En este caso, como todos los indices de un grupo en su subgrupo adyacente
son 2, todas las relaciones de inclusién dadas en el grafo son en realidad de
normalidad. De hecho, todas las series de composicion son las siguientes:

Como vemos:

I(Dy) =3
fact(D4) = {ZQ, ZQ, ZQ}

2. El grupo alternado Ajy.

El Diagrama de Hasse de A, esta presente en la Figura 1.51. Ademas, se vid
que el unico subgrupo normal propio de Ay es V. Por tanto, las series de
composicion son las siguientes:

As> Vi {(12)(34)>{1}
AV ((13)(24) > {1}
AV ((14)(23) {1}

Como vemos:
fact(A4) = {Zg, ZQ, Zg}

3. El grupo simétrico Sj.
En primer lugar, sabemos que las siguientes son series de composicion de Sy:
S>> AV ((12)(34))>{1}

Sy AV ((13)(24) > {1}
Sy Ag> Vi ((14)(23) > {1}

No obstante, podria suceder que tuviese mas grupos normales. Supongamos
que existe N <5, tal que N # Ay y N # {1}.
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= Si este contiene a un n—ciclo v € N, veamos que contiene a todos los
n—ciclos. Dado otro n—ciclo o € Sy, sean:
y=(x1 ... xz,) €N
o= (Y1 - Yo) €54

Definimos ahora 7 € S; como:

T(xk):yk VkE{l,,n}
T(k)y=k Vke{l,...,4}\{z1,..., 2.}

De esta forma, tenemos que o = 797~ 1. Como N es normal, se tiene que
o =7vy7-! € N. Por tanto, N contiene todos los n—ciclos.

= Si N contiene un producto de dos transposiciones disjuntas v € N, vea-
mos que contiene a todos los productos de dos transposiciones disjuntas.
Sea v = 7172 € N un producto de dos transposiciones disjuntas, y sea
0 = 0109 € Sy un producto de dos transposiciones disjuntas.

¥ =m72 = (1 22) (23 74) €N
0 =0102 = (Y1 y2)(y3 ys) € Sy

Definimos 7 € S; como:

T(xn):yn vn€{1,,4}
T(l’f):k Vk‘e{1,...,4}\{%»5152,?/1792}

De esta forma, tenemos que:

= e = (r(an) 7)) (7 () 7)) = (o 92) (v s) =0 € N,

Por tanto, N contiene todos los productos de dos transposiciones disjun-

tas.

Este es el concepto de clase de conjugacion, concepto que no se ha tratado
pero no es dificil de entender. En S, hay:

» 1 1—ciclo (la identidad).

= 6 2—ciclos.

= 8 3—ciclos.

= 6 4—ciclos.

= 3 productos de dos transposiciones disjuntas.

Efecetivamente, se tiene que |A4| = 12 = 1+4+8+3. Sea entonces N un subgrupo
normal propio de Sj.

» Supongamos que NN contiene un 2—ciclo. Entonces, |N| > 146 = 7. Como
|N| es divisor de |Sy] = 24, se tiene que |N| = 12, luego faltarfan 5 ele-
mentos. No obstante, esto no es posible (puesto que no hay ninguna clase
de conjugacién con 5 elementos). Por tanto, ningin 2—ciclo pertenece a

N.
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{1}

Figura 1.57: Diagrama de Hasse para los subgrupos del grupo Ds.

= De forma andaloga, se ve que no hay 4—ciclos en N.

Como no hay 2—ciclos ni 4—ciclos, se tiene que N C A4. Como N es un grupo,
se tiene que N < A4. Si N no es normal en A4, entonces tampoco lo es en Sy,
por lo que N es normal en A, y entonces serd necesario pasar por Ay en la
serie de composicion. Por tanto, las tinicas series de composicion de Sy son las
anteriormente vistas:

Sy> AV ((12)(34)>{1}
Sy> AV ((13)(24) > {1}
Sy As> Vi ((14)(23) > {1}

Como vemos:

1(54) - 4
fact(Sy) = {Zs, Zy, Ly, Lo }

4. El grupo diédrico Ds.

Calculamos el orden de cada elemento de Ds:

Todo subgrupo de Dj seré de orden primo, luego seré ciclico. El diagrama de
Hasse de D5 estéd presente en la Figura 1.57.

Veamos que no los de orden 2 no son normales.
w st =sr® ¢ (s).
w rosrrt=srtd (sr).
w rsr?rt =srl0 =5 ¢ (sr?).
o osrd ot =srll = sr ¢ (sr?).

o rosrt et =srl2 = sr? ¢ (srd).
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Por tanto, el inico subgrupo normal de Dj es (r). Por tanto, la tnica serie de
composicion es la siguiente:

D5 (r) > {1}

Como vemos:

I(Ds) = 2
fact(D5) = {ZQ, Z5}

5. El grupo de cuaterniones ()s.

El Diagrama de Hasse de (), esta presente en la Figura 1.50. Como todos los
indices son 2, todas las relaciones de inclusion son de normalidad. Por tanto,
las series de composicién son las siguientes:

Qo> (1) > {—1} > {1}
Q2> (j) > {-1} > {1}
Q2> (k) > {-1} > {1}

Como vemos:

1(Q2) =3
fact(Q2) = {Z2, 722, Zs}

6. El grupo ciclico Cay.

Sabemos que los subgrupos de (54 son ciclicos, y por tanto abelianos. Por
tanto, todos los subgrupos son normales. El Diagrama de Hasse de (s, esta
presente en la Figura 1.58.

Las series de composicién son, por tanto, las siguientes:

> (Ce) > (C5) > {1}
Coy > (Cha) > (Cg) > (Cy) > {1}
> (Cy) > (Ca) > {1}
> (Cy) > (Cy) > {1}

Como vemos:

fact(Chs) = {Zo, Zy, Lo, L3}

7. El grupo simétrico Ss.

Como Aj es normal en S, se tiene que la siguiente es una serie normal:

55 DAE, > {1}
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_~
8
l\‘)

= (o

HZ T
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Figura 1.58: Diagrama de Hasse para los subgrupos del grupo Cyy.

Ademas, S5/A;5 es simple por ser de orden primo, mientras que As/{1} = As
es simple por el Lema de Abel. Por tanto, la serie es de composicion.

No obstante, podria suceder que tuviese més grupos normales. Supongamos
que existe N < S5 tal que N # A5 y N # {1}. Por una demostracién analoga
a la de Sy, las clases de conjugacion de Sy son las siguientes:

1 1—ciclo (la identidad).

10 2—ciclos.

20 3—ciclos.

30 4—ciclos.

24 b—ciclos.

15 productos de dos transposiciones disjuntas.

20 productos de un 2—ciclo y un 3—ciclo.

Efecetivamente, se tiene que |As| = 60 = 1+ 20 + 24 + 15. Sea entonces N un
subgrupo normal propio de Sj.

Supongamos que N contiene un 2—ciclo. Entonces, |[N| > 1410 = 11, que
no divide a 120. Como la siguiente clase de conjugaciéon més pequena es de
15 elementos, sabemos que |N| > 26. Por tanto, |N| € {30,40,60}. Para,
desde 11 podemos sumar un multiplo de 10, es necesario que contenga
a los 24 5—ciclos y a los 15 productos de dos transposiciones disjuntas,
luego |N| > 11 + 15 4 24 = 50, luego |N| = 60, por lo que tan solo nos
falta por determinar 10 elementos. No obstante, todas las clases restantes
son de mas de 10 elementos. Por tanto, no puede contener ningiin 2—ciclo.

Supongamos que N contiene un 4—ciclo. Entonces, |[N| > 1 + 30 = 31,
que no divide a 120. Por tanto, |N| € {40,60}. Para, desde 31 podemos
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sumar un multiplo de 10, es necesario que contenga a los 24 5—ciclos y a
los 15 productos de dos transposiciones disjuntas, pero 31+ 24+ 15 > 60.
Por tanto, no puede contener ningin 4—ciclo.

= Supongamos que N contiene un producto de un 2—ciclo y un 3—ciclo.
Entonces, |[N| > 1420 = 21, que no divide a 120. Como la siguiente clase
de conjugacién més pequena es de 10 elementos, sabemos que |N| > 31.
Por tanto, |N| € {40,60}. Para, desde 21 podemos sumar un multiplo
de 10, es necesario que contenga a los 24 5—ciclos y a los 15 productos
de dos transposiciones disjuntas, luego |N| > 21 + 15 + 24 = 60, luego
|N| = 60. Por tanto, N esta formado por:

1 1—ciclo (la identidad).
e 20 productos de un 2—ciclo y un 3—ciclo.
e 24 5—ciclos.

e 15 productos de dos transposiciones disjuntas.

No obstante, veamos que N no es un subgrupo de S5 puesto que no es
cerrado por producto:

(12)(345)(12)(34)=(12)(12)(345)(34)=(345)(34)=(35)¢ N
Por tanto, no puede contener ningiin producto de un 2—ciclo y un 3—ciclo.

Por tanto, N C As. Como N es un grupo, se tiene que N < As. Si N no es
normal en As, entonces tampoco lo es en S5, por lo que N es normal en As. No
obstante, As es simple, luego N = As. Por tanto, la unica serie de composicién
de S5 es la siguiente:

S5DA5>{1}

Como vemos:

1(S5) = 2
fact(Ss) = {Zs, A5}

Ejercicio 1.5.6. Sea GG un grupo finito, y
G=G>G>-->G_1>G, ={1}

una serie normal de G. Demostrar que

r—1 G, r—1 G.
I(G) = [ ), fact(G) = )fact ).
(@) ; (Gm) (@) ZL:JO (Gm)

Como G es finito y G; <1 G, por el Ejercicio 1.5.4 se tiene que:

UG) =1(G1) + 1(G/Gh)
fact(G) = fact(G) U fact(G/Gy).
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Como G es finito y G5 < G4, por el Ejercicio 1.5.4 se tiene que:

UG) = 1(Gh) + U(G/Gr) = 1(G) + (G /G) + UG/ Gr)
= 1(G2) +1(G1/G2) +1(G/Gy)
fact(G) = fact(G1) U fact(G/G1) = fact(Gq) U fact(G1/Gs) U fact(G/Gy).

Iterando hasta usar que G, <1 G,_1, se tiene que:

HG) = Til(Gi/Gi+l> + &)

r—1
fact(G) = | fact(Gi/Gis1) U factkEr.
=0

Ejercicio 1.5.7. Si G1,Gs, ..., G, son grupos finitos, demostrar que
(Grx Gayx o x Gy) =Y U(Gy), fact(Gy x Gy x -+ x G,) = | Jfact(G).
i=1 i=1

Demostramos por induccién sobre 7.

= Para r = 1 se tiene trivialmente.

= Supuesto cierto para r, demostrémoslo para r + 1.
Buscamos demostrarlo aplicando el Ejercicio 1.5.4. Para ello, necesitamos un
subgrupo normal de Gy X - -+ X G, X G,1. Definimos:

m: Gy X - xXG.xGry1 — Gy x---xXG,
(917927"'7g7"797"+1) — (91792,---797')

Tenemos que 7T €s un homomorfismo con:

ker(m) = {1} x --- x {1} x G,41
Im(m) =Gy x -+ X Gy.

Por el Primer Teorema de Isomorfia, se tiene que:

G1><"'><GT><GT+1

(T X - x {1} X Gyos = Gxe e X G

Veamos ahora que {1} x .-+ x {1} x G, es isomorfo a G, 1. Definimos:

¢: {1} x---x{1} xGpy1 — Gp1
(17‘--71;97’—&-1) > gr+1

Vemos claramente que ¢ es un isomorfismo, luego {1} x- - - x{1} xG, 11 = G,41.
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Vistos ambos aspectos, como {1} x -+ x {1} X G,41 = ker(7) <Gy x -+ X
G, X G41 por el Ejercicio 1.5.4, se tiene que:

Gy x -+ xGp X Gryg

l(Glx-nxerG,,H):l({l}><-~-><{1}><GT+1)+Z<

Como las series de composicion de dos grupos isomorfas son isomorfas, tenemos
que:

UG X -+ X Gy X Grg) = UGhst) +1(Gh % - x Gr) DUGrpn) + UG = S UG
=1 =1

donde en (x) hemos usado la hipdtesis de induccion.

De igual forma, usando de nuevo el Ejercicio 1.5.4 se tiene que:

{1} x -+ x {1} x G,44

r+1

Gy X - x G x Gy

)

fact(Gy x -+ X G X Gryq) = fact({1} x --- x {1} x G,11) U fact (

© fact(G,41) Ufact(Gy x - -+ x G,.)
( r+1

i fact(G,y1) U U fact(G;) = U fact(G;).
i=1

=1

donde en (x*) hemos usado la hip6tesis de induccién y en (x) hemos empleado
que las series de composicién de dos grupos isomorfas son isomorfas, luego sus
factores de composicion son isomorfos y por tanto el conjunto fact de ambos
grupos es el mismo (salvo la observacén que hicimos de isomorfismos en el
Ejercicio 1.5.4).

Por tanto, se ha demostrado el resultado por induccién.

Ejercicio 1.5.8. Sea GG un grupo ciclico de orden p™ con p primo. Demostrar que
I(G) =ny que fact(G) = (Z,, Z,, ™., Z,) (n veces).

Conviene tener presente el diagrama de Hasse de los subgrupos de G = (g),
presente en la Figura 1.52. Ademas, como G es ciclico, en particular es abeliano y
todos sus subgrupos son abelianos, luego todas las relaciones de inclusion son de
normalidad. Por tanto, la tinica serie de composicion es la siguiente:

(0] 2 n—1 n
G=(")> (")) (" ) (") ={1}

De esta serie de composicién se deduce que [(G) = n. Veamos cudles son los

factores de composicién:

(") | _ Ke™)l _ OW") _ P[meagraty _ med(pr,pt!) _ pt! =p. Vie{0,...,n-1}
(@) K™Dl Og"™)  P/mea@rptty med(pr,p)  pt T
Por tanto, se tiene que:
(") o :
szp Vie{0,...,n—1}
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Por tanto, los factores de composicién son:
fact(G) = (Zp, Z,, ™, Zp) .

Ejercicio 1.5.9. Sea G un grupo ciclico de orden n. Si la descomposicién de n en
factores primos es n = pi'p5* - - - p&r, demostrar que

(G)=e14+e+ - +ep,

Yy que
fact(G) = (Zp,, ) Zpys - - - Ly, ) Ty ).

Aplica el resultado cuando n = 12 y compara su longitud y factores de composicion
con los del grupo Zs X Zsg.

Sabemos que mcd(py,...,p,) = 1, luego med(p{',...,p¢") = 1. Por tanto, se
tiene que:

H C e es ciclico
1

Ademas, se tiene que:

T

H Cpes

=1

T T

=111C: 1= 1w =n
=1

=1

T
Por tanto, G = ] Ce:. Como dos grupos isomorfos tienen series de composicién
i=1 '
isomorfas, se tiene que:

I(G) =1 <HC ) I3 (e) P
i=1 i=1 i=1

donde en (x) hemos usado el Ejercicio 1.5.7 y en (xx) el Ejercicio 1.5.8.

Veamos ahora cudles son los factores de composicion. Como las series de composi-
cién de dos grupos isomorfos son isomorfas y, por tanto, sus factores de composicion
son isomorfos, se tiene que:

fact(G) = fact <H Cp?) © Ufact (Cp?) = U (me L, @?,Zm)
i=1 i=1 '
= (Zp,, N Zpys .., 2, ) T ).

donde en (x) hemos usado el Ejercicio 1.5.7 y en (k%) el Ejercicio 1.5.8. Por tanto,
se ha demostrado el resultado.

Aplicdndolo ahora a n = 12, se tiene que 12 = 22 - 3!, luego:

faCt(Zlg) = (ZQ,ZQ,Zg).
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Queremos calcular ahora la longitud y factores de composicién de Zsy x Zg. Co-
mo este no es ciclico, calculamos su longitud y factores de composiciéon usando el
Ejercicio 1.5.7:

U(Zy x Ze) =1(Zs) +1(Zg) =1+1+1=3
fact(Zg X ZG) = faCt(Zg) U fact(ZG) = (Zg) U (ZQ,Zg) = (227 ZQ,Zg).

Comprobamos por tanto que, aun no siendo isomorfos (puesto que uno es ciclico
y el otro no), se cumple que:

Z(Zlg) = Z(ZQ X Z6) =3
faCt(Zlg) = fact(Z2 X ZG) = (ZQ,ZQ,Zg).

Notemos que si dos grupos son isomorfos entonces tienen la misma longitud y
los mismos factores de composicién, pero el reciproco no es cierto.

Ejercicio 1.5.10. Sea D,, el grupo diédrico de orden 2n. Si la descomposicion de n
en factores primos es n = pi'p5? - - - p&r, demostrar que

I(D,)=¢€e1+es+-+e +1,

y que
fact(D,) = (Zp,, ) Zp, ..., Ly, , ), Ty Tr).

Sabemos que la siguiente serie es una serie normal de D,,:
> (r) > {1}

Por tanto, por el Ejercicio 1.5.6 se tiene que:

1-1(2) ()

fact(D,) = fact (f>) U fact <{<1>})

Sabemos que |D,,/(r)| = 2¢/n = 2, luego D,,/(r) = Zs. Por otro lado, sabemos
que (r) es ciclico de orden n, luego (r) = Z,. Como la longitud y los factores se
mantienen bajo isomorfismos, y usando el Ejercicio 1.5.9 con n = p{'p53*---p<r y 2
primo, se tiene que:

I(D,) =1 (?>) +1 ({<1>}) =1(Zy) +UZy) =1+ (e1+ea+-+e)

=et+et+--+e +1

Dy, (r)
fact(D,,) = fact ( ) U fact ( ) = fact(Zy) U fact(Z,)
(r) {1}
= (Zy) U (Zpl, 02, ... Ly, ), Zpr>
= (Zp, N Ly, ...\ 2, ) Dy D).

Ejercicio 1.5.11. Demostrar que D,,, S5, S3 y Sy son grupos resolubles.
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1. D,.

Una serie normal de D,, es la siguiente:

D, > (r) > {1}

Sus factores son:

Por tanto, todos sus factores son abelianos, luego D,, es resoluble.

2. 5.

La serie derivada de S es la siguiente:

SQ > {1}

Donde he empleado que Sy = C5 es abeliano, luego [Ss, S5] = {1}. Por tanto,
Sy es resoluble.

3. Ss.

Sabemos que S} = [S3, S3] = A3 = (3 abeliano, luego la serie derivada de Ss
es la siguiente:

Sg > A3 > {1}
Por tanto, S5 es resoluble.

4. S,.

Una serie normal de Sy es la siguiente:

Sy> Ay Vi {1}

Sus factores son:

Donde V' es el grupo de Klein, que es abeliano. Por tanto, todos sus factores
son abelianos, luego Sy es resoluble.
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Ejercicio 1.5.12. Sean H y K subgrupos normales de un grupo G tales que G/H
y G/K son ambos resolubles. Demostrar que G/(H N K) también es resoluble.

Por el Segundo Teorema de Isomorfia, como H < G, tenemos (H N K) < K y:
K  KH
HNK H

Este Teorema también afirma que KH < G, luego KH/H < G/H. Como G/H
es resoluble, se tiene que K H/H es resoluble. Por tanto, K/(H N K) es resoluble.

Por otro lado, como K, H <G, se tiene que (HNK)<1G. Como (HNK) C Ky
K <G, por el Tercer Teorema de Isomorfia se tiene que H/(HNK)<G/(HNK) y:

G/(HNK) _ G

K/(HNK) K
Como G/ K es resoluble, se tiene que G/(HNK)/K/(HNK) es resoluble (puesto

que esta propiedad se mantiene por isomorfismo).

y K/(H N K) son ambos resolubles, entonces G/(H N K) es

resoluble.

Ejercicio 1.5.13. Sea GG un grupo resoluble y sea H un subgrupo normal no trivial

de G. Demostrar que existe un subgrupo no trivial A de H que es abeliano y normal
en G.

Como H < G, entonces H es resoluble. Consideramos su serie derivada:
HoH > H'>--->H™ = {1}

Como H # {1}, n # 0. Sea ahora A = H™Y (que podemos considerarlo puesto que
n # 0). Como [A, A] = [H™ D HT=D] = H™ = {1}, se tiene que A es abeliano.
Nos falta por ver que A < G.

Consideramos la siguiente serie normal de G:
GoH>H©>H'>-->H" = {1}

Veamos que H® < G para todo i € {0,...,n}.

» Parai=0, G < H, luego se tiene que H® <1 G.

= Supuesto cierto para i, veamos que se cumple para i + 1.

Sabemos que H®) <1 G, y queremos ver que [H®, H¥] < G. Como se tiene
que [HD HO] = ([z,y] | 2,y € HD) y [x,y]7 = [y, 2], tan solo es necesario
comprobarlo sobre los generadores. Por tanto, sea z,y € H®, g € G. Entonces:

glz,ylg™" = lgzg~ ", gyg ]

Como HY < G, se tiene que gxg~',gyg~t € H®, luego concluimos que
lgzg~", gyg] € [HD, HD]. Por tanto, H*D = [H® HD] 4 G,
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Por tanto, H%) < G para todo i € {0,...,n}. En particular, A = H®Y < @G.
Ejercicio 1.5.14. Demuestra que todo p-grupo finito es resoluble.

Ejercicio 1.5.15. Demuestra que todo grupo de orden pg, con p y ¢ primos, es un
grupo resoluble.

Ejercicio 1.5.16. Demuestra que todo grupo de orden p?q, con p y ¢ primos, es un
grupo resoluble.

Ejercicio 1.5.17. Demuestra que si pi, ps, p3 son tres primos tales que ps > pipo
entonces cualquier grupo de orden pypops3 es resoluble.

Ejercicio 1.5.18.
1. Demuestra que todo grupo de orden 70 es resoluble.
2. Demuestra que todo grupo de orden 24 es resoluble.
3. Demuestra que todo grupo de orden 100 es resoluble.
4. Demuestra que todo grupo de orden 48 es resoluble.
5. Sea G un grupo de orden 200. Demuestra que G' x Dy; es resoluble.

6. Demuestra que todo grupo de orden 63 es soluble (sin usar que es un caso
particular de un grupo de orden p?q con p y ¢ primos).
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1.6. G—conjuntos y p-grupos

Ejercicio 1.6.1. Si X es un G—conjunto, demostrar que 29 =9 'z, z € X, g € G,
define una accién por la derecha de GG sobre X.

En primer lugar, vemos que se trata de una aplicacién de G x X en X. Veamos
ahora que cumple las condiciones necesarias para ser una accion por la derecha:

» 2! =z para todo z € X.

» (29)" = 29" para todor € X y g,h € G.
(z9)h = h*l(xg) Ty = T = G o

Por tanto, se trata de una accién por la derecha de G sobre X.

Ejercicio 1.6.2. Sea GG un grupo y N un subgrupo normal abeliano de G. Demos-
trar que G/N actia sobre N por conjugacién y obtener entonces un homomorfismo

¢ : G/N — Aut(N).

Veamos en primer lugar que G/N actiia sobre N por conjugacién. Es decir, que
la siguiente aplicacién es una accién de G/N sobre N:

ac: G/INxN — N
(gN,n) +— 9Nn = gng™!

Veamos en primer lugar que esta bien definida. Sean g1, 9o € G de forma que
91N = goN. Entonces In’ € N tal que g; = gon’. Entonces:

1 ()

9N = ging; " = gan'n(gan’) ™ = gan'n(n) gyt = gon/(n') 'ngy ' = gangs!

g gQNn

donde en () hemos usado que N es abeliano. Por tanto, la accién estd bien definida.
Veamos ahora que se trata de una accién.

» 'V =1nl1"! = n para todon € N.

» Comprobemos la segunda propiedad:

aN
(91N)(92N)y — 9192N _ (gan)‘

n=gigang; 97" = g1 (*"n) g7"

Buscamos ahora el homomorfismo ¢ : G/N — Aut(N). En primer lugar, consi-
deramos el siguiente homomorfismo:
®: G/N — Perm(N)
gN — *N() =ac(gN,)

Es necesario ver que, fijado gN € G/N, la aplicacién siguiente, ademés de per-
tenecer a Perm(N), pertenece a Aut(N):

f: N — N

n — 9Vn =gng!
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Sabemos que es biyectiva, por lo que tan solo nos queda probar que es un homo-
morfismo. Sean nqi,ny € N:

F(nina) = 2N (ning) = g(nana)g™" = gnig ' gnag™" = f(n1)f(na).
Por tanto, f es un homomorfismo. La aplicacién ¢ pedida entonces es:

v: G/N — Aut(N)
gN — f="()

Ejercicio 1.6.3. Sean S y T' dos G—conjuntos. Se define la accion diagonal de G
sobre el producto cartesiano S x T mediante “(s,t) = (“s,“t). Demostrar que, para
la accién diagonal, el estabilizador de (s,t) es la interseccién de los estabilizadores
de s y t en las acciones dadas.

Fijados s € Sy t € T, el estabilizador de (s,t) es:

Stabg(s,t) = {g € G |7(s,1) = (s,0)} = {g € G| (Us,%1) = (s, 1)}
={geG|9%s=sNt=t}={geG|'s=stN{geG|t=t}
= Stabg(s) N Stabg(1).

Ejercicio 1.6.4. Demostrar que si GG contiene un elemento = que tiene exactamente
dos conjugados, entonces G tiene un subgrupo normal propio.

Observacion. Considerar el centralizador de z.

Consideramos la acciéon por conjugacién de G sobre si mismo:

ac: GxEG — d
(9,h) +— h=ghg™!

Calculamos el centralizador de z:
Co{z)) ={geCGlgr=29} ={9€CG|grg =2} ={g€G|% =z} = Stabg()

Por tanto, C({z}) = Stabg(xz) < G. Veamos ahora que es normal en G. Para
ello, tenemos que:

(G : Co({x})] = [G : Stabg(z)] = | Orb(z)|
Calculemos la érbita de z:
Orb(z) ={y € G |3g € G tal que y =92} = {y € G | Ig € G tal que y = grg~ '} = Clg(z)

Como z tiene exactamente dos conjugados (él mismo y otro elemento y € G),
tenemos que | Orb(z)| = 2. Por tanto:

G Ce({})] = [Orb(z)] = 2 = Ce({z}) <G

Por tanto, Cg({z}) es un subgrupo normal de G. Tan solo falta por comprobar
que es propio.
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» Si Ce({z}) = G, entonces:

2 =|Orb(z)| =[G : Stabg(z)] =[G : Ce({z})] =1 = Contradiccidn.

» Si Ce({z}) = {1}, entonces:
2 =|Orb(x)| =[G : Stabg(z)] = [G : Cao({z})] = |G|
Por tanto, G = {1, z}. Calculemos el nimero de conjugados de 1 y de z:

Clo(1) ={glg™" | g € G} = {1}
Clg(z) = {gzg™" | g € G} = {lal,zx2™ '} = {x}

Por tanto, ambos tienen un unico conjugado. Por tanto, no se puede dar este
caso.

Ejercicio 1.6.5. Encontrar todos los grupos finitos que tienen exactamente dos
clases de conjugacion.

Sea G un grupo finito con |G| = n que tiene exactamente dos clases de conjuga-
cién; a saber, Jx1,z9 € G tales que Clg(x;) # Clg(22). Considerando la accién de
G sobre si mismo por conjugacion, tenemos que:

Orb(z) = Clg(z) Ve e G
Como las drbitas forman una particion de GG, tenemos que:
|G| = | Orb(x1)| + | Orb(z2)| = [ Cla(z1)| + | Clg(22)]
Calculamos no obstante la clase de conjugacion del 1 € G:
Cla(l) ={glg™" g€ G} ={gg" g € G} = {1}

Por tanto, | Clg(1)| = 1. Supongamos sin pérdida de generalidad que 1 € Clg ().
Entonces:

n =|Clg(z1)| + | Clg(z2)] = 1 + | Clg(z2)] = | Clg(z2)| =n — 1

Por otro lado, como | Clg(z2)| = [G : Stabg(x2)], tenemos que | Clg(xz)| divide
a |G|; es decir, (n — 1) | n. Por tanto, n = 2, y tenemos por tanto que:

G =17,
Ejercicio 1.6.6. Describir explicitamente las clases de conjugacién del grupo Djy.
Consideramos el grupo Dy:

Dy = {1,r,7%,r% s, sr 57 sr°}
= {57 |i=0,1,7=0,1,2,3}
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Tenemos que:

Clp, (1) = {(s"r)1(s'r’)" ' |i=0,1, =0,1,2,3} = {1}
Clp,(r) = {(s"rr(s'?)  |i=0,1,7=0,1,2,3} = {s"/ r r 757" |i=0,1,j =0,1,2,3}
= {s'rs' |i=0,1} = {r,7*} = Clp, (r*)
Clp, (r*) = {(s'"r)r?*(s'r?) | i=0,1,7 =0,1,2,3} = {s"7 7?75 |i=0,1,j =0,1,2,3}
= {s'r?s7" |i=0,1} = {r*}
Clp,(s) = {(s'r?)s(s'r) 1 |i=0,1,=0,1,2,3} = {s'r7 s r 957" |i=0,1, =0,1,2,3}
Este 1dltimo no es tan sencillo, puesto que r y s no conmutan. Calculamos en

primer lugar para s = 0, sabiendo que las clases de conjugacién son cerradas para
inversos.

rsrt=rsr’=sr"=sr? € Clp,(s)
r?sr2=r?sr*=s5r%?=s¢c Clp,(s)
3 sr 3 =1 sr=srr=sr? € Clp,(s)

Por otro lado, para s = 1, tenemos que:

§8§8S=S YSST’QS:T’QS:STGZSTQ

Por tanto, Clp,(s) = {s, sr?} = Clp,(sr?). Tan solo queda por tanto calcular la

clase de conjugacién de sr y de sr3.

rsrr !t =rsrr®=rs=sr® e Clp,(sr)

Por tanto, tenemos que Clp,(sr) = Clp,(sr?). Como las clases de conjugacién
forman una particién de Dy, tenemos que:

Clp,(1) = {1}

Clp,(r) = {r,7}

Clp,(r*) = {r*}
)
)

Clp,(s) = {s,sr*}

Clp, (sr) = {sr, 57}

Ejercicio 1.6.7. Se dice que la accion de un grupo finito G' sobre un conjunto X
es transitiva si hay una sola érbita para esta accién (es decir, si para cada x,y € X
existe algiin g € G tal que 92 = y). Demostrar que si G actia transitivamente sobre
un conjunto X con n elementos, entonces |G| es un miltiplo de n.

Ejercicio 1.6.8. Un subgrupo G' < 5, se dice transitivo si la accién de G sobre
{1,2,...,n} es transitiva. Encontrar todos los subgrupos transitivos de S3 y Sj.

Ejercicio 1.6.9. Sea n € N. Una particion de n es una sucesién no decreciente de
enteros positivos cuya suma es n. Dada una permutacion o € .S,,, la descomposiciéon
en ciclos disjuntos (incluyendo los ciclos de longitud 1) de o = 717, - - - 7, determina
una particién ny,ns,...,n, de n donde cada n; es la longitud del ciclo ;. Dos
permutaciones en S, se dice que son del mismo tipo si determinan la misma particion
de n. Demostrar:
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1. Dos elementos de S, son conjugados si y solo si son del mismo tipo.

2. El nimero de clases de conjugacion de S, es igual al nimero de particiones de
n.

Ejercicio 1.6.10. Calcular el nimero de clases de conjugacién de Ss. Dar un repre-
sentante de cada una y encontrar el orden de cada clase. Calcular el estabilizador
de (1 2 3) bajo la accién de conjugacién de S5 sobre si mismo.

Ejercicio 1.6.11. Sea G un grupo finito y ® : G — Perm(G) la representacién
regular izquierda (que corresponde a la accién de G sobre si mismo por traslacién
por la izquierda).

1. Demostrar que si z es un elemento de G de orden n y |G| = nm, entonces ®(x)
es un producto de n—ciclos. Deducir que ®(z) es una permutaciéon impar si y
solo si el orden de x es par y el cociente del orden de G y el de x es impar.

2. Demostrar que si Im(®) contiene una permutacién impar entonces G tiene un
subgrupo de indice 2.

3. Demostrar que si |G| = 2*

indice 2.

con k impar, entonces G tiene un subgrupo de
Observacion. Usar el Teorema de Cauchy para obtener un elemento de orden
2 y entonces usar los dos apartados anteriores.

Ejercicio 1.6.12. Sea G un p—grupo actuando sobre un conjunto finito X. Demos-

trar que
|X| = |Fizg(X)| méd p.

Ejercicio 1.6.13. Sea G un 2—grupo finito que actia sobre un conjunto finito X
cuya cardinalidad es un numero impar. ;Podemos afirmar que existe al menos un
punto de X que queda fijo bajo la accién de G? ;Podemos decir lo mismo si | X| es
par?

Ejercicio 1.6.14. Sea C,, = (a | a” = 1) un grupo ciclico de orden n. Describir sus
subgrupos de Sylow.

Ejercicio 1.6.15. Sea G un grupo finito y |G| = pn con p primo y p > n. Demostrar
que G contiene un subgrupo normal de orden p y que todo subgrupo de G de orden
p es normal en G.

Ejercicio 1.6.16. Sea H un subgrupo de un grupo finito G con [G : H] = p primo
y p el menor primo que divide a |G|. Demostrar que entonces H es normal en G.

Ejercicio 1.6.17. Sea p un ntimero primo. Demostrar:
1. Todo grupo no abeliano de orden p? tiene un centro de orden p.
2. Existen tnicamente dos grupos no isomorfos de orden p?.

3. Todo subgrupo normal de orden p de un p—grupo finito esta contenido en el
centro.
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Ejercicio 1.6.18. Demostrar que si N <G y N y G/N son p—grupos entonces GG
es un p—grupo.

Ejercicio 1.6.19. Si GG es un grupo de orden p”, p primo, demostrar que para todo
k, 0 < k < n, existe un subgrupo normal de G de orden p*.

Ejercicio 1.6.20. Hallar todos los subgrupos de Sylow de los grupos S5 y Sy.

Observacion. Para los 2—subgrupos de Sylow de S4, observar primero que todos
deben contener al subgrupo de Klein V', y, al menos, una trasposicién 7, y que como
consecuencia se pueden obtener como producto de V' por el grupo ciclico generado
por T.

Ejercicio 1.6.21. Hallar todos los subgrupos de Sylow de los grupos Zggg, @2, Ds,
D67 A4a A5a 55'

Ejercicio 1.6.22. Demostrar que D, es isomorfo a los 2—subgrupos de Sylow de
Sy.

Observacion. Considerar la representacion asociada a la accion de Dy sobre los vérti-
ces del cuadrado.

Ejercicio 1.6.23. Demostrar que todo grupo de orden 12 con mas de un 3—subgrupo
de Sylow es isomorfo al grupo alternado Aj.

Observacion. Considerar la accion por traslacién de un tal grupo sobre el conjunto
de clases modulo P, siendo P un 3—subgrupo de Sylow. Probar que dicha accién es

fiel.
Ejercicio 1.6.24.

1. Demostrar que no existen grupos simples de orden 12. Mas concretamente,
demostrar que todo grupo de orden 12 admite un subgrupo normal de orden
3 o de orden 4.

2. Demostrar que no existen grupos simples de orden 28. Mas concretamente,
probar que todo grupo de orden 28 contiene un subgrupo normal de orden 7.

3. Demostrar que no existen grupos simples de orden 56. Mas concretamente,
probar que todo grupo de orden 56 contiene un subgrupo normal de orden 7
o de orden 8.

4. Demostrar que no existen grupos simples de orden 148 ni de orden 200 ni de
orden 351.

Ejercicio 1.6.25. Calcular el nimero de elementos de orden 7 que tiene un grupo
simple de orden 168.
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1.7. Clasificacion de grupos abelianos finitos

Ejercicio 1.7.1. Calcular los 6rdenes de todos los elementos de los distintos grupos
abelianos de orden 8, 12, 16 y 24.

Ejercicio 1.7.2. Para los siguientes grupos calcular sus descomposiciones ciclicas.

1. Gy = {1,8,12,14, 18,21, 27, 31, 34, 38, 44, 47, 51, 53, 57, 64} con operacién dada

por multiplicaciéon médulo 65.

2. Gy =1{1,8,17,19,26, 28, 37,44, 46, 53, 62,64, 71, 73,82,89,91, 98,107, 109, 116, 118, 127, 134}

con operacion dada por multiplicacion médulo 135.

3. G ={1,7,17,23,49, 55,65, 71} con operacién dada por multiplicacién médulo
96.

4. Gy = {1,4,11,14,16, 19, 26,29, 31,34, 41,44} con operacién dada por multi-
plicacién modulo 45.

Ejercicio 1.7.3. Calcular la descomposicion ciclica y ciclica primaria de los grupos
abelianos 024 X 040 X 035 y 014 X CIOO X 040. J}SOD isomorfos?

Ejercicio 1.7.4. Sea G el grupo de las simetrias de un rectdngulo (no cuadrado).
Probar que G es un grupo abeliano. Calcular sus descomposiciones ciclica y ciclica
primaria.

Ejercicio 1.7.5. Sea G un grupo abeliano de orden n y [(G) su longitud. Si la
descomposicién de n en factores primos es n = pi* - - - p¢~, demostrar que

(G)=¢e1+ - +e,

Y que

fact(G) = (Cp,, ), Cyy, ..., Oy ) ).

En particular, todos los grupos abelianos del mismo orden tienen la misma longitud
y la misma lista de factores de composicion.

Ejercicio 1.7.6. Listar todos los grupos abelianos no isomorfos de orden 10, 16, 20,
30, 40, 108 y 360, dando sus factores invariantes, divisores elementales y descompo-
siciones ciclicas y ciclicas primarias.

Ejercicio 1.7.7. Calcular la forma normal, los factores invariantes y los divisores
elementales de las siguientes matrices:

0 2 0 —92 —48 —267
6 —4 —6 4 —4 31

Ay = 6 6 6 Ay = —4 —24 105
7 10 6 4 -6 —6

4 5 4 0 0

As=|-4 0 -3 Ay,=1(0 6 0
-6 —4 -2 00 8
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Ejercicio 1.7.8. Para los siguientes grupos abelianos calcular sus rangos y sus des-
composiciones ciclicas y ciclicas primarias. ;Son algunos de estos grupos isomorfos?

B 3a+9+9% = 0

L G1_<a’b’c 90 —3b+9c = 0 >
2a+2b+3¢ = 0

2 G2_<a’b’c Ba+2b—3¢ = 0 >

I
o oo
\/

a+3b+2c =
3. G3 = <a,b,c,d S5a + 17b+ 12¢
6a +4c =

12a +4b+ 6¢c =
4. G4 = <a,b,c —4a + 2b+ 8¢

I
coo
~—

—2a + 160+ 34¢c =
5. G5 = Zos ® Lo D Lss.
Ejercicio 1.7.9. Dados los grupos abelianos:

a+2c—d
G:<a,b,c,d a+5c+5d =
20 +4c+2d =

o O O

)

donde K es el subgrupo con generadores {(1,2,7),(1,4,7),(—1,0,2)}. Calcular:

H=7%K,

1. El rango, los factores invariantes y los divisores elementales de cada uno de

ellos.
2. Sus descomposiciones ciclicas y ciclicas primarias.
3. Las descomposiciones ciclica y ciclica primaria de G ¢ H.

Ejercicio 1.7.10.

1. Encuentra todos los grupos abelianos distintos, salvo isomorfismo, de orden
500. Da para cada uno de ellos sus descomposiciones ciclica y ciclica primaria.

2. Calcula las descomposiciones ciclica y ciclica primaria de
3a—3b+9 = 0
G:<a,b,c 6a + 12b—9¢ = O>.
1204+9c = 0
. Cuantos elementos tiene G7 ;Tiene algin elemento de orden 67

Ejercicio 1.7.11. Dados los grupos abelianos

B 20 —6b+18¢c = 0
G_<“’b’c‘ 6a+6c = 0 >

H=17/{((1,-9,3),(1,-7,1),(1,—1,1)).
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1. Calcula sus rangos, descomposiciones ciclicas y ciclicas primarias.

2. iSon isomorfos? ;Lo son sus subgrupos de torsién?

3. ;Cuantos elementos de orden 6 tiene H? |Y G?

4. ;Cuantos grupos hay, salvo isomorfismos, con los mismos elementos que H?
Ejercicio 1.7.12.

1. Calcula la descomposicion ciclica y ciclica primaria de todos los grupos abe-
lianos no isomorfos de orden 484.

2. Sea

B 2a+b+4c = 0
G_<“’b’c‘ 2a+2b+6c = 0 >

y H=7%/K, con K el subgrupo de Z? generado por los pares (2,3) y (6, 3).
Razona, calculando las descomposiciones ciclica y ciclica primaria de ambos,
que no son isomorfos.

Ejercicio 1.7.13.

1. Encuentra todos los grupos abelianos distintos, salvo isomorfismo, de orden
1176. Da para cada uno de ellos sus descomposiciones ciclica y ciclica primaria.

2. Calcula las descomposiciones ciclica y ciclica primaria del grupo abeliano dado
en términos de generadores y relaciones siguiente:

2v = by
G:<x,y,z 2y = bz >
2z = bz
., Qué tipo de ordenes tienen sus elementos?

Ejercicio 1.7.14. Calcular las descomposiciones ciclica y ciclica primaria del si-
guiente grupo abeliano dados en términos de generadores y relaciones:

9a+9+c+8 = 0
G:<a,b,c,d 63a — b+ 63c+64d = 0 >
56a — 8b + 64c¢ +56d = 0

JTiene G elementos de orden infinito? ;Y de orden finito? Calcular cuantos grupos
abelianos no isomorfos hay con el mismo orden que la torsién de G.

Ejercicio 1.7.15. Calcular las descomposiciones ciclica y ciclica primaria de to-
dos los grupos abelianos no isomorfos de orden 13916. Identifica la componente
3—primaria de cualquiera de esos grupos.
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