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1. El lenguaje de los conjuntos

En este primer tema, abordaremos un desarrollo sencillo de la teoria de conjuntos,
basado en los axiomas de Zermelo-Fraenkel. El lector puede adentrarse en este campo
gracias al libro Naive Set Theory, de Paul Halmos, cuya lectura recomendamos. En
este documento no haremos un desarrollo tan exhaustivo desde la axiomatica por
falta de tiempo. Es por tanto que daremos al principio algunas definiciones basadas
en la intuicién del matematico que inicia este curso.

1.1. Conceptos basicos

Definicién 1.1 (Conjunto). Llamaremos conjunto a una colecciéon de objetos (a
los que también llamaremos elementos) en la que no influye el orden.

Notacién. Usualmente, notaremos a los conjuntos con letras maytsculas y a los
elementos con letras minusculas, pudiendo haciendo uso incluso de letras griegas.

Si A es un conjunto y a es un elemento suyo, diremos que a pertenece a A, notado
a € A; mientras que si @ no es un elemento de A, diremos que a no pertenece a A,

notado a ¢ A.

A la hora de definir un conjunto, es posible hacerlo por eztension, proporcionan-
do todos sus elementos; o por comprension, proporcionando una regla que cumplan
todos los elementos que pertenecen al conjunto. Por ejemplo, las siguientes defini-
ciones son equivalentes:

X ={0,1,2,3,4,5)
X={z]|zeN A z<6}

Si X es un conjunto finito con n elementos aq, as, ..., a,, es habitual escribir:
X ={a,a,...,0,} ={a; | 1 <i<n} ={a;}iz1,.m

Definicién 1.2 (Cardinal). Al nimero n de elementos de un conjunto le llamaremos
cardinal del conjunto. Si X es un conjunto, notaremos a su cardinal por |X| 6
por #X:

X| = #X =n

Diremos que dos conjuntos X e Y son iguales (notado X = Y') si tienen los
mismos elementos, ya que un conjunto esta totalmente definido por sus elementos.
Por otra parte, si 3 x € X tal que x ¢ Y, o bien dy € Y tal que y ¢ X, diremos

b}
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que X e Y son distintos: X # Y.

Ademads, admitimos la existencia de un conjunto vacio (notado @), como aquel
conjunto con cardinal 0 (|()] = 0). Es decir, () no tiene elementos, luego nunca serd
posible encontrar un elemento = de forma que! z € 0.

Definicién 1.3 (Subconjunto). Dados dos conjuntos X e Y, diremos que X es un
subconjunto de Y si todo elemento de X es también un elemento de Y. Es decir:

Vee X =>xeY

Lo notaremos como X C Y. En dicho caso, podremos decir también que X esta
contenido en Y.

Algunas consecuencias inmediatas de facil comprobacién son:
s X =Y« XCY ANY CX.
» () C X para todo conjunto X.
= X C X para todo conjunto X.
Notacion. La notacién X C Y es equivalente a la de X C Y.

Definicién 1.4 (Subconjunto propio). Dado un conjunto Y, si X # () es un conjunto
tal que se tiene X CY A X # Y diremos que X es un subconjunto propio de Y.
Es decir, X es un subconjunto propio de Y si:

1. VieX=xeY

2. yeY|lyg X

En dicho caso, lo notaremos por X C Y.

Notemos que los tinicos subconjuntos no propios de un conjunto X son X y (.

Definicién 1.5 (Partes de un conjunto). Dado cualquier conjunto X, podremos for-
mar un nuevo conjunto, que notaremos como P(X) y llamaremos conjunto partes
de X 6 conjunto potencia de X al conjunto cuyos elementos son cada uno de los
posibles subconjuntos de X que podamos formar:

PX)={A|AC X}
De la definicién, se deduce que (), X € P(X) para todo conjunto X.

Ejemplo. Algunos ejemplos del conjunto de las partes de X son:

1. X ={1,2,3}

P(X) =10, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1, 3}, {2, 3}, X}

IEsta observacién no parece de mucha relevancia, pero gran nimero de demostraciones se basan
en llegar a contradiccién viendo que un elemento pertenece al conjunto vacio. Se dice que son
demostraciones “por vacuidad”.
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Notemos que, dado un conjunto X, el conjunto P(X) es el primer ejemplo de
conjunto que a su vez contiene a conjuntos. El alumno puede llegar a confundirse con
qué notacion usar en cada caso. El siguiente ejemplo muestra un caso bésico de la
notacion que debemos usar al trabajar con distintos tipos de elementos matematicos.

Ejemplo. Si X es un conjunto, z es un elemento suyo (z € X) y consideramos el
conjunto partes de X, P(X). Podremos escribir:

reX {z} C X {z} € P(X) X e P(X)
Pero no podremos escribir:
fr}eX ©CX {a}CP(X) X CPX)

Durante la carrera de matematicas se veran numerosos ejemplos de conjuntos
que a su vez contienen a conjuntos (y dichos conjuntos quizds contendran otros
conjuntos), basta considerar el conjunto P(P(X)) para cualquier conjunto X.

Sera usual denotar por “familia” a los conjuntos cuyos elementos son a su vez
conjuntos. Como notacién para estos, se suelen usar letras estilograficas (A, B, ...),
o en ocasiones por letras griegas mayusculas, aunque siempre podremos saber la
naturaleza del conjunto gracias a como esté definido.

Definicién 1.6 (Interseccién). Sea X un conjunto y sean A, B € P(X), definimos
la interseccién de A y de B, notado AN B como el subconjunto de X formado por
aquellos elementos que pertenecen simultaneamente a A y a B:

ANB={re X |z€ A N x € B}

Definicién 1.7 (Unién). Sea X un conjunto y sean A, B € P(X), definimos la
unioén de A y de B, notado AU B como el subconjunto de X formado por aquellos
elementos que pertenecen a A o a B:

AUB={rze X |z€ AV x€ B}

Cuando el conjunto X esté claro por el contexto podremos mencionar simple-
mente la interseccion o unién de dos conjuntos, sin determinar de forma explicita el
conjunto X del que ambos son subconjuntos.

Definicién 1.8 (Disjuntos). Sea X un conjunto y sean A, B € P(X), diremos que
Ay B son disjuntos si AN B = ().

Proposicién 1.1. Sea X un conjunto y A, B,C € P(X). Algunas de las propiedades
que se verifican sobre conjuntos son:

1. Propiedad conmutativa:

ANB=BNA : AUB=BUA
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2. Propiedad asociativa:

AN(BNC)=(AnB)NnC ; AuU(BUC)=(AuB)UC

3. Propiedad de la idempotencia:
ANA=A ; AUA=A

4. Propiedad distributiva:
AN(BUC)=(ANnB)UANC) ; Au(BnNnC)=(AUB)N(AUC)

Demostracion. Demostramos cada una de las propiedades por separado:

1. Propiedad conmutativa:

ANB={reX|zeANzxeB}={xeX|zeBANxecA}=BnA
AUB={zeX|z€AV rzeB}={zreX|zeBV xeA}=BUA

2. Propiedad asociativa:

AN(BNC)=An{zeX|zeB N ze(C}=
={reX|zeANzxeB ANzxel}=
={zeX|zeANzeB}nC=
=(ANnB)NC

AUBUC)=AU{ze X |zeB VvV ze€(C} =
={reX|z€eAV zrzeB VvV zel}=
={reX|z€eAV rzeBUC=
=(AUuB)UC

3. Propiedad de la idempotencia:

ANA={reX|zecANzecAt={reX|zecA}=A
AUA={rzeX|zecAVzecAlt={zeX|zcA}=A

4. Propiedad distributiva:

AN(BUC)=An{zeX|zeB VvV ze(}=
={zeX|z€eAN(zeBVxzel)}=
={reX|(reANzeB)V (xeANzel)}=
={reX|zeANzeB}U{zeX|zecA AN zeB}=
=(ANB)U(ANC)

AUBNC)=AU{ze X |zeB N zeC}=
={reX|zecAV (zxeB Nzel)}=
={rzeX|(r€eAVareB) ANMlzcAV zecl)}=
={reX|zecAVazeBln{reX|zeAV zeB}=
=(AUB)N(AUCQ)
[
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Definicién 1.9 (Uniones e intersecciones generalizadas). Sea X un conjunto, y
consideramos I' C P(X) una familia de subconjuntos de X. Definimos la unién y la
interseccién de todos los elementos de I' por:

(MA={reX|zecA VAeT}
Ael

UA:{:L‘EX|E|AEFta1quex€A}

Aer
A veces, simplemente lo notaremos por:

ﬂF::ﬂA

Ael

Ur=4

Ael

Notemos que si I' es una familia finita: I' = {A;, A, ..., A,} € P(X), entonces:

ﬂA:AlﬂAgﬂ...ﬂAn UA:AluAQU...UAn

Ael Ael
En el caso anterior, podemos notar:
Na-Aa  Ua-Ua
AeT i=1 AeT i=1
Ejemplo. Sea X = {0,1,2,3,4,5}, y consideramos I" = {{0, 1}, {1,2},{1,3,5}} C P(X):
N A={1} JA=1{0.1,2,35}
Ael Ael

Definicién 1.10 (Complementario). Sea X un conjunto y A € P(X), definimos el
complementario de A en X, notado X — A o X \ A, como el subconjunto de X
formado por aquellos elementos de X que no pertenezcan a A:

X-A={zeX|z¢A

Notacién. Cuando el conjunto X sea claro por el contexto (por ejemplo, cuando
estemos trabajando continuamente con nimeros reales), notaremos simplemente A
o C(A) (que serad equivalente a escribir X — A).

Ejemplo. Sea A={z eN |z >4} CN:

N-A={0,1,2,3} ={r e N|z < 4}
Z—-—A={z€Z|x <4}

Proposicién 1.2. Sea X un conjunto y A € P(X). Algunas propiedades que se
verifican sobre el complementario son:

1. C0) = X.
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C(X) =0.
3. AUC(A)
4. ANC(A)
5. C(C(A)) =

X.
0.
A.
Demostracion. Demostramos cada una de las propiedades por separado:

1. C)={reX|z¢l}={recX}=X.

2. C(X)={zeX |z ¢ X} =0.

3. AUCA)={reX|zeAV ¢ A} ={re X} =X.

4. ANCA)={zeX|zeANz¢A}=0.

5. C(CA)={zeX|z2¢CA)}={rxeX|ze A} =A.

]

Proposicién 1.3 (Leyes de De Morgan). Sea X un conjunto con A, B € P(X), se
verifica que:

1. C(AUB) =C(A)NC(B)
2. C(ANB)=C(A)UC(B)

Demostracion. Demostramos cada una de las igualdades:
1. C(AUB) =C(A)NnC(B):

C(AUB)={rze X |z ¢ (AUB)} =
={reX|z¢{reX|xeAV xeB}}=
={reX|z¢dANax¢B}=
={reX|z¢Atn{reX |z ¢ B} =C(A)NC(B)

2. C(ANB)=C(A)UC(B):

CANB)={zeX|z¢ (ANB)} =
={reX|z¢g{reX|zeA N zeB}}=
={zeX|z¢AV ¢ B} =
={reX|z¢Alu{ze X |x¢ B} =C(A)UC(B)

m

Proposicién 1.4 (Leyes de De Morgan generalizadas). Sea X un conjunto, I' C P(X),
se verifica:

1. El complementario de la union es la interseccion de los complementarios.

C(UA)zﬂCM)

Ael Ael

10
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2. El complementario de la interseccion es la union de los complementarios.

(J(ﬂA) = Jcw

Ael Ael

Demostracion. Demostramos cada igualdad por separado:

1. C(U A):{xexmg UA}:{xeX|x¢AVAer}: N C(A)

Ael Ael Ael

2. C(ﬂ A):{x€X|x¢AQFA}:{xeX|3AeF|x¢A}: U C(4)

Ael Ael

]

Definicién 1.11 (Complementario generalizado). Sea X un conjunto y considera-
mos A, B € P(X), definimos el complementario de A en B, notado B — A como

el conjunto:
B-—A={zeX|zeB AN z¢ A} =BnNC(A)

Proposiciéon 1.5 (Propiedad distributiva generalizada). Sea X un conjunto con
BeP(X)yI' CP(X), se tiene que:

Bﬂ(UA)zU(BﬂA) Bu(ﬂA):ﬂ(BuA)

Aer Aer Aer Aer
Demostracion.
Bﬂ(UA) :{xeX\xeB N x € UA}:
Ael Ael

={reX|zeB ANJAcl |zec A} =

={reX|3AeT|zeB A zcAl=|](BnA
Ael

BU(ﬂA>:{x€X|x€B Ve ﬂA}:

AeT Ael
={reX|zeBVzrecAVAecTl}=

={reX|VAcTzeB V zcA}=[(BUA)

Ael

1.2. Algebra de proposiciones

Definicién 1.12 (Conjunto que verifica una propiedad). Sea X un conjunto y sea
P una propiedad referida a los elementos de dicho conjunto, definimos el conjunto
de elementos de X que verifica dicha propiedad, que usualmente notaremos por Xp,

como:
Xp ={z € X |z verifica P}

11
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Ejemplo. Sea X = Z, y sea P la propiedad de ser un nimero positivo. Entonces:
Xp={2x€Z|x>0}=N

Proposicion 1.6. Sea X un conjunto y sean P y Q) dos propiedades referidas a
dicho conjunto. Es posible calcular el conjunto de elementos de X que verifican P
y Q simultaneamente o el conjunto de elementos de X que verifica al menos una
propiedad a partir de la formula:

X ag=XpNXq
X v =XpUXqg

Demostracion. Trivialmente, se verifica lo siguiente:

XpNXg={xe X |z verifica P A x verifica Q} = X(p 1
XpUXg ={x e X |z verifica P V z verifica Q} = X(p v ¢

]

Proposicién 1.7. Sea X un conjunto y sea P una propiedad referida a dicho con-
Junto, podemos calcular el conjunto de elementos de X que no cumplen la propiedad
P a partir de Xp, de la forma:

X_p=C(Xp)
Demostracion.
C(Xp)={reX|z¢ Xp} ={x € X |z no verifica P} = X_p
[

Definicién 1.13 (Proposicién matematica). Una proposicién matematica es una
relacién entre dos propiedades P y @) referidas a los elementos de un conjunto X
del tipo

P=Q

Se lee “P implica ()” o “P entonces ()7, y significa que si x € X verifica P,
entonces también verifica (). Equivalentemente, ha de ser Xp C Xg,.

Demostrar la falsedad de la proposicién matematica P —> () es equivalente a
demostrar que X, ¢ Xq. Es decir, ver que 3z € Xp tal que z ¢ X. A dicho
elemento x se le llama contraejemplo.

Definicién 1.14 (Reciproco). Dada una proposicion matemética P —> @, defi-
nimos su proposicién matematica reciproca, o reciproco como la proposicion
matematica:

QQ =P

Observacion. Dada una proposicién matematica, su reciproco no siempre es verdade-
ro. Por ejemplo, es cierto que todo nimero natural es un nimero entero (N C Z) pero
su reciproco, que todo nimero entero es un nimero natural, no es cierto (Z € N).

12
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Definicién 1.15 (Contrarreciproco). Dada una proposicién matemética P —> @),
definimos su proposicion matematica contrarreciproca, o contrarreciproco
como la proposicién matematica:

Proposicién 1.8 (Transitividad). Sean P, ), R propiedades referidas a los ele-
mentos de un conjunto X, tales que P = @) y Q = R. Entonces:

P— R

Demostracion. Se demuestra gracias a la transitividad de la inclusién de los sub-
conjuntos, ya que Xp C Xg C Xpg, por lo que Xp C Xp. ]

Definicién 1.16 (Equivalencia). Sea X un conjunto y Py @ propiedades referidas
a sus elementos, diremos que P y () son equivalentes, notado P <= @ y leido
“P siy solo si Q)7 si:

P=Q N Q=P

Notemos que la equivalencia se da cuando tanto una proposicién matematica como
su proposicién reciproca son ciertas.

Proposicién 1.9 (Equivalencia generalizada). Sea X un conjunto y Py, Py, ..., P,
propiedades referidas a elementos de X tales que P, = Py Vi€ {1,...,n—1} y
que P, = P,. Entonces:

P, < P; Yi,je{l,...,n}
Demostracion. Vi, j € {1,...,n}:
= Sii=j:
Se tiene P; < P; trivialmente, ya que:
XpigXp]. - R:>F)J
Xpi:ij:> VAN VAN
Xp, € Xp, = FPj= P
Por tanto, P; & P;.
» Sii< i (P=>Pyg=...=F)=(P=D)
» Sii>5 (P=P, =P =P)=(P=F)

Para la implicacién P; = P, hagase un camino similar al especificado y se ob-
tendra P; < F;. ]

De esta forma, siempre que queramos probar que un conjunto finito de pro-
piedades matematicas son equivalentes entre si, bastara probar que la primera es
equivalente a la segunda, la segunda a la tercera, y asi hasta que la peniltima es
equivalente a la ultima y finalmente que la ultima es equivalente a la primera.

13



Algebra I 1. El lenguaje de los conjuntos

Demostracion por reduccién al absurdo

Sea X un conjunto, P y () propiedades referidas a los elementos de dicho con-
junto. Queremos demostrar que P = (). El procedimiento es el siguiente:

= Supongamos que 3z € X | x € XpNC(Xg), es decir, que 3z € X que verifica
P pero no Q.

= Si llegamos a una resultado que es falso o que contradice nuestra hipdtesis

(x € C(Xp)), habremos llegado a una contradiccién y podemos concluir que
Vr € Xp = x € Xq. Es decir, queda demostrado que P = Q.

Demostracion por contrarreciproco
Lema 1.10. Sea X un conjunto y A, B € P(X). Entonces:
AC B+« (C(B)CC(A)
Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:
=) Sea x € C(B) y supongamos x ¢ C'(A), luegox ¢ B N xz € A. Como A C B,
tenemos que x € B, por lo que llegamos a una contradiccién. Por tanto, se
tiene que z € C'(A) y, por tanto, C'(B) C C(A).

<=) Usando la otra implicacién (ya demostrada), tenemos que

A=C(C(A)) cC(C(B)) =B

]

Proposicién 1.11 (Demostracién por contrarreciproco). Sea X un conjunto, P y
Q propiedades referidas a sus elementos, son equivalentes:

1. P = Q (Demostracion directa,).
2. =Q = =P (Demostracion por contrarreciproco).

Es decir, dada una proposicion matemdtica, serd verdadera si y solo si lo es su
proposicion matemdtica contrarreciproca.

Demostracion.

(*)

(P=Q) e XpC Xg<+ C(Xg) COXp) <= (—Q = —P)

donde en (%) he aplicado el lema anterior, el Lema 1.10. O

14
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1.3. Aplicaciones

Definicién 1.17 (Par ordenado). Un par ordenado es un conjunto que contiene a
dos elementos a y b, notado (a,b) en el que importa el orden. Es decir, si (a,b) y
(¢,d) son dos pares ordenados:

(a,b) = (c,d) <= a=c N b=d

Definicién 1.18 (Terna). Una terna es un conjunto de tres elementos a, b, ¢ en el
que importa el orden, notado por:

(a,b,c)

Definicién 1.19 (n-upla). Dado un nimero natural n, podemos generalizar el con-
cepto de par ordenado o de terna a una n-upla, que es un conjunto de n elementos
ai, as, ..., a, en el que importa el orden. A este lo notaremos por:

(al,ag, e ,&n)

Definicién 1.20 (Producto Cartesiano). Sean X e Y dos conjuntos, definimos el
producto cartesiano de X e Y como el conjunto:

XxY={(z,y)|lze X NyeY}
Por lo general, se tiene que X xY # Y x X salvo que X =Y.

Definicién 1.21 (Producto Cartesiano generalizado). Sean X, Xs, ..., X, con-
juntos, definimos el producto cartesiano de X;, X,, ..., X,, como el conjunto:

X1XX2><...XXn:{(l’l,.Tg,...,l’n)‘LL’Z'GXi VZ:L,TL}

n
Notacién. A veces notaremos: [[ X; := X3 X Xo X ... x X,,.
i=1

En el caso en el que X = X; = Xy = ... = X,,, notaremos [ X; := X"
i=1
Ejemplo. Sea X = {a,b} e Y = {1,2,3}. Entonces:

X xY ={(a,1),(a,2),(a,3), (b, 1), (5,2), (b,3)}
Y x X = {(1,a), (1,b), (2,a), (2,b), (3,a), (3,b)}

Proposicién 1.12. St X e Y son dos conjuntos finitos, entonces X XY es finito,

con:
X x Y] =|X][Y]

Demostracion. Para cada elemento de X, tenemos que hay |Y| opciones disponibles
para completar el par ordenado. Como hay |X| elementos en X, tenemos que en
total hay | X| |Y| pares ordenados. O

Definicién 1.22 (Aplicacién). Una aplicacién es una terna (X, Y, f) donde X es
un conjunto llamado dominio de la aplicacion, Y es otro conjunto llamado reco-
rrido, rango o codominio de la aplicacion y f C X XY es un conjunto llamado
grafo de la aplicacién. Esta terna ha de cumplir las siguientes propiedades:
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l.VeeX, JyeY |(z,y) €f.
2. V(z,y), (@ y) € f,siz =0 —=y=1.
Las dos propiedades anteriores son equivalentes a que:

Vee X JiyeY | (z,y) € f

Al tnico elemento y € Y que corresponde a un elemento z € X le llamaremos
imagen por f de z (o simplemente f de z), notado y := f(x). A veces, a dicho
elemento x tal que f(x) =y lo llamaremos antiimagen de .

Cuando tengamos una aplicacién (es decir, una terna (X,Y, f)), hablaremos de
una aplicacién f de X en Y, notado de algunas de las siguientes formas:

f:x -y x-Lvy

Dar una aplicacién es dar su dominio, su recorrido y el conjunto de pares orde-
nados; que es equivalente a dar el dominio, el recorrido y especificar a qué elemento
del recorrido le corresponde cada elemento del dominio, que suele ser usual hacerlo
mediante una férmula. Por tanto, dos aplicaciones son iguales si tienen el mismo
dominio, recorrido y grafo.

Ejemplo. Algunos ejemplos de la definicion anterior son:

1. No existe la aplicacién f : N — N dada por f(z) =z — 1, ya que no cumple
con la primera condicién: f(0) = —1 ¢ N.

2. No existe la aplicacién g : N — N definida por la féormula

;

x si x no es multiplo ni de 2 ni de 3
T s iltiplo de 2
g(z)={ 35 st = esmiltiplode
3 si x es multiplo de 3
\

Esto se debe a que 6 podria tener dos imégenes, por lo que no cumpliria la
segunda condicion:

1
3. La férmula f(z) = T +1 define una aplicacién f : ]0,1[ — R pero no puede
:L' —

definir una aplicacién f : [0,1] — R, ya que #f(1).

4. La suma de naturales + : N x N — N dada por +(z,y) = x + y es una
aplicacion.
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Definicién 1.23 (Imagen de una aplicacién). Si f : X — Y es una aplicacion, al
conjunto de las iméagenes de los elementos de X lo llamaremos conjunto imagen
de la aplicacién, notado Img(f):

Img(f) ={f(z) [z e X} CV

Definicién 1.24 (Sobreyectividad). Dada una aplicaciéon f : X — Y, diremos que
f es sobreyectiva si Img(f) = Y. Es decir, se ha de cumplir que:

VyeY dJze X | f(x)=y

Definicién 1.25 (Inyectividad). Dada una aplicacién f : X — Y, diremos que f
es inyectiva si elementos distintos tienen iméagenes distintas. Es decir, se ha de
cumplir:

Vi€ X o £ 2= f(2) £ f(2)
Por contrarreciproco?, f es inyectiva si Vo, z € X | f(z) = f(z2) = z = 2.

Definicién 1.26 (Biyectividad). Dada una aplicaciéon f : X — Y diremos que f
es biyectiva si es a la vez inyectiva y sobreyectiva.

Definicién 1.27 (Conjuntos biyectivos). Sean X e Y dos conjuntos, diremos que
son biyectivos, notado X =Y 6 X é Y si existe una aplicacion f : X — Y biyectiva.
Ejemplo. Algunos ejemplos de inyectividad, sobreyectividad y biyectividad son:

1. f:Z —Z, f(x) = 2° no es sobreyectiva ni inyectiva.

2. g:7Z — 7, g(xr) = 2z es inyectiva pero no sobreyectiva.

3. h:Z — N, h(xz) = |z| es sobreyectiva pero no inyectiva.

4. t:7 — 7, t(x) = x + 2 es biyectiva.

Definicién 1.28 (Aplicacién identidad). Sea X un conjunto, definimos la aplicacién
identidad en X; notada como idy, Ix, Idx, o 1x; como la siguiente aplicacién:

idXZ X — X
r — ddx(x) ==z

Definicién 1.29 (Composicién). Sean f : X — Y y g : Y — Z dos aplicacio-
nes, definimos la aplicacion ¢ compuesta con f, notada g o f, como la siguiente
aplicacion:
gof: X — Z
xz — g(f(z))

Algunas propiedades de la composicion de aplicaciones son:

Proposiciéon 1.13. La composicion es asociativa. Es decir, dadas las aplicaciones
h
x Ly oz h T, se cumple:

fol(goh)=(fog)oh

2Suele ser la forma més facil de probar que una aplicacién es inyectiva, mediante el contra-
rreciproco de la definicién.
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Demostracion. Los dominios de ambas aplicaciones son X y los codominios T'. Falta
comprobar que los grafos coinciden. Para todo x € X, se cumple que:

(fo(goh))(x) = fl(goh)(x)] = flg(h(x))]
((fog)oh)(x) = (fog)(h(x)) = flg(h(x))]
Por tanto, se tiene fo (goh) = (fog)oh. O

Proposiciéon 1.14. Dada una aplicacion f : X — Y arbitraria, se verifica que la
identidad es el elemento neutro de la composicion. Es decir,

Joidx =f
idyof=f

Demostracion. Los dominios y codominios de foidy, f, idy o f coinciden. Falta ver
que los grafos también lo hacen. Vx € X:

(f oidx)(x) = flidx(z)) = f(x)
(idy o f)(z) = idy (f(z)) = f(z)
Por tanto, foidx = f =idy o f. [

Lema 1.15. Sean f: X =Y yg:Y — X aplicaciones tales que go f = idx.
Entonces, [ es inyectiva y g es sobreyectiva.

Demostracion. Demostramos en primer lugar que f es inyectiva:

Vo, oy € X | f(21) = f(2a) = g(f(21)) = 9(f(22) 22 21 = s

donde en () hemos usado la hipdtesis de que g o f = idx. Por tanto, como se tiene
f(z1) = f(z2) = x1 = x9, se tiene que f es inyectiva. Veamos ahora que g es
sobreyectiva:

Vee X Jy=flx)eY[gly) ==

Por tanto, como todo elemento del codominio tiene su antiimagen correspondiente,
tenemos que g es sobreyectiva. ]

Teorema 1.16 (Caracterizacién de la biyectividad). Sea f : X — Y una aplicacion.
Entonces:

f es biyectiva <= 3g:Y - X |go f=idxy N fog=idy
Demostracion. Demostremos por doble implicaciéon:

=) Suponemos [ biyectiva. Por tanto, Vy € Y 12 € X | f(z) = y. Definimos la
aplicacién siguiente:

g: Y — X
y — gly) ==z f(x)=y

Esto es posible ya que, por ser f biyectiva, dicho valor de x € X es tunico.
Veamos que verifica que f o g = idy:

(fog)y)=flgy) =flx)=y VyeyvY
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Por tanto, se tiene que f o g = idy. La otra igualdad se deduce directamente
de la definicién de g, ya que f(z) = y:

(go f)@)=g(f(x)) =g(y) =2 VzeX
Por tanto, se tiene esta implicacion.

<) Supongamos que 3g : Y — X | go f =idx A fog = idy. Segun el lema
anterior, sabemos que:

go f=1idx = f esinyectivay g es sobreyectiva
fog=1idy = g esinyectivay f es sobreyectiva

Por tanto, tenemos que f es biyectiva.
O

Lema 1.17 (Unicidad). Sea f: X — Y. Si f es biyectiva, se verifica que la funcion
g:Y — X (cuya existencia ya estd provada) es la inica aplicacion que verifica que
gof=idx N fog=1idy.

Demostracion. Supongamos que no es unica, y sea h : ¥ — X otra aplicacién tal
que ho f =1dx N foh =1idy la otra opcion. Entonces:

h=hoidy =ho(fog)=(hof)og=idxog=yg
Quedando asi demostrada la unicidad de g. O]
Definicién 1.30 (Inversa). Sea f : X — Y una aplicacién biyectiva. Por el lema
anterior, sélo existe una aplicaciéon g : ¥ — X | go f = idx AN fog = idy.

Llamaremos a esta aplicacién g aplicacién inversa de f y la notaremos como f~1.

Notemos que, dada f : X — Y, para comprobar que g : Y — X sea la inversa
de f, gracias al Lema 1.17 nos basta con ver que fog=1idy A go f=1idx.

Lema 1.18. Sea f : X — Y biyectiva. Entonces f~1 es biyectiva, siendo su inversa

I
(FY =
Demostracion. Como f~1 es la inversa de f, se tiene de forma directa:
fof™=idy
flo f=idx
Por el Teorema 1.16, f~! es biyectiva; y por el Lema 1.17, (f~1)~! = f. O

Lema 1.19 (Inversa de una composicién). Sean f: X =Y, g:Y — Z funciones
biyectivas. Entonces:

(gof)t=flog™!
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Demostracion. Tenemos que el dominio de ambas es Z y el codominio es X. Apli-
camos el Lema 1.17 y la Proposicién 1.13:

(gof)o(flog)=go(fofog'=(goidy)og ' =gog ' =idy
(ffogNo(gof)=f"o(glog)of=(f"oidy)of=[f"of=ridx

Por lo que:

]

Proposicién 1.20. Sea X un conjunto finito no vacioy f : X — X una aplicacion,
los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f es biyectiva.
1. f es inyectiva.
1r. f es sobreyectiva.
Demostracion. Demostramos la siguiente equivalencia:
I = II) Trivial, a partir de la definicién de aplicacién biyectiva.

IT = III) Sea f: X — X inyectiva, supongamos que |X| =n, (n > 1). Como f
es inyectiva, entonces [Img(f)| = n. Luego:

Img(f) € X A |[Img(f)| = [X| = Img(f) = X
Por tanto, tenemos que f es sobreyectiva.

IIT — II) Sea f sobreyectiva, y demostraremos que f es inyectiva. Para ello, por
reduccién al absurdo, supongamos que f no es inyectiva. Por tanto, [Img(f)| < |X|.
Entonces, Img(f) € X, llegando asi a una contradiccién, ya que f era sobre-
yectiva.

Luego f es inyectiva y como era sobreyectiva, tenemos que es biyectiva.
O

Definicién 1.31 (Conjunto imagen de un conjunto). Dada una aplicacién f : X — Y
y un conjunto A C X, definimos la imagen de A mediante f, notado por f.(A) o
f(A) por:

fA) = fi(A) ={f(z) [z € A} CY

Definicién 1.32 (Conjunto imagen inversa de un conjunto). Dada una aplicacién
f: X — Y yun conjunto B C Y, definimos la imagen inversa de B mediante f,
notado por f*(B) o f~}(B) por:

B =f(B)={reX|flx) e B} C X

No debemos confundir la notaciéon f~!(B) con la aplicacién inversa de f, pues
no es necesario suponer nada sobre f para hablar de la imagen inversa del conjunto

B.

20



Algebra I 1. El lenguaje de los conjuntos

Proposicion 1.21. La imagen inversa es compatible con todas las operaciones con
conjuntos. Sea f: X — Y una aplicacion y A, B CY, se verifica:

1. f*(AUB) = [*(A)U [*(B)
2. [*(ANB) = f*(A)n f(B)
3. [*(A=B) = f"(A) - [(B)
4. 1Y = A) =X = f(4)
Demostracion. Demostramos cada una de las propiedades:
ff(AUB)={ze X |f

T

cAUBY={re X|flz)e AV f(z) € B} =

(z)
={zeX|[flx)e A}u{z e X | f(z) € B} = [ (AU f'(B)
ffANB)={ze X |f(z)e ANB}={xe X | f(x) e A N f(zx) € B} =
={$€X|f(l’)EA}ﬂ{l’Ele(f)GB}: frA) N fA(B)
ffA=B)={ze X | flx) e A-B}={r e X | f(z) € /\f(56)¢3}—
={zeX|[flx)e A} —{zeX|[f(x)eB}=["(A)-f(B)

El ultimo apartado se obtiene a partir del tercero, haciendo uso ademéas de que

ffY)=X. O

Definicién 1.33 (Aplicacién caracteristica de un conjunto). Sea X un conjunto y
A C X, podemos definir la aplicacién caracteristica de A, notada por x4 como
la aplicacién x4 : X — {0,1} dada por:

(z) = 1 si z€A
XA =010 si 2¢ A
1.4. Relaciones de equivalencia

Definicién 1.34 (Relacién binaria). Sea X un conjunto no vacio, una relacién
binaria en X es un subconjunto R C X x X. Dados a,b € X | (a,b) € R, diremos
que a esta relacionado con b por R, notado aRb.

Dado un conjunto X y una relacion binaria R en X, algunas propiedades que
puede cumplir R son:

= Reflexividad: Va € X = aRa
» Simetria: si: Va,b € X | aRb = bRa
» Transitividad: Va,b,c € X | aRb N bRc = aRc

En el caso de que una relacién R cumpla las tres propiedades mencionadas, diremos
que R es una relaciéon binaria de equivalencia sobre el conjunto X.

Ejemplo. Algunos ejemplos de relaciones binarias son:
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1. Sea X = {a,b,c}. Son relaciones binarias:

Reflexividad Simetria Transitividad
Ry = {(a7 CL), (CL, b)> <b7 C)} No No No
Ry = {(CL, CL), <b> b)? (Ca 0)7 (CL, b)v (b7 C)} St No No
Rz = {(a,b),(b,a)} No Si No
Ry ={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(ba)} Si Si Si

2. Sea X = N, y consideramos la relacion binaria:

R ={(a,b) e N x N |a+bes un nimero par}

Veamos que es una relacion de equivalencia:
» Reflexividad: Sea a € X. Entonces, aRa <= a + a = 2a es par, lo cual
es clerto.

» Simetria: Sean a,b € X | aRb = a+ b =2k = b+ a = 2k = bR,
para cierto k € N.

» Transitividad: Va,b,c € X | aRb N bRe, se tiene que 3k, k' € N:

aRb — a+b=2k
A A —> a+b+b+c = at+2b+c = 2k+2k" = 2(k+K')
bRe = b+c=2k

Por tanto, se tiene que a + ¢ = 2(k + k' — b), para ciertos k, k' € N. Por
tanto, tenemos que aRc.

3. Sea X = R? y definimos O = (0,0) como el origen del plano cartesiano.
Entonces, consideramos la relacién binaria:

pRq <= d(O,p) = d(0, q)
Es directo comprobar (dejamos la demostracién al lector) que esta relacion es
de equivalencia.

Definicién 1.35 (Clase de equivalencia). Sea X un conjunto no vacio y R una rela-
cién binaria de equivalencia. Para cada a € X, definimos la clase de equivalencia
de a, notada por @ 6 por [a] como el conjunto:

la] ={x € X |zRa} C X

Esto es, [a] contiene aquellos elementos de X que estén relacionados o que son
equivalentes con a. Por la propiedad reflexiva, tenemos que aRa = a € [al, por lo
que [a] # 0 Va € X.

A cada uno de los elementos de X que pertenezcan a [a] para algin a € X se les
llama representantes de la clase de a.

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de clase de equivalencia respecto de las rela-
ciones binarias anteriores:
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2. Veamos la clase de equivalencia con representante de clase 0 de la relacion de
equivalencia de los pares:

0] ={zeN|zR0} ={z € N|z+0espar} = {zr € N|z es par}

3. Veamos la clase de equivalencia con representante de clase el punto (2,3) de
la relacién de equivalencia de la distancia:

[(2,3)] = {p € B2 | pR(2,3)} = {p € B | (0, p) = d(O, (2,3))} =
—{p e R?| d(0.p) = V13}

Proposicion 1.22. Sea X un conjunto no vacio y R una relacion de equivalencia
en X. Sean a,b € X. Son equivalentes:

I. aRb
1. a € [b]

1. b € [d]

Demostracion. Demostramos por implicaciones sucesivas:
I = II) Por la definicién de [b], tenemos que si aRb = a € [b].

IT — III) Suponemos a € [b], es decir, aRb. Por ser una relacién de equivalencia,
es simétrica, luego bRa, por lo que b € [al.

IIT = IV) Hemos supuesto que b € [a]. Ademas, se ha visto que Vb € X, se tiene
que b € [b]. Por tanto, b € [a] N [b], por lo que este ultimo no es vacio.

IV = V) Como [a|N[b] #0=Fce X |ce[a]N[b] = cRa N cRb.

Vo € [a] = tRa S aRe = 2Re X 2Rb = 1 € [b] = [a] C [b]

Vo e b = 2RV bRe = sRe X 2Ra = x € [a] = [b] C [q]
Tenemos que [a] C [b] A [b] C [a] = [a] = [b].
V = I) Como a € [a] = [b] = aRb. O

Definicién 1.36 (Conjunto cociente). Dado un conjunto X no vacio y una relacién
de equivalencia R sobre X, se define el conjunto cociente de X por la relacion
de equivalencia R, notado X/R como el conjunto:

X/R={[d] [a € X}

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de conjuntos cocientes por las relaciones bina-
rias anteriores:
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2. Veamos las distintas clases de equivalencia que hay en la relacion de equiva-
lencia de los pares:

0] ={zeN|zR0} ={zr € N|z+0espar} = {zr € N|zespar}
={0,2,4,...} = 0] =[2]=[4] =...
1] ={zeN|zRl} ={reN|z+1espar} = {r € N|z es impar}
={1,3,5,...} = [1]=3]=[]=...
Por tanto, N/R = {[0], [1]}.

3. Veamos las distintas clases de equivalencia de la relacién de equivalencia de la
distancia:

p] = {z € R* | aRp} = {z € R? | d(0,2) = d(0,p)} = {z € R* | d(0,2) =1} =
= (C, (circunferencia de radio r y centro O).
Por tanto, se tiene que R*/R = {C, | r € R} }.

Proposicion 1.23. Sea f : X — Y una aplicacion y R una relacion de equivalencia
en X. Supongamos que f verifica la siquiente propiedad:

Dados a,b € X | aRb = f(a) = f(b).
Entonces, podemos definir la siguiente aplicacion:

[:X/R — Y
[a] +— f(la]) = f(a)

Se verifica que:

1. Img (?) = Img(f).

2. [ es sobreyectiva <= f es es sobreyectiva.

3. f es inyectiva <= Va,b € X | f(a) = f(b) = aRb.

Demostracidn. Veamos en primer lugar que f estd bien definida, es decir, que dos
elementos iguales tienen la misma imagen. Nuestra definicion de f depende del
representante de la clase escogida, por lo que debemos comprobar que al cambiar el
representante no cambia la imagen de f:

Va,b € X | [a] = [0] = aRb = f(a) = f(b) = f ([a]) = f ([8])

Por tanto, tenemos que f es una aplicacién. Comprobemos las tres propiedades
que se enuncian:

1. Comprobemos que I'm (?) = Im(f):
Img (f) = {f(la)) | [a] € X/R} = {f(a) | [a] € X/R} = {f(a) | a € X} = Img(f)
2. f es sobreyectiva <= I'mg (T) =Y < Img(f) =Y <= f es sobreyectiva.
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3. Comprobemos que f es inyectiva <= Va,b € X | f(a) = f(b) = aRb:

=) Sean a,b € X | f(a) = f(b) = f([a]) = f ([b]) = la] = [b] = aRD
=) Vla],[t] € X/R | f([a]) = [ ([b)) = f(a) = f(b) = aRb = [a] = [0] = |

es inyectiva.
O

A la funcién f de la proposicion anterior la llamaremos aplicacién inducida
por f en el conjunto cociente.
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2. Anillos conmutativos

Definicién 2.1 (Operacién Binaria). Sea A un conjunto no vacio, una operacién
binaria en A es una aplicacién

1 AxA—A

Dada dicha aplicacién, para cada (a,b) € A x A, la imagen de ese par por dicha
aplicacion suele denotarse como a * b. Es decir:

*(a,b) =:axb
Y se lee como el resultado de operar a con b mediante la operacion .
Ejemplo. Sea X un conjunto y A = P(X), entonces:

N:PX) x P(X) — P(X)
U P(X) x P(X) — P(X)

Son operaciones binarias en A.
Usaremos la notacién aditiva o multiplicativa para las operaciones binarias:

= Notacion aditiva: +: A X A — A donde a + b se leerd a mas b.

= Notacion multiplicativa: - : A x A — A donde a - b se leerd a por b. En
varias ocasiones, la notacion multiplicativa sera abreviada simplemente por
yuxtaposicion, entendiendo que ab = a - b.

Definicién 2.2 (Anillo Conmutativo, Emmy Noether, 1921). Un anillo conmuta-
tivo es un conjunto no vacio A junto con dos operaciones, una notada aditivamente
y otra multiplicativamente, de la siguiente forma:

+:AxA— A T AXA— A
Tal que se verifica Va, b, c € A:
1. Asociativa de la suma: (a +b) +c=a+ (b+ c).
2. Conmutativa de la suma: a +b = b+ a.
3. Existencia de un neutro de la suma (o cero): In € A |a+n=a Va € A.

4. Existencia de opuesto: Va € Ad—a € A|a+ (—a) =n.

27



Algebra I 2. Anillos conmutativos

5. Asociativa del producto: (ab)c = a(bc).

6. Conmutativa del producto: ab = ba.

7. Existencia de un neutro del producto (o uno): 3d € A|a-d=a Va € A.

8. Propiedad distributiva: a(b+ ¢) = ab + ac.

Diremos que un conjunto no vacio A es simplemente un anillo si verifica todas

las propiedades anteriores sin necesidad de verificar la 6.

Ejemplo. Algunos ejemplos de anillos conmutativos son:

1. Z es un anillo conmutativo con + y -, al igual que Q, R, C.

Notemos que N no lo es (no cumple 4).

. Sea A ={f:[0,1] — R | f es una aplicacién} es anillo conmutativo con la
suma y el producto definidos por (Vf,g € A):

f+g:[01] = R[(f+9)(x) = f(z) +g(x) Yo el[0,1]
frg: 0,1 —R|(f-9)(x) = f(z)g(z) Vxe]l01]

El cero es la aplicacién 0 : [0, 1] — R definida por 0(z) =0 Vz € [0, 1].
El uno es la aplicacién 1 : [0,1] — R definida por 1(z) =1 Va € [0,1].

La aplicacién opuesta de f : [0,1] — R es la aplicacién —f : [0,1] — R
definida por (—f)(z) = —f(x) Vz € [0,1].

. Sea n > 2, entonces M, (R), conjunto de matrices cuadradas de orden n con
entradas reales es un ejemplo de anillo no conmutativo! con la suma y el
producto de matrices.

. Otro ejemplo de anillo conmutativo es el conjunto A = {0} con las operacio-
nes:

+: AxA — A
(0,0) —s 0+0=0

AxA — A
(0,0) — 0-0=0

A este anillo lo llamaremos anillo trivial. Se trata del nico anillo conmuta-
tivo que podemos formar con un conjunto unitario.

Propiedades

Deducidas de la definicién de anillo conmutativo. Sea A un anillo conmutativo:

1. El cero y el 1 son unicos.

Supongamos que 0,0 € A son dos ceros, luego 0 =0+ 0" = 0.
Supongamos que 1,1 € A son dos unos, luego 1 =1-1"=1".

Ya que si Ay B € M,,(R), puede suceder que A-B # B - A.
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2. YVaec A, 31 —a€ A|a+ (—a) =0. (Podremos notar a + (—a) como a — a).

Supongamos que —a,a’ € A son dos opuestos de a. Luego:

d=d+0=d+(a+(—a))=(d +a)+ (—a)

=0+ (—a)=—a
3. Vae A,—(—a)=a N —0=0.

04+0=0=>—0=0
a+(—a)=0= —(—a)=a

4. Yae A 0-a=0.
Notemos que 0-a = (0+0)a =0-a+ 0 - a. Entonces:
0-a-0-a=0=0-a+0-a—-0-a=0-a=0=0-a
5. Va,b,c € A, se cumple que:
a) (—a)b = —(ab) = a(—b). Esto es ya que:

0=0-b=(a—a)b=ab+ (—a)b=0= —(ab)

¢) (-l)a=—a
4 (-1)(-1) =1
e) (a—b)c=ac—bc

(a—=b)c=(a+ (=b))c=ac+ (=b)c = ac+ (=bc) = ac — bc
Como consecuencia, se verifica el siguiente lema:

Lema 2.1. Sea A un anillo. Tenemos que:

A es el anillo trivial < 0=1

Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:
=) Si A es el anillo trivial, por definicién tenemos que 0 = 1.

<) VacAa=a-1=a-0=0=a=0= A= {0}
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2.1. Anillos de enteros modulo n

Definicién 2.3. Sea n > 2, definimos sobre Z la siguiente relaciéon binaria, que
notaremos como R,,:
Dados a,b € Z, aR,b <= Jq € Z | a — b= qn.

Lema 2.2. Se verifica que R,, es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Comprobemos las tres condiciones para que una relacién binaria sea
de equivalencia:

» Reflexividad: Va € Z a—a=0=¢gn con ¢q =0 € Z = aR,a.

» Simetria: Va,b € Z | bR,a se tiene que dq € Z tal que b — a = gn. Por tanto,
a—b=—(b—a)=—qn con —q € Z = aR,b.

= Transitividad: Va,b,c € Z tal que aR,b N DR,c se tiene que dq,p € Z con
a—b=gn A b—c = pn. Entonces, a—c = (a—b)+(b—c) = gn+pn = (g+p)n,
con q+p € Z = aR,c.

]

Para cada n > 2 consideramos el conjunto cociente de Z por R,,, notado a partir
de ahora como Z,,:

Ln =1Z]R, ={a] | a € Z}
donde para cada a € Z:
o] ={zx €Z|2Rw}={r€Z|z—a=qn, q€Z}={a+qn|qeZ}
Proposicién 2.3. Sean > 2 ya,d’,b,b/ € Z | aR,a’ N bR,V . Entonces:
(a+Db)R,(a" + V) (ab)R,(a't")
Demostracion. Por la definiciéon de dicha relacién de equivalencia:
aR, = Aq€Z|a—d =qn
bR,V = FpeZ|b—V =pn
Demostramos en primer lugar la suma:

(@+b)— (@ +V)=(@—d)+(b-V)=qn+pn=(q+p)n " (a+b)Ra(a + V)

Respecto al producto:

ab—a't! = ab+a'b—ad'b—ad'b’ = (a—a")b+(b—b")a’ = gnb+pna’ = (gb+pa’)n qbgez(ab)}%n(a'b')

]

Teorema 2.4 (Anillo de enteros/restos médulo n). Para cada n > 2, Z, es un
anillo conmutativo con operaciones suma y producto definidas por:

[a] + [b] = [a + 0] [a][b] = [ab], Va,b € Z

Dicho anillo lo denominaremos el anillo de enteros modulo n, o también, el
anillo de restos modulo n.
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Demostracion. Por la Proposicién 2.3, la suma y el producto no dependen del re-
presentante, por lo que estan bien definidos.

» Las propiedades conmutativas, asociativas y distributiva son consecuencia in-
mediata de las propiedades de las operaciones en Z.

= [0] es el neutro para la suma.
= [1] es el neutro para el producto.
» Dado [a] € Z,, su opuesto es —[a] = [—a] € Z,.
[l

Teorema 2.5 (Algoritmo de la divisién de Euclides). Sean a,b € Z con b # 0.
Entonces 31 q,r € Z tal que:

1. a=bg—+r.
2. 0<r<|b.
A q y ar seles llama cociente y resto de dividir a entre b, respectivamente.

Demostracion. Supuesta la existencia de ¢ y r, nos disponemos primero a mostrar
su unicidad. Sean ¢, ¢, 7,7 € Z |a =bg+7r, a=>bq+7r', 0<rr" <|b. Entonces:

bg+r=0¢+1=blqg—q)=1"—r

» Si g = ¢": Entonces, se tiene que r = ', por lo que queda demostrada la uni-
cidad de ¢, r.

= Siq# ¢': Tenemos que |¢ — ¢'| > 0. Ademés,
bl g —q| =" —r| = |r"—r[> 0]
en contradiccién con que 0 < |’ —r| < |b| o, equivalentemente, 0 < 7, 7" < |b].

Por tanto, queda demostrado que ¢ = ¢', r =1'.

Demostramos ahora la existencia, 3¢,7 € Z | a = bg+7r A 0 < r < |b]. Sean
a,beZ|a>0 A b>1. Realizamos la siguiente distincién de casos:

m Sia<b:

Entonces, considerando ¢ = 0 y r = a, se tiene que:

a=0b+a 0<a<l|b=0b

m Sia>b:

Sea X = {a —bq | ¢ € N} N N. Tenemos que X # () por ser a — b € X. Como
) # X C N, con N bien ordenado?, X tiene minimo. Sea r = min X. Como

2Este teorema es materia de la asignatura de Célculo I.
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reX=r>0A 3qeN|r=a—bg = a=bqg+r. Falta que r < b:

Por reduccién al absurdo, supongamos que r > by consideramos r’ = r—b > 0.

r'>0

r=r—b=a-bg—b=a—-blg+1)=r"eX ANr<r
Contradicciéon con que r era el minimo de X. Por tanto, se tiene que r < b.

Ejemplo. Consideramos a = 3254, b = 17. Tenemos que la division es:

3254 |17
155 191
24
7

Por tanto, 3254 = 17 - 191 4+ 7. Es decir, ¢ = 191, r =T7.
= Dividir —a entre b:
Dividimos a entre b y obtenemos ¢,7r € Z |a=bg+1r N 0<r < [b|.
e Sir=0=a=0bg= —a=—bg="0b(—q).
e Sir=#0, como a=bq+r, setiene que:
—a=-bg—r=-bg—b+b—r=5b(—qg—1)+b—r
Por lo que el cociente es —q — 1 y el resto es b—r, siendo 0 < b—1r < |b|.

Ejemplo. Sabemos que 3254 = 17 - 191 4 7. Por tanto, —3254 + 17 tiene por
cociente —192 y resto 17 — 7 = 10. Por tanto, —3254 = 17 - —192 + 10.

s Dividir @ entre —b:

Dividimos a entre b y obtenemos ¢, € Z | a =bg+r A 0 < r < |b|. Tenemos
que a = (=b)(—q) + r, por lo que el cociente es —q y el resto es r.

Ejemplo. Sabemos que 3254 = 17 - 191 + 7. Por tanto, 3254 <+ —17 tiene por
cociente —191 y resto 7. Por tanto, 3254 = —17- —191 4 7.

= Dividir —a entre —b:
Dividimos a entre b y obtenemos ¢,7 € Z |a=bg+r N 0<r < [b|.
e Sir=0=a=0bg = —a=—bqg=(-b)g.
e Sir =0, como a=bqg+r, setiene que:
—a=-bg—r=-bg—b+b—r=(-b)(g+1)+b—r
Por lo que el cociente es ¢ + 1 y el resto es b — r, siendo 0 < b —r < |b].

Ejemplo. Sabemos que 3254 = 17191+ 7. Por tanto, (—3254) = (—17) tiene
por cociente 192 y resto 17 — 7 = 10. Por tanto, —3254 = —17- 192 + 10.
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O
Teorema 2.6 (Estructura del anillo de enteros médulo n). Sea n > 2:
Zn=7/R,={[0],[1],...,[n—1]}
Demostracion. Sabemos que {[0],[1],...,[n — 1]} C Z,.
Sea a € Z. Consideramos [a] € Z,, y dividimos a entre n. Por el teorema anterior,
dqreZ|a=ng+r AN 0<r <n cumpliendo que:
a—r=nqg= aR,r = [a] = [r]
Por tanto, como 0 <r <n<=0<r <n—1, tenemos que
@] =[] € {00, [1) .. [n = 1]} = Z, € {[0L,[1].. [ — 1]}
Por tanto, se tiene la igualdad por la doble inclusion. O
Notacidén. Si para cada a € Z notamos por R(a;n) al resto r de dividir a entre n,

entonces:

Por ejemplo, en Z3, tenemos que [11] = [2]. Notemos que:

la] + [b] = [R(a + b;n)]
[a] - [b] = [R(ab; n)]

—[a] = [~a] = [R(=a;n)] Z[n — q]

donde la igualdad (x) solo es cierta si 0 < a <n — 1.
Notacién. A partir de ahora, se omitiréan los corchetes (por comodidad) a la hora
de representar las clases de equivalencia, por lo que tendremos que Z, es un anillo
conmutativo de la forma (con n > 2):

Z,=A{0,1,...,n—1}

Teniendo en cuenta que, para a,b € Z,:

a+b= R(a+byn)

ab = R(ab;n)
—a = R(—a,n)
Ejemplo. En Zg ={0,1,...,7}:
3-7T=5 3-3=1 —5=3 2:4=0
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2.2. Anillos de enteros cuadraticos y anillos de
racionales cuadraticos

Definicién 2.4 (Subanillo). Sea A un anillo conmutativo. Un subconjunto B C A,
B # () diremos que es un subanillo de A si verifica:

1. Ya,b€ B a+ b,ab € B. Cerrado para suma y producto.
2. 0,1 € B. Contiene al 1y al 0.

3. Ya € B. —a € B. Cerrado para opuestos.

Notemos que si B es un subanillo de A, tenemos que (B, +,-) es un anillo con-
mutativo.

Notacién. Seaa € R, db,ce R| 0¥ =c*=aconbeR " yceR".
Notaremos: /a =b A —y/a = c.

Notacién. No existe ningtin real cuyo cuadrado sea —a, con a € R*. Sabemos de
la existencia de dos nimeros complejos. Uno es iy/a y otro es su opuesto, —iy/a.
A iy/a lo notaremos como /—a.

Proposicién 2.7 (Anillo de enteros cuadréticos). Sea n € Z | /n ¢ Z. Considera-
mos el siguiente subconjunto de C:

Zlvn] ={a+byn|a,beZ} CC
Notemos que sin > 0= Z[/n] C R.

Se verifica que Z[\/n] es subanillo de C, que llamaremos el anillo de enteros
cuadrdticos definido por n.

Demostracion. Sean «, 5 € Z[\/n] = Ja,b,d’,V € Z | a = a+by/n A\ = d'+b'\/n.
Veamos en primer lugar que es cerrado para la suma:

a+f=(a+bdy/n)+(a+Vvn)=(a+a)+0+V)Vn
a+ad €Z N b+ €Z= a+B€Z\n|

Veamos ahora si es cerrado para el producto:

af = (a+by/n)(a +b'+/n) = ad’ + ab'\/n + ba'/n + bb'n = (aa’ + bb'n) + (ab' + ba')v/n
ad' +bb'n € Z N abl +bd' € Z = af € Z[\/n|

Tenemos que Z[/n] es cerrado para operaciones. Veamos si contiene al 1 y al 0.
0=0+0vn 1=1+0vn

Como 0,1 € Z, tenemos que 0, 1 € Z[/n]. Comprobemos ahora que es cerrado para
opuestos:

a=a+by/n= —a=—a—b/n —a,-b€Z = —a e Z[\n]

Luego Z[y/n] es cerrado para opuestos. Por tanto, queda demostrado que Z[/n] es
un subanillo de C L
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Notemos ademés que Z es subanillo de Z[y/n].

Ejemplo. Algunos ejemplos de anillos de enteros cuadraticos son:
L ZV2l ={a+bV2 | a,beZ}.
2. Zlil ={a+bi|a,beZ}.

Este segundo anillo se denomina el anillo de enteros de Gauss. Notemos que no
coincide con C, ya que en los complejos los coeficientes a, b pueden ser reales,
mientras que en este caso nos limitamos a enteros.

Proposicién 2.8 (Anillo de racionales cuadraticos). Sea n € Z | v/n ¢ Z. Consi-
deramos el siguiente subconjunto de C:

Qlvn) == {a+byn|abeQ}

Se wverifica que Q[\/n] es un subanillo de C, que llamaremos el anillo de racio-
nales cuadrdticos definido por n.

Demostracion. Anéaloga a la de la Proposicion 2.7, basdandose en que Q es cerrado
para operaciones y opuestos y que contiene al 1 y al 0. [

Notemos que Z[y/n] es un subanillo de Q[y/n].

Definicién 2.5 (Unidad). Sea A un anillo conmutativo. Un elemento u € A diremos
que u es una unidad (o que es invertible) si existe v € A | uv = 1.
En tal caso, dicho v es tinico, puesto que si v/ € A | uwv’ = 1, entonces:

vV=0v-1=0uv=1-v=0v

A este elemento tnico v lo llamaremos inverso de u y lo notaremos por v .

En cualquier anillo, el 1y el —1 son unidades, con 17! =1 A (=1)"! = —1.

No todos los elementos de un anillo conmutativo son unidades. Si el anillo es no
trivial; el 0, por ejemplo, no es una unidad?.

Notacién. Al conjunto de unidades de un anillo A conmutativo lo notaremos U(A):
U(A) = {u € A | u es una unidad }

Ejemplo. Algunos ejemplos de unidades en anillos ya conocidos son:

Uuiz)={-1,1}
U(Z2) = {1}
U(Zs) = {1,2}
U(Zs) = {1,3}
U(Zs) ={1,2,3,4}

3Yaquea-0=0#1Vac A
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Definicién 2.6 (Cuerpo). Un anillo conmutativo K diremos que es un cuerpo si
K es no trivial y todos los elementos no nulos de K son unidades, es decir:

UK) = K\ {0}

Ejemplo. Ejemplos de cuerpos son: Q, R, C, Z,, Z3, Zs. Veamos el caso de los
nimeros complejos, C:
1 a— b a b

Vo=atbieClaz0 E:a2+b2:a2+62_a2+b2i

Definicién 2.7 (Conjugado). Sea o = a+by/n € Q[v/n] (n = 2 \/n ¢ Z). Definimos
el conjugado de «, denotado por @, como el elemento:

a=a—byn

En el caso de Z[/n], al ser este subanillo de los racionales cuadraticos, se define
el conjugado de forma analoga.

Algunas propiedades del conjugado de los racionales cuadraticos son, tomando

a=a+byn, B=c+dyn €Q/nl
l.at+B=a+p Ya, B € Q[/n].

a+B8=(a+c)+(b+dvn=(a+c)— (b+d)/n
a+B=a—by/n+c—dyn=(a+c)— (b+d)vn

2. af=a-f Va, 8 € Q[v/n].

af = (ac + bdn) + (be + da)v/n = (ac + bdn) — (bc + da)y/n
a-fB=(a—byn)(c—dyn)=(ac+bdn) — (bc+ da)y/n

3.a=a Va € Q[y/n.
a=a+by/n=a—by/n=a+b/n=a

Definicién 2.8 (Norma). Dado o = a + by/n € Q[y/n], definimos la norma de
a, notada N(«), por:

N(a)=a-a=(a+byn)(a—byn)=a*>—nb*cQ

Respecto a la norma, se verifica que, dados «, 5 € Q[y/n], con a = a + by/n, se
tiene que:
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—) a=0<=a=0+0y/n= N(a)=0
<=) Tenemos que N(a) =0 <= o - @ = 0 Por tanto,

s Sia=0=a=a—-by/n=0<=a=0 A b= 0. Por tanto,
a=a+by/n=0
= Si a =0, se tiene lo que queriamos demostrar.

Proposicién 2.9. Q[/n] es un cuerpo (conn € Z | \/n ¢ 7).

Demostracién. Hemos de demostrar que todo elemento no nulo de Q[y/n] es una
unidad. Consideramos a € Q[v/n], @ # 0. veamos si a es una unidad.
En primer lugar, por lo visto anteriormente, como « # 0 tenemos que N («) # 0.

Consideramos ahora el siguiente elemento, 5 = % € Q[v/n]. Veamos que:
a
@ N(a)
. = . = = 1
“ I NG T M

Por lo que tenemos que o = a + by/n € U(Q[y/n]), siendo:

Ejemplo. En Q[v/2], consideramos o = 3 — v/2. Veamos que es una unidad.
Tenemos que N(a) = 3% —2 =7, por lo que:

Notemos que a € Z[\/n] € Q[v/n] mientras que o' ¢ Z[\/n], a=! € Q[y/n]
Proposicién 2.10. Sea o = a+ by/n € Z[\/n]

o € U(Z|Yn) < N(a) = +1
Demostracion. Demostramos mediante doble implicacion:
=) Sea o € U(Z[\/n]) = Fa~' € Z[\/n] | « - = = 1. Tenemos que:
N(a)-N(a™')=N(a-a)=N(1) =1
Tenemos por tanto que N(a), N(a™) € Z | N(a) - N(a™!') = 1. Por tanto,
N(a) €UZ) = {=1,1} — N(a) = +1

<) Sea a € Z[\/n] | N(a) = £1:

» No)=1=a-a=1= a €U(Z[V/n]) con a™* =7a.
» Na)=—-1= —N(a)=—a-a=1= a € U(Z[\/n]) con a™! = —a.
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]

Ejemplo. En el anillo de los enteros de Gauss, Z[i| = {a + bi | a,b € Z}, calcular
las unidades. Tenemos que N(a + bi) = a® + b*, por lo que, usando la proposicién
anterior:

a?=1 a?=0 a==+l1 a=20
V <~ A\ V A\
0 =1 b=0 b=+1

a €U(Z]) = a*+b* = 1 <=

>
>

b2
Por tanto, tenemos que U[Z[i]] = {—1,1, —i,}.

Ejemplo. Sean > 2y Z[/—n] = {a + by/—n | a,b € Z}. Calcular las unidades de
dicho anillo.
Sea a = a + by/—n € Z[\/—n]. Tenemos que N(a) = a*® + nb* > 0. Por tanto,

a €U(ZV-n]) <= N(a)=a*+n’ =1<=a=41 A b=0

Luego U(Z[\/—n]) = {—1,1}.

Ejemplo. Consideramos Z[v2] = {a + bv/2 | a,b € Z}. Calcular las unidades de
dicho anillo.
Sea a = a + by/2 € Z[/2]. Tenemos que N(a + bv/2) = a® — 2b%. Por tanto,

a € U(ZV2]) <= d® — 20* = £1
Por lo que el conjunto de las unidades de Z[v/2] es infinito:
{1+v2,-1,1,3 4+ 2v2} CU(Z[V2))
Se verifica que:

UZIV2)) = {£1, 21+ V2)F, £(1 - V2)* | k> 1}

2.3. Sumas y productos generalizados

Lo que vamos a proceder a ver en este tema es de gran importancia. A pesar
de que para el alumno parezca trivial, permite trabajar simultaneamente con todo
tipo de anillos conmutativos junto con los enteros. Hemos de pensar que un anillo
conmutativo A no se limita a los conjuntos a los que el alumno esta acostumbrado,
como pueden ser los enteros.

Definicién 2.9. Sea A un anillo conmutativoy sean € N | n > 1. Sea (ay, as, ..., a,) € A™
Podemos definir la suma y el producto de n elementos de forma inductiva:

aq sin=1

n

a; = ¢ = .
21:@ Yai+a, sin>1
1= —

=1

a sin=1

n

Ha,: n—1

,11 [Ta| -a, sin>1
1=

=1

4La resolucién de dicha ecuacién no entra en el contenido de este curso. Se conoce como Ecuacién
de Pell.
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Proposicién 2.11 (Propiedad asociativa generalizada). Sea A un anillo conmuta-
tiUO’ y sean m,n € N’ m,n = 1. Sea (ah A2, -y Amy Amy 1y - - 7am+n) e Amt . Se
verifica que:

m+n m m+n

Z a; = Z a; + Z a;

i=1 i=1 i=m+1
m-+n m m+n
[[oi={ITa)-{ IT «
i=1 =1 i=m+1

Demostracion. Demostramos para la suma. Para ello, fijamos el valor de m y reali-
zamos induccién sobre n:

= Para n = 1: aplicamos la definicion:
m m+1 m m+1

Zaﬁ— Z a; = ai—i-amH:Zai

i=1 i=m+1 i=1 i=1

= Supuesto cierto para n, lo probamos para n + 1:

m m~+n+1 m m+n m m+n
E a; + E a; = E a; + E +am+n+1 - E a; + E +am+n+1 -
i=1 i=m+1 i=1 i=1 i=1 i=1
m4n m+4n+1
= E @ + Qmin+1 = E @;
i=1 i=1
Para el producto se realiza de una forma anéloga. O]

Notacién. A veces, escribiremos:
n
E a; =:a1+as+...+ay,
i=1

1=

a; =:0a1 Ay - ... Ap
1=1

Proposicién 2.12 (Propiedad distributiva generalizada). Sea A un anillo conmu-
tativo, y sean m,n > 1 y consideramos (ay, as, ..., ay) € A™, (b, by, ..., b,) € A™.

Se verifica que:
n

m n m
E a; E bj = E E aibj
i=1 j=1 i=1 j=1
Demostracion. Demostramos mediante induccién en m:

s Para m = 1: Hacemos induccién en n:

e Para n =1, es obvio que a1b; = ab;.
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e Supuesto cierto para un n — 1, lo comprobamos para n:

n n—1 n—1 n
aq Z bj = aq <Z bj + bn> = <6L1 Z bj) + albn = Z albj
j=1 j=1 j=1

j=1

= Supuesto cierto para un m — 1, lo comprobamos para m:

(S (30) = (e (320) = () (S0 (50

m—1 n n m n
= (Z Z aib]) + Z ambj = Z Z az-bj
j=1

i=1 j=1 i=1 j=1

O

En el caso de tener una lista (n € N) (a1, az,...,a,) € A" en la que todos sus
elementos son iguales:
a;y =g = ... =0ap = Q

Tenemos que:

||ai:a1'a2-...~an:an

i=1
0 0
Con el convenio de que si n = 0, entonces: i:zlai =0-a=0y zl;Il a; =a’ = 1.
Proposicion 2.13. Sea A un anillo conmutativo y n,m € N, a,b € A. Se verifica:
1. (m+n)a=ma+na
n(a +b) = na +nb

m(na) = (mn)a

(ma)(nb) = (mn)(ab)

NS o

9. (a—"b)(a+b) =a*—b?

Demostracion.
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1. (m+n)a=ma+ na

m-+n m m-+n
(m+n)a= g azg a+ g a = ma+ na
i=1 =1 i=m+1

2. n(a+b) =na+nb

Realizamos induccion sobre n:

» Paran=0,1: 0=0y a+b=a+b, Cierto.

= Cierto para n, lo probamos para n + 1:
(n+1)(a+b) = n(a+b)+a+b = na+nb+a+b = na+a+nb+b = (n+1)a+(n+1)b

3. m(na) = (mn)a Realizamos induccién sobre m:
s Param =0,1: 0 =0 y na = na, Cierto.
» Cierto para m, lo probamos para m + 1:

(m+ 1)(na) = m(na) + na = (mn)a +na = (mn +n)a = ((m+ 1)n)a

4. (ma)(nb) = (mn)(ab)

(ma)(nb) = (Z a) (Z bj> = Z a;b; = (mn)(ab)

i=1 j=1

6. (ab)™ = a™b"

Realizamos induccion sobre n:

s Paran=0,1: 1 =1y ab = ab, Cierto.

= Cierto para n, lo probamos para n + 1:
(ab)™*! = (ab)"ab = a"ab"b = o™ 1p"
7. (a™)" = a™
Realizamos induccion sobre n:

= Paran=0,1:1=1y a™ = a™, Cierto.

» Cierto para n, lo probamos para n + 1:

(am)n—l—l _ (am)nam — ™™ = amn+m _ am(n+1)
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8 (a+0b)" = Zn: (")a'b"

=0

Recordamos la definicién de niimero combinatorio:

(n> B i!(nni )l n(nz'_(il—)'l')'.@ 2_.2.14r :

?

Y tenemos en cuenta que:

@ " (j - 1) B j!(nnim = 1)!(2!—1 1)

_ nln—NG—Dn—7+1+7) _ n!(n+1) _ (n—|—1>
gt = )G —Din —j+ 1! jtn—j+1)! j

Para hacer la demostracién, realizamos induccion sobre n:

s Paran=1:

1 1
(O)aobl—i- (1)albozb+a:a+b:(a+b)l

= Supuesto cierto para un n, lo probamos para n + 1:
n n ' '
(a+b)"™ = (a+b)(a+b)" = (a+Db) Z ( ')azb”‘l =

- 2
=0

_ Z (n) Aty (n) qipnHli—i —
i=o \' =0 \'

1=

n+1 n n n
_ Z ( >aibn+1—i + ( .)aibn—i—l—i _
1—1 —\u

=1
n+1 n+1
n—+1 . ) n-+1 ) )
— zbn+1—z bn+1 _ zbn+1—z

9. (a—0b)(a+b) =a*—b?
(a—b)(a+b)=a®>—b"+ab—ab=a*— b
O

Proposicién 2.14 (Cardinalidad del conjunto partes de un conjunto). Dado un
congunto X | | X| =n € N. Se verifica que:

P =2"

Demostraciéon. El conjunto P(X) consiste en el conjunto @), los n conjuntos de un
solo elemento de X, los (Z) subconjuntos de X de dos elementos, ..., los (’Z) sub-
conjuntos de i elementos de X, ...,y del conjunto X. De esta forma, tenemos que:

peot= () + (D) (1) 4t () =aray =2
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Proposicién 2.15. Sean > 1, (ay,aq,...,a,) € A™. Entonces:

n n
- g a; | = —a;
i=1 i=1

Ademds, siay,ag,...,a, € U(A) = [] a; € U(A), con:
i=1

n -1 n
[[e:) =11
im1 i=1
Demostracion. Demostramos simultaneamente mediante induccién en n:

» Para n = 1: Por definicion, es cierto.

= Supuesto cierto para n — 1, lo probamos para n:

n n n—1 n—1 n—1 n—1
E CLi—i‘ E —Q; = E CLZ'—{—CLTL—FE —Q; — an = E CLi—i‘ E —ai:0
i=1 i=1 i=1 i=1 1 i=1

1=

1)) 1) 1) i) <)

]

En el caso de tener una lista (n € N) (a1, az,...,a,) € A" en la que todos sus
elementos son iguales:
Ay =g = ... =0ap = Q

Tenemos que:

Proposicién 2.16. Sean m,n € Z, a,b € A, u,v € U(A). Se verifican:
1. (m+n)a=ma+ na

n(a+b) = na + nb

n(ma) = (nm)a

(ma)(nb) = (mn)(ab)

um un — uern

S v e

(uv)™ = u"v™
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7' (um)n — umn

Demostracion. Tan solo demostramos los casos en los que intervengan enteros nega-
tivos, ya que en caso contrario esta demostrado en la proposicion 2.13. Consideramos
m,n > 0, y demostraremos por tanto para uno de los dos negativos (—n, sin perder
generalidad), y ambos negativos.

1. (m+n)a=ma+ na

Demostramos en primer lugar si solo uno de los dos enteros es negativo. Tra-
bajemos por tanto con —n:

= Sim > n, definimos £k = m —n > 0. Entonces:
ma —na = (n+ k)a —na =na+ ka —na =ka=(m—n)a
= Sim < n, definimos £ = n —m > 0. Entonces:
ma—na = ma—(m+k)a = ma—ma—ka = —ka = —(n—m)a = (m—n)a
Demostramos ahora con ambos negativos:

(—m —n)a=[—(m+n)a] = —[(m +n)a] = —(ma + na) = —ma — na
2. n(a+0b) =na+nb
(—n)(a +b) = —n(a+b) = —(na + nb) = —na — nb

3. n(ma) = (nm)a

Demostramos en primer lugar si solo uno de los dos enteros es negativo. Tra-
bajemos por tanto con —n:

(=n)(ma) = —[n(ma)] = —[(mn)a] = (=mn)a
Demostramos ahora con ambos negativos:
(=n)[(=m)a] = =[n(=(ma))] = (mn)a = [(=n)(-=m)d]

4. (na)(mb) = (nm)(ab)

Demostramos en primer lugar si solo uno de los dos enteros es negativo. Tra-
bajemos por tanto con —n:

(—na)(mb) = —[(na)(mb)] = —[(nm)(ab)] = —(nm)(ab) = [(—n)m]|(ab)
Demostramos ahora con ambos negativos:
(—na)(=mb) = (na)(mb) = (nm)(ab) = [(—n)(—m)](ab)

5. u™u" = ™t

Demostramos en primer lugar si solo uno de los dos enteros es negativo. Tra-
bajemos por tanto con —n:
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= Sim > n, definimos £k = m —n > 0. Entonces:

W =R = Pt =0 1 =W =

= Sim < n, definimos £ = n —m > 0. Entonces:
uMyT" = umu—(m-l—k) — um(umuk)—l _ um(um)—l(uk)—l _ u—k —
Demostramos ahora con ambos negativos:

u T = ()T = (W) = (™) T W) T = T e

7. (W) =um

Demostramos en primer lugar si solo uno de los dos enteros es negativo. Tra-
bajemos por tanto con —n:

Demostramos ahora con ambos negativos:

()7 = (@) )7 = ) = = e

2.4. Homomorfismos de anillos

Definicién 2.10 (Homomorfismo). Un homomorfismo de anillos de A en A’,
siendo A, A’ anillos conmutativos, es una aplicacién ¢ : A — A’ que verifica:

L. ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b)
2. ¢(ab) = ¢(a)¢(b)
3.o(1)=1€ A
Ejemplo. Algunos ejemplos de homomorfismos son:
1. Si A es un anillo, la aplicacién identidad

ZdAA—>A
a —— a

es un homomorfismo de anillos.
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2. Si B es un subanillo de A, la aplicacién inclusion

1. B — A
b — b

es un homomorfismo de anillos.
3. Vn > 1, la proyeccion candnica

p: L — Zy
a — [d]

es un homomorfismo de anillos. Demostramos esta:

a) pla+0b) = [a+b] = [a] + [b] = p(a) + p(b).
b) p(ab) = [ab] = [a][b] = p(a)p(b).

Proposicion 2.17. Sean A, A" anillos conmutativos, ¢ : A — A’ un homomorfis-
mo de anillos ya € A, u € U(A), n € Z. Se verifican:

1. ¢ <Zn: avz) = i@ﬁ(az‘)

i=1 =1

2. ¢ (ﬁ ai) — 11 é(a)

7 p(u) eUA) A p(u™h) = (d(u))™!
8. ¢(u") = (¢(u))"

Demostracion.

Lo (La) = Sotw

=1

3. ¢(0) =0

4. ¢(—a) = —¢(a)

5. ¢(na) = ne(a)

6. ¢(a”) = (¢(a))" sin € N
(
(

Realizamos induccion en n:

» Paran =1: ¢(a;) = ¢(ay), Cierto.

= Supuesto cierto para n — 1, lo probamos para n:

n—1

¢ <Z ai) =0 (2 %) + ¢(an) = Z¢(ai) + ¢lan) = Z ¢(as)

i=1 i=1
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=1

2. 6 (fa) = I ota)
i=1
Realizamos induccién en n:

» Paran =1: ¢(a1) = ¢(ay), Cierto.

= Supuesto cierto para n — 1, lo probamos para n:

n

: <H ) —¢ (H) oan) = (H ¢<a@->) o) =[] ota)

i=1

3. $(0) =0
Por ser ¢ un homomorfismo tenemos que ¢(0) = ¢(0 + 0) = ¢(0) + ¢(0). Por
tanto:
0= ¢(0) = ¢(0) = (0) + ¢(0) = ¢(0) = $(0)
4. ¢(=a) = —¢(a)

¢(na) = ¢ ( a) =Y 6(a) = no(a)

=1 i=1

é(a") = ¢ (H ) = [ o(@) = (¢(@))"

=1

7. ¢u) eUA) N d(u™) = (¢(u))™!

Tenemos que u € U(A), por lo que Fu™' | u-u~' = 1. Por tanto,
L=¢(1) = d(u-u") = p(u)p(u™)
Por tanto, ¢(u) € U(A"), con (¢(u))~! = p(u?).
8. p(u") = (d(u))"

Si el exponente es positivo, tenemos que se trata de un producto generalizado

y, por ser un homomorfismo, se tiene de forma directa por la propiedad 2. Por
tanto, vemos el caso negativo. Sea n € N:

$u™) = ¢((u™)") = (6(u)™")" = (d(u))™"

Proposicion 2.18. Sean A, A" anillos conmutativos y ¢ : A — A’ un homomor-
fismo de anillos. Entonces:

Img(¢) ={¢(a) | a € A} es un subanillo de A’
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Demostracion. Es demostrar que Img(¢) es cerrado para la suma, producto y opues-
to de A" y que contiene al 1 y al 0 de A'.
Sean o',V € Img(¢) = Ja,bec A| ¢(a) =a’ N ¢(b) =1 Por tanto,

d +b = ¢(a) + d(b) = ¢p(a+b) € Img(o)
a't = ¢(a)p(b) = ¢(ab) € Img(g)
—a' = —¢(a) = ¢(—a) € Img(¢)

1=¢(1) € Img(¢) 0= ¢(0) € Img()
0

Definicién 2.11. Sea ¢ : A — A’ un homomorfismo de anillos, diremos que ¢ es
un:

» Epimorfismo si ¢ es sobreyectiva (es decir, Img(¢) = A’).
= Monomorfismo si ¢ es inyectiva.

= Isomorfismo si ¢ es biyectiva.

En el caso de que ¢ sea un isomorfismo, diremos que A y A’ son isomorfos,

¢
notado A= A" o simplemente. Recordamos que si ¢ : A — A’ es un isomorfismo,
por ser biyectiva, tenemos que

A — Al pod ™ =idy A ¢ og=ida.

Proposicién 2.19. Sea ¢ : A — A’ un isomorfismo, se verifica que ¢~ : A/ — A
es también un isomorfismo.

Demostracion. Tenemos que ¢! es biyectiva, por lo que solo nos falta demostrar
que es un homomorfismo. Sean o', b’ € A’ = ¢~(d'), "1 (V') € A.

Veamos en primer lugar que ¢~ (a’ +0') = ¢~ *(a’) + ¢~ (). Como A es cerrado
para sumas, ¢~ (a’) + ¢~ 1(V/) € A. Luego:

HO (W) + 07 (1)) = G0 (W) + 0T W) =+ 1 = 967 + 1))

Como ¢ es inyectiva, tenemos que ¢~ '(a') + ¢~ (b)) = ¢~ (' + V).

Veamos ahora que ¢~ (a'b') = ¢~ (a’)p~ (). Como A es cerrado para productos,
o1 (a)p (V) € A. Luego:

$(¢~ (a)o™ (V) = ¢(¢~ () p(¢~ (V) = a'V = d(¢™" (a'V'))
Como ¢ es inyectiva, tenemos que ¢~ (a’)p~ (V') = ¢~ (V).
Veamos ahora que ¢~ (1) =1. Como 1 = ¢(1) = ¢~} (1) = ¢~ (¢(1)) =1. O
Ejemplo. Consideramos la proyeccion candnica; es decir,
p:7Z — Zs | pla) = [d] Va € Z

p(12%) = p(12)° = 2° = 3
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Proposicion 2.20. Sean ¢ : A — A', ¢ : AY — A” homomorfismos de anillos,
se verifica que ¢ o ¢ : A — A" es también un homomorfismo de anillos. Es decir,
la composicion de homomorfismos de anillos es un homomorfismo de anillos.

Demostracion. Sean a,b € A. Veamos que cumple las tres condiciones para que sea
un homomorfismo de anillos, donde para ello usamos que ¢, ¢ son homomorfismos
de anillos.

L (pog)(a+b)=(pod)(a)+ (po)b).
(po@)(a+b) = p(d(a+b)) = p((a)+¢(b)) = p(P(a))+o(d(b)) = (pod)(a)+(pog)(b)

2. (po@)(ab) = (pog)(a)- (po)(b).
(po)(ab) = p(¢(ab)) = p(d(a)p(b)) = p(d(a))p(e(b)) = (vod)(a)-(po¢)(b)

3. (pog)(1)=1.

2.5. El anillo de los polinomios

Definicién 2.12 (Copia isomorfa). Sea ¢ : A — B un monomorfismo de anillos
conmutativos. Entonces, ¢ : A — Img(¢) es un isomorfismo y diremos que el anillo
B contiene una copia isomorfa del anillo A que no es otro que su imagen por .

Siempre que el monomorfismo ¢ esté claro por el contexto no hay problema en
identificar A con I'mg(¢). Lo que significa que si a € A y b € B, escribiremos:

= ab para representar ¢(a)b.
» a + b para representar t(a) + b.

Esto se debe a que, como no pertenecen al mismo anillo, por norma general no
podemos operar entre ellos.

Ejemplo. Sea A= {f:[0,1] — R | f aplicacién}.
Consideramos:
v R — A

r o— ur)

Como «(r) € A, tenemos que:

R

ur): [0,1] —
t — ur)(t)=r

Podemos ver que ¢ €s un monomorfismo:
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Probamos primero que ¢ es un homomorfismo. Sean a,b € R, Vt € [0, 1]:

a+b=1la+0b)(t

) =tla)(t) +ub)(t) =a+Db
ab = t(ab)(t)
1

t(a)(t)e(b)(t) = ab
(1))

A continuacién, probamos que es inyectiva:

Va,b e R | t(a) = 1(b) = Vt € [0,1] a=1(a)(t)=1ub)(t)=10
Por lo visto, podemos concluir que ¢ define un isomorfismo ¢ : R T mg(L).

Es usual identificar R con I'mg(¢) y de esta forma considerar R como un subanillo
de A. Es decir, a cada numero real » € R lo identificaremos con la aplicacion
constantemente igual a r en [0, 1].

Teorema 2.21. Sea A un anillo conmutativo cualquiera. Entonces exite un anillo
conmutativo P que contiene una copia isomorfa de A y un elemento que llamaremos
x tal que cualquier elemento no nulo f € P se representa de forma unica como:

f=fo+ fiw+ for® + . 4 fua”
Donde fo, f1, fo,- -, fn €A con fr, #0 yn = 0.
Demostracion. Definimos el anillo conmutativo S que contendra a P como subanillo:
S={f:N— A]| f es aplicacién}

Dado f € S, escribiremos f(n) = f, ¥n € Ny pondremos: f = (f,)n>0 0 bien
f="(fo,fi,---, fn,...). Es decir, f es una sucesién de elementos de A.

Definimos la suma de f = (f,.)n=0Y 9 = (gn)n>0 como:

s=f+g= (fn)n20 + (gn)n20 = (fn + gn)n20 = (3n)n>0
si = fi+ gi ViE{O,l,...,n}
Y el producto de f y g por:

p=1Ff-9=Pn)nz0

pr=Y_ figi = fago+ fac191+ ...+ figaor + fogu Vk€{0,... n}
i+j=k

Comprobamos a continuacion que S es un anillo conmutativo:

» Lasuma de S es asociativa y conmutativa gracias a la suma de A (compruébe-
se).

» El cero de S es 0 =(0,0,...,0,...) = (0,)n>0, donde 0,, =0 Vn € N,

» El opuesto de f = (fn)ns0 €8 —f := (= fn)n>o0-
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» Veamos la propiedad asociativa del producto. Sean f = (fn)nz>0, ¢ = (gn)n>0,
h = (hn)n>0:

El término n-ésimo de (fg)h es:
3 ( 5 m) b= Y fa
i+j=n \utv=i u+tv+j=n

El término n-ésimo de f(gh) es:

> f ( > guhv> = > figuhe

i+j=n utv=j i+utv=n

Como podemos ver, coinciden. Por tanto, (fg)h = f(gh).

= Veamos ahora la propiedad conmutativa del producto. Sean f = (f,,)n>0,

g:(gn>n>0:
f-9=p|p= Zkfigj
i+j=
— . — .
g-f=plpk= > 9l Jr9=9-4
jt+i=k

= Veamos la propiedad distributiva del producto. Sean f = (f,)n>0, ¢ = (gn)n>o0,

h = (hn)n>0:
flg+nh)=p|p.= Zkfz'(gj + hy)
i+i=
— f(g+h) = fg+fh
g+ fh=plp= 3 fgs+ ¥ fhj= X filgg+hy) (0T = Jot
i+j=k i+j=k i+j=k
= El uno del anillo es la sucesién 1 = (1,0,0,...,0):

1-fle=fe- 1+ fe1-0+...+f1-0+fo-0=fr k€{0,....;n}=1-f=f

Por tanto, tenemos que S es un anillo conmutativo.

Definimos ahora la aplicacién ¢ : A — S por:
t(a) = (a,0,0,...,0,...) Va e A
Veamos en primer lugar que ¢ es un homomorfismo de anillos. Sean a,b € A:

1. t«(a +b) = (a+b,0,0,...,0,...) = (a,0,0,...,0,...) + (b,0,0,...,0,...) =
= 1(a) + ¢(b).

2. u(ab) = (ab,0,0,...,0,...) 2 (a,0,0,...,0,...)(b,0,0,...,0,...) = u(a)e(b)

Donde en (%) hemos aplicado que:
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» Sin > 1, uab), = > u(a)it(b);. Sii+j =n, comon > 1, tenemos que:
i+j=n

iz1 = a);=0
V V

» Sin=0,ab)o= > tla)i(b); = t(a)oL(b) = ab.

i+j=0
3. 4(1) = (1,0,0,...,0,...) =1.

Por tanto, tenemos que ¢ es un homomorfismo de anillos. Veamos que, en con-
creto, es un monomorfismo. Supuestos a,b € A | t(a) = ¢(b). Entonces:

(a,0,...,0,...) =t(a) = ¢(b) = (,0,...,0,...) = a = b => ¢ inyectiva

t: A — S es un monomorfismo por lo que S contiene a A como copia isomorfa.
Identificaremos A con I'mg(t) en S. Esto es, a implicara (a,0,...,0,...) € S Va € A.

Denotaremos por x al elemento de S definido por:
x=(0,1,0,...,0,...)

Es decir, x es la sucesién cuyos términos son 0 excepto el término n = 1 que es
1 € A. Tenemos por tanto, que Va € A:

ax = (a,0,...,0,...)(0,1,0,...,0,...)

Veamos el resultado de dicho producto:

(ax), = E Q;T; = pTo + Q121 + ... + 1251 + apT,0
i+j=n

s Paran=0:
(az)g = Z a;ix; =aprg=a-0=0

i+5=0

s Paran=1:

(az), = Z a;ixj = axo + ar1 =0-0+a-1=a
i+j=1

s Paran > 1:

(aZ)p>1 = Z a;T; = ApTo+ay_121+. . +a12,_1+aox, = 04+0-14+...4+0+0 =0
i+j=n

Por tanto, tenemos que:
ax = (0,a,0,...,0,...)
Veamos el efecto de multiplicar z por f = (f,)n=0 € S:

2f =(0,1,0,...,0, .. )(for frsvs frr.-)
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s Paran =0:
(@f)o=z0fo=0-fr=0
s Paran=1:
(xfhi=zfotzofi=1-fo+0-fi=fo
s Paran=2:

(xf)e=wofo+x1fi+aofo=0+1-f1+0=f

Paran=Fke {1,2,... }:
(flk=apfo+ i+ .. +xifici+2of =04+0+... 4+ fim1 +0= fr

Por tanto, tenemos que:

.Tf: (O,fo,fl,...,fk_l,...)

De lo anterior, se deduce que

Vk>1 ¥ =(0,0,..., 1 ,...,0,...)
k

Va € A az®=(0,0,..., a ,...,0,...)
~—~

Definimos P como el subconjunto de S formado por aquellas sucesiones que
tienen todos sus términos 0 salvo un ntmero finito. Es decir, f € P si dn € N tal
que fr =0 Vk > n+ 1. Por tanto, f € P es de la forma:

f= 0o fi, s £2,0,0,...,0,...)

Veamos que P es un subanillo de S. Sean n,m € Ny f = (fo, fi,.--, [n,0,...),
9="1(90.91,-+9m:0,...) € P:

1. P es cerrado para sumas:

f+a9= "0 fn,0,...)+ (905, Gm,0,...)
s Sin=m:
f+g=0o+g0fi+tg, s fat+gn0,...)€EP
w Sin>m:
f+ag=(fo+90, fr+ a1, s fmn+ Gm, frns1s-- s [0, 0,...) €P
= Sim>n:
f+g9=_fo+90. fr+91, - fo+GnGntts--s9m,0,...) € P

Por lo que P es cerrado para la suma de S.
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2. P es cerrado para el producto:
Para ello, observemos que (fg)r =0 Vk > n+ m:

(fo)e =Y fig;

i+j=k

i>n = f;=0

Sik=i4+7>n+m— vV vV = fig; = 0. Por tanto,
j>m = g;=0

se tiene que fg € P, por lo que es cerrado para el producto.

3. P es cerrado para opuestos:
_f: (_f07_f17"’7_fn707-~‘707...) EP
4. 0,1 € P:

0=(0,0,...,0,..)€P  1=(1,0,0,...,0,...)€P

Por lo que P es un subanillo de S.

Tenemos ademés que P contiene una copia isomorfa de A ya que anteriormente
identificamos cualquier a € A como (a,0,0,...,0,...) € P y tenemos ademdas que
r=1(0,1,0,...,0,...) € P.

Por tanto, tenemos ya demostrada la existencia del anillo P anunciado en el
teorema. Falta ver que cualquier elemento f € P no nulo puede expresarse de forma
unica como:

f=fo+ fiz+ fox® + ...+ fra"

Para ello, aplicamos los resultados ya demostrados en este teorema:

f:f0+f1x+f2$2—|—...—|—fnx":

= (f0,0,...,0,...) 4+ (0, f1,0,...,0,...)+ ... +(0,... L) =

? fn 707'
—~—

n

:(f07f17f27'"7fn707---,0,~.-)

Como dos elementos de P son iguales si y s6lo si sus términos son iguales término
a término, tenemos que podemos expresar de forma tinica cualquier elemento f no
nulo de P de la forma buscada. 0

Definicién 2.13 (Anillo de polinomios). El anillo P del teorema anterior se llama
anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en el anillo
conmutativo A, denotado por A[z]. A sus elementos los llamaremos polinomios.

Respecto a los polinomios, tenemos que:

» SifeAlz]|f#0, f=fot+fiz+ for?+...+ fuz™ lo escribiremos también
como: .
f= Z fi»’l?i
i=0
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» Si f € Alz]| f# 0y sus términos son todos 0 a partir del término n-ésimo,
diremos que f es de grado n y lo notaremos grd(f) = n. Por convenio, al
polinomio 0 se le asigna el grado —oc.

» Cada f;2! recibe el nombre de monomio o término de f.

= Al término f,z" se le llama término lider y a f, le llamamos coeficiente
lider.

s Al término fj se le llama término independiente.
= Si f, =1, diremos que f es un polinomio monico.

» Los polinomios de grado 0 (los de la forma f = a, a # 0), junto con el
polinomio 0 se les llama polinomios constantes.

Notacién. A veces, dado f = Z fixt € Alz], utilizaremos la notacién f(x) para

referirnos al polinomio f. Es dec1r

En el anillo de polinomios, tenemos que para f = Y. fiz’, g = > g;a7 € Alz]
i=0 j=0
con n > m, la suma y el producto vienen dados por:

f+g—2fzx +Zgjxf Z fi+g;)7’ +Zfz

n m n+m
o= (Z fx) <Z gﬂ"j> =Y falgiad =Y figia™ =Y ( 2 fig]) "
i=0 =0 irj &

k=0 \i+j=k
Ejemplo. Sea A =7y, f =1+ 3z + 32", g =3+ 2x € Zy[X]:

f+g=0+2+32" =2 +3z"
fg=2+3x4+22% + 2" +22°

Proposicién 2.22. Sean f,g € Alz]. Entonces:

grd(f + g) < méx{grd(f), grd(g)}
grd(fg) < grd(f) + grd(g)

Demostracién. Sean f,g € Alz] | grd(f) = n, grd(g) = m; es decir, f = Y. fiz' y
i=0

1>n= f; =

) . Por tanto:
j>m=—=g;=0

g =7 g;a’. Sabemos que: {
=0
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max{m,n}

FHg9=> (fi+g)=grd(f+g) < mix{n,m}

=0

n+m
fg= Z (Z fz’gj> 55k:>g7"d(fg) <n+m

k=0 \i+j=k
]

También podemos afirmar que en Z se da la igualdad en el caso del producto,
pero para ello hemos de introducir antes el concepto de Dominio de Integridad, que
corresponde al siguiente tema.

Ejemplo.
1. Sean f=2+3z+2% g=1—2x — 2% € Z[z]:

f+9=342rx= grd(f+g) <max{grd(f),grd(g)}
fg =2+ — 42> — 42° — 2* = grd(fg) = grd(f) + grd(g)

2. Sean f =142z, g =2z € Z4x]:

f9=2x = grd(fg) < grd(f) + grd(g)

Vemos que, en este caso, no se da la igualdad en el producto.
Teorema 2.23 (Propiedad universal del anillo de polinomios). Sean A, B anillos
conmutativos y ¢ : A — B un homomorfismo de anillos conmutativos. Entonces,
Vbe B Fi1¢y: Alx] — B tal que:
1. ¢p(a) = é(a), Va€ A,

Demostracion. Demostramos primero la existencia del homomorfismo:

Definimos ¢y, : A[z] — B para cada f(z) = >_ ;" # 0 como:
i=0

n

¢p(0) =0 o(f) = Z b(a)b’

Para demostrar el resultado, consideramos los siguientes polinomios:

f(z) = Z a;x', g(z) = ZczxZ € Alz]

Comprobemos en primer lugar que se trata de un homomorfismo:

56



Algebra I 2. Anillos conmutativos

L ou(f +9) = o(f) + du(9)

méx{m,n} méx{m,n}
¢b(f+g)¢b( Z (fi +g9i)x ) Z¢f1+gl =
=0

méx{m,n} méx{m,n}
_ Z O(f) +0(g)b') = D (S(f:)b' + o(ga)b') =
=0

Z fz bl+z¢ gz ¢b(f)+¢b(g)
1=0 =0

=2 2 ¢(al)¢(bj)) bt = ( ¢(ai)bi> (Z ¢(b])bf> -
= ou(f)Pp(g)

3. (1) =1

Falta ver que cumple las dos condiciones pedidas para este homomorfismo en
concreto:

1. ¢p(a) = ¢(a), Vae€ A,
Va € A ¢y(a) = Z d(a)b’ = ¢(a)b’ = ¢(a)

2. ¢gy(x) =b

1
op(z) =Y p(a)b’ = zob” + 21b' =0+ b=1b

=0

Comprobemos ahora la unicidad del homomorfismo. Suponemos que 3 : A[z] — B
homomorfismo tal que:

¥(a) = ¢(a), Vac A (x) =b

Sea f = a;x' € Alz]. Entonces, Vf € A[X], se tiene que:
i=0

U(f) = (Z ) Zw Zw z)' = (@' = &ulf)

=0

donde, en (x), hemos empleado que ¥ es un homomorfismo. Por tanto, se tiene que

V=9 o
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Definicién 2.14 (Homomorfismo de evaluacién de polinomios). Sea A C B un
subanillo de un anillo conmutativo B. Podemos considerar el homomorfismo inclu-
sion de A en B. Es decir, el homomorfismo

i1: A — B
a — a

Entonces, por el teorema anterior tomando ¢ = 1, se tiene que Vb € B, I
homomorfismo evy, : A[z] — B tal que:

1. evy(a) =a, Va € A,
2. evy(x) = b.

Llamaremos a este homomorfismo homomorfismo de evaluacion en el ele-
mento b € B. Este cumple que:

Vf(z)= Zaixi € Alz], evp(f) = Zaibi
=0 1=0

Sera usual notar evy(f) por f(b).

Para realizar f(b) serd tan facil como sustituir el elemento x por b y operar
dentro del anillo B. Es importante notar que evaluar es un homomorfismo, luego
son triviales las propiedades:

(f +9)(b) = f(b) + g(b) (fg) = f(b)g(b) ~ VbeB
Ejemplo.

1. Consideramos A =Z, B = Q, y sea el polinomio f = 2+ 2? € Z[z]:

1 1\’ 1 9
1(z) =2+ (z) 2573

2. Consideramos A = B = Z, y sea el polinomio g = 1 + 2z + 2% € Z[z]:

g(=1)=1-2+1=0

3. Consideramos A = Z, B = C, y sea el polinomio h = (2?+1)?+(z—1)? € Z[i]:

hi) =P+ 1)+ (-1 =32 +1=-2

Notemos que no desarrollamos el producto para obtener un polinomio porque
evaluar es un polinomio.

Definicién 2.15 (Raiz de un polinomio). Sea A un subanillo de un anillo conmu-
tativo B, sea f € Alx]. Un elemento b € B decimos que es una raiz o un cero del
polinomio f si f(b) = 0.
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Teorema 2.24 (Homomorfismo inducido en el anillo de polinomios). Sea ¢ : A — B
un homomorfismo cualquiera de anillos conmutativos. Entonces, existe un unico ho-
momorfismo ¢ . Alx] — Blz| (el cual no debe confundirse con el homomorfismo
¢: A— B) tal que:

1. a— ¢(a) Va e A

2. x+—x

Este estd definido por:

¢ (Z aixi) = Z ¢(a;)z’
i=0 =0

Llamaremos a este homomorfismo ¢ : Alx] — Blx] el homomorfismo indu-
ctdo en los anillos de polinomios.

Demostracion. Este resultado es un corolario directo de la Propiedad Universal del
Anillo de Polinomios aplicado al homomorfismo io¢, donde i es la inclusién. Veamos-
lo: '
A-%B-5Bz]  io¢:A— Bzl

Como la composicion de homomorfismos es un homomorfismo, tenemos que 7o ¢
es un homomorfismo de anillos. Entonces, considerando b = x € Blz], la Propiedad
Universal del Anillo de Polinomios aplicada a 7 o ¢ nos afirma que existe un tnico
homomorfismo tal que:

1. (i00)s(a) 2 (i0¢)(a) = i(¢(a)) = $(a)

2. (i0¢)u(z) L
donde en (x) he aplicado la Propiedad Universal del Anillo de Polinomios.
Ademds, también afirma que dicho homomorfismo se define Vf = Y7  a;z" por:

(100).(0) =0 (i09)o(f) =D (i00)(a)a’ =) ola;)a’
i=0 i=0
por lo que demuestra directamente el resultado enunciado. O

Ejemplo.
1. Consideramos el homomorfismo Ry : Z — Zs | Ra(a) = R(a;2) Va € Z.

Ry : Z[x] — Zs]x] es el homomorfismo inducido en los anillos de polinomios.
Por ser un homomorfismo:

Ry(5 + 82 +32°) =1+ af
Ro((72® +3)(5z + 1) +7) = Ro(T2* + 3)Ra(5x + 1) + Ry(7) =
=@+ D+ +1=2+2"+2
2. Paran > 2, tenemos R, : Z — Z, | R,(a) = R(a;n) Ya € Z.

R, : Z[x] — Z,[z] es el homomorfismo inducido por R, en los anillos de
polinomios.

R, (Z aixi> = Z Ry (a;)z" = Z R(a;n)a’

=0
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3. Divisibilidad en Dominios
Euclideos

Consideramos la ecuacion: ax = b con a,b € A, a # 0.
» Si A es un cuerpo, la ecuacién tiene solucién tnica: z = a~'b.
= Si A no es un cuerpo, no tenemos asegurada la existencia de la solucién en A:
2x =3 no tiene solucion en Z
Puede ocurrir ademés que la ecuacion tenga mas de una solucion en A:

r=1
20 =2 A en Zg
r=4

Definicién 3.1 (Dominio de Integridad). Un dominio de integridad (abreviado
a partir de ahora como DI) es un anillo conmutativo A no trivial en el que se verifica
la propiedad cancelativa, que dice:

ab = ac

a#0

Lema 3.1. En un DI, la ecuacion ax = b, con a # 0, si tiene solucion necesaria-
mente es unica.

}:>b:c Ya,b,c € A

Demostracion. Supongamos que 3z, 2’ € A|ax =b A az’ =b.
b=b=—=ar=ax' cona# 0= x =1
m

Proposicién 3.2 (Caracterizacion de un DI). Sea A un anillo conmutativo no tri-
vial. Entonces:

A es DI <= Va,be A|a,b+#0 se tiene que ab # 0
Equivalente, su contrarreciproco es:
A es DI <= Va,be A|ab=0 se tiene quea=0 V b=0

Demostracion.
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—) Sea Aun DIy sean a,b € A | ab = 0. Supongamos a # 0 sin perder generalidad
y sabemos que a - 0 = 0 luego:

ab=0=a-0 }A%lezo

a#0

<) Supongamos que en A se verifica la propiedad enunciada. Entonces, Va, b, c € A
con a # 0y ab = ac, se tiene que:

ab=ac=ab—ac=alb—c)=0

Por la propiedad enunciada, como a # 0 se tiene que b — ¢ = 0, por lo que
b = cy se tiene que es un DI.

]
Lema 3.3. 5i K es un cuerpo = K es un dominio de integridad.

Demostracion. K es un cuerpo = K es un anillo conmutativo no trivial.
Para todo a,b,c € k con a # 0 y ab = ac, se tiene que:

ab=ac =>a '(ab) = a *(ac) = b=c

donde he aplicado que, como a # 0, es una unidad. Por tanto, se tiene que es un
DI. m

Como corolario tenemos que Q, R, C, Q[v/n| | (n € Z /n & Z), Zo, Z3, Zs, etc.
son dominios de integridad.

Lema 3.4. Si B es DI y A es subanillo de B — A es DI.

Demostracion. Por reduccién al absurdo. Como A no es DI, tenemos que Ja, b, c €
A | a # 0 tal que ab = ac pero b # c¢. No obstante, como A C B, tenemos que lo
escrito también se aplica a B y por tanto B no es un DI, por lo que llegamos a una
contradiccion. O

Por tanto, Z, Z[\/n] | (n € Z \/n ¢ Z), etc. son dominios de integridad.

Ejemplo. Algunos ejemplos de anillos conmutativos que no son dominios de inte-
gridad Son: Z4, Z67 Zgl

2€Z4|2#0pero2-2=0= 74 no es DI
2,3€Z¢|2,3#0pero2-3=0= Zg no es DI
2,4€Zg|2,4+#0pero2-4=0= Zg no es DI

Teorema 3.5. Sea A un anillo conmutativo no trivial. Entonces:
A es DI <= Alx] es DI
Demostracion.

=) Si Afz] es DI, como A es subanillo de A[z] = A es DL
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<) Supongamos que A es DI. Sean f,g € Alx] | f,g # 0:
f= Zaixi g= ijxj | grd(f)=n A grd(g) =m = a,, by, #0
i=0 =0

Por el producto de polinomios, tenemos que:

n+m
fg=> did" |dp= )" aiby
k=0 i+j=k

1>n — a; =0
Sabemos que si A . En particular:
j>m = bj=0

im = Y aibj = apby, # 0
i+j=n+m

por ser A un DIy a,, b,, # 0. Deducimos entonces que fg # 0, por lo que A[z]
es DI

]
Lema 3.6. Sea A un DIy f,g € Alx] | f,g # 0. Entonces:
grd(fg) = grd(f) + grd(g)

Demostracion. Suponemos que:
f= Zaixi g= ija:j | grd(f)=n A grd(g) =m = a,,b, #0
i=0 §=0

Por el producto de polinomios, se tiene que:

n+m

fg=> di" |de= )" ab;

k=0 i+j=Fk
Tenemos que dy 1, = E a;b; = a,b,, # 0, como hemos demostrado en el lema

i+j=n+m
anterior. Se tiene por tanto que grd(fg) =n+m = grd(f) + grd(g). O

Proposicién 3.7. Sea A un DI. Entonces:
U(A) = U(Alz])

Demostracion. Como A es subanillo de A[z], es claro que U(A) C U(A[z]). Veamos
la otra inclusion.

Consideramos f € U(A[z]) = Fg e U(A[z]) | fg = 1.

grd(f) + grd(g) = grd(fg) = grd(1) = 0 = grd(f) =0 A grd(g) =0
Por tanto, f € A A g€ A| fg=1= f,g € U(A) = U(A[z]) CU(A).

Tenemos entonces que U(A) = U(A[z]) por la doble inclusién. O
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Proposicién 3.8. Sea A un anillo conmutativo finito no trivial:
A es DI <= A es un cuerpo

Demostracion.

—) Vista en el Lema 3.3.

<) Supongamos que A es DIy cogemos a € A | a # 0. Consideramos la aplicacién
A A— A|Nz) =ax Vz € A.

Es claro que A es inyectiva: Vb,c € A | A(b) = A(¢) = ab = ac SRRy —
Como A es finito, por la Proposicién 1.20 se tiene que A es sobreyectiva, por
lo que Img(\) = A.

Como 1 € A = Img()\), se tiene que 3b € A | A(b) = ab = 1. Por tanto,
tenemos que a € U(A) Va € A\ {0}; es decir, A es un cuerpo.

]

3.1. Cuerpo de fracciones de un dominio de inte-
gridad

Sea A un DI, consideramos A x (A\ {0}) = {(a,s) | a,s € A, s # 0}.
Definimos la relacién binaria notada ~ definida por:

(a,s) ~ (b,t) <= at = bs Y(a,s), (b,t) e Ax (A\{0})
Notemos que ~ es una relacién de equivalencia:
1. Reflexividad:

V(a,s) € Ax (A\ {0}) as =as = (a,s) ~ (a, s)

2. Simetria:

Y(a,s), (b,t) € Ax(A\{0}) | (a,s) ~ (b,t) = at = bs = bs = at = (b,t) ~ (a, s)

3. Transitividad: ¥(a, s), (b, 1), (c,u) € A x (A\{0}) | (a,s) ~ (b,t) ~ (c,u)

= atu = bsu = bus = cts = tau = tcs%
¢

— au = cs = (a, s) ~ (c,u)

(a,s) ~ (b,t) = at = bs
(b,t) ~ (c,u) = bu = ct }

Consideramos el conjunto cociente A x (A \ {0})/ ~, que denotaremos Q(A).
Para todo (a,s) € A x (A\ {0}), su clase de equivalencia la notaremos — =: [(a, s)]
s

y leeremos la fraccion de numerador a y denominador s.

Q(A):{%m,se/l A 37&0}
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b
Z(z)(a,s)w(b,t)(z)at:bs, Va,b,s,t € Al s, t#0.

a
Notemos que — =
s
Definimos en Q(A) una suma y un producto a partir de la suma y el producto
de A como:

= v_

* st P

» |2

b at + bs ab ab a b
- : - A
. S,te@( )

Tenemos que ver que la suma y el producto estan bien definidos, es decir, que
no dependen del representante de la clase:

i b b

s = S Q(A) —> @189 = 81 A bty = baty
S1 S9 tl t2

Comprobamos en primer lugar que la suma esté bien definida:

ay ﬁ _agty + 015 ap b_2 _agty + basy

s1 t s1tq Sg 1o Saty

Veamos si son iguales ambas fracciones:

(a1t1 + b1$1)82t2 = a1t152t2 -+ blslsgtg = a132t1t2 + b1t28182 =

= agS1tite + bot15189 = astesity + basasity = (aste + besa)sity

Luego ambas fracciones son iguales y, por tanto, la suma estd bien definida. Veamos

ahora el producto:
ay by a by ag by asby

siti sty Soty  Sotg

Veamos si ambas fracciones son iguales:

(a1by)(sat2) = (a152)(bita) = (ags1)(bat1) = (az2bz)sity
Por tanto, también tenemos que el producto esta bien definido.

Lema 3.9. Q(A) es un anillo conmutativo con la suma y el producto especificados.

€ Q(A), veamos que se cumplen las condiciones

b

| o

. a c
Demostracion. Para todo —, -, —
st u

necesarias:

1. Asociativa de la suma:

at+bs ¢ wu(at+0bs)+cst  uat 4 ubs 4 cst

c
E st U stu stu

it S tu stu stu

a+(b c) a bu+tct atu+s(bu+ct) uat+ubs+cst
s t  u B

2. Conmutativa de la suma:

a at~|—bs_bs~|—at

st ts

| 2

+b— —b+
st ot s
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3. Neutro de la suma: g € Q(A).

4. Existencia de opuesto:

—?aEQul)lg+—_a:as+(2—a)s:s(a—a):a—a:g

S S S

5. Asociativa del producto:
ab\ c abc abc bc\ abc abe
st)u stu stu tu)  stu  stu
6. Conmutativa del producto:

ab_ab_ba_ba
st st ts ts

1
7. Neutro del producto: 1 € Q(A).

8. Propiedad distributiva:

s tu stu stu

a 12_'_2 _abutct  albu+tct)  abu+act
s\t u) B

ab ac ab ac absu+stac  s(abu+act)  abu+ act

gZ su st su stsu sstu stu

Lema 3.10. Q(A) es un cuerpo.

Demostracion. Tenemos que es un anillo, por lo que para ver que es un cuerpo
solo falta por demostrar que todos sus elementos no nulos son unidades. Entonces,

-1
v E S Q( ) | - - COnSIderamos f Veamos que (g) = f
S a P a
as as 1 a 0
sa sa 1:>SGU<Q( E \{1}

]

Llamamos a Q(A) el cuerpo de fracciones del anillo A. Notemos que Q(Z) = Q.

Lema 3.11. Q(A) contiene una copia isomorfa de A.
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Demostracion. Definimos j : A — Q(A) | j(a) = % Va € A. Veamos que j es un

homomorfismo. Va,b € A:

Ha+h) =32 =042 = )+ 50)
jab) = 2 = 42 = j(a);0)
ﬂDz%

Veamos ahora que j es un monomorfismo. Va,b € A | j(a) = j(b):
a , b
I:j(a):](b)zf(:)a:b

Hemos podido definir un monomorfismo j : A — Q(A) luego Q(A) contiene una
copia isomorfa de A y nos serd usual identificar A con Img(j). Vemos asi A como
subanillo de Q(A). O

Lema 3.12. Si K es un cuerpo. Entonces Q(K) = K.

Demostracion. Es claro que K C Q(K) por el Lema 3.11. Veamos ahora la otra
a

inclusién. Para todo — € Q(K), por definicién del cuerpo de fracciones se tiene que
s

a,s € K, s # 0. Ademéds, como K es un cuerpo, consideramos s~!. Por tanto:

1 -1

a as ' as
-_——= e K
s ss7! 1 <
Luego Q(K) C K y por doble inclusién tenemos que Q(K) = K. O

Por tanto, podemos utilizar en cualquier cuerpo K la notacién de fracciones:

—=ras! s#0
s
Ejemplo. En Zs, se tiene que:
2
-=2.3"'=2.2=4
3
Lema 3.13. Si A y B son DI con A subanillo de B. Entonces Q(A) es subanillo de

Q(B).

a
Demostracion. Para todo — € Q(A), se tiene que:
s

a,s€EA N s#0=a,s€B A 57&0:>%€Q(B)

]

Lema 3.14. Si A es DI y subanillo de un cuerpo K, entonces Q(A) es subcuerpo
(subanillo y cuerpo) de K.
Es decir, Q(A) es el menor cuerpo que contiene a A.

Demostracion. Q(A) es subanillo de Q(K) = K por ser A subanillo de K y sabemos
que Q(A) es un cuerpo. O
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3.2. Divisibilidad en un dominio de integridad

Definicién 3.2 (Divisor). Sea A un DI y sean a,b € A. Diremos que a divide a b
o que a es un divisor de b si:

dee A|b=ca.

En tal caso, escribiremos a|b. Diremos también que b es un miiltiplo de a.
Es decir: Va,b € A:
alb<=3dcec Alb=ca

Notemos que decir que alb es decir que, si a # 0, entonces la ecuacién ax = b
tiene solucion tnica en A:

ar=0b AN alb, a 0= 3Jc€ A|lb=co = ar=ca=x=c
Notemos ademés que 0|b <= b = 0:
Olb<=3dceA|lb=c-0<=b=0

Notacién. Dado a € A con A DI, notaremos por Div(a) al conjunto de todos los
divisores de a:
Div(a) ={be A | bla}

Notacién. Sea A un DI, y sea a,b € A. En el caso de que a no divida a b, lo
notaremos mediante a [ b.

Lema 3.15. Sea A un DI con a,be A, a #0:
b
ab<= - A
a
Demostracion.
—) Se tiene que, por definicion, alb <= J¢ € A | b = ca. Por tanto,
b ca c
a

=—=-cA
a 1

b
<) Suponiendo que — € A, se tiene que:
a

b b
—EA:>EICEA]—:§:>b:ca:>a]b
a a

O

Proposiciéon 3.16. Algunas propiedades que cumple la divisibilidad son, para todo
a,b,c€ Ala,bc#0,

1. Reflexividad. ala Va € A,

2. Transitividad. Si alb N blc = alc,
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3. Stalb N alc = albx + cy Vr,y € A,
4. alb <= ac|bc.

Demostracion.

1. Reflexividad. ala Va € A,

VaoeAlaZ0=31€Ala=a-1= ala

2. Transitividad. Si alb A blc = alc,

alb=3d € A|b=da
bce=3Jec Alc=eb

Probamos por tanto el resultado buscado:
c=¢eb=eda = Jed € A | c=eda = alc.

3. Sialb A alc = albx + cy Va,y € A,

Como alb A alc, tenemos que:

alb=3d e A|b=da
alc=3Jec A|c=ea

Por tanto, tenemos que:

bx + cy = dax + eay = (dx + ey)a = albx + cy

4. alb < aclbe.
—) Como alb, tenemos que 3d € A | b = da. Por tanto,

be = dac = acl|be
<) Partimos desde que acl|be, por lo que:

aclbc = 3d € A | bc = dac <= bc —dac =0 <= ¢(b —da) = 0 <=
< b—da=0<=b=da = alb

]

Estaremos interesados en conocer los divisores de cualquier elemento b € A
siendo A un DI. En el caso de que sea b = 0, es trivial ya que todos los elementos
del anillo son sus divisores:

al0 <= Jc€ A| 0 =ac=>al0 Va € A siendo ¢ = 0.

Es decir, Div(0) = A. Estudiemos por tanto los cosos en los que b # 0.
Lema 3.17. Sea A un DI conb e A|b#0. Si u € U(A). Entonces ulb.
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Demostracion. Partiendo de que ulb <= 3¢ € A | b = uc, tenemos que
b=u(u'b) = ulb
por lo que es cierto, tomando ¢ = u~!b. O
Asi pues, U(A) es un conjunto de divisores de b. Es decir, U(A) C Div(b).
Lema 3.18. Sea A un DI. St u € U(A):
alu <= a € U(A)
FEs decir: Div(u) =U(A).
Demostracion.
<) Por el lema anterior, tenemos que alu.
=) au=3Fc€eA|lu=ca= 1=u"tca = a €U(A).
[

Definicién 3.3 (Asociados). Sea A un DIy a,b € A | a,b # 0. Diremos que a y b
son asociados, notado a ~ b si:

alb A bla
Lema 3.19. La relacion binaria de ser asociados, ~, es una relacion de equivalencia.
Demostracion. Demostramos las tres condiciones:
1. Reflexividad: Va € A |a#0= 31 € A|la=a-1= ala = a ~ a.
2. Simetria: Va,b € A|a,b#0 N a~b=alb N bla=bla N a|b=b~a.

3. Transitividad: Ya,b,c € A | a,b,c # 0, tenemos que:

a~b = alb A bla alb ANble = alc
A S ad A = ar~C.
b~c = blc A cla clbAbla = cla

]

Proposicién 3.20 (Caracterizacién de los asociados). Sea A un DI con a,b € A |
a,b no nulos. Entonces:

a~b<= Jucl(A)|a=ub
(De donde se deduce que que b= u"'a).
Demostracion.

=) Seaa~b=alb A bla= Ju,v € A|b=wua A a=vb. Entonces:

b:ua:uvb:>b(1—uv):O%(l—uv):O:>UU:1:>U,UEU(A)
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<=) Suponemos que Ju € U(A) | a = ub Entonces, por ser u € U(A), tenemos que
b = u~'a. Por tanto,

a=ub = Vbla
A == a~Db.
b=u"ta = alb

]

Lema 3.21. Sea A un DI, y sean a,b € A | a,b+# 0 tal que a ~ b. Entonces, Ve € A
se cumple que:
cla < c|b

FEs decir, a ~ b = Div(a) = Div(b).
Demostracion.
=) cla N a~b=>cla N alb=>c|b.
<) b ANa~b=clb N bla= c|a.
[

Por definicion, el conjunto de todos los asociados a b, son siempre divisores de b.
Es decir,

{a€Ala~b}={ube A|ueclU(A)} C Div(b).

Definicién 3.4 (Divisores triviales). Sea A un DI, dado b € A, diremos que los
divisores triviales de b son las unidades y sus asociados. Es decir, el conjunto de
los divisores triviales de b es el conjunto:

U(A)U{ub | uelU(A)} C Div(b)
Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de divisores triviales:

1. En Z, sabemos que U(Z) = {£1}. Entonces, dado b € Z, sus divisores triviales
son: {—1,1,—b,b}.

2. En Z][i], sabemos que U(Z[i]) = {£1, £i}. Entonces, dado o € Z][i], sus divi-
sores triviales son: {£1, +i, +a, b — ai, —b + ai}.

Definicién 3.5 (Irreducible). Sea A un DI. Un elemento a € A diremos que es
irreducible si a # 0, a ¢ U(A) y sus tnicos divisores son los triviales:

Div(a) =U(A)U{ua | ue U(A)}
Ejemplo. En Z, tenemos que:
s El 2 es irreducible: Div(2) = {-1,1, =2, 2}.

» El 4 noloes: Div(4) ={—-1,1,—4,4}.
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Proposicién 3.22 (Caracterizacién de irreducibles). Sea A un DI, a € A tal que
a # 0 A a¢U(A). Entonces:

belU(A)
a es irreducible <= Vb,c € A | a = bc se tiene que \Y%
ceU(A)

Demostracion.

=) Demostramos mediante reduccién al absurdo.

Sea a = be con b,c € A. Supongamos que b, ¢ ¢ U(A). Como a = be, tenemos
que bla A c|a y, por ser a irreducible, se tiene que b, ¢ son divisores triviales
de a.

Como b,c ¢ U(A) = b~a N c~a= Fu,v eU(A) |b=ua N c=va.
Por tanto,

a = bc=ua-va=a’uw = 1= auv => a € U(A) Contradiccion.

Luego b e U(A) V c e U(A).
<) Sea b un divisor de a, es decir, 3¢ € A | a = be. Entonces:

» SibeU(A) = b es divisor trivial de a.
» SicelU(A) = b=c"'a= b~ a=bes divisor trivial de a.

Por lo que a es irreducible ya que todos sus divisores son triviales.

3.3. Dominios Euclideos

Definicién 3.6 (Dominio Euclideo). Un Dominio Euclideo (abreviado DE) es un
DI A junto con una aplicacion

¢: A\ {0} - N
Llamada funcién euclidea de A tal que:
1. ¢(ab) = é(a) Va,be Ala,b#0,

r=20
2. Va,be A|b#0 dg,r € A|a=bg+r, con V
o(r) < o(b)

A dichos ¢ y r los llamaremos cociente y resto de dividir a entre b, respectiva-
mente.

Observacion. Notemos que en la definicién de DE no se exige la unicidad de q y 7.

Proposicién 3.23. Z es un DE con funcién euclidea | - | : Z \ {0} — N la funcion
valor absoluto.
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Demostracion. Sabemos que Z es un DI, visto como consecuencia del Lema 3.4.
Veamos que el valor absoluto verifica la primera condicién:

Va,b € Z | a,b# 0= |ab| = |a||b] > |a] (b#£0= b > 1)
Sabemos que se verifica la segunda condicién gracias al Teorema 2.5. [
Proposicién 3.24. Sea A DE y a,b€ A|a,b# 0, son equivalentes:

1. bla.
2. Todo resto de dividir a entre b es 0.

3. 0 es un resto de dividir a entre b.
Demostracion.

1) = 2) bla = Jc € A | a = be. Supogamos que ¢, € A son cociente y resto de
dividir a entre b. Entonces, por la definicién de DE, tenemos que

a=qgb+r r=0V ¢(r) < o)

Supongamos que r # 0 = ¢(r) < ¢(b).

a=bg+r=r=a—bg=bc—bg="0b(c—q)

o(r) = ¢(b(c —q)) (;) ¢(b) Contradiccién.

Luego r = 0.
2) = 3) Trivial, ya que 2) es una generalizacién de 3).
3) = 1) Alser 0 un resto de dividir a entre b, tenemos que 3¢ € A | a = bg = bla.
L]

Teorema 3.25. Sea K un cuerpo y f,g € Klx] | g # 0.
r=20
Entonces, ezisten unicos q,7 € K[z| | f = gq+1r con V
grd(r) < grd(g)
Demostracion. Supuesta la existencia, comenzamos demostrando su unicidad:
Sea { f=gq+r con r=0 V grd(r)<grd(g)
f=g9qd+7r con =0 Vv grd(r') <grd(q)

= Sir=r'"=ygq+r=9¢+1r = 99=9¢ = q=¢".

= Si r # 1/, tenemos que alguno de los dos no es nulo. Por tanto, tenemos
que grd(r') < grd(g) V grd(r) < grd(g). Independientemente, tenemos que
r—r'#0 A grd(r —r') < grd(g). Entonces:

gqg+r=9¢ +r'=r—1"=9(¢ —q) = grd(r —1") = grd(g(d — q)) =
= grd(g) + grd(q' — q) = grd(g) Contradiccidn.

donde he aplicado que el grado del producto es la suma de los grados, ya que
A es un DI por ser un cuerpo. Por tanto, estamos en el caso anterior.
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Procedemos ahora a demostrar la existencia del cociente y del resto. Sean f, g €
Klz] | g # 0:

» Sif=0=¢q=0 A r=0.
» Sif#£0 A grd(f)<grdlg) = q=0 AN r=f.

= Si f#0 A grd(f)=n=>m=grd(g):

f(zx) :Zaixi =apx"+...+ar+ay cona, #0
i=0

g(x) = ijxj =apx" + ...+ bix+by con b, #0
=0

Hacemos induccién en n = grd(f):

e Sin=0:f=agy#0ycomon>m=—=m=0y g=>by# 0. Como K es
un cuerpo, Jb,' € K. Luego:

q:balao A r:0:>gq+r:bobgla0:a0:f

e Supuesto cierto para n — 1, lo probamos para n > 0:

Consideramos el siguiente polinomio:

fi=f—=b,laa" " g(x) =
="+ ...+ a4+ ag— b a, " (bpa™ + .+ b+ by) =

=f —a,x" +b;11anbm_1x”_1 + ...+ b;@lanblx”_m+1 + b;nlanbox"_m
—~—

Tenemos que el término n-ésimo de f se cancela con el destacado y por
tanto grd(f;) < n — 1. Por hipétesis de induccién, tenemos que:
g, € K[2] | fi = g1 + 71 conry =0 V grd(r) < grd(g)

Por tanto, como f; = f — b la,x" ™™g = gq: + r1 se tiene que:

f =g+ + b;zlanxn_mg = g(b;zlanxn_m + ql) + 17

q

Por tanto, tenemos que el cociente y el resto buscados son:
q="0bla, 2" " +q r=rnr
Por tanto, queda demostrada la existencia también. O
Corolario 3.25.1. Si K es un cuerpo. Entonces K [x] es un DE con funcién euclidea:
grd : K[z]\ {0} = N

Demostracion. Como K es un cuerpo, tenemos que K[z| es un DI. Veamos que
efectivamente el grado es una funcién euclidea:
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L. Vf,g€ Klz]| f,g # 0= grd(fg) = grd(f) + grd(g) = grd(f).

2. Existen tnicos ¢, € K[z| | f =gq+rconr =0 V grd(r) < grd(g), como
vimos en el teorema anterior.

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de divisiones de polinomios:

1. En Q[z], comprobar si el polinomio g = 2z — 322 + 62 + 10 es un divisor del
polinomio f = 6x% — 92° + 22* + 152 + 3022 + 8z + 10.

—%x?’ + %ﬁ + 20z — 4!

625 — 92° 4 22* 4+ 152% 4+ 3027 + 8z +10) + (22* — 32® 4+ 62 + 10) = 32” — Jo + 5 +
4 2
_ 626 4+ 974 — 1823 — 3022 2z* — 322 + 62 + 10
— 925 + 112t — 323 + 8z

— 2% 4+ 272% + 45z

112* — 323 + 272% 4 53z + 10

— 112" + 22 — 332 — 55

— %xg + %ﬁ + 20z — 45

Por tanto, como r # 0 = g [f.

Notemos que 3z = 1 -6 c5* = b, a,x"™™ es el factor que aparece en la
demostracion del teorema anterior.

2. En Zs|x], comprobar si g = 3z% + 1 es divisor de f = 2z% + 423 + 3z + 2.

224 +4a3 +3z +2 ‘ 3z2+1
—22* —4a? ' 422 + 3 + 2
43 +a? +3x
—43 -3z
x? +2
—z? —2
0

Por tanto, tenemos que r = 0 y que g|f.

Teorema 3.26. Para n = —2,—1,2,3, el anillo Z[\/n] es un DE con funcién
euclidea:

¢: Z[vn]\ {0} = N ¢(a) = [N(a)| Vo € Z[Vn]

Demostracion. Para que sea un DE, su funcién euclidea ha de cumplir dos condi-
ciones:

L ¢(af) = ¢(a),  Va,B € Z[\/n] \ {0},
¢(af) = [N(af)| = [N()N ()] = [N(@)[[N(B)] = [N(a)] = ¢(a)
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2. dg,r € Z[yn| |a=qB+r,conr =0 V ¢(r) < ¢(8). Realizamos la siguiente
distincién de casos:

= Sig(a) = [N()| <[N(B)| =o(f) = q¢=0 N r=a

= Siga) 2 ¢(B):
Sean o = a + by/n, B = ¢+ dy/n # 0. Como [ # 0, entonces N(3) # 0.

Por tanto, en Q[y/n] consideramos el sguiente elemento:

B (et byi)e—dya) _
B N(B)
nbd) + (cb — ad)y/n  ac—nbd  cb— ad

N(A) ~~p v "

ac — nbd cb —ad

Seaalzzwyagzzw

Elegimos ¢1, ¢ € Z | |ay — ¢1] <

Z[y/n) y r=a—qf € Z[\/n].

Se tiene entonces que hemos encontrado ¢,r € Z[y/n] | a = ¢B + r. Falta
ver que 7 =0 V ¢(r) < ¢(5).

a-ft=

@
5=

(ac

; es decir,

=qa; +a2\/ﬁ € @[\/ﬂ

(6%
B
<5 .Seaq=q +q@yne

y \G2 - CI2|

DO |

Supongamos que 1 # 0, y trabajamos en Q[\/n]:

otr) = N0 = ¥t = a0 = | (5 (5 - a) )| =|wiov (5 -4)| -
= N[V (5 - 0)| = WO VI~ 00 + (02 vl =

Sea A = (a1 — q1)* — n(ay — ¢2)?, y realizamos la distincién de casos

siguiente:
e Sin=-2:
1\? 1\* 3
A:(al—Q1)2+2(a2—qQ)2<<§> +2(71> == l4<1
e Sin=—1:
Amm—ar+(m-ar< (8 = (1) 21 2 a <1
ar —qi Az — @2)" X 9 5 =3
e Sin=2
A= (a1—q1)"—2(a2—¢2) 12—1=>_1<A<1:>|A|<1
ar—q1 G2Q2\2 5 5 SAS]
e Sin=3
1\? 1\? 3 1
A= (a1—q1)"=3(az—q2)” < 5 -3 3 :>T<A<Z:>|A|<1
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Algebra I
Por tanto, en dichos casos tenemos que |A| < 1. Por tanto,

o(r) = IN(B)|A] < [N(B)] = o(B)

Ejemplo. Dividir o = 11 + 7i entre § = 2i en Z][i].
Buscamos ¢,r € Z[i] |a =qgB8+7r conr =0 V ¢(r) < ¢(f). Consideramos en

Q[7] el siguiente elemento:

o 11+7i  (11+7)(=26) 14-22 7 11,
—_ = g g = — — —
3 2 4 4 2 2
7 1 11 1
Elegi 7= —ql<= — gl <=
egimos q1,q2 € Z | ‘2 n| <5 A5 el <y

1. Tomamos, por ejemplo g1 =3 A ¢ = —5 = ¢ =3 — 5.
r=a—qf=11-"Ti)—2i(3—-5i) =141
11+T7i=qg8+1r N o(r)=N(1+1i)=2<4=N(2i)=¢(p)

2. Podemos elegir también ¢) =4 A ¢y = —6 = ¢ =4 — 61.

P =a—q¢B=(11-7i)—2i(4—6i)=—1—i
+T7i=¢dB+7 A ¢(r)=N(—1—1i)=2<4=N(2i) = ¢(8)

Por tanto, acabamos de ver que el cociente y el resto en Z[i| no son tunicos.

3.4. Maximo Comun Divisor
Definicién 3.7 (Maximo comun divisor). Sea A un DI y a,b € A. Un maximo
comun divisor de a y b, notado med(a,b) es d € A tal que:

1. dla A d|b,

2. SiceAlcla N c|b = ¢ld.

De la definicién se tiene por tanto que:

Div(d) = Div(a) N Div(b)

Observacion. No siempre existe el maximo comun divisor de dos elementos.
Ademsds, si existe no es unico. Para verlo, sea d = mcd(a,b), y consideramos

du | u € U(A). Entonces:
1. Como duld, y se tiene que d|a A d|b, por transitividad se tiene que dula A dulb.

2. Anélogamente, si ¢ € A cumple que c|d por ser este el med(a,b), la transitivi-

dad afirma que c|du al tener que d|du.
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Por tanto, hemos visto que du = mcd(a,b). De forma general, tenemos que el
mcd de dos elementos, si existe, es tnico salvo asociados. Hablaremos simplemente

del med de a y b.

Definicién 3.8 (Méximo comun divisor generalizado). Sea A un DI y consideramos
ap,as,...,a, € A(n > 2). Un méximo comin divisor de aq, as, ..., a,, notado como
med(aq, ag, ..., a,) es d € A tal que verifica:

1. d|a, Vi € {1,...,71},
2. SiceA|ca; Yie{l,...,n} = c|d.

Definicién 3.9 (Primos relativos). Sean a,b € A. Diremos que a y b son primos
relativos si med(a, b) = 1.

Propiedades del mcd. Sea A DI, supuesta la existencia de los mcd que inter-
vienen, tenemos que:

1. med(a,b) = med(b, a). En general:

med(ay, ..., Qg1 ... 0n) =med(ay, ..., i1, Gy y0,) 22, 0€{1,...,n—1}

La demostracion es trivial, ya que en la definicion no se establece ningtin orden.

2. Sia~ d, entonces med(a,b) = med(d’, b).
Sea d = mcd(a, b). Entonces, d|a. Ademads, por ser a ~ a', se tiene que ala’. Por

la transitividad, d|a’. Ademds, se tiene también que d|b, por lo que la primera
condicién se tiene.

Veamos la segunda. Como a ~ d’, tenemos que c|a <= c|a’, por lo que Ve € A
se tiene que si c|a’ A c|b, entonces c|a Ac|b; y por tanto c|d. Por tanto, se deduce
que d = med(d’, b).

3. med(a,b) = a <= alb. Particularmente, med(a,0) = a A med(a,1) = 1.

=) mcd(a,b) =a = ala A alb.
<) Partimos de que a|b. Ademds, por la reflexividad se tiene que ala. En-
tonces, se tiene la primera condicién para que sea a = med(a, b).

Ademds, como Ve € A | cla A c|b se tiene que c|a, tenemos también la
segunda condicién, por lo que a = med(a, b).

4. med(med(a,b),c) = med(a, b, ¢) = med(a, med(b, ¢)).

Demostramos en primer lugar la primera igualdad. Sea d = med(med(a, b), ¢).
Por tanto, d| mcd(a,b) A d|c. Ademds, como mcd(a,b)|a y med(a, b)|b, por la
transitividad se tiene que d|a A d|b, por lo que se tiene la primera condicién
para que d = med(a, b, ).

Por la segunda condicién, tenemos que Vz € A tal que z|med(a,b) A z|c, se
tiene que z|d. Como z| med(a,b), por la transitividad se tiene que z|a y z|b,
por lo que Vz € A tal que z|a A z|b A z|c, se tiene que z|d. Por tanto, se tiene
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también la segunda condicién y tenemos que d = med(a, b, ¢).

Una vez demostrada la primera igualdad, para la segunda tenemos que:
med(a, b, ¢) = med(b, ¢,a) = med(med(b, ¢), a) = med(a, med(b, ¢))

5. med(ac, be) = med(a, b)e.

En el que caso de que alguno de los tres sea nulo es trivial, por lo que supones
a,b,c #0. Sea d = mced(a,b) y e = med(ac, be). Tenemos que:

dla = dclac
d = mcd(a,b) = A = dcle
dlb = dclbc

Como dcle, supongamos e = dcu. Ademas,

deulac = dula
e = deu = med(ac, be) = A = duld
deulbe = dulb

Como dul|d, supongamos ahora d = duv. Por tanto, tenemos que uv = 1y,
entonces, u,v € U(A). Esto implica que dc ~ e = med(ac, be), y como el med
es unico salvo asociados, tenemos la igualdad pedida.

6. Si med(a,b) =dy a=dad, b=dV, entonces med(a’,b') =1
d = med(a, b) = med(a'd, b'd) = med(d, ¥)d 251 = med(d', V')
7. Sialbe A med(a,b) =1, entonces alc.
Tenemos que a|be implica que 3t € A | be = at. Entonces:
c=c-1=c-mcd(a,b) = med(ac, bc) = med(ac, at) = a - med(c, t) = alc

8. Simcd(a,b) =1 A alc A bc, entonces ab|c.

Como blc, 3z € A | ¢ = bx. Como albr y med(a,b), por la propiedad anterior
tenemos que alx, es decir, Iy € A | x = ay. Por tanto, tenemos que ¢ = aby,
por lo que ablc.

9. med(a,b) =1 A med(a,c) =1 <= med(a,be) = 1.
=) Tenemos que ¢ = cmed(a, b) = med(ac, be). Entonces:
1 = med(a, ¢) = med(a, med(ac, be)) = med(med(a, ac), be) = med(a, be)
<=) Partimos de que:
1 = mced(a, be) = med(med(a, ac), be) = med(a, med(ac, be)) = med(a, med(a, b)c)

Como mcd(a,b) es un divisor comin a a y a mcd(a,b)c, tenemos que
med(a, b) es un divisor de 1; es decir, una unidad. Por tanto, med(a,b) =
1. De la primera igualdad deducimos entonces que 1 = med(a, med(a, b)c) =
mcd(a, ¢).
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10. med(a,b) = med(a — qb,b) Vq € A.
Veamos que Div(a) N Div(b) = Div(a — qb) N Div(b). Demostramos por doble
inclusién:
= Seac € A tal que claAc|b. Entonces, por las propiedades de la divisibilidad
tenemos que c|a — ¢b A c|b. Por tanto, la primera inclusién se tiene.
= Sea ¢ € A tal que cla — gb A c|b. Entonces, se tiene que c|(a — gb) + gb; es
decir, c|a. Se tiene por tanto la otra inclusién.

Como tienen los mismos divisores, tienen el mismo mcd.

p si pla,
1 si pfa.

Para demostrarlo, realizamos la siguiente divisién de casos:

11. Sea p € A irreducible. Entonces, med(p, a) = {

» Si p|a;)>mcd(p, a) = p.

» Sip / a, supongamos que ¢ = mcd(p,a). Por las propiedades del mcd,
ha de cumplirse que ¢|p. No obstante, por ser p irreducible tenemos que
ceU(A)Vec=up, uelU(A).

e SicceU(A) = c=1, ya que el med es tnico salvo asociados.

e Sic=up|u€U(A), tenemos que p|c. Por ser ¢ = med(p, a), también
cla. Por tanto, por la transitividad de la divisibilidad se tiene que p|a,
por lo que llegamos a una contradiccién.

Por tanto, estamos en el primer caso y med(a,p) = 1.

Ejemplo. Veamos en este ejemplo que en Z[/—5], #med(2 4 2v/=5,6).

Es importante recordar que U(Z[v/—5]) = {—1,1}. Para demostrar lo pedido,
vamos a ver previamente algunos resultados:
1. 3 es irreducible en Z[/—5]:

Sabemos que 3 # 0 A 3 ¢ U(Z[\/—5]), por lo que puede ser irreducible. Veamos
cudles son sus divisores. Sea o € Z[v/—5] | «|3 = 3 € Z[v-5] |3 =« - 5.

Por tanto, aplicando la norma, tenemos que:
N(3) =9 = N(a)N(B)
Veamos las distintas posibilidades que hay:

» Si N(a)=1 A N(B) =9, entonces o € U(Z[\/-5]).

» Si N(a) =3 = N(B), tenemos que a* + 5b*> = 3, con a,b € Z. Por tanto,
como no es posible encontrar a, b, entonces es una contradiccién, no es
posible.

» Si N(o) =9 A N(B) = 1, entonces 5 € U(Z[v/-5]), y como 3 = af,
entonces a ~ 3

Por tanto, sus tinicos divisores son los triviales y, por tanto, el 3 es irreducible.
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2. Usando la propiedad 11), se tiene que Imed(3,1 + +/—5) = 1 porque 3 es
irreducible y 3 f 1 4 1/—5. Veamos esto tltimo.

Si 3 fuese divisor de 1 + /=5, entonces N(3) = 9 serfa un divisor de N(1 +
VvV —b) = 6 en Z, pero sabemos que, en Z, 9 [ 6, por lo que es una contradiccion.

Demostramos ahora lo pedido mediante reduccién al absurdo. Supongamos que
Jmed(2 4 24/-5,6):

med(2 + 2v/—5,6) = 2med(1 + V-5, 3) = 2 por ser 3 irreducible.

No obstante, no verifica la segunda condicién del med, ya que 1++/—5|24+2y/—=5
y 1+ +/—=5|6. Esto se debe a que:

2 +2v-5=2(1 + v/-5) 6=(1+v=5)(1—+-5)

Sin embargo, 1 ++/—5 /2, porque N(1++/—5) =6 f N(2) = 4.
Por tanto, tenemos que Amed(2 + 2v/=5, 6).

Definicién 3.10 (Ideal). Sea A un anillo conmutativo, un subconjunto I C A, con
I # (), diremos que es un ideal de A si verifica:

1. Es cerrado para la suma: Ve,y e I = x+y € I.
2. Es cerrado para multiplos: Vx € [ Va € A = ax € I.

Teorema 3.27 (Ideal principal). Sea A un anillo conmutativo y m € A. Definimos
el tdeal principal generado por el elemento m como el ideal:

I =mA:={ma|ac A}
Demostracion. Veamos que mA es un ideal:
1. Sea x,y € mA. Entonces, Ja,b € A | x =ma A y = mb. Por tanto,

r+y=ma+mb=m(a+b) € mA

2. Sea x € mA. Entonces, da € A | x = am. Veamos que es cerrado para el
producto:
br = bam = m(ab) € mA, Vbe A

Notemos que:

» Sim=0= 04 = {0}, es un ideal trivial de A.

s Sim=1= 1A= A, es un ideal.

» Si [ es cualquier otro ideal de A, entonces {0} C I C A.

Teorema 3.28. Si A es un DE, entonces todo ideal de A es principal.
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Demostracion. Sea ¢ : A\ {0} — N la funcién euclidea de A y I un ideal de A. Si
I = {0} tenemos que I = 0A y estd demostrado. Consideramos por tanto I # {0},
y definimos X = {¢(x) |z € N x#0} CN.

Como N es bien ordenado, sabemos que Imin(X). Seam € I | ¢(m) = min(X).
Veamos que mA =1 (sabemos que m # 0 porque m € X):
Como m € I, entonces por ser I un ideal tenemos ma € I VYa € A. Entonces,
mA C I. Veamos la otra inclusion:

Sea x € I, sabemos que 3¢, 7 € A |z =mg+rconr =0 V ¢(r) < ¢(m).
Entonces:

» Supongamos que r # 0. Entonces, como ¢(r) < ¢(m) y ¢(m) = min(X),
tenemos que r ¢ I.

Ademas, por ser r # 0, tenemos que r = x — mgq, que por las propiedades de
los ideales tenemos que r € I. Por tanto, llegamos a una contradiccion.

= Supongamos r = 0, es decir, x = mq € mA.

Por tanto, al ser el primer caso una contradicciéon, tenemos el segundo caso. Por
tanto, por doble inclusién, tenemos que I = mA. n

Corolario 3.28.1. Sea A un DE y a,b € A. Entonces 3mcd(a, b).
Ademds, si d = mcd(a,b), entonces Ju,v € A tal que

med(a,b) = d = au + bv (3.1)

A u, v se les llama coeficientes de Bezout, siendo la FEcuacion 3.1 la iden-
tidad de Bezout.

Demostracion. Consideramos I = {ax + by | z,y € A} y tenemos que a,b € I,

a=a-14+b-0€1 :
puesto que{ b—a-0+b-1el }.Veamos que [ es un ideal de A.

1. Sean w = ax1 + byy, 2 = axs + bys € A. Entonces:

w+ 2z =ary + by +axs +bys = alxy +x2) + by +y2) € 1

2. Sea w = ax + by, c € A. Entonces:

w = c(ax + by) = cax + cby = a(cx) + b(cy) € I

Entonces, como A es un Dominio Euclideo, por el Teorema 3.28, tenemos que
dd € I | I = dA. Notemos que d € I, por lo que Ju,v € A | d = au + bv. Queda por
tanto demostrada la Identidad de Bezout. Veamos ahora que d = mced(a, b):

1. Como a,b € =dA = {dx |z € A}, entonces Ja’,b' € A|a=dd N b=dl,
por lo que dla A d|b.

2. SeaceAlcla N clb=Fa" V' € Ala=cd" N b=cl'
d=au+bv=ca"u+ cb"v=cla"u+b"v) = c|d

Por tanto, tenemos que d = med(a, b). O
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3.4.1. Algoritmo extendido de Euclides

Sea A un DE con a, b € A siendo ¢ : A\ {0} — N la funcién euclidea de
A. Nuestro objetivo es calcular med(a,b) y u,v € A | med(a,b) = au + bv, los
coeficientes de Bezout de a y b.

Realizamos la siguiente divisién por casos:

1. Si ambos son cero: a =b=0= mcd(a,b) =0y 0=0-u+0-v Yu,v e A.
2. Si uno es cero (por ejemplo, a = 0), entonces med(0,b) =byb=a-0+0b- 1.
3. Sia # 0 # by suponemos (lo cual no es restrictivo ya que med(a,b) =

med(b, a)) ¢(a) = ¢(b):

Construimos una sucesion 71,7, . . ., 7; de elementos de A de forma recurrente.
Partimos de
rn=a AN ra==

Para el resto de valores, si r; # 0, entonces:

rivn = R(rioiym) Vi€ {2,...,n}

Consideramos ahora la sucesion {¢(r;)}. Tenemos que es estrictamente decre-
ciente, ya que por la definicién de funcién euclidea:

O(r1) = d(ry) > d(rs) > ... > d(r;) > ...

Por tanto, al ser una sucesiéon en N estrictamente decreciente y minorada
por el 0, tenemos que dn € N | r,,,; = 0. Demostremos a continuacién que
r, = mecd(a,b), es decir, que med(a,b) es el ultimo resto no nulo. Para ello,
demostramos por induccién que Vi € N se tiene que med(a,b) = med(r;, 7541):

» Sii=1= 1 =a, r, =b= mcd(a,b) = mcd(a,b), Cierto.

» Supongamos que ¢ > 1y que med(a,b) = med(r;_1,7;):

10)

med(a, b) o med(r;_1,7;) = med(r;_1—r;q;, ;) = med(rieq, ;) = med(ry, ri)

Por tanto, para ¢ = n tenemos que:
mced(a, b) = med(ry,, rpe1) = med(ry,, 0) =7,

es decir, que el mcd es el iltimo resto no nulo.

A continuacién, veamos que Vi € {1,...,n}, Ju;,v; | ; = au; + bv;. Hacemos
induccién en i:

s Sii=l—=nrn=a=u1=1ANv1=0

s Sit=2=—=1r9=b=uy =0 A 15=1
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= Supongamos que ¢ > 1y que r;_1 = au;_1 + bv;_1 A r; = au; + bv;:
Tis1 = Tim1—qir = aui—1+bvi1 —gi(au;+bv;) = a(vi-1—qui)+b(vi-1 —g;v;)
Por tanto, w11 = wi—1 — qu; N Vig1 = vim1 — qiv;.
En particular, med(a, b) = r, = au, + bu,.
Ejemplo. Trabajamos en Z y queremos hallar med(80, 30) y su identidad de Bezout.

T | Uiy | Ug
80| 1 0
30| 0O 1 80=30-2+20
200 1 | -2 30=20-1+10
10—-11] 3 20=10-240
0

Tt W N | .

Por tanto, tenemos que med(80,30) = 10 = —1- 80 + 3 - 30.
Las operaciones para hallar los coeficientes de bezout han sido:

U3:U1—QQUQ:]_—2’0:1 U4:U2—Q3U3:0—1'1:—1

V3=V — QU =0—2-1=2 Vg=vy—qsu3=1—1-(=2)=3

3.5. Ecuaciones Diofanticas

Definicién 3.11 (Ecuacién diofdntica). Llamamos ecuaciéon diofantica en un DI
A a cualquier ecuacion del tipo:

ax + by = c, a,bce A, a,b#0

siendo x e y las incégnitas a buscar.

Decimos que una solucién a la ecuacién diofantica anterior es (zo,y0) € A x A
si:
axg+ by = ¢
Teorema 3.29. Sea A un DE y consideramos la ecuacion diofdntica:
ar +by =c
Con a,b,c € A|a,b# 0 y con incdgnitas x e y. Sea d = med(a,b):

1. La ecuacion tiene solucion <= d|c.

2. Si (xg,y0) es una solucion particular de la ecuacion, entonces las demds solu-
ciones son del tipo:

b
r=x9+k-— y:yo—k;'a Vk e A

d d
Demostracion. Sea d = mcd(a,b), y sean a = da’, b = db/, con a/,t/ € A tal que

mcd(a’,b’) = 1. Entonces:
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1. Demostramos mediante doble implicacién:
—>) Supongamos que 3xg, Yo € A | azg + byy = c. Entonces:
c=dad'wg+ db'yy = d(a'xo + V'yy) = d|c
<=) Supongamos que d|c = 3¢’ € A | ¢ = dc. Entonces:
ar +by =c<=dd'v+db'y =dd <= dz+by="

Como med(a’, V) = 1, buscamos u,v € A |1 = a'u+ b'v con u,v € A los
coeficientes de Bezout.

l=du+bv<=d =dud +bvd = (xg =ud,yo = vc) es solucion.
2. Como la ecuacidn tiene solucién = djc = 3¢ | ¢ = dc’:
ar +by=c<=ddr+d'y=dd < dv+by=~
Sea (z,yo) una solucién, y consideramos k € A:
a'(xo+ kb)) + 0 (yo — ka') = d'zg + ka'b' + V'yy — ka'tl = a'wg + by =

Por tanto, (xg+ kb, yo — ka’) es solucién. Falta ver que no hay més soluciones.

Sea (x1,y;) otra solucién y veamos que es de la forma anterior:

adry+ by = =drg+byo = a'(x1 — x0) =V (y0 — 1)

Entonces, sabiendo que med(a’,b") = 1, tenemos que:

Va'(z1 — x0) mCd(a:’g):lb’]:cl —xo=3k €A |z —x9 =k = 21 =20 + KV
mcd(a’,b’)=1
a1V (o — 1) "L o — yy = Th € A | yo — y1 = ha' => y, = yo — ha

Nos falta ver que £ = h. Como A es un DI, tenemos que:

a(xy —x0) =0 (yo —y1) = kb =V'hd < k=h

Por tanto, las soluciones son del tipo:

b
(zo + kb, yo — ka') = (xo—i‘k'awo—k'g)

Ejemplo. Consideramos A = Zli]. Se pide resolver:
(—2+3i)z + (1 +i)y =1+ 114
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En primer lugar, calculamos el mcd para ver si la ecuacion diofantica tiene solu-
cion. Para ello, aplicamos el algoritmo extendido de Euclides. Para ello, en primer
lugar tengo que dividir r; entre o en Z[i]. En Q[i]:

2431 (-243)(1-i) 1,5

= —_ — _/l/

1+ 2 2 2
e . . 1 1 ) 1
Para dividir en Z[i], elegimos ¢, ¢ tal que 5@ < 5 A 5@ < 5
Sean gy =1 AN gg=2=q=14+2i AN r3=—-2+3i— (1+2)(1+1)

Por tanto, el algoritmo extendido de FEuclides queda de la siguiente forma:

7 T U; V;
1|—-243|1 0

21 141 0 1

3 —1 1| —-1—2
4 0

Entonces, tenemos el med:
med(—2 + 36,1 414) = —1 == med(—2 + 3i,1414) = 1

Como 1|(1 + 117) = la ecuacién tiene solucién. Para calcularla, partimos de la
identidad de Bezout:

1= (=243i)- 1+ (1+i)(—1 —20)
1= (=2 +3i)(=1) + (1 +4)(1 + 2i)
(1+118) = (=2 + 3i) (=1 — 114) + (1 + i) (1 + 2i)(1 + 114)
(1+118) = (=2 + 3i) (=1 — 114) + (1 + i) (=21 + 134)

Por tanto, una solucion particular es o = —1 — 117, yo = —21 + 13¢. La solucién
general es:

{x:—l—lli—i—a(l—i—i) Va € Zli

y=—21413i — a(—2 + 31)

3.6. Minimo Comun Miltiplo

Definicién 3.12 (Minimo comin miltiplo). Sea A un DIy a,b € A. Un elemento
m € A diremos que es un minimo comun multiplo (abreviado como mcm) y
notado m = mecm(a, b) si verifica:

1. alm A bjm,
2. Ve € A tal que ale A blc = m]c.

Observacion. No siempre existe el minimo comtn miltiplo de dos elementos.
Ademas, si existe no es tnico (lo es cualquier asociado a él, tinicamente). Para
verlo, si m = mcm(a, b), consideramos mu, con u € U(A). Entonces:

1. Como m|mu, y se tiene que a|m A b|m, por la transitividad, se tiene que a|mu
y blmu.
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2. Sic € A cumple que alcAb|e, entonces m|c; y la transitividad afirma que mulc

al tener que mu|m.

Por tanto, hemos visto que mu = mecm(a,b). Tenemos que el mem de dos ele-
mentos, si existe, es Unico salvo asociados. Hablaremos simplemente de mem de a y

b.
Definicién 3.13 (Minimo comun miultiplo generalizado). Sea Aun DIy aq,as,...,a, € A,
(n > 2), un minimo comun multiplo de a4, as, . .., a,, notado mem(ay, as, ..., a,) es

m € A tal que verifica:
L. a;lm Yie{l,...,n},

2. Sice Atal que a;lc Vie{l,...,n} = mjc.

Propiedades del mcm. Sea A DI, supuesta la existencia de los mem que inter-

vienen, tenemos que:

1. mem(a,b) = mem(b, a). En general:

mem(ay, . .., G, Qiy1, ) = MemM(ay, ..., Gig1, Ay ..., Qy), 1 =2, 0€{1,...,n}

La demostracion es trivial, ya que en la definicion no se establece ningtin orden.

. Sia~d = mcm(a,b) = mem(d,b).

Sea m = mcm(a, b). Entonces, alm. Ademads, por ser a ~ @', se tiene que d'|a.
Por la transitividad, a'|m. Ademads, se tiene también que bjm, por lo que la
primera condicién se tiene.

Veamos la segunda. Como a ~ d’, tenemos que c|a <= c|a’, por lo que Ve € A
se tiene que si c|a’ A c|b, entonces cla A c|b; y por tanto m|c. Por tanto, se
deduce que m = mem(a’, b).

. mem(a, b) = a <= bla. En particular: mem(a,0) =0 A mcm(a, 1) = 1.

—) mcm(a,b) = a = ala A bla.
<) Partimos de que b|a. Ademds, por reflexividad, tenemos que a|a. Enton-
ces, se tiene la primera condicién.

Ademds, como Ve € A | ale A blc se tiene que alc, tenemos la segunda
condicién. Por tanto, a = mem(a, b).

. mem(mem(a, b), ¢) = mem(a, b, ¢) = mem(a, mem(b, ¢)).

Demostramos en primer lugar la primera igualdad. Sea m = mem(mem(a, b), ).
Por tanto, mem(a, b)|mAc|/m. Ademés, como a| mem(a, b) Ab| mem(a, b); por la
transitividad se tiene que a|m Ab|m. Por tanto, se cumple la primera condicién
para que m = mecm(a, b, ¢).

Por la segunda condicién, tenemos que Vz € A tal que mem(a,b)|z A |z, se
tiene que m|z. Como mcm(a, b)|z, por la transitividad se tiene que alz A b|z.
Por tanto, como Vz € A tal que a|z A bz A ¢|z se tiene que m|c; entonces
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tenemos la segunda condicién y m = mem(a, b, ¢).

Una vez demostrada la primera igualdad, para la segunda tenemos que:

mcm(a, b, ¢c) = mem(b, ¢, a) = mem(mem(b, ¢), a) = mem(a, mem(b, ¢))

5. mem(ac, be) = mem(a, b)c.

Se deduce de forma directa de la definicién. Se deja como ejercicio.

6. med(a,b) = 1 = mcm(a, b) = ab.

Veamos las dos condiciones:
a) Claramente alab A b|ab.

b) Sea c € A tal que alc A blc N ablc.

mcd(a,b)=1

Teorema 3.30. Sea A un DE y a, b € A. Entonces 3mem(a,b). Se verifica ademds
que
mem(a, b) med(a, b) = ab

Demostracion. Sean I, = aA, I, = bA. Entonces, I = I N I, es un ideal de A
(vedmoslo):

1. Cerrado para sumas:

w,zelh, = w+zel

Vw’zel:{w,zeb — w+zel

}z>w+z€]

2. Cerrado para multiplos:

wel = wcel

YwelVee A—
wely = wcel

}:>ch]

Como A es DE = dm € A | I = mA. Veamos que m = mcm(a, b):

1. ComomG]:{mE[l:aA — a|m}

m € Iy =bA = blm

2. Sea ¢ € A tal que alc A blc = Fz,y € A| ¢ =axr A ¢ = br. Entonces,
tenemos que c € aA =11 N c € bA =1, = c € I = mA = m/|c. Por tanto,
m = mcm(a, b).

Veamos ahora la relacién entre el med y el mem dada. Si d = med(a, b), tenemos
que Ja’, b € A|a=da" N b= db con med(a’,b') = 1. Por la propiedad 6), tenemos
que mem(a’, b') = d'b/. Por tanto:

mem(a, b) med(a, b) = mem(da’, db') med(da’, db') = d-mem(a’,b')-d-med(a’, V') =
=d*-ad¥ =dd - db = ab

[]
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Corolario 3.30.1. Consecuencia del Corolario 3.28.1 y del Teorema 3.50.
Sea A un DE con a, b € A. Consideramos los ideales Iy = aA y I, = bA.
Entonces:

I=hL+L={ax+by|z,yec A}
J=LNI={abx | x € A}

son ideales. Se verifica que:
I = mced(a,b)A J = mem(a, b)A

Notemos que para demostrar que I y J son ideales no es necesario imponer que
A sea DE (lo es para demostrar que son principales), nos es suficiente con que sea
un anillo conmutativo.

3.7. Congruencias

Definicién 3.14 (Elementos congruentes). Sea A un anillo conmutativo (traba-
jaremos con DI) y sea I C A un ideal. Dos elementos a,b € A diremos que son
congruentes médulo 7, notado a =b mdd (I) 6 a =; b si:

a—bel

Notacion. Sea I el ideal generado por m € A; es decir, I = mA. Entonces si
queremos decir que a = b mdd (mA), podremos notar:

a=b méd (m) 6 a=,b
Por tanto:

a=b méd (m)<=a—-bemA<= mla—b<=3JkecA|la—b=kn <
< JdkeAla=km+b esdecir, bes un resto de dividir a entre m.

Notemos que si A =Z y m > 2. Entonces:
a=0b méd (m) < aR,b

Propiedades de las congruencias. Sean a,b,c,d € A con A anillo conmuta-
tivo, y sea [ un ideal. Entonces:
1. =+ mdd (I) es una relacién de equivalencia.

Demostramos las tres condiciones:

» Reflexividad: @ =a méd (I) <= 0 € [, lo cual es cierto.

» Simetria: Sia =b mdéd (I), entonces a—b € I. Por tanto, como es cerrado
para multiplos, tenemos que b —a € I, por lo que b=a mdéd ().

» Transitividad: Sia =b modd (I) A =c¢ méd (1), tenemos que a — b, b —
c € l. Entonces, a —b+b—c=a—c €I, por ser el ideal cerrado para
sumas. Por tanto, a = ¢ méd (7).
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2.a=0 méd (I) <= acl.

a=0 méd ()<= a—-0€l<=acl

a+c=b+c méd (1)
ac =be méd (1)

Veamos en primer lugar el resultado para la suma:

3.Sia=0b méd([)(z){ Ve € A.

a=b méd ([)<=a—-bel<=a+c—c—bel YVee A=
<— (a+c)—(b+c)el Vee A<= a+c=b+c mdd (I) Vee A

Veamos ahora el resultado para el producto:

a=b méd (I)<=a—-bel=cla—b) €l Vce A=
< ac—bce A Vee A<= ac=bc mdd (I) Vee A

a+c=b+d méd (1)
ac =bd méd (1)

Veamos en primer lugar el resultado para la suma:

4. Sia=b méd (I) N c=d méd(]):>{

a=b méd([)}

c=d mod (I) <:>{ CCaer }:(G_b)+(c_d)€]:>

c—del
— (a+c)—(b+d)el<—a+c=b+d mbd (I)

Veamos ahora el resultado para el producto:

RS P RS i el e

= c(a—b)+b(c—d) € I <= ac—bc+bc—bd € I <= ac—bd € | <= ac=bd mdbd (I)

A partir de ahora, sea A un DE y sea I = mA conm € A | m #0:

5. Sea r un resto de dividir a por m es decir, entonces a = r méd (m).

Dividimos a entre m: a =mg+r conr =0 V ¢(r) < ¢(m).

a—r=mg=a—remA<=a=r méd (m)

6. a=b modd (m) <= a y b tienen el mismo resto al dividirlos entre m.

=) a=b méd (m) <= a—-bemA<= ke Ala—b=km.
Dividimos b entre m: b =mq+r conr =0 V ¢(r) < ¢(m), por lo que r
es un resto de dividir b entre m.
Comoa—b=km=a=b+km=a=mq+r+km=m(q+k)+r
conr =0 V ¢(r) < ¢(m) por lo que r es un resto de dividir a entre m.
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<=) Supongamos que a =mq+7rconr =0 V @(r) < ¢(m)yb=mq +r.
Luego:

a—b=mq+r—mq¢—r=m(¢—q¢) = a-bemA<=a=>b mdbd (m)

ac = bc méd (m)
7. Si A = a=b mbd (m).
med(c,m) =1
ac =bc moéd (m) <= ac—bc € mA <= c(a—b) € mA = m|c(a—b) =

N mla—b=a—-bemA<=a=>b mbd (m)

med(c,m)=1

Notemos que el reciproco es cierto Ve € A sin tener que med(c, m) = 1.

8. Sea ¢ # 0. Entonces ac = be méd (me) <= a=b mbd (m).

ac = bc méd (mc) <= ac — bc € mcA <= Ik € A | ac — bc = mck <=
= a—-b=mk<=a—-bemA<=a=>b méod (m)

Cuidado con la propiedad 7: Si A = Z y queremos simplificar 30 =6 mdd (8):

30=6 mdd (8)
30=3-10
6=3-2
med(3,8) =1

2.10=2 méd (8)

No obstante,
10=2 mdd (8)
10=2-5
2=2-1
med(2,8) =2

yaqueb—1=4¢8Z=1{...,—-16,-8,0,8,16,...}

#5=1 mdd (8)

Lo que si podemos hacer es, usando la propiedad 8,

10=2 mdéd (8)

10=2-5 Y

2=2.1 L 5=1 méd (4)
8=2-4

240

que si es cierto: 5 — 1 =4 € 47

3.7.1. Ecuaciones de congruencias

Sea A un DE, estamos interesados en resolver en A ecuaciones de la forma:

ar =b mébd (m)

91



Algebra I 3. Divisibilidad en Dominios Euclideos

Con a,b,m € A, a,m # 0 y x incognita.

Sabemos por ahora que, si @ = 1 (o unidad), las soluciones son:
r=b méd (m) <= ax—-bemA<=xec{b+km|ke A}
Veamos el caso general:
Teorema 3.31. Sea A un DE, sea una ecuacion del tipo:
ar =b mébd (m)
Con a,b,m € A|a,m # 0 y x una incégnita. Sea d = med(a, m). Entonces:
1. La ecuacion tiene solucion <= d|b.

2. Supongamos que tiene solucion = d|b. Consideramos b = db/, a = dd/,
m = dm'. Entonces, la ecuacion anterior es equivalente (tiene las mismas
soluciones) a la ecuacion:

dr=b méd (m')
que llamaremos ecuacion reducida de la ecuacion primitiva.

3. Supongamos que tiene solucion y sea xy una solucion particular. Entonces, la
ecuacion reducida y la primitiva son equivalentes a la ecuacion:

r=x9 mod (m')
Por tanto, las soluciones de la ecuacion primitiva son {xo+ km’ | k € A}.
4. Supongamos que tiene solucion. Entonces, podemos encontrar una solucion:
Yo €Alyo=0 V ¢(yo) < d(m)

que llamaremos solucidon optima de la ecuacion. y usaremos para dar el
congunto de soluciones del sistema:

{yo+Em' | ke A}

Demostracion. Demostramos cada una de las partes:
1. La ecuacion primitiva tiene solucion si y solo si:
drg € A|laxg=b méd (m) <=
< dxg€A|arg—beEmA<=Txp € A N Jyo € A | axg—b=my, <

<= 3z, Y0 € A | axg — myy = b <= La diofdntica ax — my = b tiene solucién <=
<= mcd(a, —m) = med(a, m)|b <= d|b

2. Suponemos que tiene solucién; es decir, que d|b. Entonces, por lo visto y por ser

d = mcm(a, m), entonces da’, b/, m’ € A tales que a = da',b = db/,m = dm’'.
Entonces:

arg=b méd (m) < da'xg=db méd (dm') < d'zg=b mdd (m')
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3. Suponemos que tiene solucion:
ar=b méd (m) < dx =0V méd (m') con med(a’,m’) =1
Sabemos por el Corolario 3.28.1 que Ju,v € A | 1 = a’u + m’v. Entonces:

1 =dut+m'v < du—1=-mv < du=1 mdd (m') 2 dubl =1 méd (m')

Por tanto, xy = ub’ es solucién de la ecuacién reducida (y por tanto, de la
primitiva).
Es claro que Vk € A, x¢ + km' es una solucién, puesto que:
d (zo+km')=b" = d'zvo+km'd =0 = d’'xg — V' +km'd’ = kd'm'+k'm’ = (K'+ka")ym’ € m'A
k
/m/

Veamos que todas las soluciones son de dicha forma. Sea 1, otra solucién.
Entonces:

ayo =0 méd (m') ) [ dy=dxry méd (m') | 1
{ drg=V méd (m) — med(a’,m’) =1 —

= 9o =19 mdd (m') = gy es solucion de x =y mdd (m')
Por tanto, tenemos que la ecuacién es equivalente a x = xy mdd (m’).

4. Sea xy una solucién. Dividimos xq entre m’ y obtenemos zo = m/q + 1o con
Yo =0V 9(yo) < o(m).
Por la divisién, tenemos que zg = yo méd (m'); y sabiendo que med(a’, m’) =
1, tenemos que a'ry = a'yy mdd (m’). Por otro lado, tenemos que xy es una
solucién. Entonces, a'zg =0 méd (m').

De ambas congruencias, por transitividad tenemos que a'yy = 0 méd (m/),
de donde deducimos que yy es una solucién, la denominada 6ptima.

O
Ejemplo. Resolver en Z:
1. 60z =90 mdd (105).
Veamos en primer lugar si tiene solucion:

med(60,105) = 15 A 90 = 15 -6 = 15|90 = S tiene solucién.

Tenemos que la ecuacién reducida es 4x = 6 méd (7), con med(4,7) = 1.

Buscamos los coeficientes de Bezout: u,v € Z | 1 = 4u + 7v. Aplicando el
algoritmo extendido de Euclides, llegamos a que 1 =4 -2+ 7(—1). Luego:

4-2=1 méd (7)=4-2-6=6 mdd (7)=4-12=6 mdd (7)
Por lo que zy = 12 es solucién particular del sistema.

No obstante, no es la éptima, ya que 12 # 0 y |12| £ |7|. Dividimos zy = 12
entre 7 para buscar la éptima: 12 =7-1+5 = yp = 5 es la solucién éptima.

Por tanto, la ecuacién es equivalente a x = 5 méd (7) y sus soluciones son:

{547k | k € A}.
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2. 1100z = 660 méd (140).

1100z = 660 m6d (140) €2 1102 = 66 méd (14) <2 552 = 33 méd (7)

55z =33 mdd (7)

25=11-5 7) _ ,
33— 11.3 <= 5r=3 mdd (7)
med(11,7) =1

b =3 méd (7)
Sr = -2z méd (7) <= —2r=—-4 mdd (7)

3=—-4 mdd (
—2r=—-4 mdd (
9= -92.1 N ,
_4__2 2 <=2 =2 mdd (7)
med(—2,

12| < |7| = yo = 2 es solucién 6ptima del sistema. Por tanto, el conjunto de
soluciones de la ecuacion es:

(24 7k | ke A}

Una solucién alternativa al ejercicio es, cuando tenemos 5z = 3 méd (7),
podemos darnos cuenta de que 57! = 3 en Z;.

50=3 méd (7)< 5-5'2=3-3 méd (7)< z=2 mdd (7)

3.7.2. Sistemas de 2 ecuaciones de congruencias
Sea A un DE, queremos resolver sistemas de ecuaciones de congruencias con dos
ecuaciones de la forma:
ax = by méd (my)
asx = by méd (my)
Con a;,b;,m; € A|a; #0# m; coni € {1,2}.

Supongamos que cada ecuacién tiene solucién (de forma independiente) y entonces
da,b € A tales que el sistema anterior es equivalente a uno de la forma:

12y med ()]

Con a,b,m,n € A|m #0 #n.

Teorema 3.32. Sea A un DE y consideramos un sistema de la forma:

o o |

T
T

Con a,b,m,n € A|m #0 #n.
Sean d = med(m,n), p = mem(m,n):
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i) El sistema tiene solucion <= a =b mdd (d).
i1) Si el sistema tiene solucion. Entonces, existe una solucion:
g€ A|zg=0 V ¢(x0) < &(p)

Que llamaremos solucion optima del sistema. Por tanto, el resto de so-
luciones seran de la forma:

{xo+kp| ke A}
Y por tanto, el sistema serd equivalente a la ecuacion:

r=1z9 mdd (p)

Demostracion. Suponemos inicialmente que la primera ecuacion tiene solucién, ya
que si no la tuviera, tenemos claro que el sistema tampoco.
i) La solucién general de la primera ecuacién es, por el Teorema 3.31:
r=a+km|keA

Sustituimos en la segunda ecuacién y, entonces, el sistema tiene solucién si la
ecuacion
a+km=b mbd (n)

Con incégnita k tiene solucion:

at+km=b moéd (n) <= km =b—a mdd (n) <= dlb—a <= a=b mdd (d)

ii) Suponemos que tiene solucion = km = b —a maéd (m).
Sea kg una solucién particular, sabemos que la solucién general es:

k:ko+t% Vie A

r=a+km=z=a+ <k0+t%>n:a+k0n+t% =a+ kon +tp
Por lo que xg = a-+ kgn es una solucién particular del sistema y las demés son:
{zo+tp|te A}
Si dividimos z entre p, obtenemos que xg = gp+yo con yo = 0 V d(yo) < d(p).
Yo =xo mbd (p)

Luego yg también es solucién del sistema; es la éptima.
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Ejemplo. Calcular la menor capacidad posible de un depédsito sabiendo que a un
depostio de doble capacidad le ha faltado 1 litro para llenarlo con garrafas de 5 litros
y que a uno de quintuple capacidad le ha faltado también 1 litro para llenarlo con
garrafas de 7 litros.

Sea x la capacidad buscada:
2z + 1 es divisible por 5 y 5z 4 1 es divisible por 7 luego:

2e+1=0 mdd (5) <= 2z=-1 mdd (5)
5r+1=0 méd (7) < br=-1 mdd (7)

Buscamos la solucién de cada sistema (si una no tiene solucién, el sistema no tiene
solucién):

2 = —1 mod(5>}(:>2xz4 méd (5)

—1=4 mdd (5)
2r =4 mdd (5) _ ,
med(2,5) = 1 }(:x:Q méd (5)
br=—1 mdéd (7) _ ,
“1=6 mod (7) }<:>5x:6 mod (7)

med(5,7) =1 A 1|6 = tiene solucién.

Buscamos la solucion de la segunda ecuacion, buscando la identidad de Bezout para
S5y T:

1=5-3+7(-2)=5-3=1 mdd (7)«<=5-3-6=6 mod (7)

Por lo que zyp = 3 - 6 = 18 es una solucion particular.

Recordamos que en Z, la funcién euclidea es el valor absoluto, antes de continuar.
|18 £ |7|. 18 =2 -7+ 4 = yo = 4 es la solucién éptima de la ecuacion.

Por tanto, la ecuacién es equivalente a: © =4 mdd (7) y el sistema es equivalente
a:

r=2 mdd (5)
r=4 méd(?)}

Que tiene solucion si:
=4 mdéd (med(5,7)) <= 2=4 mdd (1) <= 2 -4 € 1A = A, Cierto.

La solucién de la primera ecuacién es x = 2+ 5k | k € A. Sustituimos en la segunda:
2+5k=4 méd (7) <=5k =2 mdd (7)
Buscamos la identidad de Bezout:
1=5-34+7(-2)=5-3=1 méd (7)) <=5-3-2=2 mdd (7)

Luego ko = 6 es solucién particular de esta. De hecho es la 6ptima, ya que |6] < |7].
La solucén general es k =6+ 7t |t € A.
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Entonces:
r=2+4+5k=2+5(6+T7t)=32+35t|t€Z

Siendo 32 la solucién éptima del sistema.

Buscamos la menor soluciéon no negativa del sistema, que resulta ser la é6ptima. Por
tanto, el depdsito era de 32 litros.

3.7.3. Sistemas de r ecuaciones de congruencias

Sea r > 2, consideramos un sistema de la forma:

ajz =b; mdd (my)
asr = by mbd (my)

a,x =b, méd (m,)

1. Resolvemos cada una de forma independiente y si todas tienen solucion, el sistema
sera equivalente a:

r=c mbd (ng)

r=cy mobd (ng)

r=c¢ mod (n,)
Para ciertos c¢1, ¢, ...,¢,n1,N9,...,n, € A.

2. Resolvemos el sistema de las dos primeras ecuaciones y si tiene solucién, obten-
dremos una ecuacién r = ¢ méd (n) con n = mem(ng,ny),c € A equivalente a

dicho sistema:
r=c mod (n)
r=cy mobd (nsg)

r=c¢ mod (n,)

3. Repetimos el proceso r — 1 veces, obteniendo que si todos los sistemas anteriores
tenian solucion, el sistema de r ecuaciones es equivalente a una ecuacion del tipo:

r=a mod (m)
Para cierto a € Ay m = mem(ny, ng, ..., n,), que tendrd como solucién el conjunto:

{a+km | ke A}
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3.8. Anillos cocientes

Sea A un anillo conmutativo e I C A un ideal.
Sabemos que = mdd (1) es una relacién de equivalencia. Consideramos el conjunto
cociente:

A/(= mdd (1)) = A/l ={a] | a € A}
a]={beAlb=a mdéd (I)} ={beA|lb—acl}={a+y|yel}
Notaremos a la clase de cada elemento a € A por a + I:
la] =1a+1
A la que llamaremos clase de a médulo I. Por tanto:
A/l ={a+1|ac A}
Notemos que:

a+I=b+1<=a=b mbd (I)

Definimos en A/I las operaciones suma y producto Ya; + I, as + I de la forma:
(a1 + 1)+ (ag+I):= (a1 +a)+ 1

(ay + D(ag + 1) := (ara9) + 1
Demostracion.

Veamos que se encuentran bien definidas (que no dependen del representante):

Suponemos atl=b+l = a=bh mOd(I)}:

as+I=by+1 = ay=0by, méd (I)

— a1+a25b1—|—b2 méd(]) (a1+a2)—|—]:(b1—|—b2)+l
a1a9 = blbg mod ([) (alag) + I = (blbg) + I

]

Proposicién 3.33. Se verifica que con estas operaciones, A/l es un anillo con-
mutativo, que llamaremos anillo cociente de A sobre el ideal I ¢ anillo de
restos maodulo I.

Demostracion.
Va+I,b+1,c+1€ A/l

Asociativa de la suma:
(a+D+OG+I)+(c+)=((a+b)+I)+(c+)=(a+b+c)+ 1=

=(a+D)+(b+o)+D=(a+ D)+ (b+ 1)+ (c+1))

Conmutativa de la suma:
(a+D+0+D=@+b)+I=0+a)+1=0b+1)+ (a+1)
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Existencia de elemento neutro de la suma:
0+71cA/l|(a+1)+(0+1)=(a+0)+I=a+1
Existencia de opuestos:
(—a)+1ecA/l|((—ma)+I)+(a+1)=(—a+a)+1=0+1
Asociativa del producto:
((a+I1)(b+I))(c+1I) = ((ab)+I)(c+I) = (abe)+I = (a+1)((bc)+1) = (a+1)((b+I)(c+I))
Conmutativa del producto:
(a+1)(b+1)=(ab)+1=(ba)+1=(b+1)(a+1I)
Existencia de elemento neutro del producto:
1+T1e€A/ll(a+1)1+)=(a-1)+1=a+1
Propiedad distributiva:
(a+D((b+1)+(c+I)=(a+I)((b+c)+1I)=(alb+c))+1=

=(ab+ac)l = ((ab) + 1)+ ((ac)+ 1) =(a+ )b+ 1)+ (a+ I)(c+ 1)

Por lo que A/I es un anillo conmutativo. []

Notemos que si A =Z e I = nZ.
Entonces, como a =b méd (n) <= aR,b Va,b € Z:

Z/nZ =7/ R, = T,

Definicién 3.15 (Nicleo de homomorfismo). Sea f: A — B un homomorfismo de
anillos, definimos su nicleo, notado Ker(f), como:

Ker(f) ={ae A f(a) = 0}

Proposicion 3.34. Sea A un anillo conmutativo y consideramos un homomorfismo
f A= B de anillos. Entonces:

Ker(f) es un ideal de A
Demostracion.
Va,be Ker(f) = fla+0b) = f(a)+ f(b))=04+0=0=a+be Ker(f)

Va € Ker(f) Yee A= f(ca) = f(c)f(a) = f(c)-0=0=> ca € Ker(f)

Antes de ver el siguiente teorema, recordamos la Proposiciéon ?77.
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Teorema 3.35 (Primer teorema de isomorfia).
Todo homomorfismo de anillos conmutativos f : A — B induce un isomorfismo

[ A/Ker(f) = Img(f)
Definido por:

fla+ Ker(f)) := f(a) Va + Ker(f) € A/Ker(f)

Demostracion. _
1) Veamos que f esta bien definida y que no depende de representantes:

Sea a4+ Ker(f) =b+ Ker(f) <= a=0b mdd (Ker(f)) <= a—bec Ker(f)

0=fla—0b)= f(a) = f(b) < f(a) = f(b)

2) Ahora, veamos que f es un homomorfismo. Va,b € A/Ker(f):
J(a+ Ker(f)) + (b+ Ker(f))) = [((a+) + Ker(f)) = f(a+b) = f(a) + f(})
J((a+ Ker(f))(b+ Ker(f))) = f((ab) + Ker(f)) = f(ab) = f(a) ()

f(L+Ker(f)) = f(1) =1
3) Veamos que f es sobreyectiva:
Img(f) = {f(a) | a € A/Ker(f)} = {f(a) | a € A} = Img(f)
4) Veamos que f es inyectiva:
Va+ Ker(f),b+ Ker(f) € A/Ker(f)| fa+ Ker(f)) = f(b+ Ker(f))
fla+Ker(f)) = f(0+ Ker(f)) = f(a) = f(b) = 0= f(a) = f(b) = f(a—1D)

fla=b) =0=a—be Ker(f) = a=b méd (Ker(f)) = a+Ker(f) =b+Ker(f)
[

Teorema 3.36. Sea A un DE y I = mA conm € A|m #0 AN m ¢ U(A).
Entonces:

i) a+mAeU(A/mA) <= mcd(a,m) = 1.
it) Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) m es irreducible.
2) A/mA es un cuerpo.
3) A/mA es un DI
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Demostracion.
i)
=) Sea a + mA € U(A/mA). Entonces:

Ib+mAeA/mA|1+mA=(a+mA)b+mA) = (ab) + mA =

= ab=1 méd (m) = mlab—1=Jg€ A|lab—1=¢qm

1l=ab—qm
d = mcd(a, b)

<=) Sea mcd(a,m) = 1, elegimos los coeficientes de Bezout:

}:>d|1:>d€U(A) = d ~ 1 = mcd(a,m) = med(a,1) =1

wv€EA|ll=au+mv=—=au=1 méd (m)—=
= (a+mA)(u+mA) = (au) + mA=1+mA = a+mA eclU(A/mA)
i)
1) = 2) Suponemos que m es irreducible:
Va+mAeA/mA|la+mA#0+mA=— a¢mA=m ja

Como m es irreducible y m fa = mcd(a, m) = 1.

Por i), tenemos que a + mA € U(A/mA) = U(A/mA) = A/mA\ {0} = A/mA
es un cuerpo.

2) = 3) Cierto por el Lema ?7?.

3) = 1) Suponemos que A/mAes DI = m #0 A m ¢ U(A)

Vac Alalm = Jdbec A|m=ab=

= 0+ mA=m+mA = (ab) + mA = (a + mA)(b+ mA)
Como A es DI:

a+mA=0+mA=acEmA=a=md d €A

m=ab=—=m=mdb—db=1=beU(A) = a ~m = m irreducible

b+mA=0+mA=bemA=b=mb b e A
m=ab= m =mab' = all =1 = a € U(A) = b ~ m => m irreducible
O]

Ejemplo. Sea A = Z, consideramos [ = 153Z y 7Z/153Z = Z5s.
Estudiar si 2 € U(Z153) y encontrar 271,

mcd(?, 153) =1=2¢ U(ng)
Buscamos los coeficientes de Bezout: 1 = 2(—76) 4 153 - 1:

2(=76) =1 mdd (153) = 271 = —76 = 153 — 76 = 77
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Corolario 3.36.1. del Teorema 3.56.
1) Sea n > 2. Entonces Z,, es un cuerpo <= n es irreducible (primo en Z).
2) Sea K un cuerpoy f € Klx] | f#0 A f ¢ U(K|x]) es decir, f no es constante.
Entonces:
Klz|/fK[x] es un cuerpo <= f es irreducible

3) Sean € {-2,-1,2,3 ya € Z[\/n] | a 0 N o & U(Z[/n]) es decir, N(a) ¢
{0,—1,1}. Entonces:

Z[V/n]/aZ\/n] es un cuerpo <= « es irreducible.

Por tanto, sabemos que si p € Z es primo = 7Z, es un cuerpo finito de p
elementos:

Z,={0,1,...,p—1}

Proposicién 3.37. Sea p € Z irreducible (primo), consideramos Z,[x] y f € Z,|x] |
f=ay+ax+...+a,2" n>1. Entonces:

Lyl ] fZ,]x] es finito

Demostracion.
Vg + fZ,|x] € Z,|x]/ fZ,[x] dividimos g entre f:

g=fqg+r|r=0V grd(r) <grd(f)=n

r:bo—{—blx—i—...—l—bn,lx"_l biEZpViE{l,...,n}

Luego g —r = fg=g=r méd (f) = g+ fZyx] =r+ fZ,[x]
Por lo que todos los elementos de Z,[x]/ fZ,[z] son de la forma:

cotar+...tep 2"t Ve, €Z, Vi€ {l,...,n}
Es decir, en Z,[z]/fZ,[z] hay p™ elementos. O

Teorema 3.38 (Teorema de Moore). Sea p € Z irreducible y f € Zy[z] irreducible.
Entonces:
Zy|x]] fZy[x] es un cuerpo con p" elementos.

L]/ fLp|x] =: Fp"
Demostracion. Véase el Teorema 3.36 y la Proposicion 3.37. [

Definicién 3.16 (Primos relativos). Sea A un DI, dos elementos a,b € A diremos

que son primos relativos si:
mcd(a,b) =1

Definicién 3.17 (Funcién de Euler). La funcién de Euler es una aplicacién:
v : N\ {0} — N\ {0}
Definida por:

en)={meN|1<m<n A med(m,n) =1}
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Es decir, la funcién de Euler cuenta el niimero de primos relativos que son me-
nores a un cierto n:

p(1) =1
p(2) =1
p(3) =2
p(4) =2
p(5) =4
Notemos que:
p(n) = |U(Zy)]

Ya que:
U(Zy,) ={m € Z, | mcd(m,n) =1}

Proposicion 3.39. Sean A y B dos anillos conmutativos. Entonces:

Ax B

Es un anillo conmutativo.

Demostracion. Buscamos definir unas aplicaciones suma y producto que cumplan
con las condiciones para que A X B sea un anillo conmutativo.
Definimos + : A x B — A x B como:

(a,b) + (¢,d) := (a+ ¢, b+ d) Y(a,b),(c,d) e Ax B
Y definimos también - : A x B — A x B como:
(a,b) - (c,d) := (ac, bd) V(a,b),(c,d) € Ax B

Veamos que con esta suma y producto Ax B es un anillo conmutativo: V(a, b), (¢, d), (e, f) €
A x B:

Asociativa de la suma:
((a,0) + (e, d)) + (e, f) =(a+cb+d)+ (e, f)=(at+ct+eb+d+ [)=

=(a,b)+ (c+e,d+ f) = (a,b) + ((¢,d) + (e, f))

Conmutativa de la suma:
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) + (a,b)
Existencia de elemento neutro de la suma:
(0,0) € Ax B|(0,0)+ (a,b) = (a+0,b+0) = (a,b)
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Existencia de opuesto:
(—a,—b) € Ax B | (—a,—b) + (a+b) = (—a+a,—b+b) = (0,0)
Asociativa del productor:
((a,b)(c, d))(e, f) = (ac,bd)(e, f) = (ace, bdf) =
= (a,b)(ce, df) = (a,b)((c, d) (e, f))

Conmutativa del producto:
(a,b)(c, d) = (ac, bd) = (ca, db) = (c, d)(a,b)
Existencia de elemento netro del producto:
(1,1) € Ax B | (1,1)(a,b) = (a-1,b-1) = (a,b)
Propiedad distributiva:
(a,b)((c,d) + (e, [)) = (a,b)(c + e, d+ f) = (alc+€),b(d + [)) =
— (ac+ ae,bd + bf) = (ac, bd) + (ae,bf) = ((a,b)(c,d)) + ((a, b)(e, f))

]

Notemos que si tenemos A, B anillos conmutativos y consideramos A x B, este
ultimo conjunto puede ser también un anillo conmutativo con suma y producto
distintas a las especificadas en la proposicién.

Teorema 3.40 (Teorema chino del resto).
Sea A un DE y m,n € A | med(m,n) = 1. Entonces:

A/(mn)A= A/mA x A/nA
Demostracion. Definimos la aplicacion f: A — A/mA x A/nA por:
fla)=(a+mA,a+nA) Yae A
Que es un homomorfismo de anillos. Va,b € A:
fla+b) = ((a+b)+mA, (a+b)+nA) = ((a+mA)+(b+mA), (a+nA)+(b+nA)) =

= (a+mA,a+nA) + (b+mA,b+nA) = f(a) + f(b)
f(ab) = ((ab) + mA, (ab) + nA) = ((a + mA)(b+ mA), (a + nA)(b+nA)) =
= (a+mA,a+nA)(b+mA,b+nA) = f(a)f(b)
f(1) = (14+mA,1+nA)

Veamos ademds que f es un epimorfismo (que es sobreyectiva):
Sea (a +mA,b+nA) € A/mA x A/nA, consideramos el sistema:

r=b modd (n)

{xza méd (m)
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Que tiene solucién, ya que a = b méd (med(n,m)) <= a = b mdd (1), cierto
Ya,be A
Luego dxg € A tal que:

ro=a méd (m) <= zo+mA=a+mA

z0=b méd (n) <= x9+nA=b+nA }=>f(xo)=(a+mA,b+nA)

Aplicando el Primer Teorema de Isomorfia, tenemos que f induce un isomorfismo:
fiA/Ker(f) — Img(f) = A/mA x A/nA
fla+ Ker(f)A) := f(a) = (a +mA,a+nA) Ya+ Ker(f)Ac A/Ker(f)

Veamos que Ker(f) = (mn)A:
Ker(f)={a€ A| f(a) = (0+mA,0+nA)} = {a € A | a+mA = 0+mAA a+nA = 0+nA} =
={acAla=0 méd (m) AN a=0 méd (n)} ={ac A|mla N n|a}

Siae Ker(f) = mla A nla = mcm(m,n)|a.

mem(m, n)|a
med(m,n) =1

Luego Ker(f) C (mn)A.

} — mcm(m,n) = mn = mnla = a € (mn)A

Siae (mn)A= f(a) = (a + mA,a+nA). Pero:
a€(mn)A=aecmA=a+mA=0+mA
a€(mn)A=aenA=a+nA=0+nA
Luego a € Ker(f) = (mn)A C Ker(f)

Y por doble inclusién tenemos que Ker(f) = (mn)A.

Por lo que tenemos un isomorfismo:
frA/(mn)A — A/mA x A/nA
Por lo que A/(mn)A = A/mA x A/nA O

Corolario 3.40.1. de 3.40.
Sean m, n € Z | m,n > 2 y med(m,n) = 1. Entonces:

Ly = Ly X L,

Notemos que si f : A — B es un isomorfismo de anillos, la restriccion de f a
U(A) nos da una biyeccién

f:U(A) - U(B)

Ya que si f es un homomorfismo y a € U(A) = f(a) € U(B).
Por tanto, [U(A)| = |U(B)].

Aunque no nos sera necesario ahora, damos la definicién de ntiimero primo:
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Definicién 3.18 (Primo). Sea A un DI. Un elemento p € A diremos que es primo
sip#0, p¢U(A) y siempre que:
plab = pla A plb Va,be A
Considerando el contrarreciproco, que sia,b € A|p fa N p Jo = p fab
Lema 3.41. Sea p primo, p>2, m €N conm >1ye € N|e> 1. Entonces:
med(m,p°) =1 <= p fm

Proposicion 3.42. Sea ¢ la funcion de Euler. Se verifica:
1) Sean m,n € N|m,n>2 A mecd(m,n) =1 = @p(mn) = p(m)p(n).
2) Sea p primo conp>2yeeN|e>1= p(p°)=p~p—1).
3) Sean €N conn>2yn=p'ps*...pf su factorizacion en primos:

p(n) =pP ™ o= D = 1) (o — 1)
Demostracion.
1)
p(mn) = [U(Zyn)|
Como mcd(m, n) = 1, aplicando el Teorema Chino del Resto:
Loy = Loy X Lo,
y dicho isomorfismo induce una biyeccion:
U( L) = ULy, X L)
p(mn) = U(Znn)| = U( L% Zn)| = [U(Zin) xU(Zy)| = U(Zw)|[[U(Zn)| = o(m)p(n)

e(p’)=|{meN|1 p° A med(m,p®) =1} =
=p =l{meZll p° A med(m, p°) # 1}
Por el Lema 3.41 tenemos que med(m, p®) = 1 <= p fm. Luego:

Sm <
Sm <

med(m, p®) # 1 <= p|m
@) =p —[{meN[1<m<p° A plm}| =
=p = Hpk [ 1<k<p ™Y =p"—p" ' =p"(p—-1)

€1 €2 1) e er
o(n) = p@i'py’ ... p) =@ )ePy) - . e(py)
e1—1 eo—1 er—1

=p (p—)p (2 —1)..pr T — 1) =
=pip2 e pr = D(pe— 1) ... (pr — 1)

2
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Proposicién 3.43. Sea A un anillo conmutativo con [U(A)| =r > 1 y sea u €
U(A). Se verifica que:
u =1

Demostracion. Sea U(A) = {uy, ug, ..., u,}. Tomamos u € U(A).
Definimos f : U(A) — U(A) por:

fu) == uu; Vu; € U(A)
Veamos que f es inyectiva. Sean u;, u; € U(A) | f(u;) = f(u;):
flu) = f(uj) = uu; = vu; = u; = v 'uu; = u;
Como U(A) es finito = f es biyectiva = es sobreyectiva = Img(f) = U(A)
Img(f) ={f(w) | w € U(A)} = {uuy, uug, ... ,uu,} =U(A) = {uy,ug, ..., u.}
Luego: )
ﬁuui = ﬁul — urﬁui = l_Iuz —u" =1
i=1 i=1 i=1 i=1
[
Teorema 3.44 (de Euler). Sean € Z | n > 2. Va € Z | med(a,b) = 1. Se verifica:
a?™ =1 méd (n)

Demostracion.
Seaa €Z conn €Z |n >2|med(a,n) = 1. Entonces, por el Teorema 3.36:

mcd(a,n) =1 = a+nZ € U(Z/nZ)
Como ¢(n) = |U(Z/nZ)|, por la Proposicién 3.43:

(a+nZ)?™ =1+ nZ

e(n) — 4
(a + nZ)‘P(n) e a@(n) + TLZ } = a - 1 mOd (n)

Teorema 3.45 (El pequeno Teorema de Fermat).
Seap €Z, p>=2 primo. Ya € Z | p fa. Se verifica que:

a?'=1 mdd (p) <= a’ =a mdd (p)
Demostracion. Seap € Z | p > 2 primo a € Z | p fa. Por el Lema 3.41:
p fa = mcd(a,p) =1
Luego por el Teorema 3.44:

a*® =1 méd (p)

p—1 — . p— i
o(p)=p—1 }:>a =1 mdd (p) < a’ =a mdd (p)
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Corolario 3.45.1. del Teorema 3.44.
Sea n > 2. Entonces ¥r € U(Zy,), se verifica que:

™ =1 en Z, < r~t = pr-1
Demostracion. Por el Teorema 3.44, tenemos que:
r™ =1 méd (n) <~ r?) =1 en Z, < r~' = pe-1

1

Donde el tltimo paso se obtiene muliplicando por r~* en ambos lados. O

Corolario 3.45.2. del Teorema 3.45.
Seap € Z, p = 2 primo. Entonces Vr € Z,, v # 0. Se verifica que:

Pl =1enZ,<= 1" =1renZ,
Demostracion.
Z,=A{0,1,....p -1} =VreZ,|r#0=1p Jr
Aplicando el Teorema 3.45, tenemos que:
rP1=1 méd (p) =" '=1lenZ,<= " =renZ,
Donde el tltimo paso se obtiene muliplicando por r en ambos lados. O

Ejemplo. Calcular el resto de dividir 2793 entre 17.

Calculamos el resto de dividir 279 entre 17: Como 279 = 17-16 + 7:
279 =7 mdéd (17) = 279°% = 7% mdd (17)

Por tanto, el resto buscado es el mismo resto que al dividir 7323 entre 17.

Como med(7,17) = 1 = 7717 =1 méd (17), por el Teorema 3.44.
Como 17 es primo: ¢(17) = 17 — 1 = 16, por la Proposicién 3.42. Por lo que:

7%=1 méd (17)

Dividimos 323 entre 16:
323 =20-16+3
7323 — 716~20+3 — (716)20 . 73 =1- 73 _ 73 méd (17)

Donde hemos aplicado que:

=1 méd (17) = (7")* =1* méd (17)

Finalmente, calculamos el resto de dividir 72 entre 17: 72 = 343 = 20- 17+ 3 =
72 =3 mdd (17). Luego:
279°% =3 mdéd (17)
Por lo que:

R(279%%3,17) =3
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Teorema 3.46 (Teorema chino del resto generalizado).
Sea A un DE y my,mq,...,my € A con k > 2 tales que med(m;, m;) =1
Vi,j€{1,...,k}|i#j. Entonces:

Al(mimgy...mp)A = A/miA X A/maA x ... x A/mi A

Lema 3.47.
Sea A un DE y my,ma,...,myu € A con k > 2 tales que med(m;, m;) =1
Vi,j €{1,...,k}|i+# j. Entonces, Vai,as, ... ,ar € A, el sistema:

r=a; moéd (my)
T =ay; moéd (ms)
xr=ap méd (my)

Tiene solucion.

Ademds, si c € A es una solucion particular del sistema, entonces sl sistema es
equivalente a:
x=c méd (mymy...my)

Demostracion. Realizamos induccion en k.
Si k = 2, tenemos un sistema de la forma:

r=a mod (my)
r=ay mod (my)

Que tiene solucién <= a; = a; mdd (med(my, my)) <= a; = az méd (1), cierto
siempre.
Ademas, si ¢ es una solucion particular = sabemos que el sistema es equivalente
a:

r=c moéd (mem(mq,my))

Pero como med(my, ms) = 1 = mem(my, me) = mymsy. Luego el sistema es equi-
vlente a:
r=c méd (mymy)

Sea k > 2 y supongamos que:

r=a; méd (m)
r=ay méd (my)

T =ag; moéd (my_1)

Tiene solucién y que si d € A es una solucién particular, entonces el sistema es
equivalente a:
r=d méd (mymsg...my_1)
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Counsideramos el sistema:
r=a; méd (m)
T =ay; moéd (msy)

Que es equivalente a:

r=d mod (mymsy...mg_q)
r=a, mbéd (my)

Puesto que med(mg,m;) =1 Vie {l,...,k—1}.
Entonces: med(mymsy ... mg_1,my) = 1. Luego:

d=a;, méd (med(mimy...mg_1,my)) <= d=a; mdd (1) <= el sistema tiene solucién
Ademds, como med(mymy ... mg_1,my) = 1 = mem(mimy ... Mg_1, My) = MMy ... My_1My.
Por lo que el sistema serd equivalente a (si ¢ es una solucién particular):

r=c méd (mymsy...my)
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4. Dominios de factorizacion
unica

Definicién 4.1 (Divisor propio). Sea A un DI y @ € A. Un divisor no trivial de a
sera un divisor propio de a. Es decir, es

be A|bd U(A) A bla A a fb

Definicién 4.2 (Dominio de Factoriazacién Unica).
Sea A un DI. Diremos que es un dominio de factorizacién tnica (abreviado
DFU),siVa € A|a#0 A a ¢ U(A) podemos expresarlo como:

a=pips...ps | p;i es irreducible Vi € {1,..., s}
Ademas, tal factorizacion es esencialmente tnica en el sentido de que si:
a=qqs...q | g esirreducible Vi e {1,...,r}

Es otra factorizacién en irreducibles de a, entonces tenemos que r = s y que, reor-
denando si fuera necesario:

pi~q Vie {1,...,8}
Ejemplo. Un ejemplo de que dos factorizaciones sean esencialmente iguales es, por
ejemplo:
—6=-2-3
—6=2-(-3)
2~ =2 N 3~-3

En cualquier dominio de integridad A, podemos elegir un conjunto P # 0 repre-
sentativo de sus elementos irreducibles, en el siguiente sentido:

1) Vp € P = p es irreducible.
2) Si g € Airreducible = dp € P | p~q.
3) SippePlp#Fp =prp.
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Ejemplo. Ejemplos del conjunto P son:
EnZ P={pe€Z)]|pesirreducible A p> 0}

En K[z] P es el conjunto de polinomios irreducibles ménicos

Notemos que si A es un DFU, todo elemento a € A | a # 0 se expresa de forma
esencialmente tinica como:

a=up{'ps’...per
Donde u € U(A), r > 0

ppePVie{l,...,;r},piF#p; Vi, ge{l,....r} i#j
€i€Z|€i>1

Notacion. Va € A, a # 0 y Vp € P, denotaremos por:
e(p, a)

Al exponente del irreducible p en la factorizacién de a, entendiendo que si p no
aparece en la factorizacion de a, entonces e(p,a) = 0. Por tanto, sea A un DFU,
notaremos Va € A:

a= que(p’a) ueU(A)

peP
Lema 4.1. Sea A un DFU con a,b € A tales quea #0#byp € P:
e(p,ab) = e(p,a) + e(p, b)
Lema 4.2. Sea A un DFU con a,b,c € A tales que a,b,c # 0:
alc < e(p,a) < e(p,c) Vpe P

Proposicion 4.3. Sea A un DFU y a,b € A tales que:

a=1u Hpe(p’“) b=v Hpe(p’b) u,v € U(A)

peP peP

Entonces, Imcd(a,b) N mem(a,b) tales que:

med(a,b) = Hpmin{e(p,a),e(p,b)}

peEP

mem(a,b) = Hpméx{e(p,a),e(m)}
peP

Recordamos ahora la definicién de niimero primo, Definicién 3.18.
Proposicién 4.4. Sea A un DI:
1) ¥p € A primo = p es irreducible.

2) Si A es ademds un DFU y p € A irreducible = p es primo.
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Demostracion.

1) Sea p € A primo.

Supongamos que a € A |alp=3b € A | p=ab= plab= pla V plb.
Sipla=p~a.
Siplb=3Jc€ A|b=pc=abc=1=ac=acU(A).

Por lo que los tnicos divisores de p son los triviales = p es irreducible.

2) Sea A un DFU y p € A | p irreducible (Luego p #0 A p ¢ U(A)).
Sean a,b € A | plab = e(p,p) = 1 < e(p, ab) = e(p,a) + e(p,b). Entonces:

e(p,a) =21 = pla
\ = p primo
e(p.b) =1 = plb

Corolario 4.4.1. de la Proposicion 4.4.
Sea A un DFU yp € A:

p es primo < p es irreducible

Teorema 4.5 (Caracterizacion de los DFUs).
Sea A un DI, son equivalentes:

i) A es un DFU.
ii) Se verifica en A:

Vace Ala#0 N a¢ U(A) se expresa como producto de irreducibles
dmed(a,b) A Imem(a,b) Va,be A
it1) Se verifica en A:
Vac Ala#0 N a¢ U(A) se expresa como producto de irreducibles

Vp € A irreducible = p primo

Lema 4.6. Sea A un DE con funcion euclidea ¢, a,b € A tal que a es un divisor
propio de b. Entonces:

P(a) < ¢(b)
Teorema 4.7. Sea A un DE = A es un DFU.

Demostracion. Sea A un DE con funcién euclidea ¢:

Sabemos que por ser A DE = 3med(a,b) A Imem(a,b) Va,b € A.

Veamos que Va € A |a # 0 A a ¢ U(A) podemos expresar a como producto de
irreducibles, por lo que segtin el Teorema 4.5, A seria un DFU:

Supongamos que no: 3a € A |a #0 A a ¢ U(A) que no puede expresarse como
producto de irreducibles, por lo que sabemos que no es irreducible = Ja; € A | a4
es divisor propio de a.

Por tanto, 3b; € A | a = a;by y a3 V by no puede expresarse como producto de
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irreducibles.

Supongamos (lo que no nos hace perder generalidad) que es a; el que no puede ex-
presarse como producto de irreducibles. Por lo que a; no es irreducible y shemos que
das € A divisor propio de a; que no puede expresarse como producto de irreducibles.

COntinuando con este razonamiento, llegamos a una sucesion no finita :
g = a,a1,as,...,0ay,...| a; es divisor propio de a; 1 Vi > 1
Siendo ninguno de ellos producto de irreducibles y:

P(ao) > ¢(ar) > ¢lag) > ... > dla,) > ...

Una sucesion estrictamente decreciente de niimeros naturales. Contradiccién, luego
Ya € A, a puede expresarse como producto de irreducibles, haciendo que A sea un

DFU. O
Corolario 4.7.1 (Teorema fundamental de la aritmética). El anillo Z es un DFU.

Demostracion. Por la Proposicion 7?7, sabemos que Z es un DE y ahora, por el
Teorema 4.7, sabemos que Z es un DFU. O

Corolario 4.7.2. Sea K un cuerpo. Entonces K|x] es un DFU.

Demostracion. Por el Teorema ?7?, sabemos que K[zx| es un DE y ahora, por el
Teorema 4.7, sabemos que K|z] es un DFU. O

Corolario 4.7.3. Sea n € {—2,—1,2,3}. Entonces Z[\/n| es un DFU.

Demostracion. Por el Teorema ?7, sabemos que Z[y/n] es un DU y ahora, por el
Teorema 4.7, sabemos que Z[/n] es un DFU. O

Veremos también que hay anillos que son DFU y no son DE:
Proposicién 4.8. Z[z]| no es DE.

Demostracion.
Para ello, podemos ver que 31 C Z[z| ideal | I # mZ[z] VYm € Z[z]:

Sea [ ={p= Zaixi € Zlz] | ag € 2Z} es un ideal de Z[z]:

=0

Vf= Zaixi, g= ijxj el = apby €27
i=0 =0

max{n,m}
S:f+g: Z (ai+bi)$i:>80:ao+boEQZ:>SE]
=0
n+m '
Pngzzk‘ilekiz Z aibj = ko = agby €2Z = p € I
k=0 i+j=k
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Veamos ahora que I no es principal. Si lo fuera, 3f € Z[z] | [ = fZ[x]:
2€l=fZx]=3g€Zx]| fg=2
0= grd(2) = grd(fg) = grd(f) + grd(g) = grd(f) = 0 = grd(g)
Luego f=a AN g=bcona,beZy:

a==+2 AN b==%£1
2=ab= \Y
a==+1 AN b==£2
I = fZ[z] = aZ]z]
Sia=+2= z ¢ I Contradiccién
Sia=+1=1=+Zx] =Z[z] = 1 € I Contradiccién
Luego Af € Z[z] | I = fZ[z] = I no es principal = Z[z] no es DE. O

Veremos mas tarde (en el Teorema 4.17) que Z[z] es un DFU.
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4.1. Irreducibles y primos en el anillo de enteros
cuadraticos

Lema 4.9. Sean «, 8 € Z[\/n] tales que v es divisor propio de 3 en Z[/n]. Entonces:
N(a) es divisor propio de N(B) en Z
Demostracion. Sea « divisor propio de (:

Sabemos por tanto que a ¢ U(Z[y/n]) = N(a) # £1 = N(«a) ¢ U(Z).

Iy € Z[Vn] [y ¢ U(Z[Vn]) A B=a 7= N(B)=N(a-7) =N(a)N(7)
Como « ¢ U(Z[\/n]) = N(a) ¢ U(Z).
Luego N(a)|N(B) y es un divisor propio suyo. O

Teorema 4.10. En 7Z hay infinitos nimeros primos.

Demostracion. Supongamos que en Z hay n primos positivos: {p1,ps, ..., Pn}-
Seaa=pips...pp+1=a€7Z N Z es DFU = a tiene factorizacién en irreducibles:

Jie{l,...,n}|pla=pip2..pn+1=p|l=p, €UZ) = p; =+1

Contradicciéon con que era irreducible. Luego en Z hay una cantidad no numerable
de ntimeros primos. O

Proposicién 4.11. Sean € Z | \/n ¢ Z y « € Z[\/n]. Entonces:
1) Si N(«a) = +p primo de Z = p es irreducible.
2) Si a es primo = N(«a) € {&p, £p*} con p € Z primo.

Si N(a) = +p* = a ~ p, son asociados en Z[\/n].

Demostracion.

2) a primo = a #0 A a ¢ U(Z[\/n]) = N(a) ¢ {0,+1}.

Na)=a-aeZ
Z, es un DFU

En Z[y/n]:

}éa@:plpﬂplep VZE{L,]{?}

ala-a = alpy...pk

a es primo = Fi € {1,...,k} | a|p;. Sea p = p;:
Hemos encontrado un primo p € Z tal que a|p en Z[\/n| = 35 € Z[\/n] | p = af.

N(p) =9 = N(a-B) = N(@)N(B) = N(a)|p’ A N(a) # £1 = N(a) € {+p, £p°}

Supongamos que N(a) = +p*:
p* = N(a)N(B) = £p’N(8) = N(B) = £1 = B € U(Z[Vn]) =

= p=a- [ es asociado a «
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Lema 4.12. Sea o = a+ bi € Z[i] | a,b # 0. Entonces:
a es primo o irreducible < N(«) es un nimero primo en Z

Notemos que puede haber irreducibles cuya norma no sea un nimero primo o su
opuesto: En Z[v/—5], @ = 3 es irreducible ( visto en el Ejemplo ??). Sin embargo,
N(3) =9, que no es primo en Z. Ademads, notemos que:

Si N(a) = p? # « es irreducible
En Z[i], sea a =2, N(a) =4 = 22
2=(14+14)(1 —4) = no es irreducible
Ejemplo.
1. Factorizar v = 11 + 7i en Z[i].

(Como Z[i] es DFU, podemos usar que p € Z[i] es primo < p es irreducible ).

N(a)=11"+7*=170=2-5-17

N(a) no es primo ni cuadrado de primo = « no es irreducible.
Como ningin cuadrado de primo divide a N(«), buscamos elementos en Z[i] de
norma 2, 5 6 17 que dividan a a:

a==+l1

. . N2 g2
a+bi € Z[i] | N(a+bi) =a” +b _2(:*{ b= +1

Los elementos de norma 1 son 1+ ¢ y sus asociados.

W+7  (114+7)(1—4) 1 —11i+T7i+7 18—8i

1+ 2 2 2

=9—-2
Luego a = (1 +1)(9 — 2¢) con 1 + i irreducible por ser N(1 + i) = 2, primo en Z.

N(9 —2i) =517, buscamos elementos de norma 5:

a=42 A b=+l
a+bi€Zli]| N(a+bi)=a*+b=5&<¢ V
a=+1 AN b==%2

Los elementos de norma 5 son 2 + ¢, 1 + 27 y sus asociados.

9-2 (9-2)(2—4) 18-9i—4i—2 16 13

- — —1

2+ 5 5 5 5
Luego 2+ f9 — 2i en Z][i].

9-2 _(9-2)(1—-2) 5-20i .
= = = — 1
1+ 2 ) 5
Luego 9 —2i = (1 +2¢)(1 —4i) con 1+ 24, 1 — 44 irreducibles por ser N(1 + 2i) = 5,
N(1 —44) = 17, primos.
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En definitiva, o« = 114+ 71 = (1 +4)(1 + 2¢)(1 — 44)
2) Sea B = 2i € Z[i], calcular mcd(cv, 5), mem(a, B):
B=2i=(1+4)(1—1)i=(141)
med(a, f) =1+
mem(a, B) = (1 +)%(1 + 2i)(1 — 4i) = 18 — 4i
Donde hemos aplicado la Proposicion 4.3.

Ejemplo. Existen elementos irreducibles que no son primos:

Sea Z[v/—5], consideramos o =1+ /=5, a #0 A a ¢ U(Z[/—5]). Veamos que «
es irreducible:

Sea 3 € Z[v/=5] | Bla = N(B)|N(a) =6 = 2 - 3. Las opciones son:
N(@B)=1 = peU(Z[V-5)

N(B)=2 Fa,beZ|a*>+50*=2

N(B)=3 JabeZ]|a®+50*=3

Luego 8 € U(Z[v—5]) = « es irreducible.

Veamos que o no es primo:
Na)=6=a-@ = af6=2-3

o
;} S a2 Aa s = @ no es primo
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4.2. Factoriazacion en el anillo de polinomios

Sabemos que si K es un cuerpo = K|[z] es un DE = K|[z] es un DFU.
Nuestro primer objetivo serd demostrar que si A es un DFU = A[z] es un DFU.

Sea A un DFU y K = Q(A), vamos a intentar relacionar a los irreducibles de
Alx] con los de K[z].

Proposicion 4.13. Sea a € A. Entonces:
a es irreducible en A < a es irreducible en Alz]

Notemos que en K[z| no hay irreducibles de grado 0, puesto que serian unidades.

Demostracion.
=) Sea a € A irreducible en A, luego a #0 A a ¢ U(A) = U(Ax]).
Si f € Alz] es un divisor de a:

dg € Ale] [ a = fg = 0= grd(a) = grd(fg) = grd(f) + grd(g)
grd(f)=0=fec A= fecU(A) =U(A|x]) 6 f asociado a a en A

Por lo que a es también un irreducible en A|x].

<) Supongamos que a es irreducible en A[x] y que no lo es en A:
Luego 3b € A divisor propio de a = b € A[z] divisor propio de a.
Contradiccion, luego a es irreducible en A. O

Definicién 4.3 (Contenido de un polinomios).

Sea A un DFU y sea f = Z a;x" € Alz] con n > 1. Definimos el contenido de f,
i=0
notado C(f) como:
C(f) :=mcd(ag, ar, - . ., ap)

Si C(f) = 1, diremos que f es un polinomio ménico.

Lema 4.14. Sea A un DFU y K = Q(A). Se verifica:

i)Vae A N Yfe Alz] congrd(f) > 1= Claf) =aC(f).

i) Vf € Alx] | grd(f) = 1 se expresa de forma unica como f = af’ tal que:
a=C(f) N fleAz]| [ es primitivo

i) Vo € K[z] | grd(¢) = 1 se expresa de forma inica como ¢ = %f tal que:

Te K A feAlx]| f es primitivo

b
Demostracion.
n n
i) Sea f = Zaix’ conn>1=af = Zaaix’.
=0 i=0

C(af) = mcd(aag, aay, . .. ,aa,) = med(ag, a, ..., a,)a = aC(f)
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) Sea f = Za:c conn > 1. Sea a = C(f) = med(ag, aq, . .., ap)
Con81deramos a;, = % Vie{l,...,n}

Sea f' = Za;xi. Se verifica que af’ = f y que:
i=0
C(f) = med(ay, ay,...,a,) =1

r'n

Luego f’ es primitivo.

Falta ver la unicidad de [’y a:
Sea f =bg conbe Ay ¢ € Alz] primitivo:

C(fy=Cbg)=bC(¢)=b=a=1b
f=af'=af Zf =4
iii) Seang:Z%xieK[x] conn>1. Seab=0bby...b, €A
i=0

b = z}%z —%4a4w€g .,n} = bo € Alx]

Ya que ¢; = a;by ... bi_1bi11... b,
Aplicando ii):
bp =af |a=C(bo) N f € Alx] primitivo
Por lo que tenemos que:

a

a
¢_Zf_m@“ﬁn

S

Falta ver la unicidad de % € Kyde feAlz:

a/
Sea ¢ = Ff’ | f primitivo:

/
%f:%f'éb'af:ba’f’

/

Ctaf)=C(bd f') = baC(f) =0bd'C(f") = ba=bd = % = %
Y tenemos que:
a a ., ,
o=3f=1Sf=1

Lema 4.15 (de Gauss). El producto de polinomios primitivos es primitivo.
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Corolario 4.15.1. del Lema 4.15.
Sean f,g € Alz] | grd(f),grd(g) = 1. Entonces:

C(fg) =C(f)C(9)

Demostracion. Tenemos por el Lema 4.14 que:
f=CNHf g=C(g9)d | f, g primitivos = f'¢" primitivo

fg=C(NC) 'y = C(fg) = C(HTC(9)C(f'g) = C(f)C(g)
O

Teorema 4.16. Sea A un DFU y K = Q(A). Sea ¢ € K|x] con grd(¢) = 1 y sea
¢ = % f 1 f € Alx] primitivo. Son equivalentes:
1) ¢ es irreducible en K[x].

2) f es irreducible en K|x].
3) f es irreducible en Alz].

Demostracion.
¢y f son asociados en K[z| = Div(¢) = Div(f) = (i) < ii))

2) = 3) Supongamos que f no es irreducible en A[z]:

3f; divisor propio de f = 3fy € Alz] | f = fi /.
e Si fi es constante = f; € A= C(f) =1= f1C(f2) =
= f1 € U(A) = U(A[z]) = f1 no es divisor propio. Contradiccién.
e Si fy es constante = fo € A= C(f) =1= foC(f1) =
= fo € U(A) = U(A[z]) = f1 no es divisor propio. Contradiccién.
e Si f1 vy fo no son constantes:

grad(fi),grd(fy) > 1

Entonces: f = fif2 es factorizacién en polinomios no unidades en K[z]. Contradic-
cioén.
Luego f es irreducible en A[z].

3) = 2) Supongamos que f = ¢1¢2 € K[x] con grd(¢q), grd(¢e) > 1.

a a o
¢ = b_lfl by = b—2f2 | f1, f2 € Alx| primitivos
1 2

ara
f= b1b2f1f2 = bibof = arazfifo = C(bibaf) = Claraz fif2)
102
C(blbzf) == bleC(f) - blbg
Clarazfif2) = a1a2C(f1f2) = a1a2C(/1)C(f2) = araz
biby = 10 = T2 = 1= f = fif, Contradiccion
102

Ya que f era irreducible en A|x].
Por tanto, f es irreducible en K|[z]. O
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Corolario 4.16.1. del Teorema 4.16.
Sea A DFU, f € Alx] | grd(f) > 1. Entonces:

f es irreducible en Alx] < f es primitivo e irreducible en K|[z]
Teorema 4.17 (de Gauss). Si A es DFU = Alx] es DF'U.

Demostracion.
Sea f € Alz], f #0 AN f ¢ U(A[z]). Veamos que se expresa como producto de
irreducibles.

e Sigrd(f)=0=f€ A= f=p;...px con p; € A irreducible
Vie{l,...,k} = p; € Alz] = f admite factorizacién en irreducibles en A[z].
o Sigrd(f)>1= f=af"| f € Alz] primitivo.

[ e Klz] =Q(A /

Con ¢; € K|z] irreducible Vi € {1, ..., s}

a € A = a admite factorizacion en irreducibles: a = p; ... pg.

i = %fi | fi € Alz| primitivo e irreducible Vi € {1,...,s}

Luego:
/_Cll. Qg
f_bl...bsfln fs
, aj ...ag aj...0as
].:O :O e Js = O s) =
() (bl..bsfl f) by ...b, (i fs)
_al...as _al...as
T by bsc(fl)” Clfs) = by ...b,
Luego:

f:af/:pl---Pka--fs

Es una factorizaciéon en irreducibles.

Veamos ahora que todo irreducible de A[z] es primo, para asi tener que Ax] es
un DFU mediante el Teorema 4.5.

Sea f € Alx] irreducible con grd(f) > 1y sean g,h € Alz] | flgh
f es primitivo = es irreducible en K[z] = f es primo en K|z]

Luego si flgh = flg V f|lh en K[x].
Supongamos (lo cual no es restrictivo) que flg = 3¢ € Kx] | g = o f

b= %f’ | f € Alx] primitivo
Luego g = %ff’ =bg=af'f = C(bg) = C(aff)

C(bg) = bC(g) = aC(ff") = aC(f)C(f") = a
Luego % =C(g)e A=g=C(g9)ff = flg en Alz]. O]
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4.3. Criterios basicos de irreducibilidad de poli-
nomios

Sea K un cuerpo:
1) En K[z], todo polinomio no nulo es asociado a un polinomio ménico:

Seagﬁzzn:aixi]an#OéaneU(K[Q:])

1=0

n

S 1 i -,
Y =a, ¢= E a, a;x" es monico
i=0

Lema 4.18. Dos polinomios monicos son asociados < son iguales.

Demostracion. Sean:
n m
¢= aa’ = ba'|¢1) ménicos
i=0 i=0

¢ y ¥ son asociados < Ja € K\ {0} | ¢ = ayp
Que es decir que:

Zaixi:Zabixiﬁn:m A a; =ab; Yi €{0,...,n}
i=0 i=0
En particular, como a, = b,, =1=>1=a < ¢ =1 O

Por tanto, para conocer los polinomios irreducibles en K |z] (salvo asociados),
basta con conocer los irreducibles monicos.

2) En K[z] no hay irreducibles de grado 0, ya que todos los de grado 0 son unidades.
Proposicién 4.19. Todo polinomio de grado 1 en K|x] es irreducible.

Demostracion. Sea ¢ € Kz| | grd(¢) =1 N ¢ ¢ U(K|[zx]):
Sea ¢’ divisor de ¢ = J¢" € K|x] | ¢ = ¢'¢" con ¢, ¢" # 0.

grd(¢') =0 = ¢ € U(Klz])
\%
— _ / /!
= ¢" e U(Klz]) = ¢ ~¢
Por lo que los tnicos divisores de ¢ son los triviales = ¢ es irreducible. [

Los polinomios irreducibles ménicos de grado 1 en K[z] son los de la forma:
{r+a|laeK}
Si K = Z, con p primo de Z mayor o igual que 2, son:

{z,z2+1,...2+p—1}
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Teorema 4.20 (Teorema fundamental del Algebra, Gauss).
En Clz], los tinicos polinomios irreducibles son los de grado 1.

Demostracion. FExcede el conocimiento del curso. O
Teorema 4.21 (de Ruffini). Sea ¢ € K|[z]|, a € A. Entonces:
El resto de dividir ¢ entre (x — a) es ¢(a)
Demostracion. Dividimos ¢ entre (z — a) y obtenemos que:
p=@—a)p+r|r=0V grd(r) <grdlx —a) =1
Por lo que sabemos que r € K. Ademas:

o(a) = ((z — a)p +r)(a) = (a — a)(a) £ r =047 =7

m
Proposicion 4.22. Sea ¢ € K|z] | grd(¢) = 2:
¢ tiene un factor de grado 1 en K[z] < ¢ tiene una raiz en K
Demostracion.
:})
o1 =ao+ a1z € Klz] [ 91 #0 A ¢1|¢p = Fgp € Kz] | ¢ = 12
¢ = b1z = (ap + a17) P2
Sea a = —aga; *:
¢(a) = d1(a)pa(a) = (ao + ar1a)pa(a) = (ag + ar(—aga;'))¢2(a) = 0
)
Ja € K | ¢(a) =0
Por el Teorema de Ruffini (Teorema 4.21), tenemos que:
¢ =q(z—a)+¢(a) =q(zr —a) =z —alo
O

Corolario 4.22.1 (Criterio de la raiz). de la Proposicion 4.22.
Sea ¢ € K[z | grd(¢) € {2,3}. Entonces:

¢ es irreducible < ¢ no tiene raices en K

Demostracion.

Si ¢ es de grado 2, sus divisores propios seran de grado 1 o menos y sabemos por la
Proposicién 4.21 que no tiene de grado 1 y ademas, los polinomios de grado 0 son
unidades, por lo que no serian factores propios.

Si ¢ es de grado 3, sus divisores propios serian de grado 2 o menos y por lo
anterior sabemos que no pueden ser de grado 1 o menos, luego podria tener de
grado 2, pero para que el producto en el que se divide sea de grado 3 haria falta un
polinoimo de grado 1, imposible. ]
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Teorema 4.23. En Rz|, los polinomios irreducibles son los de grado 1 y los de
grado 2 de la forma:
az® +br +c | b* — dac < 0

Por tanto, los irreducibles monicos en R[z]| son:

{r+alaeR}U{z?+br+c|bceER A b —dc<0}

Notemos que pondemos listar todos los polinomios moénicos irreducibles de grado
2 6 3 en Zy[x], considerando todos los ménicos y queddndonos con los que no tengan
raices:

e Para p = 2, listamos 2 + bz + ¢ € Zy[x] | b, c € Zy:

_ 2 ~ 2(0) —
azoj{b—o x reducible (x )(Oi—g)

HPTIN b=0 2*+=z reducible (2?2 4+ x)(1) =0
= b=1 x4+ x+1 irreducible no tiene raices

e Para p = 3, listamos z° + bz + ¢ € Zs[x] | b, c € Z3:

b=0 z? reducible  (2?)(0) =0
a=0=< b=1 2?2+ 1 firreducible no tiene raices
b=2 22+2 reducible (2?+2)(2) =0

b=0 2*+=x reducible (2?2 +x)(2) =0
a=1=< b=1 22+2+1 reducible (2> +z+1)(1)=0
b=2 x2+2 irreducible no tiene raices

b=0 2?42z reducible (2?4 2z)(0) =0
a=2=< b=1 22+2x+1 reducible (2?4224 1)(2)=0
b=2 224 2z +2 irreducible no tiene raices

Para los polinomios de grado 4, los listamos y descartamos los que tengan raices.
Si no tienen raices entonces no tienen factores de grado 1 = no tienen factores de
grado 3.
Puede tener de grado 2, luego cogemos el polinomio y lo dividimos entre irreducibles
de grado 2.

Ejemplo.
1. Factorizar f = a* + 2% + 2° + x + 1 € Zy[x].

f(0)=1= f(1) = f no tiene raices = f no tiene factores de grado 1

Luego f tampoco tiene factores de grado 3. Puede tener de grado 2.
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Como el tinico polinomio irreducible de grado 2 en Zy[z] es 2* +x + 1, dividimos
entre él:
f=@+r+ )@ +z+ ) +a+1=22+o+1 ff

Luego f no tiene factores de grado 2 = f es irreducible al no tener factores de grado
1,2 ni 3.

2. Factorizar 2° + 2% + 2% + 1 € Zs[z].
f(0)=1= f(1) f(2) =2= f no tiene raies = f no tiene factores de grado 1

Luego f tampoco tiene factores de grado 4. Puede tener de grado 2 ¢ 3.

Buscamos factores irreducibles de grado 2, que pueden ser: 22 + 1, 22 + = + 2,
% + 22 + 2.
f=@*+ D)@ +2°+22)+a+1

f=@+z+2)@+2)+z+1
f=(2* 422+ 2)(2* +22) +2

Luego f no tiene factores de grado 2 = f no tiene factores de grado 3.
Por tanto, f es irreducible.
3) Factorizar f = 27 + 22° + 2 + 223 + 2 + 2 € Zs[x].
fy=0=r—-1=z+2/f=f=(@+2glg=a+2"+2°+1
Factorizamos g:
g2)=0=z-2=a+1lg=g=(@+Dh|h=2"+2*+22+1
Factorizamos h:
h(0), h(1),h(2) # 0 = h no tiene raices = h no tiene factores de grado 1

Luego tampoco tiene factores de grado 4. Buscamos factores de grado 2 en Zs|x],
que pueden ser:
P+ 1,22 +x+26 2%+ 20+ 2.

h= (2> 4+ 1)(z* + 22 4+ 1)

Factorizamos 2® 4 2z + 1:
No tiene raices en Zs[x] = es irreducible por el Criterio de la Raiz (Corolario 4.22.1).

En resumen:
f=@+2)(x+1)(z*+ 1) (2* +22+1)
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4.4. Polinomios en los anillos de enteros y de ra-
cionales cuadraticos

Recordemos que:

1) Los irreducibles de grado 0 en Z[z] son los irreducibles de Z (los nimeros primos).
En Q[z]| no hay irreducibles de grado 0 por ser Q un cuerpo.

2) Sea f € Z[x] | grd(f) > 0y sea f primitivo (C(f) = 1). Entonces:

f es irreducible en Z[z] < f es irreducible en Q[z]
3) Sea ¢ € Q[z] | grd(¢) > 0y sea ¢ = %f | a,b € Z,b+# 0y f primitivo. Entonces:

¢ es irreducible en Q[x] < f es irreducible en Z[z]

Como todo polinomio de grado 1 en Q|x] es irreducible, entonces:
4) Un polinomio f = ayg + a1z € Z[z] | a; # 0:

f es irreducible en Z[x] < med(ap, a1) = 1

Para grado 2 6 3 sabemso que en Q[z] son irreducibles aquellos polinomios que no
tienen raices en Q.
5) Un polinomio f € Z[z] con grd(f) € {2,3}:

f es irreducible en Z[x] < f primitivo y no tiene raices en Q

Proposicién 4.24. Sea f =ap+aix+ ...+ a,2" € Z[z] |n > 1.
Sea % cQ|f (%) =0 y mcd(a,b) = 1. Entonces:

(bx — a) es un diwvisor propio de f en Z[z]

Es decir:

dg € Z[z] | f = (bx — a)g
Demostracion. a
Supongamos que f (Z) =0:

Por el Teorema de Ruffini (Teorema 4.21):
x—g\f en Q[x]beé(g)bx—a:b<x—g) |f en Q|x]
b b
Por lo que 39 € Q[z] | f = (bx — a)g
Sabemos que g = gg’ le,deZ N d#0 A ¢ primitivo.
f=(bx—a)g= (bx — a)gg' = df = c(bx —a)g
dC(f) = C(df) = C(c(bx — a)g") = cC((bx — a)g') = cC(bx — a)C(¢') = c

Luego dC(f)=c=7Z>C(f) =

¢
yE
€

Por lo quegzgg':C’(f)g’ Zlx]. O
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Corolario 4.24.1. de la Proposicion 4.24.
Sea f=ap+ax+ ...+ ax" € Z[z] | n > 1.

Sea % cQ|f (%) =0 y mcd(a,b) = 1. Entonces:

alag A bla, en Zlzx]
Demostracion.
f=(bx —a)g € Z[z]
Sea g =by +bix+...+b,_jx" L
ap+arz + ...+ apa" = (br —a)(bg + b1z + ...+ by_12")
Luego:
ag = —aby = a(—by) = alag

a, = bb, 1 = bla,

Corolario 4.24.2. del Corolario 4.24.1.
1) Sea f=ap+ax+...+a, 12" + 2" € Zlx] | n > 1. Entonces:
Las raices de f en Q estan en Z.

2) Sean€Z|\/n¢Z=+/n¢Q.

Demogtmcio”n. a a
1) Sige(@]f<g>:0:a\ao Abl=b=$1= 2= tael

2) Sean € Z | vV/n ¢ Z = x* — n no tiene raices en Z ="' tampoco en Q =
vn ¢ Q. O

Ejemplo. Factorizar en Z[z] y en Q[z] f = 20x* — 102® — 802% + 80x — 20.
C(f)=10= f=10g | g = 22" — 2° — 82% + 8z — 2 primitivo

Factorizamos g¢:
a
Las posibles raices en Q de g son de la forma: 7 | alag = (=2) A bla, = 2.

Luego las opciones son: +1, £2, +1/2. Evaluamos en ellos y obtenemos que:

1
g (5) =0= 2z — 1|g en Z[z]

Dividimos entre 2x — 1:
g= 2z — 1)(2® — 42 + 2)

2x — 1 es irreducible en Z[x] por ser de grado 1 y primitivo.
Buscamos raices de 2® — 4x + 2 que sabemos que son enteras, por ser moénico:
a
Sus posibles raices son de la forma — | alag =2 A bla, = 1.

Luego las opcinoes son: +1 y £2. Evaluamos en ellos y ninguna es raiz.
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Por tanto, tenemos que x® — 4z + 2 es irreducible por ser primitivo y no tener
raices en Q.

La factorizacién de f en Z[z] es:
f=2-52z—1)(2" — 4z +2)
Mientras que en Q[z] es:

f=102z — 1)(2* —42+2) (10 € U(Q[z]))
f=20 <x—%) (2% — 4z +2)

1
Ejemplo. Factorizar en Q[z]: ¢ = 23 + 5:62 —r—3

1 1
b — 5(2x3 +22 -2z —6) = §f | f € Z[x] primitivo

Las posibles raices de f son de la forma a | alag = —6 A bla, = 2.

Luego las opciones son: +1, +2, +3, +6, +1/2 6 +3/2. Evaluando, llegamos a que:
3
f <§> =0= 2z —3)|f en Z[z] = f = (22 — 3)(2* + 22 + 2)

2x — 3 es irreducible en Q[z] por ser de grado 1.
2% + 22 + 2, sus posibles raices son de la forma % | alag =2 A bla, = 1.

Luego las opciones son: £1, £2. Evaluando, ninguna es raiz, por lo que 22 + 2z + 2
no tiene raices en Q. Luego es irreducible.

¢:%(2x—3)(x2+2x+2)= (:v—g) (2% + 22 +2)

4.4.1. Criterio de reduccién
Sea p € Z | p > 2 primo y consideramos el homomorfismo de anillos:
R, Z=17, R,(a) := R(a;p)

Que induce un homomorfismo (visto ya en el Ejemplo ?7?):

R, : Z|x] = 7Z,|z] R, <Z aixi> = Z R, (a;)z"

Con grd(R,(f)) < grd(f)
Proposicién 4.25 (Criterio de reduccién).

Sea f € Z[z] [ grd(f) >0 N grd(f) = grd(Ry(f))
Supongamos que Ry,(f) no tiene factores de grado v siendo 0 < r < grd(f) en Z,|x].
Entonces:

f mo tiene factores de grado r en Z[x]

En particular, st R,(f) es irreducible en Zy[x] = f es irreducible en Z[z].
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Demostracion.

Supongamos que f € Z[z] | grd(f) > 0 A grd(f) = grd(R,(f)) y que R,(f) no
tiene factores de grado r siendo 0 < r < grd(f) en Z,|x].

Supongamos que g € Z[z| | grd(g) =r A g|f en Z|x].
Entonces, 3h € Z[z] | f = gh N s=grd(h) = grd(f) = grd(g) + grd(h) =r + s
Ry(f) = Ryp(gh) = Bp(9)Rp(h) | grd(Ry(9)) <7 A grd(Ry(h)) < s
Entonces:
r+ s = grd(R,(f)) = grd(Ry(g)) + grd(Ry(h)) <7+ s =
= grd(Ry(9)) =r A grd(Ry(h)) = s
Luego R,(g) es un factor de grado r de R,(f). Contradiccién con la hipdtesis.

Luego f no tiene factores de grado r en Z[z]. O

Proposicién 4.26 (Criterio de Eisenstein). Sea f = ag+ a1z + ... + a,z"™ € Zx] |
grd(f) >0 y sea [ primitivo.
Entonces, f es irreducible en Zlx] (y también en Q[x]) si:

Ip €Z|p=2 primo

Tal que verifica alguna de las siguientes condiciones:
i) pla; Vi€ {0,....,n—1} A p* Jag
i) pla; Vie{l,...,n} A p* Jfa,

Demostracion.

i) Supongamos que se verifica i) y sin embargo, que f es reducible:

Luego f=gh|g,h€Z[x] N grd(g)=r>=1 A grd(g) =s > 1.

Sean g =by+ bz +...b,x" y h=coy+crx+ ...+ csx®.

Como ag = bocoy y plao = plboco = plbo V plco.

Como p? fag = p no puede dividir simultdneamente a los dos.
Supongamos (lo cual no es resitrictivo) que plby A p feo:
Como f es primitivo:

med(ag, ay, ... an_1,a,) =1
pla; Vie{0,...,n—1} = p fan

Como a,, = b.c,, entonces p fb.cs =p fb, N p fcs.
Sea b; el primer coeficiente tal que p fb; con 0 < i < r <n.
Consideramos el coeficiente i-ésimo de f: a;:

a; = boCi + b@'C@el + ..+ bi,1€1 + bl’CO
p\al(z < TL) = p(boCi + bicifl 4+ ...+ bi,1C1 =+ biCO) = p‘biCO

Pero p fb; y p fco. Contradiccién con que p es primo.

Luego f # gh = f es irreducible.
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5. Relaciones de Problemas

5.1. Relacion 1

En los siguientes enunciados, A, B, C, ... refieren a subconjuntos arbirarios de un
conjunto dado X, y se pide demostrar la veracidad de las equivalencias o igualdades
propuestas.

Ejercicio 5.1.1.
AC B <« P(A) CP(B)

Solucién:
—) Sea Fe P(A)—=FECACB= EcP(B)= P(A) CP(B)
«—) AeP(A)CPB)=—AcPB)— ACB
Ejercicio 5.1.2.
ACB<<— ANB=A+< AUB=21B

Solucion: Dividimos la demostracion en dos partes, demostrando dos equivalencias:
1. ACB<— ANnB=A

—) ANB={zeX|z€ANzeB}=A
C) Seaze ANB=—=x€ ANz € B= 1z € A, y por la arbitrariedad
de z € AN B, deducimos que AN B C A.

D) Sear e ACB=—=reB—xc€ ANz € B=x€ ANB,y por
la arbitrariedad de x € A, tenemos que x € AN B.

<) Seaxr € A=ANB =1z € ANz € B=— x € B, y por la arbitrariedad
dexe A, AC B.
2. ACB<— AUB=2B

—) AUB={zeX|z€AVzeB} =B
C) Seax€e AUB=ux€ AVz€EB.
s Size ACB=— z€ B.
= Siz € B, esta claro.
Por la arbitrariedad de x € AU B, deducimos que AU B C B.

D) Seaxr € B= x € AVuz € B,y por la arbitrariedad de z € B,
tenemos que B C AU B.
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<) Seax € A= x € AUB = B, y por la arbitrariedad de x € A, tenemos
que A C B.

Ejercicio 5.1.3.

(a) ANB=0<+= AC¢(B) <= BCcA).
(b) AUB=X <= c¢(A) C B<=¢(B) C A.
Solucidn:

(a) Lo dividimos en dos equivalencias:

(i) ANB=0<+= ACc¢(B)
—) Sear € A= 2 ¢ B(yaquesinox € ANB=0) = x € ¢(B),
y por la arbitrariedad de € A, deducimos que A C ¢(B).

<) Supongamos que ANB # ) = Jr € ANB=2x€ AC¢(B)A
xr € B= x ¢ BAx € B, contradiccién. Por lo que AN B = ().

(i) ANB =0 < B C c(A)

Por la conmutatividad de la interseccion, tenemos que AN B =BNAYy,
aplicando el apartado (i), obtenemos que BN A = <= B C ¢(A).

(b) Procedemos también mediante dos equivalencias:

(1) AUB=X <= ¢(A)CB
—) Seax €c(A) =€ X =AUBNx ¢ A= (r € AVz € B)A\x ¢
A = x € B, de donde tenemos que ¢(A) C B.
)
C) AUB={reX|z€Avre B} CX
D) Seax € X:
" Sir€e A=z € AUB.
s Sir¢d A—zrec(A)CB=—=zx€eB=—x€AUB
En conclusion, tenemos que X C AU B
(i) AUB=X<=¢(B)CA
Por la conmutatividad de la unién, tenemos que AU B = BU A vy,
aplicando el apartado (i), obtenemos que BU A = X <= ¢(B) C A.

Ejercicio 5.1.4.
(A—-B)N(A-C)=A—-(BUCQC)
Solucién: Procedemos por doble inclusion, como suele ser habitual en este tipo de

ejercicios.

C)Searxe(A-B)N(A-C)=—=zr€A-BNzeA-C= (x€ ANz ¢ B)A
(xe ANz ¢(C) = =z € ANz ¢ BUC (ya que si no, tendriamos que
r € B oquez € C, lo que nos llevarfa a una contradiccién en ambos casos)

— v € A—(BUC), de donde deducimos que (A—B)N(A—-C) C A—(BUC)
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D) Sear e A—(BUC) =z € ANz ¢ BUC =z € ANz ¢ BAx ¢ C (yaque
si no llegarfamos a contradiccion, al ser B,C' C BUC) = (z € ANz ¢ B)A
(reANz¢(C)=z€(A—-B)Nre(A-C)=zxe€(A-B)N(A-0C),
y tenemos que A — (BUC)C (A—-B)N(A-C)

Ejercicio 5.1.5.

(a) A—-B=A<= AnB=10.

(b) AN(B-C)=(ANB)—-(ANC).
Solucién:

()

—) Sir€e ANB=(A-B)NB= (x € ANz ¢ B) ANz € B, lo que es una
contradiccién, luego r ¢ ANB = ANB =1

<=) Lo vemos por doble inclusion:
C) A—B={reX|zeANx ¢ B}CA

D) Seax € A, supongamos que x € B = x € AN B = (), contradiccién.
Luego tenemos que t ¢ B=—=xr € A— B, dedonde AC A— B

(b)

C) Seaxe AN(B—C)=zcAN(z€eBNx¢(C)= (r€ ANz € B)A
r¢C=2€(ANB)—CC(ANB)—(ANC), porser ANC C C, de
donde tenemos que AN (B—-C)C (ANB)—(ANC)

D)Seaxz € (ANB)— (ANC) = (x€ANzeB) ANz ¢ ANC =
(reANzeB) AN ¢Cre AN(xe BN ¢C)=2x€ AN(B-C),
de donde (ANB)— (ANC)C An(B-C)

Ejercicio 5.1.6. Siendo la “diferencia simétrica” AAB de A y B el subconjunto
AAB=(A-B)U(B - A)

demostrad:

(a) AAB=(AUB)— (AN B).

(b) AAB = BAA.

(c) AAD = A.

(d) (AAB)AC = AA(BACQC).

(e) AN(BAC)=(ANB)A(ANCQC).

Solucién:

(a)

(b) AAB=(A—-B)U(B—A)=(B—A)U(A—B)=BAA
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() AMD=(A—D)U®d—A)=AUh=A
(d)
(e)

Ejercicio 5.1.7. Si Ay B son finitos, |AU B| + |AN B| = |A| + | B|.
Solucién Demostraremos que |A U B| = |A| + |B| — |AN B|:

Sean |A|=a €N, |B|=b&€ Ny |ANB| = s € N, intuitivamente AU B contiene
a todos los elementos de A y a todos los de B, sabiendo que los repetidos sélo se
tienen en cuenta una vez. Por tanto, |[A U B| es a + b — s, ya que si fuera a + b,
contariamos a los repetidos dos veces.

Ejercicio 5.1.8. Si A, B y C son finitos,
JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BNnC|+|ANnBNC|

En los siguientes ejercicios, P, ), R, ...refieren a las propiedades que pueden ser
satisfechas, o no, por los elementos de un conjunto X.

Ejercicio 5.1.9. Argumentar que las siguientes proposiciones son equivalentes.
(a) P= Q.

(b) PVQ <<= Q.

(c) PNQ < P.

Solucién: Asumimos que nos encontramos trabajando en un conjunto X. Sean:

Xp ={z € X | x verifica P}
Xg ={z € X | x verifica Q}
(a) = (b) Supuesto que Xp C X, tratamos de demostrar que Xp U Xg = X

<)
Xp C Xg
XQQXQ }:>XPUXQQXQ
D) Sabemos que se verifica que Xp U X 2 X, para cualquier conjunto Xg.
(b) = (c) Supuesto que XpU Xy = X, tratamos de probar que XpNXg = Xp.

C) Sabemos que se verifica que Xp N Xg = X, para cualquier conjunto Xp.

D) Seax € Xp C XpUXg = Xg, llegamos a que z € X, luego z € XpNXg,
de donde Xp Q Xp ﬂXQ.

(c) = (a) Supuesto que Xp N Xg = Xp, tratamos de probar que Xp C Xg,.
Sea z € Xp = Xp N Xg, entonces z € X, de donde tenemos que Xp C Xo.

Ejercicio 5.1.10. Argumentar la veracidad de las siguientes equivalencias.

(a) PV(QAR) < (PVQ)A(PVR).
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(b) PAN(QVR)<= (PANQ)V (PAR).

(c) ~(PVQ)< —~PA-Q.

(d) ~(PAQ) < -PV Q.

(e) (PV—-Q)V(PV-R)<= PV-(QAR).

(f) PvQV-R<= PVQV~(PVR).

(8) (PV-Q)AQV-P) <= (PAQ)V(PVQ)
Ejercicio 5.1.11. Sean S y T conjuntos, AC Sy BCT.
(a) Probar A x B es un subconjunto de S x 7.

(b) Probar, con el siguiente ejemplo, que no todo subconjunto X de S x 7" es de la
forma X = A x B:

S=T={0,1} X ={(0,0),(1,1)} CSxT

Ejercicio 5.1.12. Sean f: S — Ty g:T — U aplicaciones.

(a) Probar que si ambas son inyectivas, entonces su composiciéon go f : S — U es
también inyectiva.

(b) Probar que si ambas son sobreyectivas, entonces su composiciéon go f : S — U
es también sobreyectiva.

(c) Sisu compuesta go f:S — U es inyectiva o sobreyectiva, ;qué podemos decir
sobre f y g7

Ejercicio 5.1.13. Sea f : S — T una aplicacion.

(a) Probar que f es inyectiva si y solo si tiene una inversa por la izquierda, es decir,
existe una aplicacion g : T'— S tal que go f = idg.

b) Dar un ejemplo de una aplicacion inyectiva con dos diferentes inversas por la
) y
izquierda.

(c) Probar que f es sobreyectiva si y solo si tiene una inversa por la derecha, es
decir, existe una aplicacién g : T'— S tal que f o g = idr.

b) Dar un e'emplo de una aplicaci(’m S()breyectiva con dos diferentes inversas por
)
la derecha.

Ejercicio 5.1.14. Denotemos por 2 = {0, 1} al conjunto con dos elementos. Sea X
un conjunto no vacio y sea 2% el conjunto de todas las aplicaciones f : X — 2. Si
A € P(X), se define su aplicacién caracteristica y4 : X — 2 por:

1 si z€ A

XA("’C):{O si xé A

Probar que la correspondencia A — x4 define una aplicacién biyectiva
X :P(X)—52%
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Toda aplicacion f : S — T determina otras
f«: P(S) = P(T) [ P(T) — P(S)

llamadas las aplicaciones imagen e imagen inversa por f, respectivamente, que
estdn definidas, para cada A C Sy X C T, por

f[i(A)={f(a) [ac A}  [f(X)={a€S]|[fla) € X}
En los ejercicios siguientes, f : S — T refiere a una aploicacion dada, A, B C S son
subconjuntos de S y X,Y C T son subconjunos de T.

Observacion. Es comin en matematicas usar las aplicaciones imagen e imagen inver-
sa, aunque la notacién usual para estas es f y f~!, respectivamente. Estas no deben
confundirse con la aplicacion y con la inversa de la aplicacién, dada una aplicacion
f:A— B, tenemos:

f:P(A) — P(B) f1:P(B) = P(A)

que son las aplicaciones imagen e imagen inversa, mientras que la inversa (en caso
de existir), es una aplicacién f~1: B — A.

Ejercicio 5.1.15. Probar que f*(X UY) = f*(X)U f*(Y)y f.(AUB) = f.(A) U

1.(B).

Ejercicio 5.1.16. Probar que f*(X NY) = f*(X)Nnf*Y)y fo.(ANB) C f.(A)N
f«(B).

Ejercicio 5.1.17. Demostrar que si f es inyectiva, entonces f.(AN B) = f.(4) N
f«(B).

Ejercicio 5.1.18. Demostrar con el siguiente ejemplo que, en general, f,(AN B) #
fi(A) N fu(B):

Sea f = || : R — R la aplicacién “valor absoluto”, A = (0,1) y B = (—1,0).

Ejercicio 5.1.19. f.(f*(X)) C X, y se da la igualdad si f es sobreyectiva.
Ejercicio 5.1.20. A C f*(f.(A)), y se da la igualdad si f es inyectiva.

Ejercicio 5.1.21. Probar que, si f es una biyeccion, entonces las aplicaciones f, :
P(S)—=P(T)y f*:P(T) — P(S) son biyectivas e inversas una de la otra.
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5.2. Relacion 11

Ejercicio 5.2.1. Dar ejemplos de relaciones binarias en un conjunto que verifiquen
una sola de ls siguientes propiedades: reflexiva, simétrica, transitiva.

Ejercicio 5.2.2. Sea N ={0,1,2,...} el conjunto de los niumeros naturales, sobre

N? = N x N definimos (a,b) ~ (¢,d) si a +d = b+ c.
(a) Verificar que ~ es una relacién de equivalencia.

(b) Sea f : N? — Z la aplicacién definida por f(a,b) = a —b. Verificar que f induce
una biyecciéon N2/ ~2 7,

Ejercicio 5.2.3. Sea f : S — T una aplicacién.

(a) Probar que f define una relacién de equivalencia Ry en S, donde aRbsi f(a) =
f(b) (esta relacién se llama la relacion nicleo de f).

(b) Probar que, si f es sobreyectiva, se inducie una biyeccién S/R; = T

Ejercicio 5.2.4. Sea Y C X un subconjunto. Sea f : P(X) — P(Y) la aplicacién
tal que f(A) = ANY, para cada A € P(X).

(a) Probar que f es una sobreyeccion.
(b) Describir la relacién Ry, nicleo de f.
(c) Probar que f induce una biyeccién P(X)/R; = P(Y).

Ejercicio 5.2.5. Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto S. La apli-
cacién p : S — S/R definida por p(A) = @ es la llamada proyeccién candnica de
S sobre el cociente. ;Qué relacion hay entre Ry R,?

Ejercicio 5.2.6. Un subconjunto P C P(S) es llamado una particién del con-
junto S si

(a) VAe P, A#0.
(b) UAeP A=5.
(c) Para cualesquiera A, B € P | A # B, se verifica que AN B = 0.

Asi, por ejemplo, el conjunto cociente S/R, para R una relacién de equivalencia
sobre S es una particién.

Sea P una particién de S. Definimos la aplicacién p : S — P por p(a) = A si
a € A. (Qué relacién hay entre Py S/R,?

Ejercicio 5.2.7. Sea X = {1,2,3}. Calcular todas las particiones de X.

Ejercicio 5.2.8. Sea X ={0,1,2,3}, Y ={a,b,c} y f: X — Y la aplicacién dada
por:

fO)=c  f)=f2)=a [f3)=b
Consideremos la aplicacién f*: P(Y) — P(X).
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(a) (Es f* inyectiva, sobreyectiva o biyectiva?
b) Describir la relacién R/« asociada a f* y el conjunto cociente P(Y)/R .
f f

Ejercicio 5.2.9. Sea X un conjunto e Y C X un subconjunto suyo. En el conjunto
P(X) se define la siguiente relacién binaria:

A~B<< ANY =BNnY

Demostrad que dicha relacién es de equivalencia. Para X = {1,2,3,4,5} e YV =
{1,4}, describir del conjunto cociente.

Ejercicio 5.2.10. Sea X un conjunto e Y € P(X). Definimos la aplicaciéon f :
X — P(X) por f(x) = Y U{z}, para x € X y consideramos en X la relacién
de equivalencia Ry (Ejercicio 3). Describir el conjunto cociente X/Rs. Si X es un
conjunto finito con n elementos e Y tiene m elementos, calcular el cardinal de X/R;.
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5.3. Relacion 111

Ejercicio 5.3.1.

(a) Si Ay B son anillos conmutativos, probar que el conjunto producto cartesiano
A x B con las operaciones

(a,a") + (b,0') = (a+b,a’ + 1) (a,a’)(b,b') = (ab,d't)

es efectivamente un nillos conmutativo. Se llama el “anillo producto carte-
siano” de Ay B o “anillo producto directo” de Ay B.

(b) Escribir las tablas de sumar y multiplicar del anillo producto Zs X Zs.

Ejercicio 5.3.2. En el conjunto Z definimos las operaciones de suma @ y producto
& por

adb=a+b—-1
a®@®b=a-+b—ab

Asi, por ejemplo, 23 =4y 2® 3 = —1. (Es Z un anillo conmutativo con estas
operaciones?

Ejercicio 5.3.3.

(a,a’) + (b,0') = (a+b,d + V)
(a,a’) - (b,b") = (ab,ab’ + a'b)

.Es Z x Z un anillo conmutativo con estas operaciones?

Ejercicio 5.3.4. Calcula el cociente y el resto de dividir.

(a) 17544 entre 123.

(b) -17544 entre -123.

(c) 17544 entre -123.

(d) -17544 entre 123.

Ejercicio 5.3.5. Escribir las tablas de sumar y multiplicar de los anillos Zs5 y Zg.

Ejercicio 5.3.6. Sea R : Z — 7Z, la aplicaciéon que asigna a cada entero su resto
al dividirlo por n (n > 2). Probar que, para cualquier natural m > 1y r € Z,, se
verifica que

mr = R(mr) = R(m)r

donde el término mr = > r es el resultado de sumar, en Z,, r consigo mismo m
veces, el término R(mr) es el resto de dividir por n el nimero natural producto de
my r;y el término R(m)r es el producto en Z,, del resto de dividir m entre n por
T.

Utilizando lo anterior, ;jes verdad que si, en Zg, sumas 7 consigo mismo 23 veces
obtienes 1, o que si sumas 6 consigo mismo 125 veces obtienes 67
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Ejercicio 5.3.7. Efectuar los siguientes calculos en el anillo Z [\/ﬂ

B+2V3) +(A-5v/3)  (B+2v3)4-5V3) (2-v3)
Ejercicio 5.3.8. ;Cuadles de los siguientes son subanillos de los anillos indicados?
(i) {e€Q|3aeZ} CQ.
(ii) {m +2nv3|m,n € Z} CR.

Ejercicio 5.3.9. Determinar las unidades del anillo definido por el conjunto Z x Z,
con las operaciones (ver Ejercicio 3)

(a,a") + (b,b") = (a+b,a’ + 1) (a,a’) - (b,b") = (ab,al + a'b)
Ejercicio 5.3.10. Encontrar todas las unidades de los anillos Zg, Z7 v Zs.
Ejercicio 5.3.11. ;Cuadles de los siguientes son subanillos de los anillos indicados?
(i) Y aiz’ € Z[z] | ay es par} C Z[x].

(ii) Y- a;x" € Z[z] | ag es par} C Z[z].
Ejercicio 5.3.12. Efectuar las siguientes operaciones en el anillo Z;[z]:

(3 + 4z + 2% 4+ 22%) 4 (3 + 4o + 42" + 323)
(3 +4x + 2 +22%) + (3 + 4o + 42" + 32°)
(2 —dx + 2° — 22%) + (3 — 4o + 42? — 32%)
(2 — 4x + 2% — 22°)(3 — 4o + 42 — 32%)

Ejercicio 5.3.13. Si p(X) € Zs[z] es cualquiera de los cuatro polinomio obtenidos
al realizar el ejercicio anterior, calcular p(1) y p(—1) en cada caso.

Ejercicio 5.3.14. Ej conjunto R? es un anillo con las operaciones:
(a,a") + (b,0") = (a+b,a’ + 1) (a,a’) - (b,b') = (ab—a't,ab + a'b)
Probar que hay un isomorfismo R? = C.

Ejercicio 5.3.15. Sea A un anillo conmutativo y u € A una unidad del anillo.
Demostrar que la aplicacién f,, : A — A dada por f,(z) = uzu~! es un automorfismo

de A.

Ejercicio 5.3.16. Dado un anillo A, demostrar que existe un inico homomorfismo
de anillos de Z en A.

Ejercicio 5.3.17. Para un anillo A, se define la caracteristica de A como el menor

—N—
entero positivo n tal que n-1=14---+1 =0, siendo 1 el uno del anillo A. Si no
existe tal n, diremos que la caracteristica de A es 0.
Demostrar que si A es un anillo de caracteristica n > 2, entonces existe un tnico
homomorfismo de anillos de Z,, en A.

Ejercicio 5.3.18. Dados dos niimeros naturales, n, m > 2, dar condiciones par que
exista un homomorfismo de anillos de Z,, en Z,,.
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5.4. Relacion IV

Ejercicio 5.4.1. Argumenta si los siguientes anillos son, o no, Dominios de Integri-
dad:

Zs 7 [\/5} Ze LxTZ  Tglx]  Z[]  Zsl]
Ejercicio 5.4.2. ;Es el anillo definido por el conjunto Z x Z con las operaciones:
(a,a’) + (b,0") = (a+b,a’ + 1) (a,a’)(b,b") = (ab, ab’ + a'b)
un Dominio de Integridad? (ver Ejercicio 3 de la Relacién IIT).

Ejercicio 5.4.3. ;Es el anillo definido por el conjunto Z de los niimeros enteros con
las operaciones:
adbb=a+b—-1 a®@b=a+b—ab

un Dominio de Integridad? (ver Ejercicio 2 de la Relacién III).
Ejercicio 5.4.4. Demuestra que un Dominio de Integridad finito es un cuerpo.

Ejercicio 5.4.5. Sea n € Z un entero no cuadrado en Z. Demuestra que el cuerpo

de fracciones de Z[y/n] es Q [\/n].

Ejercicio 5.4.6. Se define el cuerpo Q(z) como el cuerpo de fracciones del anillo
Z[z], esto es, Q(x) := Q(Z[z]). Demuestra que Z[x] y Q[x] tienen el mismo cuerpo
de fracciones. Esto es:

Q(Qlz]) = Q(x)
Ejercicio 5.4.7. Sea A = {§ € Q | m € Z Ak > 0}. Argumentar que:
(a) A es subanillo de Q.
(b) Z C A.
(c) El cuerpo de fracciones de A es el mismo que el de Z, o sea, Q.

Ejercicio 5.4.8. Sea A un DI y consideremos en A la relaciéon binaria ~ de ser
asociados. Esto es, a ~ b si a es asociado con b.

(a) Probar que ~ es una relacién de equivalencia en A.

(b) Sea A/ ~= {[a] | a € A}, el correspondiente conjunto cociente. Establecemos
entre sus elementos Is relacion por la cual [a] < [b] si a es un divisor de b en el
anillo A. ;Esté bien definida esa relaciéon en A/ ~7 ;Es una relacién de orden?

Ejercicio 5.4.9. Para n un ntimero natural, calcular med(n,n?), med(n,n + 1) y
med(n,n + 2).

Ejercicio 5.4.10. ;Podremos rellenar con precisién un depésito de 5388033 litros
usando un recipiente de 3717 En caso afirmativo, jcudntas veces usaremos el reci-
piente?
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Ejercicio 5.4.11. Determinar, si existe, un polinomio p(z) € Q] tal que:

30,1, 2 ()_95+1473+12+11+11
57 TRt T )P Tt Tt TRt Tty

Ejercicio 5.4.12. Calcular el cociente y el resto de dividir, en el anillo Q[z], el
polinomio p entre el polinomio ¢:

9 5
p—Q—Ox —|—Ex —1—517 +Z£E“r‘?

Ejercicio 5.4.13. Determinar, si existe, un polinomio p(z) € Zs[x] tal que
(22% + 2+ 2)p(x) = 227 4+ 2° + 22 + 2

Ejercicio 5.4.14. En el anillo Z[i], calcular cociente y resto de dividir 1+ 15¢ entre
3+ o1.

Ejercicio 5.4.15. jEs 2 + 5v/3 un divisor de 39 — 9v/3 en el anillo Z [\/g] ?

Ejercicio 5.4.16. Resolver en Z las ecuaciones diofanticas
10z + 46y = 4050 60z + 36y = 12 35x + 6y =8 122 + 18y =11

Ejercicio 5.4.17. “Cuarenta y seis naufragos cansados arribaron a una bella isla.
Alli encontraron ciento veintiséis montones de cocos, de no mas de cincuenta cada
uno, y catorce cocos sueltos, y se los repartiron equitativamente...” ; Cuantos cocos
habia en cada montén?

Ejercicio 5.4.18. Disponemos de 15 euros para comprar 40 sellos de correso, de 10,
40, y 60 céntimos y, al menos, necesitamos 2 de cata tipo ;Cuantos sellos de cada
clase podremos comprar?

Ejercicio 5.4.19. En una torre eléctrica se nos ha roto una pata de 4 m de altura.
Para equilibrarlo provisionalmente, disponemos de 7 discos de madera de 50 cm de
grosor y de otros 12 de 30 cm. ;Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

= No podremos equilibrar la torre.

Podremos equilibrar la torre, y de una tnica manera.

Podremos equilibrar la torre, y de dos tinicas maneras.

Podremos equilibrar la torre, y de mas de 2 maneras distintas.

Ejercicio 5.4.20. Calcular el maximo comun divisor y el minimo comtn multiplo,
en el anillo R[z], de los polinomios x® — 222 — 5z + 6 y 2° — 32* — z + 3. Encontrar
todos los polinomios p(z) y g(z) en R[z], ambos de grado 3, tales que

(2% — 222 = 52+ 6)p(x) + (2° + 2* — 2z — D)g(a) = 2* + 2* + 1
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Ejercicio 5.4.21. En el anillo Z [\/ﬁ], calcular
med (2 -3vV-2,1+v-2)  mem (2-3vV-2,2+V-2)
Ejercicio 5.4.22. En Z [V/3], calcula med(3 + v/3,2) y mem(3 + /3, 2).

Ejercicio 5.4.23. Determina los enteros x,y € Z tales que, en el anillo Z[i], se
verifique la ecuacién
(=2+ 3+ (1+dy=1+11

Ejercicio 5.4.24. Resolver la siguiente ecuacion en el anillo Z [\/ﬂ

(4+V2)z + (6 +4V2)y = V2
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5.5. Relacion V

Ejercicio 5.5.1. Demostrad
1. 3%" — 2" es divisible por 7 para todo entero n > 1.
2. 327l 4 972 g divisible por 7 cualquiera que sea el entero n > 1.
3. 3%7+2 4 26n+1 g divisible por 11 para todo entero n > 1.
4. 352+l 4 237+ og divisible por 17 cualquiera que sea el entero n > 1.

5. Un numero es divisible por 4 si y solo si el nimero formado por sus dos tltimas
cifras es multiplo de 4.

Ejercicio 5.5.2. Sean a,b € Z. Demostrad que si 3 | (a* 4 b*) entonces 3 | a 'y 3 | b.
Ejercicio 5.5.3. Demostrad las reglas del 2, 3, 5 y 11 para la division.

Ejercicio 5.5.4. Discutir y resolver el sistema de congruencias

S
11z

Ejercicio 5.5.5. Calculad la menor solucién positiva del sistema de congruencias

1 mod (14)
10 m6d (16)

3r = 1 mod (4)
2t = 2 méd (5)
r = —1 mdd (3)

Ejercicio 5.5.6. Una banda de 13 piratas se repartir N monedas de oro, pero le
sobran 8. Dos mueren, las vuelven a repartir y sobran 3. Luego 3 se ahogan y sobran
5. {Cual es la minima cantidad posible N de monedas?

Ejercicio 5.5.7. En el anillo Z [\/3], resolved la congruencia

(1+V3)z=9-4v3 méd (2V3)

Ejercicio 5.5.8. En el anillo Z[i], resolved el siguiente sistema de congruencias

r = i mod (3)
r = 1+i méd (3 + 2i)
r = 3+2 méd (4+1)

Ejercicio 5.5.9. Determinad todos los polinomios f(x) € Zs[z| tales que
(2* +32° + 222 + 32+ 1) f(2) = 2" — 22° — 2 +2 méd (2% + 32% + 42 4 2)

Ejercicio 5.5.10. Determinad los polinomios f(x) € Q[z] de grado menor o igual
que tres que satisfacen el sistema de congruencias

r—1 méd (z* +1)
r+1  méd (z?+x+1)

=

8
~—
[l
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Ejercicio 5.5.11. Probad el Teorema de Ruffini:
Si f(z) € Alx], para cualquier a € A, f(a) es igual al resto de dividir f(z) entre
(x —a).

Ejercicio 5.5.12. Encontrad un polinomio f(z) € Q[z]| de grado 3 tal que:
f(0)=6 f(1)=12 f(x)= Bz +3) méd (2°+x+1)

Ejercicio 5.5.13. Determinad todos los polinomios f(z) € Zy[z] de grado menor o
igual que 4, tales que:

1. El resto de dividir f(z) entre 2> + 1 es .

2. El resto de dividir zf(x) entre 2> + x + 1 es x + 1.

3. f(1) =1.
Ejercicio 5.5.14. Calculad el resto de dividir 27923 entre 17.
Ejercicio 5.5.15. Calculad las dos tltimas cifras de 33",

Ejercicio 5.5.16. Resolved, si es posible, la congruencia 43%'z = 2 mad (36)

Ejercicio 5.5.17. Estudiad si 5'%°77 es una unidad en Zsggos. Calculad su inverso
en caso de que lo tenga.

Ejercicio 5.5.18. Resuelve las ecuaciones siguientes.
1. 122 = 8 en el anillo Zy.
2. 192 = 42 en Zsxg.
3. 9 = 4 en Zqy53.
4. 5302 =2 en Z;.
5. 20z = 984 en Zjgsy.
Ejercicio 5.5.19. Determina los inversos (si existen) de
1. 15 en Zy.
2. 9 en Zoy.
3. 12 en Zo;.
4. 22 en Zs;.
Ejercicio 5.5.20. Determina cuéntas unidades tienen los anillos
1. Zyos.
2. Zro.

3. Zss.
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4. Zyooo-
Ejercicio 5.5.21. Determina si la igualdad a = b es cierta en los siguientes casos:
1. a=9% yb= 77055, en el anillo Z,;.

570

2. a=2""yb=5" en el anillo Zy.

3. a=12%" y b =107, en el anillo Zs,.

570

4. a=5" yb= 107022, en el anillo Zs,.

Ejercicio 5.5.22. Sea K un cuerpo. Dado un polinomio f € K|[z] cuyo grado es 2
6 3, demostrar que f es irreducible si, y s6lo si, f no tiene raices en K.

Ejercicio 5.5.23. Sea I el ideal principal de Zs|x] generado por 22 + 2z + 2. Demos-
trar que el anillo cociente Zs[z]/I es un cuerpo y hallar el inverso de (az + b) + I.

Ejercicio 5.5.24. Determinar los inversos (si existen) de
1. La clase de 2* + = + 1 en el anillo Zs[z]/(z® + 2z + 1).
2. La clase de x + 1 en el anillo R[z]|/(z® — 2z — 3).
3. La clase de 22 + x en el anillo Zy[z|/(z* + 1).
4. La clase de 23 + x + 1 en el anillo Zy[z]/{x* + = + 1).
5. La clase del polinomio 2z + 1 en el anillo Q[z]/(z® + 222 + 42 — 2).
6. La clase de z en el anillo Q[z]/(z* + z + 1).
Ejercicio 5.5.25. Determinar los inversos (si existen) de
1. La clase de 1+ en el anillo Z[d]/(3 + 21).
2. La clase de 2 — /2 en el anillo Z [v/2] /(3).
3. La clase de 3 + 3iv/2 en el anillo Z[iv/2]/(4 — 2iv/2).
4. La clase de 14 /3 en el anillo Z [v/3] /(V/3).
Ejercicio 5.5.26. Construir cuerpos con 4 y 8 elementos.

Ejercicio 5.5.27. Calcular las unidades de los anillos cocientes Zs[x]/(z?* + = + 1),
Zs|x]){x* + 1) y Za|x]/{x* + 2).

Ejercicio 5.5.28. Demostrar que el anillo cociente Zy[z]/{x? + 2+ 1) es un cuerpo
y calcular el inverso de la clase de 22 + 1.
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5.6. Relacion VI

Ejercicio 5.6.1. Estudiar la irreducibilidad de los siguientes polinomios de Z[x]
(factorizando en irreducibles en su caso):

2x%—6234+922—-15 4152347 5025 +302*+10022+100x+27
1227 +62%+92+8 23 +17x+36 2 —x241

24410234522 223 24623 +422 —15x+1 614923 —3x2+1

2P +5x4 4728422 —3x—11 25 —10x4 43623 —53224+262+1  z*+623+422—15x+1
204325 — 2443234322 4+32—1  zi+4xd—z2+4x+1 2% — 624 +323+22—1

224 +223+622+4 224 +3234+322+32+1 x4 — 234922 —4z—1
275284226245 32544223 —14722 421 25432441022 -2
z44+322-22+45 3264254322 442+1 2zt +23452+3

225222 —45—2 26225 —24—223-9222-922—1 3244323492246

44323 4+5224+1 24 4+8z3 4102242 44423 4+622+20+1

Ejercicio 5.6.2. En el anillo Z[i], factorizar —300 como producto de una unidad
por irreducibles no asociados entre si.

Ejercicio 5.6.3. En el anillo Z][i], factorizar 66 + 12i como producto de una unidad
por irreducibles no asociados entre si.

Ejercicio 5.6.4. En el anillo Z [\/5], factorizar 8 + 14v/2 como producto de una

unidad por irreducibles no asociados entre si (Indicacién: Observar primero que V2
es un irreducible en este anillo).

Ejercicio 5.6.5. En Z [\/ﬂ, factoriza 6 + 2v/3 como producto de una unidad por

irreducibles no asociados entre sf (Indicacién: Observar primero que 1++/3, 1 —+/3
v v/3, son irreducibles en este anillo. Observar también que los dos primeros son
asociados).
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6. Cuestionarios

6.1. Cuestionario I

Ejercicio 6.1.1. Si A es un conjunto finito arbitrario, la afirmacién “|P(A)| > |A]”
es:

= Siempre verdadera.
= Verdadera o falsa, depende de A.

= Siempre falsa.

Ejercicio 6.1.2. Si A, B, C son conjuntos cualesquira con B y C' disjuntos, selec-
ciona la afirmacion verdadera:

» (AUB)NC = A.
» (AUB)N(AUC) = A.
» (ANB)U(ANC) = A.

Ejercicio 6.1.3. Si A y B son subconjuntos de un conjunto, la afirmacion
“c(A)Nne(B) =c(ANB)” es:

= Siempre cierta.
= Siempre falsa.

= A veces verdadera y a veces falsa, depende de A y B.

Ejercicio 6.1.4. Sean P y () las propiedades referidas a los elementos de un con-
junto. Las proposiciones P = —Q y ) = —P son:

= Siempre equivalentes.
= Nunca equivalentes.

= A veces equivalentes y a veces no, depende de P y de Q.

Ejercicio 6.1.5. Sean P, () y R propiedades referidas a los elementos de un conjunto
tal que P = @ V R, entonces (seleccionar la afirmacién correcta):

« P2QyP=R
n P:>QOP:>R

» P = () siempre que R = Q.
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Ejercicio 6.1.1. Si A es un conjunto finito arbitrario, la afirmacién “|P(A)| > |A|”
es:

= Siempre verdadera.

= Verdadera o falsa, depende de A.

= Siempre falsa.

Justificacién: Si A = (), entonces P(A) = {0} y |P(A)|=1>0=A|.

Si A # (), entonces P(A) contiene a todos los subconjuntos unitarios {a}, con a € A
(luego, el cardinal de P(A) es, como minimo, igual al de |A|) y, ademds, contiene el
subconjunto vacio, luego tiene al menos tantos elementos como A més uno.

Otra alternativa es usar la formula vista para el cardinal del conjunto potencia de
un conjunto finito vista en teoria:

Sea A un conjunto finito arbitrario con |A| = n € N, entonces |P(A)| = 2".
Notemos que 2" >n Vn € N.

Ejercicio 6.1.2. Si A, B, C son conjuntos cualesquira con B y C' disjuntos, selec-
ciona la afirmacién verdadera:

» (AUB)NC = A.
» (AUB)N(AUC) = A.
» (ANB)U(ANC) = A.

Justificacion:
(AUB)N(AUC)=AU(BNC)=AUbh=A

Ejercicio 6.1.3. Si A y B son subconjuntos de un conjunto, la afirmacion
“c(A)ne(B) =c(ANB)” es:

= Siempre cierta.
= Siempre falsa.

= A veces verdadera y a veces falsa, depende de A y B.

Justificacién: Por las Leyes de Morgan: ¢c(ANB) = ¢(A)Uc(B), por lo que podemos
intuir que la afirmacién no siempre es cierta. Podemos dar un contraejemplo para
ilustrarlo:

Sea X = {1,2,3,4,5}, sean A= {1,2,3}, B={4,5} C X:

c(A)=1B ¢(By=Ac(ANB)=c) =X #c(A)Nc(B)=10

Ademas, como no impone nada sobre los conjuntos, podemos ver que si A = B, es
cierta la afirmacién. Supongamos que A = B:

c(ANB)=c(ANA) =c(A) =c(A)Uc(A) = c(A) Uc(B)
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Ejercicio 6.1.4. Sean P y () las propiedades referidas a los elementos de un con-
junto. Las proposiciones P = —Q) y () = —P son:

= Siempre equivalentes.

= Nunca equivalentes.
= A veces equivalentes y a veces no, depende de P y de Q.

Justificacion: () = —P es el contrarreciproco de P = —(Q).
Demostremos que (Q = —P) < (P = —Q):
O, equivalentemente, que Xg C ¢(Xp) & Xp C ¢(Xg).

:>) SeaZL’EXp:>ZE¢C(Xp):>ZE¢XQ:>.T€C(XQ>
Para todo x € Xp, luego Xp C ¢(Xg).

<:) SeaZL’EXQ:>I¢C(XQ):>$¢Xp:>$€C<Xp)
Para todo = € X, luego X C ¢(Xp).

Ejercicio 6.1.5. Sean P, () y R propiedades referidas a los elementos de un conjunto
tal que P = @ V R, entonces (seleccionar la afirmacién correcta):

» P=QoP=R

= P = () siempre que R = Q.

Justificaciéon: Por hipétesis, Xp C Xgo U Xp.
SiXRQXQﬁngXQ:XQUXR.
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6.2. Cuestionario I1

Ejercicio 6.2.1. Sean X e Y dos conjuntos finitos con |X|=|Y|y f: X — Y una
aplicacion. La afirmacion “Si f es inyectiva o sobreyectiva, entonces f es biyectiva”
es:

= Verdadera o falsa, depende de f.
= Siempre verdadera.
= Siempre falsa.

Ejercicio 6.2.2. Sea f : X — Y una aplicacion inyectiva y sean A, B C X. Selec-
ciona la afirmacion verdadera:

s f.(A) — f.(B) es un subconjunto propio de f.(A — B).
» f.(A— B) es un subconjunto propio de f.(A) — f.(B).
= fi(A=B) = f(4) - f.B).

Ejercicio 6.2.3. Sea f : X — X una aplicacién tal que f.(c(A)) = ¢(f.(A)), para
todo A € P(X). Entonces:

= f es inyectiva, pero no necesariamente sobreyectiva.
= f es sobreyectiva, pero no necesariamente inyectiva.
= f es biyectiva.

Ejercicio 6.2.4. Sea X un conjunto con |X| > 2. La afirmacién “Todo subconjunto
de X x X es de la forma A x B para ciertos subconjuntos A, B C X” es:

= Verdadera o falsa, depende de X.
» Siempre verdadera.
= Siempre falsa.

Ejercicio 6.2.5. Sea R una relacién simétrica y transitiva en un conjunto X # ()
. Prueba el siguiente razonamiento que R es reflexiva?:
“Por simetria, a Rb implica bRa y entonces, por transitividad, concluimos que aRa”.

n Si

= No.
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Ejercicio 6.2.1. Sean X e Y dos conjuntos finitos con | X|=1|Y|y f: X — Y una
aplicacion. La afirmacion “Si f es inyectiva o sobreyectiva, entonces f es biyectiva”
es:

» Verdadera o falsa, depende de f.

= Siempre verdadera.

= Siempre falsa.

Justificacién: Si f es inyectiva, entonces | X| = [Img(f)|, luego [Img(f)| = |Y| y
por tanto, Img(f) =Y y f es sobreyectiva luego biyectiva.

Si f es sobreyectiva, entonces |Y| = |Img(f)|, luego |[Img(f)| = |X| y por tanto, f
es necesariamente inyectiva luego biyectiva.

Ejercicio 6.2.2. Sea f : X — Y una aplicacion inyectiva y sean A, B C X. Selec-
ciona la afirmacion verdadera:

s f.(A) — f.(B) es un subconjunto propio de f.(A — B).
» f.(A — B) es un subconjunto propio de f.(A) — f.(B).
» fi(A-B) = fi(4) - fi(B).

Justificacién: Empezamos recordando la definicién de f,(A) para A C X:

F.(A) = {ye X |3 e X con f(x) = y}

C) Seaye fu(A—B)=3dre€ A-B|y= f(z).
Estoes, vt € ANz ¢ B|y= f(z).
Como z € A=y = f(z) € f.(A). Ademds, por ser [ inyectiva, se tiene que
y ¢ f.(B), ya que si suponemos que y € f.(B):
ye fu(B)=3be B|ly= f(b)= f(x) = f(b) conlo que x =b € B, en

contradiccién con que = ¢ B.

Asi, y € f.(A) — f.(B) para todo y € f.(A — B). Luego:
f(A=B) C f(A) - f(B)

2) Seay € fu(A) = fu(B) =y € f.(A) Ny & f.(B).
Como y € fu(A)=Jz e A|y= f(x).
Como y ¢ f.(B) =z ¢ B.
Luego x € A— B = y = f(x) € f.(A — B) para todo y € f.(A) — f.(B).
Luego:

Ejercicio 6.2.3. Sea f : X — X una aplicacién tal que f.(c(A)) = ¢(f.(A)), para
todo A € P(X). Entonces:

= f es inyectiva, pero no necesariamente sobreyectiva.
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= f es sobreyectiva, pero no necesariamente inyectiva.

= f es biyectiva.

Justificacion: Procedemos a demostrar la inyectividad y sobreyectividad de la apli-
cacion.
Para la sobreyectividad, consideramos () € P(X):

fo(e0)) = fu(X) = Img(f) = c(f.(0)) = c(0) = X

Para la inyectividad, podemos suponer sin perder generalidad que | X| > 2 (si no lo
fuera, la aplicacién seria automaticamente inyectiva).
Sean z, 2’ € X | z # «’. Entonces, 2’ € c({z}) luego:

J(@') € fule{x}) = e({f(2)})
Luego f(x) # f(x).

Ejercicio 6.2.4. Sea X un conjunto con | X| > 2. La afirmacién “Todo subconjunto
de X x X es de la forma A x B para ciertos subconjuntos A, B C X” es:

= Verdadera o falsa, depende de X.
= Siempre verdadera.
= Siempre falsa.

Justificacion: Supongamos que si y consideremos el siguiente conjunto:

Sea D ={(z,2) |z € X} C X x X.

Si D = A x B para ciertos A, B C X, entonces para todo = € X, (z,z) € A X By,
por tanto, vt € Ay = € B.

Asi que A = X = By, necesariamente, D = X x X. Pero |X| > 2, luego existen
a,b e X cona#b,estoes, (a,b) ¢ Dy D # X x X.

Lo que nos lleva a contradiccion.

Ejercicio 6.2.5. Sea R una relacién simétrica y transitiva en un conjunto X # ()

. Prueba el siguiente razonamiento que R es reflexiva?:

o . , S e . »
Por simetria, a Rb implica bRa y entonces, por transitividad, concluimos que aRa”.

= Si.
= No.

Justificacion: Dado un a € X, no tiene por qué existir a priori un elemento b € X
tal que aRb. Por tanto, buscamos un contraejemplo para desmentir la afirmacién:

Dado X = {a,b,c} # 0 y la relacién R = {(a,b), (b,a), (b,b),(a,a)} C X x X.
Observemos que R es simétrica y transitiva pero no reflexiva:
Es simétrica ya que para todos «, 5 € X | aRS = SRa:

Ya que aRb, jse cumple que bRa?. Si.
Ya que bRa, jse cumple que aRb?. Si.
Ya que bRb, jse cumple que bRb?. Si.
Ya que aRa, jse cumple que aRa?. Si.
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Es transitiva ya que para todos a, 5,7 € X | aRB A Ry = aRy:

Ya que aRb y bRa, jse cumple que aRa?. Si.
Ya que bRa y aRb, jse cumple que bRb?. Si.
Ya que bRb y bRb, jse cumple que bRb?. Si.
Ya que aRa y aRa, jse cumple que aRa?. Si.

No es reflexiva, ya que 3¢ € X | cRe.
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6.3. Cuestionario 111

Ejercicio 6.3.1. Sea X un conjunto no vacio. Definimos en P(X) operaciones de
suma y producto por A+ B = AUB y A-B = AN B. Entonces (selecciona la
respuesta correcta).

= P(X) es un anillo conmutativo.
» P(X) no es un anillo conmutativo, falla un axioma.
» P(X) no es un anillo conmutativo, fallan dos axiomas.

Ejercicio 6.3.2. Para enteros m y n tales que 2 < m < n, la afirmacién “Z,, es un
subanillo de Z,,” es:

= Verdadera o falsa, dependiendo de m y de n.
» Siempre verdadera.
= Siempre falsa.
Ejercicio 6.3.3. En el anillo Zg (seleccion la afirmacién verdadera).
» 3 es una unidad y 4- 371 = 4.
» 3 es una unidad, pero 4 - 371 #£ 4.
= 3 no es una unidad.

Ejercicio 6.3.4. En el anillo Z[v/3], la afirmacién “(7 4+ 4v/3)" es una unidad para
todo natural n > 17 es:

= Verdadera o falsa, dependiendo de n.
= Siempre verdadera.
= Siempre falsa.

Ejercicio 6.3.5. Sea A C R un subanillo. La afirmaciéon “Z es un subanillo de A”
es:

= Siempre verdadera.
= Siempre falsa.

» Verdadera o falsa, dependiendo de A.
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Ejercicio 6.3.1. Sea X un conjunto no vacio. Definimos en P(X) operaciones de
suma y producto por A+ B = AUB y A-B = AN B. Entonces (selecciona la
respuesta correcta).

» P(X) es un anillo conmutativo.

= P(X) no es un anillo conmutativo, falla un axioma.

» P(X) no es un anillo conmutativo, fallan dos axiomas.

Justificacién: En este caso, 0 = (), ya que:
P+ A=0UA=A VAePX)
Y no hay opuestos, sea A # () € P(X):
A+B=AUBDA#0 VBePX)
Podemos ver que el resto de axiomas se cumplen:

» Conmutativa de la suma:

A+ B=AUB=BUA=B+A VA BePX)

» Asociativa de la suma:

A+(B+C)=AU(BUC)=(AUB)UC =(A+B)+C VYA, B,C € P(X)

» Elemento neutro de la suma (ya demostrado).
» Existencia de opuestos (ya se ha visto que no se cumple).
= Conmutativa del producto:

A-B=ANB=BNA=B-A VA BecPX)
= Asociativa del producto:
A-(B-C)=An(BnC)=(ANB)NC=(A-B)-C VA B,CeP(X)
= Elemento neutro del producto:
A-X=A VAePX)
» Distributiva del producto respecto de la suma:

A-(B+C) = AN(BUC) = (ANB)U(ANC) = (A-B)+(A-C) VA,B,C € P(X)

Ejercicio 6.3.2. Para enteros m y n tales que 2 < m < n, la afirmacién “Z,, es un
subanillo de Z,,” es:
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= Verdadera o falsa, dependiendo de m y de n.
= Siempre verdadera.
= Siempre falsa.

Justificacion: En Z,,, se tiene que m = 0.
Sin embargo, por ser 2 < m < n, tenemos que m # 0 en Z,.

Ejercicio 6.3.3. En el anillo Zg (seleccion la afirmacién verdadera).

» 3 es una unidad y 4- 371 = 4.

» 3 es una unidad, pero 4 - 371 # 4.
= 3 no es una unidad.

Justificacién: 3 es una unidad ya que 3-3 =9 = 1, luego 37! = 3.
Entonces, 4-37'=4.3=12=4.

Ejercicio 6.3.4. En el anillo Z[v/3], la afirmacién “(7 + 4v/3)" es una unidad para
todo natural n > 17 es:

= Verdadera o falsa, dependiendo de n.
= Siempre falsa.

= Siempre verdadera.

Justificacién: Tenemos que 7 + 41/3 es invertible, puesto que:
N(T+4V3) =7 —3-16=49—48 =1

Como el producto de unidades es una unidad, cualquier potencia de una unidad
también lo es.

Ejercicio 6.3.5. Sea A C R un subanillo. La afirmaciéon “Z es un subanillo de A”
es:

= Siempre verdadera.

= Siempre falsa.
= Verdadera o falsa, dependiendo de A.

Justificacién: Por induccién, veamos primero que N = Z* C A.
Estoes,quene A Vn eN.

n = 0: Por ser A subanillo de R, se tiene que 0 € A.
n = 1: Por ser A subanillo de R, se tiene que 1 € A.

n > 1: Como hipétesis de induccién, supongamos que n € A y veamos que n+1 € A.
Por ser A cerrado para la suma, tenemos que 1 € A y que n € A por hipdtesis
de induccion, luego n + 1 € A.
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Por tanto, N = Z* C A.
Ahora, paran € Z con n > 0, A es cerrado para opuestos, luego —n € A.
Por tanto, Z C A.

Por ser Z cerrado para la suma, producto, opuestos y contiene al 0 y al 1, Z es
subanillo de A. Por tanto, Z es el menor subanillo de R.
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6.4. Cuestionario IV

L434k+3 —

Ejercicio 6.4.1. En el anillo Zq, la afirmacién —3, para cualquier k € Z”

es:
= Siempre falsa.
= Siempre cierta.
= A veces cierta y a veces falsa, depende de k.

Ejercicio 6.4.2. En el anillo Z,[z], la afirmacién “la suma reiterada n veces de
cualquier polinomio es 07, es:

= Verdera o falsa, depende de n.
= Siempre falsa.
= Siempre verdadera.

Ejercicio 6.4.3. Un subanillo A de un anillo B se dice propio si A C B. Seleccion
el enunciado correcto:

= En anillo Z no tiene subanillos propios.
» El conjunto A = {5k | k € Z} es un subanillo propio de Z.
= El cuerpo Q no tiene subanillos propios.
Ejercicio 6.4.4. Homomorifismos ¢ : Zy — Z,
= Hay exactamente uno.
= Hay al menos dos.
= No hay ninguno.

Ejercicio 6.4.5. Sea A un anillo comutativo, la afirmacién “Para cualesquiera in-
determinadas x e y, los anillos de polinomios A[x] y Afy] son isomorifos”. Es:

= Verdadera o falsa, depende de A.
= Siempre verdadera.

= Siempre falsa.
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Ejercicio 6.4.1. En el anillo Z, la afirmacién “3*+3 = —3, para cualquier k € Z”
es:

= Siempre falsa.

= Siempre cierta.

= A veces cierta y a veces falsa, depende de k.
Justificacion:
g8 — (31 .33 = (9.9 9.3=1".7=7 VkezZ

Ejercicio 6.4.2. En el anillo Z,[z], la afirmacién “la suma reiterada n veces de
cualquier polinomio es 07, es:

= Verdera o falsa, depende de n.
= Siempre falsa.

= Siempre verdadera.

Justificacién: Sea R, : Z[r] — Z,[x] el homomorfismo de reduccién médulo n.
Para cualquier f € Z,[z]:

nf =nky(f) = Bu(nf) = Bu(n)Ru(f) =0-f =0

Ejercicio 6.4.3. Un subanillo A de un anillo B se dice propio si A C B. Seleccion
el enunciado correcto:

= En anillo Z no tiene subanillos propios.

» El conjunto A = {5k | k € Z} es un subanillo propio de Z.
= El cuerpo Q no tiene subanillos propios.

Justificacion: Si A es un subanillo de Z, entonces 1 € A con lo que para todo
n veces

——N— .
n>0,14---+1=n¢€ Ay, como A contiene a sus opuestos, entonces Z C A. Por
lo que A = Z.

Ejercicio 6.4.4. Homomorifismos ¢ : Zy — Z,
= Hay exactamente uno.
= Hay al menos dos.

= No hay ninguno.

Justificacion: Si ¢ : Zy; — Z fuese un homomorfismo, tendriamos que:
p(1+1)=¢(1)+o(1)=1+1=2

Pero en Zy, 1+ 1 =0y por tanto, ¢(1 + 1) = ¢(0) = 0, asi que seria 0 = 2 en Z, lo
que es una contradiccion.
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Ejercicio 6.4.5. Sea A un anillo comutativo, la afirmacién “Para cualesquiera in-
determinadas x e y, los anillos de polinomios A[z] y A[y] son isomorifos”. Es:

= Verdadera o falsa, depende de A.

= Siempre verdadera.

= Siempre falsa.

Justificacién: El automorfismo identidad ids : A = A extiende a un Unico homo-
morfismo ¢ : A[z] — Aly] tal que ¢(z) = y. Explicitamente:

¢ (Z a@-ﬂ') => ay
=0 =0

Claramente ¢ es biyectiva.
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6.5. Cuestionario V

Ejercicio 6.5.1. En relacion con los anillos Zg y Z x Z, selecciona la afirmacion
correcta:

= Ambos son DI.
= Uno de ellos es DI, pero el otro no.
= Ninguno es DI

Ejercicio 6.5.2. En relacion a las siguientes proposiciones, referidas a los elementos
de un Dominio de Integridad:

(a) a|bAhate=btb+ec.
(b) a|bhatc=atb+ec.
Selecciona la afirmacién correcta:
= Ambas son verdad.
» Una es verdad y la otra es falsa.
= Ambas son falsas.

Ejercicio 6.5.3. Polinomios de grado uno que son unidades en el anillo de polino-
mios Zy[z]:

= No hay.
= Hay dos.
= Hay infinitos.
Ejercicio 6.5.4. En el anillo Z[i]:
= 3 es unidad.
= 3 es irreducible.
= 3 no es irreducible.
Ejercicio 6.5.5. En el anillo Z[i]:
= 2 es unidad.
= 2 es irreducible.

= 2 no es irreducible.
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Ejercicio 6.5.1. En relacién con los anillos Zg y Z X Z, selecciona la afirmacion
correcta:

= Ambos son DI.
= Uno de ellos es DI, pero el otro no.

= Ninguno es DI.

Justificacion:
» En Zg, 2-3=0.
» EnZ x Z, (1,0)-(0,1) = (0,0).

Ejercicio 6.5.2. En relacién a las siguientes proposiciones, referidas a los elementos
de un Dominio de Integridad:

(a) a|bANatc=btb+ec
(b) a|bAhatc=atb+ec.
Selecciona la afirmacién correcta:
= Ambas son verdad.

» Una es verdad y la otra es falsa.

= Ambas son falsas.
Justificacion:

= La primera es cierta: si b = ax y fuese b+c = ay, tendriamos que ¢ = ay—ax =
a(x —y), asi que a | ¢, lo que es contradictorio.

» La segunda es falsa: por ejemplo, en Z, 241y 243, pero 2| 1+ 3 =4.

Ejercicio 6.5.3. Polinomios de grado uno que son unidades en el anillo de polino-
mios Zy[z|:

= No hay.
= Hay dos.
= Hay infinitos.

Justificacion: La tabla de multiplicar en Z, es:

(Z4,)|0 1 2 3
0 0000
1 o123
2 1020 2
3 103 21
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Buscamos estudiar el cardinal del conjunto:

{p € U(Za[z]) | deg(p) = 1}
Sea ax + b € U(Zy[z]) con a # 0:

(ax +b)(az +b) =1 = (ax + b)’ =1 = a’z + 2abz + b* = 1
—ad®*=0 A 2ab=0 A V=1

a2=0 = a=2
200=0 = 4b=0=0b=0=0=0
=1 =— b=1 V b=3

Luego:

20 + 1 € U(Zy[x])

Tenemos dos polinomios que verifican la segunda opcién. Ademas, la tltima no
puede ser por ser Z,[z] finito.

Ejercicio 6.5.4. En el anillo Z[i]:
» 3 es unidad.

s 3 es irreducible.

= 3 no es irreducible.

Justificacién:
NB3)=9+#+1 =3¢ U(Z]i])

Para probar que 3 es irreducible, supongamos una factorizacién 3 = «- 3 con o, 3 €
Z[i] \ U(Z][i]). Entonces:

N(3) = N(a)N(B) = 9= N(a)N(5) N(a),N(p) € Z

Como a, f ¢ U(Z]i]) = N(«), N(B) # £1 Como «, B € Z][i], se tiene que:
N(a)=a*+b>1
N(B) = (@) +¥) =1

Por tanto, N(«), N(8) € N. Ademas, 9 = N(a)N(8) = N(a) = N(f) = 3.
N(a)=3=a*+b* =3

Pero fa,b € Z | a®> + b* = 3, por lo que 3 es irreducible.

Ejercicio 6.5.5. En el anillo Z[i]:

» 2 es unidad.

= 2 es irreducible.
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s 2 no es irreducible.

Justificacién:
N2)=4#1=2¢ U(Z[i])

Para ver que 2 no es irreducible, supongamos una factorizaciéon: 2 = a - | a, €
Z[i) \ U(Zld]).

N(2) = N(af) = 4= N(a)N(B) = N(a) = N(3) =2
Por ejemplo, a =3 =1+1
—i(14i) = (1424 2i)(—i) = (=) (1 — 14 2i) = (—i)2i = —2i> =2

Luego 2 = —i(1 +1)” es la factorizacién esencialmente tinica de 2 = es reducible.
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6.6. Cuestionario VI

Ejercicio 6.6.1. En relacion a las siguientes proposiciones, referidas a elementos
cualesquiera de un DI, selecciona las verdaderas:

m clab=c|aVc]b.
malcAb|lc=ab]ec.
»claVe|b=c|ab.

Ejercicio 6.6.2. Entre los siguientes DE, selecciona aquellos en los que el maximo
comun divisor y el minimo comun multiplo son unicos salvo signo:

= Z [V-2].
= Z[V3].
n Zslx].

Ejercicio 6.6.3. En un DE, tenemos la ecuacion diofantica px + by = 1, donde p
es irreducible. Entre las siguientes afirmaciones, selecciona la que es verdad.

= Nunca tiene solucion.
= Puede tener solucion o no, depende de b.
= Siempre tiene solucion.

Ejercicio 6.6.4. En un DE, tenemos la ecuacion diofantica pr 4+ qy = ¢, donde p y
q son irreducibles no asociados entre si. Entre las siguientes afirmaciones, selecciona
la que es verdad.

= Nunca tiene solucion.
= Puede tener solucion o no, depende de p y de q.
= Siempre tiene solucion.

Ejercicio 6.6.5. Entre las siguientes proposiciones, referidas a un DE, selecciona
las verdaderas.

= Si la ecuacion ax + by = 1 tiene solucién, entonces la ecuacion azx + by = ¢
tiene solucién para todo c.

» Si la ecuacidin ax+bb'y = 1 tiene solucién, entonces las ecuaciones ax+by = 1
y ax + b'y = 1 tienen solucién.

» Si las ecuaciones ax + by = 1 y ax + b'y = 1 tienen solucién, entonces la
ecuacion ax + bb'y = 1 tiene solucion.
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Ejercicio 6.6.1. En relacion a las siguientes proposiciones, referidas a elementos
cualesquiera de un DI, selecciona las verdaderas:

mclab=c|aVc]|b.
malcAblc=ab]ec.

mclaVe|b= c]|ab

Justificacion:
» La primera es falsa, en Z, 6 | 12 =4 - 3 pero 6 1 4.
» La segunda es falsa, en Z, 2 | 6 pero 2 -2 1 6.

= La tercera es verdadera. De hecho, basta con que ¢ divida a uno de ellos para
que divida al producto:

a=ca = ab = c(a'b)

Ejercicio 6.6.2. Entre los siguientes DE, selecciona aquellos en los que el maximo
comun divisor y el minimo comun multiplo son tnicos salvo signo:

= Z [V-2].
= Z[V3].

n Zslz].

Justificacion: Serdan aquellos cuyas unidades sean +1:

= EnZ [\/ —2] , a+by/—2 es unidad si y sélo si a®+20* = 1, lo que sélo se verifica
sia=1yb=0.

= En Z [\/g], a + bv/3 es unidad si y sélo si a® — 3b> = +1, lo que verifica por
ejemplo 2 + v/3 # £1, luego aqui el med y el mem no son tinicos salvo signo.

» En Z3[x]:
U(Zslx]) = U (Zs) = {1,2} = {1, -1} = {*1}

Ejercicio 6.6.3. En un DE, tenemos la ecuacion diofantica px + by = 1, donde p
es irreducible. Entre las siguientes afirmaciones, selecciona la que es verdad.

s Nunca tiene solucién.

= Puede tener solucion o no, depende de b.

= Siempre tiene solucion.

Justificacién: La ecuacién tendrd solucién <= mcd(p,b) | 1 <= mcd(p,b) =
1. Como p es irreducible, equivale a que p t b, luego puede tener solucién o no,
dependiendo de b:
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= Para b =1 si tiene solucién.
» Pero para b = 2p = mcd(p, 2p) = p # 1 no tiene solucion.

Ejercicio 6.6.4. En un DE, tenemos la ecuacion diofantica px + qy = ¢, donde p y
q son irreducibles no asociados entre si. Entre las siguientes afirmaciones, selecciona
la que es verdad.

= Nunca tiene solucion.
= Puede tener solucion o no, depende de p y de q.

= Siempre tiene solucién.

Justificacién: La ecuacién tendra solucion <= mcd(p,q) | ¢. Como p y ¢ son
irreducibles no asociados, tenemos que mcd(p,q) = 1y como 1 | ¢ Ve € A, la
ecuacion siempre tendra solucion.

Ejercicio 6.6.5. Entre las siguientes proposiciones, referidas a un DE, selecciona
las verdaderas.

= Si la ecuacion ax + by = 1 tiene solucién, entonces la ecuacién ax + by = ¢
tiene solucién para todo c.

» Si la ecuaciéin ax + bb'y = 1 tiene solucion, entonces las ecuaciones ax + by = 1
y ax + b'y = 1 tienen solucién.

» Si las ecuaciones ax + by = 1 y ax + b’y = 1 tienen solucién, entonces la
ecuacion ax + bb'y = 1 tiene solucion.

Justificacion:
» Sea (zo, o) solucién de ax + by = 1 = (cxo, cyy) es solucién de ax + by = c.

= Sea (g, yo) solucién de ax + bb'y = 1 = (9, yob') es solucion de ax + by = 1
y (2o, yob) es solucién de ax + b'y = 1.

ax + by = 1 tiene solucion = mecd(a,b) =
ax + by = 1 tiene solucion — mecd(a, ')

1 } — med(a,bb’) =1

Luego ax + bb'y = 1 tiene solucién.
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6.7. Cuestionario VII

Ejercicio 6.7.1. En relacién a las siguientes proposiciones sobre elementos de un
DE, selecciona las verdaderas:

= Simed(a,b) = 1, entonces med(a, b™) = 1 para todo n € N.
» Sia=d mébd (b), entonces med(a, b) = med(d’, b).
» Sia=d mdd (b), entonces mem(a, b) = mem(d’, b).

Ejercicio 6.7.2. Entre las siguientes ecuaciones en congruencias, selecciona las que
tienen solucién.

» En Z, 62 =10 mod (45).
» En Z, 1002 =20 mdd (15).
» En Z[i], (2+2i)x =5 mdd (3 —1).

Ejercicio 6.7.3. Entre las siguientes afirmaciones relativas a ecuaciones en el anillo
Zis, selecciona las que son verdad.

= 122 = 28 tiene 4 soluciones.
» 142 = 28 tiene 4 soluciones.
= 122 = 30 tiene 4 soluciones.
Ejercicio 6.7.4. Entre las siguientes proposiciones, selecciona las verdaderas.
» El anillo Zgyy tiene 240 unidades.
» 1429 =1 mod (33).
» 310 =3 en Z.

Ejercicio 6.7.5. Sea p un numero primo y considérese la congruencia ar = 1
méd (p?). En relacién a las siguientes proposiciones, selecciona las verdaderas:

» No tiene solucién, pues p* no es primo.
» Tiene solucién si y sélo si la congruencia ax =1 méd (p) tiene solucion.

» Tiene solucién salvo que a sea miltiplo de p?.
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Ejercicio 6.7.1. En relacion a las siguientes proposiciones sobre elementos de un
DE, selecciona las verdaderas:

= Si med(a,b) = 1, entonces med(a, b") = 1 para todo n € N.

» Sia=d modd (b), entonces med(a, b) = med(d’, b).

» Sia=d mdbd (b), entonces mem(a, b) = mem(d’, b).
Justificacion:
» Es cierto, lo probamos por induccion:
Para n = 0: mcd(a,b’) = med(a, 1) = 1, cierto.
Para n = 1: med(a,b) = 1, cierto.
Supuesto cierto para n — 1, lo vemos para n:

med(a,b) =1
med(a, b" 1) =1

}mcd(a, b™) = med(a, b" b)) =1
= Es cierto, sea A el DE:

a=d méd (b)=3Ig€A|la—d =qgb

—ad =a—qb

med(a, b) = med(a — gb,b) = med(d’, b)

» Es falso, por ejemplo en Z, sean a =6, o’ =2, b =4
6=2 mod (4)
mem(6,4) = 12 # 4 = mem(2,4)

Ejercicio 6.7.2. Entre las siguientes ecuaciones en congruencias, selecciona las que
tienen solucion.

» En Z, 62 =10 mdd (45).
» En Z, 1002 = 20 mdd (15).
» En Z[i], (2+2i)x =5 mdd (3 —1).

Justificacion:

= mcd(6,45) = 3, como 31 10 = no tiene solucion.
= mcd(100, 15) = 5, como 5 | 20 = tiene solucién:

20r =4 mdd (3) med(20,3) =1

1=20(—1)+7-3=>20-1=-1 méd (3)
—20(—4) =4 méd (3)

xo = —4 es solucion particular
xo = 2 es solucion optima
ro=2+3k keZ
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» Calculamos med(2 + 2i,3 —4) en Q[i]:

3—i  (2-2)(3—i) 6-2i—6i—2 4 8i
242 8 - 8 8 8 2"
Tenemos g =14, r=141
ry U; U
3—: 1 0
242t 0 1
142 1 —2

Existe solucion <= 1+ | 5, pero como 1+ 1415, no existe solucién.

Ejercicio 6.7.3. Entre las siguientes afirmaciones relativas a ecuaciones en el anillo
Zgs, selecciona las que son verdad.

s 122 = 28 tiene 4 soluciones.

s 142 = 28 tiene 4 soluciones.
s 122 = 30 tiene 4 soluciones.

Justificacion:

120 = 28 méd (64)
6x =14 méd (32)
3r =7 mdd (16)

Como mced(16,3) = 1, tiene solucién.

1=16-1+3(-5)=>3-5=—1 mdd (16)
= 3.5(=7)=7 méd (16)

5(—7) = —35 es solucién particular
o = 13 es solucién 6ptima
r=134+16k kecZ
Por tanto:

Ty =13 x5 =29
r3 =45 x4 =61

Tiene 4 soluciones.

14xr =28 mdd (64)
7r =14 mdd (32)
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med(7,32) = 1, tiene solucidn.

1=32.247(=9) = 7-9=—1 mdod (32)
— 7-9(—14) =14 méd (32)

zo = 9(—14) = —126 es solucién particular
Yo = 2 es solucién éptima
rxr=2+4+23k keZ

Por tanto:

r =
1'2:34

No tiene 4 soluciones, es falso.

122 =30 mdd (64)
6z =15 mod (32)

mcd(6,32) = 2115 = no tiene solucién
Es falso.
Ejercicio 6.7.4. Entre las siguientes proposiciones, selecciona las verdaderas.

» El anillo Zgyy tiene 240 unidades.

= 142 =1 méd (33).

L 316 =3 en Zlﬁ-
Justificacion:

|U(Zgoo)| = ¢(900) = ¢(3%-2%.5%) =3-2-5-2-1-4 =240

©(33) =¢(3-11) =2-10=20

Fermat 20 /
med(14,33) — 1 } S 420 =1 med (33)

p(16) = p(2) =2° - 1 =38

8 — 4 16 ,
mcd(3,16):1}:>3 =1 méd (16) = 3" =1 mdd (16)

— 3% #£3 mdd (16)
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Ejercicio 6.7.5. Sea p un numero primo y considérese la congruencia ar = 1
méd (p?). En relacién a las siguientes proposiciones, selecciona las verdaderas:

» No tiene solucién, pues p? no es primo.

» Tiene solucion si y sélo si la congruencia az =1 mod (p) tiene solucién.

» Tiene solucién salvo que a sea multiplo de p?.

Justificacion:

La equacién tiene solucién <= med(a, p?) | 1 <= mcd(a,p?) = 1
<= mcd(a,p) =1 <= ar=1 mdd (p) tiene solucién

Luego la segunda opcién es verdadera. Estudiamos ahora la tercera, si a = kp? con
k € A= mcd(a,p?) = p? por lo que es cierto que no tiene solucién. Sin embargo,
si p? es miltiplo de @ = mcd(a, p*) = a, por lo que tampoco tiene solucién. Luego
la tercera es falsa, al existir mas casos en los que no tiene solucién.
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6.8. Cuestionario VIII

Ejercicio 6.8.1. En el anillo Z[i], selecciona las afirmaciones verdaderas:

= 247y 2—1son unidades.
= 2417y 2—1 son asociados.

= 247y 2—1son irreducibles.

Ejercicio 6.8.2. Entre las siguientes afirmaciones, selecciona las afirmaciones ver-
daderas:

s En el anillo Z [\/ﬂ, los nidmero 2 + v/2 y 2 — V/2 son asociados.
s FEn el anillo Z [\/ﬂ, los nimero 2 + /2 y2— V2 son primos.

= En el anillo Z [\/ﬂ, el nimero 2 no es primo.
Ejercicio 6.8.3. Entre las siguientes afirmaciones, selecciona las correctas.

» En Z[z], todo polinomio de grado 1 es irreducible.

» En Z|z], todo polinomio ménico de grado menor o igual que 3 y sin raices en
7 es irreducible.

= Todo polinomio de grado mayor o igual que 1 en Q[z] es asociado a un primitivo
de Z[x].

Ejercicio 6.8.4. Entre las siguientes afirmaciones relativas a un polinomio f € Z[x],
selecciona las que son verdad:

» Si el reducido R,(f) es irreducible en Z,[z], entonces f es irreducible.

» Si f es ménico y el reducido R,(f) es irreducible en Z,[x], entonces f es
irreducible.

» Si f es primitivo y el reducido R,(f) es irreducible en Z,[x], entonces f es
irreducible.

Ejercicio 6.8.5. Entre las siguientes afirmaciones relativas a un polinomo ménimo
f € Z|x], selecciona las que son verdad:

» Si f no tiene raices en Z y para un primo entero p > 2, el reducido R,(f)
factoriza en irreducibles Z,[z] en la forma R,(f) = fi - fo con deg(f1) = 1,
entonces f es irreducible en Z[z].

= Si para un entero primo p > 2, el reducido R,(f) factoriza en irreducibles
Zy|z] en la forma R,(f) = f? con deg(fi) = 3 y para un entero primo ¢ > 2,
el reducido R,(f) factoriza en irredcuibles Z,[x] en la forma R, (f) = ¢19293
con deg(g;) = 1 = deg(ge) y deg(gs) = 4, entonces f es irreducible.

» Si para un entero primo p > 2, el reducido R,(f) factoriza en irreducibles
Zy|z] en la forma R,(f) = f? con deg(f;) = 2 y para un entero primo ¢ > 2,
el reducido R,(f) factoriza en irreducibles Z,[z] en la forma R,(f) = g1929394
con deg(g;) = 1, entonces f es irreducible.
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Ejercicio 6.8.1. En el anillo Z][i], selecciona las afirmaciones verdaderas:

= 2414y 2—1 son unidades.
= 2414y 2—1son asociados.

= 2414y 2—1 son irreducibles.

Justificacion:
= La primera es falsa:

N(2+1i)=N(2—1i)=5#+l1

= La segunda también:

240 _(249)@+i) _3+4i _3 4

2—1 ) 5 5 5
Luego tenemos ¢ = i+ 1y r = (2+1) — (2—19)(1 +4) = —1 # 0, asi que
2 — i 12+, luego no son asociados.

= La tercera es verdad:
N(2+1i) = N(2—1i) =5 que es un primo de Z

Ejercicio 6.8.2. Entre las siguientes afirmaciones, selecciona las afirmaciones ver-
daderas:

= En el anillo Z [\/ﬂ, los ndmero 2 + v/2 y2— V/2 son asociados.

= En el anillo Z [\/ﬂ, los nimero 2 + v/2 y 2 — v/2 son primos.

= En el anillo Z [\/ﬂ, el niimero 2 no es primo.

Justificacién: Vemos que 2 4+ v/2y2 — /2 son asociados, ya que:
2
2 2 2 2 44/2
—i-\/_:( +\/_) :6+ \/_:3+2\/§
2 -2 2 2
2
2-V2_2=V2) 5 o
242 2

Luego 2+v2 = (2—v2)(3+2V2) y 2 — V2 = (2+ v2)(3 — 2v/2), asi que 2 + /2
y 2 — /2 se dividen mutuamente, luego son asociados (la primera es verdad).

Puesto que Z [\/5] es un DE, es un DFU y ser primo es equivalente a ser irre-
ducible. Como:

N(2+V2) = @+V2)2-v2)=4-2=2

Es un primo de Z, vemos que tanto 2 + V2 como 2 — /2 son primos (la segunda es
verdad):. Como:

2=(2+V2)(2-?2)

Deducimos que 2 no es irreducible y, por tanto, no es primo (se verifica la tercera).
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Ejercicio 6.8.3. Entre las siguientes afirmaciones, selecciona las correctas.
» En Z[z], todo polinomio de grado 1 es irreducible.

» En Z|z], todo polinomio ménico de grado menor o igual que 3 y sin raices en
Z es irreducible.

» Todo polinomio de grado mayor o igual que 1 en Q[z] es asociado a un
primitivo de Z[z].

Justificacion:
» Falsa, sea f = 6z — 2, deg(f) = 1 y no es irreducible: f =2 (3z — 1).
» Sea f = 23 + apx? + ayx + ag. Por ser ménico, es primitivo. Sus posibles raices

en Q son de la forma ¢/s donde a | ag y b| 1 = b= £1.

Luego sus posibles raices en Q son de la forma +a, donde a | ag, luego sus
raices son enteras. Como f no tiene raices en Z = no tiene raices en Q.

Supuesto deg(f) =2V deg(f) = 3 Entonces, es irreducible en Q y, por el
criterio de al raiz, es irreducible en Z.

Supuesto deg(f) =1 Entonces, f = x + a9 = © = —ag es raiz de f en Z,
contradiccién, luego no puede ser deg(f) = 1.

Supuesto deg(f) =0 Entonces, f € Z y como es ménico, f = 1 € Z. Pero
f=1€U(Z[z]) = f no es irreducible.

Por lo que es falsa, sélo es cierto si f # 1.

= Se ha demostrado que todo ¢ € Q[z] | deg(¢) > 1 se puede expresar como
¢ =avf con s € Qy f € Z[x] primitivo.

Como /b € Q y Q es un cuerpo = /s € U(Q) = ¢ ~ f, cierto.

Ejercicio 6.8.4. Entre las siguientes afirmaciones relativas a un polinomio f € Z[x],
selecciona las que son verdad:

» Si el reducido R,(f) es irreducible en Z,[z], entonces f es irreducible.

» Si f es ménico y el reducido R,(f) es irreducible en Z,|x], entonces f es irreducible.

» Si f es primitivo y el reducido R,(f) es irreducible en Z,[x], entonces f es
irreducible.

Justificacion:
» Falso, peude ser que deg(R,(f)) # deg(f):
Sea f =21 -3z +1=(2v—1)(x — 1) € Z[x]
Ry(f) = x + 1 € Zs[z] es irreducible, pero f es reducible.
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fprimitivo
deg(R,(f)) = deg(f)

Por tanto, aplicando el criterio de reduccién, R,(f) es irreducible en Z,[z] =
f es irreducible, cierto.

f moénico = {

» Falso, puede ser que deg(R,(f)) = deg(f) y tenemos el mismo contraejemplo
que para el primer punto.

Ejercicio 6.8.5. Entre las siguientes afirmaciones relativas a un polinomo ménimo
f € Z[z], selecciona las que son verdad:

» Si f no tiene raices en Z y para un primo entero p > 2, el reducido R,(f)
factoriza en irreducibles Z,|x] en la forma R,(f) = f1 - f2 con deg(f1) = 1,
entonces f es irreducible en Z[z].

= Si para un entero primo p > 2, el reducido R, (f) factoriza en irreducibles

Z,|z] en la forma R,(f) = f? con deg(f1) = 3 y para un entero primo ¢ > 2,
el reducido R,(f) factoriza en irredcuibles Z,[z] en la forma R,(f) = g19293
con deg(g1) = 1 = deg(gs) v deg(gs) = 4, entonces f es irreducible.

= Si para un entero primo p > 2, el reducido R,(f) factoriza en irreducibles
Zy|z] en la forma R,(f) = f? con deg(fi) = 2 y para un entero primo ¢ > 2,
el reducido R,(f) factoriza en irreducibles Z,[x] en la forma R,(f) = g1929394
con deg(g;) = 1, entonces f es irreducible.

Justificacion:

» Como f es ménico, f y R,(f) tienen el mismo grado, n, y como f no tiene
raices en Z, no tiene divisores de grado 1 ni de grado n — 1. Ademads, como
R,(f) no tiene divisores de grado r para cualquier 1 < r < n — 1 (sus dnicos
divisores propios son, salvo asociados, fi y f2) f tampoco los puede tener.
Como es monico, es primitivo y no tiene divisores propios de grado 0. Luego
f es irreducible.

» Como es ménico, f, R,(f) y R,(f) tienen el mismo grado, 6. Como R,(f) no
tiene divisores de grados 1, 2, 4 0 5 f tampoco los puede tener. Como R,(f)
no tiene divisores de grado 3, f tampoco los puede tener. Como es monico, es
primitivo y no tiene divisores propios de grado 0. Luego f es irreducible.

» La tercera es falsa: la informacién sobre R,(f) nos garantiza que f no tiene
divisores de grado 1 o 3, pero puede tenerlos de grado 2, y la segunda informa-
cién sobre R,(f) no nos garantiza que f no puede tenerlos. Un contraejemplo
serfa f = #4422+ 1 = (22 + 1)*. La factorizacion en irreducibles de Rs(f) en
Zslx] es (22 +1)° y la de Ry(f) en Zo[z] es (x4 1)
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